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OBJETIVOS

General

Describir las conexiones que existen entre la teoria de nudos y la fisica.

Especificos

1. Desarrollar los conceptos fundamentales de nudos.

2. Establecer las nociones de topologia algebraica necesarias para el calculo del

grupo de un nudo a través del teorema de Seifert-Van Kampen.

3. Presentar algunos invariantes algebraicos de nudos bajo transformaciones de

estos.

4. Exponer las conexiones que existen entre fisica de particulas y mecanica esta-

distica con la teoria de nudos.
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INTRODUCCION

La teoria de nudos es un area relativamente joven de las matematicas y rela-
cionada desde sus inicios con fenémenos fisicos. Sus primeros estudios datan aproxi-
madamente de 1880, cuando William Thomson, mejor conocido como Lord Kelvin,
considerd la hipétesis de que los 4&tomos eran nudos en una sustancia llamada éter [].
La meta principal de la teoria de nudos es determinar si dos nudos son equivalentes.
Aunque esta meta parezca inocente, ha llevado a los matematicos a buscar herra-
mientas mas sofisticadas para responder a las preguntas que conlleva. Algunas de
estas herramientas provienen de la topologia algebraica, como el grupo fundamental
del complemento de un nudo a través de la presentacion de Wirtinger. Asimismo,
el estudio de los nudos ha dado como resultado la creaciéon de algunas herramien-
tas algebraicas como el polinomio bracket y el polinomio de Jones. Parte de estas
construcciones son las que usaremos para presentar conexiones entre nudos y fisica,

siendo la mayoria de estas expuestas originalmente por Kauffman en [I8].

En el primer capitulo de este material se presentan conceptos generales dentro
de la teoria de nudos con algunos detalles importantes sobre las definiciones, y se
hace mencion de un enfoque mas moderno, luego en el capitulo 2; se hace una revi-
sion de algunas herramientas algebraicas para obtener resultados dentro del capitulo
3, capitulo en el que ademas se revisan algunos objetos algebraicos asociados a los
diagramas de un enlace. Finalmente, se concluye en el capitulo 4 con una exposicion
un poco informal de algunos resultados en fisica y su relacién con la teoria de nudos,
como el teorema de la estadistica del espin y una aplicacion de la ecuacion de Yang

Baxter.

Se recomienda para el lector una buena base de topologia general y algebra
abstracta, la cual estd cubierta (aunque no en su totalidad) en los apéndices de este
trabajo. Cuando se presente algin concepto importante que requiera una revisién

mas profunda, se hard mencién y se indicard una fuente recomendada.

IX






1. NUDOS Y ENLACES

1.1. Teoria de nudos clasica

Antes de presentar de lleno las definiciones méas robustas de la teoria de nudos,
estableceremos algunas definiciones clasicas apelando un poco a la intuicion. Cier-
tamente, esta teoria tiene sus bases establecidas en la topologia, por lo que se invita
al lector a consultar el Apéndice A (donde se hace una revision de topologia bésica)

si es su primer contacto con estas ramas.

1.1 Definicién. Sea K C R3. Decimos que K es un nudo si existe un homeomor-

fismo f:S' — K, donde S es el circulo unitario, S! = {(x,y) € R? | 22 + y> = 1}.

Un nudo, visto como curva en R3, es algo con lo que estamos familiarizados,
pues son objetos que visualizamos constantemente, sin embargo podria parecer que
estamos imponiendo una condiciéon bastante fuerte al pedir que nuestra curva sea ho-
meomorfa a S', no obstante esta condicién no limita tanto al nudo, pues simplemente
con dar una funcién v : St — R? continua e inyectiva, esta es un homeomorfismo
en su imagen por el lema del mapeo cerrado, es decir, un encaje topologico. Por ello
podemos concluir que la relaciéon de homeomorfismo no es suficiente para establecer

una igualdad entre nudos, esto motiva la siguiente definicion:

1.2 Definiciéon. Dos nudos K; y K5 son equivalentes si existe un homeomorfismo
f:R® = R? de forma que f(K;) = K».

Aunque esta es la definicion clasica y la que estudiaremos por ahora, en distintas
fuentes existen otras nociones de equivalencia entre nudos.

Notemos que no estamos dando un homeomorfismo entre dos nudos, la condi-
cién de equivalencia es un homeomorfismo del ambiente en el que viven de tal forma
que la imagen de uno de los nudos bajo esta aplicaciéon es el otro. Realmente, esta
condiciéon va mas orientada a la topologia de un objeto de dimensién 3 que a la
de un objeto de dimensién 1 (extenderemos esta discusién més adelante). Veamos

ahora una forma estandar de representar nudos, usualmente lo haremos por medio



de diagramas, siendo el diagrama la proyeccién del nudo a R?. Dicha proyeccién se
dibuja como una curva en la que, en cada interseccién se borra parte de una curva
dependiendo del nudo, para indicar que segmento pasa por encima o debajo como
en la Figura 0. A cada interseccién en la que ocurre este proceso se le denomina

cruce.

AN
N AAN

Figura 1.1. Cruces en diagramas para un nudo.

1.3 Ejemplo. El nudo mas sencillo es conocido como nudo trivial o no nudo, siendo

este St — R3, es decir, St identificado como subconjunto de R3.

1.4 Ejemplo. Un nudo que puede mostrarse que no es equivalente al nudo trivial

St es el nudo trébol 34, el cual podemos ver en la Figura 2.

()

Figura 1.2. Dos representaciones del nudo trébol.

Para restringirnos un poco a los nudos que consideraremos de ahora en adelante,

veamos las siguientes definiciones:



1.5 Definiciéon. Un nudo se dice poligonal si es una curva cerrada simple que esté

formada por una cantidad finita de segmentos de recta.

Los diagramas de un nudo poligonal pueden dar problemas cuando considera-
mos sus cruces. Para eliminar algunas ambiguedades de estos diagramas veamos lo
siguiente: si P(x,y, z) = (x,y,0) es la proyeccién usada para construir el diagrama

del nudo, entonces:

1.6 Definicién. Dado un nudo K y p € P(K) diremos que p es un punto mailtiple si
P~Y(p)NK tiene méas de un elemento. A la cardinalidad de P~!(p)N K la llamaremos
orden del punto p.

1.7 Definicion. Un nudo poligonal K esta en una posicion reqular si
i) Los tnicos puntos multiples de P(K) tienen orden dos.

ii) Ningun punto doble de P(K) es preimagen de un vértice de K.

Figura 1.3. Cruces no permitidos de nudos en posicién regular.

Como convencion se asumiran que todos los nudos poligonales estan en posicion

regular, pues todo nudo es equivalente a otro nudo en posicion regular via rotaciones.

1.8 Definicién. Diremos que un nudo es docil si es equivalente a un nudo poligonal,

de lo contrario se dird salvaje.

La mayoria de teoria sobre nudos se ha desarrollado para nudos déciles, por lo

que nos centraremos unicamente en estos de ahora en adelante.

1.9 Definicion. El nimero de palos, s(K), de un nudo K es el menor nimero de

segmentos de recta necesarios para formar un nudo equivalente a K.



Con estas definiciones, probemos un pequeiio resultado:

1.10 Proposicién (Negami [27]). Sea ¢(K) el minimo nimero de cruces para cual-

quier proyeccion de un nudo K, si K es no trivial, entonces

5+ 1/25+8(c(K) —2)
2

< s(K).

Demostracion. Consideremos la representaciéon poligonal del nudo, y supongamos
que esta viene dada por el minimo nimero de segmentos necesarios para formar
el nudo, es decir, s(K) segmentos. Ahora lo rotaremos de forma que uno de estos
segmentos sea paralelo al eje z, como en la Figura 4. Esto es posible hacerlo pues
una rotacion es un homeomorfismo de R? a R3. Notemos que con esta modificacion,

en la proyeccion del nudo tendremos una arista menos.

z

By ¥

D
s

K)—1

Figura 1.4. Rotacién de un nudo en R3.

Por lo que, el diagrama del nudo rotado tendré C' cruces, tal que ¢(K) < C'y tendra
s(K) — 1 aristas (podria tener menos incluso, pero en ese caso la prueba es andloga
e igual se puede llegar a la misma desigualdad). Como cada arista no puede cruzarse

. , K)—1)(s(K)—1-3
con sus aristas adyacentes a lo mas tendremos (s(X) )(;( ) ) cruces, luego,

oK)<C< 5
2¢(K) < (s(K))?* — 5s5(K) + 4
8c(K) < 4(s(K))* —20s(K) + 16
25+ 8(c(K) — 2) < (2s(K) — 5)?



Como para un nudo distinto del trivial ambos lados de la desigualdad son no nega-

tivos podemos tomar la raiz cuadrada y tendremos

V25 +8(c(K) —2) < 2s(K) -5
5+ /25 +8(c(K) —2) < S(K)
5 < .

[ |
Esto nos dice explicitamente que mientras mas cruces tengamos, el nudo no

puede ser equivalente a un poligono con pocos lados.

En general, podemos encontrar muchisimos nudos dentro de R3, de los cuales
algunos estan recopilados en [, pp. 280-290]. Hay que resaltar que hasta las proposi-
ciones mas naturales pueden tener pruebas muy extensas si se desea dar una prueba
completamente analitica de estas sin desarrollar muchas herramientas. Por ejemplo,
dentro de los subconjuntos mas naturales de R? que podemos considerar, estdn los
poligonos simples (aquellos sin autointersecciones) por lo que podriamos intentar a
manera de ejercicio probar que estos son equivalentes al nudo trivial, una manera
de hacerlo es la siguiente: consideremos la siguiente generalizacion del teorema de

la curva de Jordan:

1.11 Teorema (Jordan-Schonflies). Una curva cerrada simple C' en un plano m
separa T en dos regiones, y existe un homeomorfismo ¢ : m — m tal que (C) es un

circulo.

Para una prueba elemental de este teorema puede consultarse [7]. Con la exis-
tencia de este homeomorfismo consideremos nuestro poligono P en R? y al tomar

su inclusién natural P C R? < R3 obtendremos la siguiente funcién

p(x,y,2) = (p(z,y), 2)
la cual es un homeomorfismo ¢ : R? — R?, donde @(P) es un circulo. Esto muestra
que nuestro poligono P visto como subconjunto de R? es equivalente al nudo trivial.
Regresando a la discusion sobre el niimero de cruces de un nudo si, nos fijamos

en los cruces podemos considerar un resultado bastante conocido:

1.12 Proposicion. Si el nimero de cruces en el diagrama de un nudo es 1 o 2,

entonces el nudo es equivalente a un nudo trivial.



Demostracion. Para el caso en el que tenemos un solo cruce, podemos tomar una
vecindad del punto en el que se da el cruce y podemos fijarnos en que, al ser el
unico cruce el resto del nudo sera trozos de curvas de Jordan, de lo cual usando el
Teorema Il podemos reducir todos los posibles diagramas de los que se obtiene
el cruce a los mostrados en la Figura [CA. El diagrama de la izquierda en la figura
no puede venir de un nudo, pues el diagrama indica que es una proyeccion de un
conjunto disconexo. Por otro lado, para los otros dos es posible mostrar que estos

son equivalentes al nudo trivial (veremos luego por qué).

Figura 1.5. Diagramas de un nudo con un solo cruce

Finalmente puede hacerse una divisién en casos analoga para los diagramas con dos

cruces y se puede concluir de la misma forma. [

Ciertamente, para algunos podrian bastar estos argumentos visuales, pero es
importante tener en cuenta que parte de la demostraciéon se basa en una equiva-
lencia entre el nudo trivial y un nudo con diagrama que parece tener forma de 8.
Probar esa equivalencia de manera mas rigurosa requiere de herramientas de las que
no disponemos en este momento pero que vale la pena mencionar. Resulta que esta
transformacién se conoce como Movimiento de Reidemiester I y puede probarse que
dos nudos equivalentes estan relacionados por una sequencia finita de transforma-
ciones similares, en concreto son tres transformaciones las que bastan para describir
una equivalencia entre nudos. Se recomienda al lector llenar los detalles de esta dis-

cusion una vez se haya profundizado en la teoria detras de los movimientos.



Como pudimos darnos cuenta, la mayoria de proposiciones que parecen ino-
centes en la teoria de nudos requieren de herramientas un poco técnicas para dar
pruebas mas analiticas, no obstante, siempre es bueno generar intuicion con bocetos
del problema. Para algunos de los ejemplos mencionados, se brindaran algunas de
estas herramientas en secciones posteriores para rellenar algunos detalles en nuestras
afirmaciones. Por ahora, en la misma linea de la teoria de nudos clasica veamos una

forma de descomponer nudos, muy similar a como descomponemos niimeros enteros.

DO (@

Figura 1.6. Idea de la composiciéon de nudos.

Intuitivamente lo que deseariamos es tener dos nudos y definir alguna operacién
que involucre ambos para obtener otro nudo, tal y como la figura [CG. Para definir

bien esta operacion, veamos antes algunas definiciones:

1.13 Definicién. Sean X, Y espacios topolégicos, A un subespacio cerrado de Y
y f: A — X una aplicaciéon continua. Ademas, si ~ es la relacién de equivalencia
generada por los pares de la forma (a, f(a)), para todo a € A. Se define el espacio

adjunto del siguiente modo:
XU Y =XUY/~.

Es decir, el espacio identificacion de la unién disjunta de X e Y con la relacion de

equivalencia definida anteriormente.

Estos espacios son bastante generales y pueden derivarse muchas propiedades
de ellos cuando X, Y son variedades de la misma dimensién, sin embargo no indaga-
remos tanto en sus propiedades. Para una discusion mas detallada de estos espacios

puede consultarse [A].



1.14 Definicién. Sea M una n-variedad. Diremos que una bola de coordenadas
B C M es una bola reqular de coordenadas, si existe una vecindad B’ de B y un
homeomorfismo ¢ : B’ — B,.(r) C R" tal que mapea B a B,(r) y B a B,(z) para
algin ' >r >0y z € R".

1.15 Definicion. Sean M; y M, n-variedades conexas con B; C M; bolas regula-
res de coordenadas. Los subespacios M/ = M;\ B; serdn n-variedades con frontera,
tales que las fronteras son homeomorfas a S"~*. Si f : OM) — OM] es cualquier

homeomorfismo definimos:
My #My = M, Us M,

como la suma conexa de My y Ms.

Ahora, hay un detalle omitido: nétese que la definicién de M;# M, depende de
un homeomorfismo f y la eleccién de bolas regulares de coordenadas. Un resultado
altamente no trivial es, en efecto, mostrar que la suma conexa de dos variedades
nos devuelve a lo més dos variedades salvo homeomorfismos,” las dos posibilidades
corresponden a los casos en los que el homeomorfismo f preserva o no la orientacién
de la frontera. Por ello, en este trabajo no se presentaran variedades en las que
esta definiciéon sea ambigua o directamente se indicara a cual de las dos opciones se
esta refiriendo la suma conexa. En concreto, el que solo existan dos posibles sumas
conexas se soluciona dotando de orientacién a las variedades en que aplicaremos esta
operacion, particular para nudos, solo se consideran las sumas conexas en las que
la orientaciéon de ambos nudos coincide. A continuacién, consideremos la siguiente

como una definicién de orientaciéon para nudos.

1.16 Definicién. Una orientacion es una eleccion para viajar a través del diagrama
del nudo. Esta direccion es denotada en el diagrama por flechas. A un nudo provisto

de una orientaciéon le llamaremos nudo orientado, vistas en la Figura 4.

Con este detalle aclarado, es posible mostrar que si K es un nudo arbitrario
y K5 es el nudo trivial, entonces K;# Ky = K, donde en este caso el simbolo igual
indica equivalencia de nudos, vistas en la Figura 8.

Esto nos invita a pensar en los nudos como una estructura algebraica y las

siguientes definiciones:

IEste resultado depende de otra proposicién conocida como el Annulus theorem, del cual sus pri-
meras pruebas datan de poco méas de 100 anos y sus demostraciones son distintas para dimensiones
bajas, es decir para variedades de dimensién 1 a 4.



Figura 1.7. Nudo trébol orientado

SEeat)

Figura 1.8. Operacion con el nudo trivial.

1.17 Definicion. Un nudo K es llamado compuesto si puede ser expresado como la
suma conexa de dos nudos, donde ninguno de los nudos por los cuales esta formado

son el nudo trivial, esto es K = K;# K, donde K7, K5 son no triviales.

A los nudos K7 y Ks, se les conoce como nudos factores. Finalmente se definen

los andlogos a los nimeros primos en nudos.

1.18 Definicion. Un nudo que no puede escribirse como suma conexa de cuales-

quiera dos nudos no triviales es llamado nudo primo.

Aunque no ocurre en general, usualmente la suma conexa de nudos estara bien
definida, es decir, los dos posibles nudos que resultan seran equivalentes. Los nudos
en los que ocurre esto se conocen como nudos invertibles y uno de ellos es el trébol

31 el cual es un nudo primo también y un ejemplo de un nudo no invertible es uno de



los nudos con 8 cruces, mas concretamente el 87. En la Figura 9 pueden observarse
dos posibles sumas conexas de el nudo 8;7 consigo mismo.

A dia de hoy se han clasificado completamente los nudos primos de hasta 19 cruces,
esto haciendo uso de herramientas computacionales. Para mas detalles sobre las

técnicas usadas en la clasificacion de nudos hasta 19 cruces puede consultarse [6].

Figura 1.9. Dos nudos distintos con mismos factores. Fuente: Tomada de [i, p. 12]

1.19 Definicién. Un enlace, es una unién disjunta de una cantidad finita de nudos.
Es decir si K, Ko, ..., K, nudos entonces L = LI ; K; es un enlace y a cada uno de

los nudos K; se les conoce como componentes del enlace.

)

Figura 1.10. Triqueta con un circulo

1.20 Ejemplo. El enlace de la figura 10 es la triqueta con un circulo puede ser

vista como la uniéon disjunta del nudo trébol y el nudo trivial.

1.21 Definicién. Un enlace en el que todas sus componentes son nudos poligonales

se conoce como enlace poligonal.

Se define asi, una nocién de equivalencia entre enlaces poligonales:
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1.22 Definicién. Sea u un segmento de recta perteneciente a uno de los nudos que
componen un enlace poligonal L C R3. Sea A? un triangulo en R?® cuya frontera
consiste en tres segmentos de recta denotados por u,v y w de modo que A’N L = u.
La curva poligonal L', definida como L' = (L — u) U v U w, es un nuevo enlace
poligonal en R3. Asi decimos que L’ ha sido obtenido desde L via un A-movimiento.
De forma opuesta, decimos que L se obtiene a partir de L’ por un A~'-movimiento.
Vistas en la figura I[T1.

L o

Figura 1.11. A-Movimiento.

1.23 Definicion. Dos enlaces poligonales se dicen ser A-equivalentes si uno puede
ser obtenido del otro a través de una sucesién finita de A-movimientos y A~!-

movimientos.

Con esto tenemos las herramientas necesarias para enunciar uno de los teoremas
principales de la teoria de nudos. El siguiente teorema data de 1927 y es de suma

importancia para la teoria de nudos, pues simplifica el andlisis de equivalencias.

1.24 Teorema (Reidemeister [29]). Dos diagramas tienen enlaces A-equivalentes
sty solo si los diagramas estan relacionados a través de una sucesion finita de mo-
vimientos de Reidemeister R; para i = 1,2,3 y deformacion del plano del diagrama.
Vistas en la Figura I12.

La relacion de que dos enlaces sean A-equivalentes estda ampliamente relaciona-
da con la relacion de que dos nudos sean equivalentes. Basta con dar una sucesion de
estos movimientos aplicados al diagrama del nudo que lo transformen en el diagra-
ma de otro nudo para mostrar que ambos son equivalentes. Si dicha sucesion existe
diremos que existe una isotopia de ambiente entre ambos nudos o que los nudos son
isotopicos. Si la sucesiéon de movimientos solo contiene movimientos del tipo R2 y

R3, a la equivalencia la llamaremos isotopia reqular.

11



R Ro R3

Figura 1.12. Movimientos de Reidemeister

1.2. Teoria de nudos en la 3-esfera

Ahora presentaremos un enfoque mas moderno de la teoria de nudos, pues en
la definicién de nudo podemos reemplazar R? por una 3-variedad y obtener resul-
tados analogos. Esto se debe a que al mantener la codimension tenemos suficiente
libertad para tener mas de un nudo, pero no tanta libertad para que nuestra teoria
se trivialice. Para indagar un poco en la teoria de 3-variedades, primero se presentan

algunas definiciones generales.

1.25 Definicién. El conjunto {vg, vy, ..., vx} C R" se dice afinmente independiente
o estdn en posicion general si el conjunto {v; —vg, vy — vy, . ..,V —Ug} es linealmente
independiente.

1.26 Definicién. Dado un conjunto {wg,vs,...,vx} afinmente independiente de
k + 1 puntos, el simplejo generado por ellos se denota por [vg,...,vx] v se define
como:

k
[vo, ..., vg] = conv{vg, ..., vp} = {thi
i=0

k
Ztizl, contizO}.

=0

Cada uno de los puntos v; se denomina vértice del simplejo. El entero k (uno menos
que el nimero de vértices) se denomina dimensidn; un simplejo de dimensién k se

suele denominar k-simplejo.

1.27 Definicién. Si 0 = [vg, ..., vx] es un k-simplejo, el simplejo conv{wy, ..., wy}

es llamado cara de o si {wo,...,we} C{vy,..., vk}

12



Notemos que en esta definicién la dimension de la cara serda ¢ < k. En el caso
¢ < k escribiremos 7 < ¢ y en particular cuando ¢ = 0 tendremos los vértices y

cuando ¢ =1 a la cara la llamaremos arista.

1.28 Ejemplo. En R3 podemos construir 4 simplejos los cuales estédn ilustrados
en la figura [CI3: el O-simplejo que es un punto, el 1-simplejo que es un segmento
de recta, el 2-simplejo conocido como tridngulo y el 3-simplejo, més conocido como

tetraedro.

Figura 1.13. Simplejos en R3.

1.29 Ejemplo. El n-simplejo estandar es un subconjunto del espacio R™ definido
por A" = {(tl, cooty) € ]R"‘ Yot <1,t;>0 W}. En este caso los vértices son la

base candnica {e;}1<;<, v el origen de R".

1.30 Definicion. Una coleccién K de simplejos en R™ es llamada complejo simplicial

si cumple las siguientes condiciones:

1. Sice Ky 71 <o entonces 7 € K.
2. Sio,Te KentoncesocNT<oyoNT<T.

3. K es localmente finita, esto es, dado € ¢ € K, existe una vecindad de x en

R™ que intersecta un ntimero finito de elementos de K.

1.31 Definicién. Dos complejos simpliciales K, L se dicen isomorfos si existe una

biyeccién que preserva caras entre ellos.
1.32 Definicién. Dado un complejo simplicial K se define el poliedro de K como:
K| =] o
ceK

13



1.33 Definicién. Un complejo K’ es una subdivision de K dado que |K'| = |K|y
cada simplejo de 7 en K’ es subconjunto de algin simplejo de o € K. En este caso
escribimos K’ < K.

1.34 Definicién. Dado un complejo simplicial K y un simplejo o € K, la estrella

de 0 en K es el subcomplejo simplicial denotado por St(o, K) definido como:
St(o, K) ={r € K | 3 ntal que 0,7 < n},

donde ademas st(o, K) = |St(o, K)|.

1.35 Definicion. Dado un complejo simplicial K y un simplejo o € K, el enlace

de o en K es el subcomplejo simplicial denotado por: Lk(o, K) definido como:
Lk(o, K) ={r € St(0,K) | TN0o = &},

donde ademas lk(o, K) = |Lk(o, K)]|.

Ahora nos fijaremos en algunas funciones entre complejos simpliciales. Re-
cordemos que una funcién lineal en un espacio vectorial es una funcién tal que
flav + pw) = af(v) + Bf(w), para todos «, 5 en el campo en el que estd definido

el espacio.

1.36 Definicién. Dados K, L complejos simpliciales una aplicacion simplicial es
una funcién f : |K| — |L| tal que para todo o € K, la restriccion f|, es lineal y

fls(c) es un simplejo en L.

Algunas veces se abusa de la notacion convenientemente y nos referiremos a

las aplicaciones simpliciales como funciones f : K — L.

1.37 Definicién. Dos poliedros son PL-homeomorfos y se denota por K =p;, L si

existen subdivisiones K’ < K y L' < L tales que K’ es isomorfo a L.

1.38 Definicién (Variedad combinatdrica). Una n-variedad combinatérica es un
complejo simplicial tal que el enlace de cada p-simplejo es PL-homeomorfo a la

frontera de un (n — p)-simplejo o a un (n — p — 1) — simplejo.

1.39 Definicién. Una triangulacion de un espacio topoldgico X consiste un com-

plejo simplicial K y un homeomorfismo ¢ : |K| — X.

1.40 Definicién (Variedad PL). Una n-variedad PL es una n-variedad topologica

M con una triangulaciéon ¢ : |K| — X, donde K es una n-variedad combinatorica.

14



Autores como Lickorish [20] definen un enlace como un subconjunto de S?
compuesto por m curvas cerradas simples, lineales a trozos y un nudo como el caso
cuando m = 1. Donde por curva lineal a trozos dentro de S* nos referimos a una
1-variedad PL. La teoria de variedades PL premite restringir a nuestras curvas lo
suficiente para no obtener nudos salvajes ya que la condicién (3) en la definicién =30
descarta los nudos se ven como el descrito en la figura 14 ya que hay un punto

que, claramente, dara problemas.

—@—@_

Figura 1.14. Nudo salvaje

La condicién de ser ser variedad PL puede sustituirse pidiendo que nuestras
curvas sean suaves (es decir 1-variedades suaves encajadas en S?). Si se desea inda-

gar mas sobre la teorfa de variedades PL, puede consultarse [10] y [14].

Los dos ambientes mds populares para enacajar nuestros nudos son S* y R3.
Sin embargo no son las Unicas variedades de dimensién 3 en las que se hace teoria
de nudos; en [I1] han estudiado nudos en el espacio proyectivo RP3. No obstante
existen algunas ventajas de trabajar nudos en S* por encima de R3, una de ellas
es que la compacidad de la 3-esfera nos da mas informacién de la variedad y que,
realmente, es un espacio muy parecido a R?, algo que estamos acostumbrados a
ver, ya la 3-esfera es la compactificacion del espacio euclideano tridimensional. Otra
ventaja con la que no entraremos en muchos detalles es que existe mas informacion

de algunos invariantes en S?, como los grupos de homotopia superior.

Para seguir indagando en el enfoque de la teoria de nudos en la 3-esfera nece-

sitaremos una definicién auxiliar:
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1.41 Definicién. Si XY son espacios topoldégicos. Dos homeomorfismos f,g : X —

Y se dicen isotopicos si existe una aplicacién continua
H: X x[0,1] =Y,

tal que H(x,0) = f(z) y H(x,1) = g(x) y Hi(z) = H(z,t) es un homeomorfismo

para cada t € [0,1] fijo. A la funcién H se le conoce como isotopia.

Algunos autores dan diferentes nociones de equivalencia entre nudos, dos de

las més estandar son las siguientes:

i) Dos nudos K;, K> en S* son equivalentes si existe un homeomorfismo que

preserva orientaciéon h : S* — S? tal que h(K;) = Ko.

ii) Dos nudos K, Ky en S* son equivalentes si existe una isotopia entre Idgs y
h:S* — S un homeomorfismo que preserva orientacion tal que h(K;) = Ko.

En este caso se dice que K; y K tienen el mismo tipo de isotopia.

Sin embargo estas dos definiciones de equivalencia de nudos, son equivalentes y la
prueba de ello viene de un resultado bastante general que puede ser encontrado en
[24, p. 2], en particular el caso n = 3 del teorema del articulo de Livingston establece

lo siguiente:

1.42 Teorema. Todo homeomorfismo que preserva orientacion h : S* — S* es

isotdpico a la identidad en S3.
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1.3. Teoria general de nudos

Al principio de este capitulo se hizo mencién de que, la teoria de nudos real-
mente pone mas atencion a la topologia de una variedad de dimension 3 que a la
topologia de los objetos de dimension 1. Posteriormente se hace mencion de que
esta relacion entre las dimensiones de las variedades es importante. Esto se debe a
lo siguiente: algunos autores como Rolfsen [31] definen un nudo como la imagen K
de un encaje topolégico f : S*¥ — S™ y en concreto si se mantiene la definicién de
equivalencia de nudos, obtendremos que por ejemplo, para el caso (n,k) = (2,1) el
teorema de Jordan-Schonflies nos asegura que solamente hay un nudo. Con un poco
mas de trabajo y robusteciendo la definicién de equivalencia puede mostrarse un

andlogo para (n, k) = (4,1).

Asi que un buen punto para intentar generalizar nuestra teoria de nudos sera
mantener la codimensién, en concreto, considerando el par (n, k) = (4,2). Y tal como
se hizo en la teoria de nudos clasica antes de considerar los nudos como encajes en
esferas pensemos a los nudos como superficies (variedades de dimensién 2) en R%.
Resulta que la teoria para este caso esta desarrollada, al considerar una isotopia de
ambiente en superficies como nuestra relacion de equivalencia. Existen andlogos de
los movimientos de Reidemeister llamados movie moves de los cuales podemos ver
algunos en la figura [CTH. Teniendo ahora 15 movimientos tales que si existe una

sucesion de ellos, tendremos una isotopia ambiente entre superficies.

R g
O
$

SISV
ST N T

Figura 1.15. Movie moves. Fuente: Tomada de [9, p. 46].
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Donde por isotopia ambiente entre superficies nos referimos a lo siguiente:

1.43 Definicién. Dos superficies f; : F' — R* i = 0, 1 son llamadas ambientalmente
isotépicas si existe una isotopia H : R* x I — R* tal que H(z,0) = x para todo
reR'y H(fy(a),1) = fi(a) para todo a € F.

En [8] se da la completa clasifiacién de estos movimientos y finalmente en [d]
se considera una definicion bastante general de nudo, la cual encaja con nuestra

discusién.

1.44 Definicién. Un nudo generalizado es un encaje topologico de una variedad
cerrada de codimensién 2, K : M"~2 — N,

Donde usualmente N* = R" y M™% = S"2, con la notacién de la definicién.
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2. TEOREMA DE SEIFERT-VAN KAMPEN

En este capitulo se desarrollan las herramientas necesarias para la construc-
cion de uno de los teoremas més importantes dentro de la topologia algebraica. El
teorema de Seifert-Van Kampen es una de las técnicas mas potentes para el calculo
de grupos fundamentales, pues nos permite calcular el grupo fundamental de un es-
pacio topologico en funcién de subespacios de este, con algunas restricciones, siendo
también el grupo fundamental un functor, en el que centraremos nuestra atencién
desde ahora, para definir posteriormente el grupo de un nudo, introduciendo asi,
nuestro primer invariante algebraico. El desarrollo de estas herramientas tiene como
objetivo dar lugar en el siguiente capitulo a la primera prueba explicita dentro de
este trabajo de la existencia de nudos no triviales. Hay que destacar que muchas de
las pruebas en este capitulo estan basadas en [I9] y [26], pues son textos referentes

en la materia.

2.1. Equivalencia Homotoépica

Como punto de partida, introduciremos una relacién de equivalencia entre apli-
caciones continuas de un espacio topoldgico a otro, dando posteriormente un vistazo
a la nocion de equivalencia homotépica entre dos espacios topologicos. Precisamente
estos conceptos son fundamentales en la clasificacion de espacios topoldgicos pues
veremos que en efecto, son mas generales que la relaciéon de homeomorfismo. A lo

largo de todo el capitulo tomaremos como convencién I = [0, 1].

2.1.1. Homotopia

2.1 Definicién (Homotopia Libre). Dados X, Y dos espacios topolégicos, dos apli-
caciones continuas f,g : X — Y se dicen homotdpicas o libremente homotdpicas si

existe una funcién continua H : X x [ — Y tal que:
H(z,0) = f(z), H(z,1)=g(z) VoelX
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A la aplicacién H se le conoce como homotopia libre o simplemente homotopia entre

f v g. En este caso, escribimos f ~ g.

El término “homotopia libre” hace referencia a que estamos hablando de una
deformacién en donde los objetos que estamos involucrando tienen total libertad en
los valores que toman. Es muy comtn que las aplicaciones tengan ciertas restricciones

y por ello conviene hacer la siguiente distincion:

2.2 Definicion. Una homotopia H : X x I — Y entre f y g se dice estacionaria

en A o relativa a A si
H(z,t)=f(x) VYeeA Vtel.

Esto es, para cada t la funciéon Hy(z) = H(x,t) coincide con f en A. En este caso

diremos que f y g son homotdpicas relativas al conjunto A y lo denotaremos por

f~ag.

Figura 2.1. Homotopia relativa a un conjunto A.

Notemos que en este caso es necesario que g|4 = Hi|a = f|a, asi que podemos
pensar que dos funciones para ser homotopicas relativamente en A, deben coincidir
al menos en A.

Geométricamente, una homotopia se interpreta como en la Figura 221 Ademas las

relaciones ~ y ~ 4 son de equivalencia, para esto presentaremos una prueba.

2.3 Proposicién. Dados X,Y espacios topoldgicos y C(X,Y) el conjunto de todas
las aplicaciones continuas de X a'Y, las relaciones ~ y ~4 en C(X,Y) x C(X,Y)

son de equivalencia.
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Demostracion. Haremos la prueba para la relacion ~, pues ~4 es un caso
particular. Esta relacién es reflexiva pues podemos considerar H(z,t) = f(x) Vo y
al ser f continua tendremos la continuidad de H, obteniendo una homotopia entre
fyf Sif~g, existe H: X x I — Y homotopia entre f y ¢, vy definiendo
H(xz,t) = H(z,1 —t) se obtiene una funcién continua que serd nuestra homotopia
entre g y f, por ello la relacion es simétrica. Finalmente para probar que es transitiva
supongamos f ~ gy g >~ h, donde H una homotopia entre f y ¢ y K una homotopia

entre g y h, con esto definimos:

Flot) = H(z,2t) site|0,3]
CUT K2t -1) site L]

Ahora, esta funcién estd bien definida pues se tiene que H(z,2t) y K(x,2t — 1)
coinciden en el cerrado X X {%} y por el Lema del pegado (Proposicién BATR) se

sigue que F' es continua, teniendo asi que F' es una homotopia entre f y h. [ |

Algo que podemos notar es que cuando es posible dotar a C'(X,Y’) de una to-
pologia (usualmente se toma la topologia compacto-abierta) cada homotopia puede
ser vista como una camino entre dos funciones, mas precisamente, si H es una ho-
motopia entre f y g se tiene que v : [ — C(X,Y) es un camino en C(X,Y’) definido
por ¥(t) = H; y las clases de equivalencia generadas por la relacion de equivalencia
~ serdn componentes conexas por caminos de C'(X,Y). Para méas detalles sobre la
topologia compacto-abierta puede revisarse [@, Cap. 7] en donde ademés se exponen

algunas aplicaciones de este enfoque.

2.1.2. Tipo de homotopia

Ahora presentaremos una equivalencia topolégica mas débil que la condicion

de homeomorfismo, para enriquecer el estudio de las homotopias.

2.4 Definicion. Una aplicacién continua f : X — Y es llamada equivalencia ho-
motopica cuando existe g : Y — X continua tal que go f ~Idy vy fog ~1dy. En

este caso, decimos que g es el inverso homotopico de f.

2.5 Definicién. Si existe una equivalencia homotopica entre dos espacios topolo-
gicos X,Y se dice que X tiene el mismo tipo de homotopia que Y y escribiremos
X=Y.
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Una consecuencia de esta definicién es que si tomamos dos espacios homeo-
morfos estos tendran el mismo tipo de homotopia pues directamente tendremos
funciones continuas f, g entre dos espacios tales que su composicién es igual a la
identidad haciendo ambas composiciones, por lo que basta tomar una homotopia

constante en una variable. Escrito de manera més precisa tendremos:

2.6 Proposicion. Sean X,Y dos espacios topologicos homeomorfos, entonces estos

tienen el mismo tipo de homotopia.

Veamos algunos ejemplos no tan estandar de espacios con el mismo tipo de

homotopia.

2.7 Ejemplo. La banda de Mébius tiene el mismo tipo de homotopia que un cilin-
dro. La idea para ver esto es tratar de retraer la banda a una copia de S' dentro
de ella misma, tal y como podemos ver en la Figura ZZ2. Para probar esto vamos
considerar a la banda de Mébius como un espacio cociente M = I?/ ~ donde ~ es
la relacién de equivalencia generada por (0,y) ~ (1,1 —y), para todo y € I. De esta

manera, si ¢ : I? — M es la aplicacién cociente, definimos la funcién f como

f:M—S'
(@, )] = fl(@,y)] =,

veremos que esta es continua pues (f o q)(z,y) = €*™® es continua.

Figura 2.2. Equivalencia de la banda de M&bius

1

La funcion g,(t) = [(t, 5)} es continua y pasando para el cociente, Proposicién B2
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obtendremos una funcién continua g : S* — M tal que g(e*™) = [(t, %)] En otras

palabras, para £(t) = €™ se tiene

I — M
/7(
/// g
Sl

2mit

luego, para z € S' arbitrario se expresa z = 2™ obteniendo

(fog)(z) = flg(2)) = flg(e™™)) = [(t,1/2)] = ™ = 2,

y asi fog = Idgi. Por otro lado (g o f)[(z,y)] = [(z,1)], pues para ver que

efectivamente g o f ~ Id;;, se considera funciéon

() = | (o5 + @ -0w)].

siendo esta una homotopia entre g o f y Id,,, pues la continuidad se deriva de que

la funcién

Q:I*xI—-MxI
((2,9),t) = ([(z,y)], 1)

es un mapeo cociente y H o () es continua, por lo que H es continua. Finalmente
nuestro trabajo se reduce a probar que S! tiene el mismo tipo de homotopia que un

cilindro, digamos S' x I. Para esto se consideran las funciones

h:S'xT—S! LSt St x T

(z,t) — 2 2z (z,0)

y en efecto estas verifican ser inversos homotdpicos, por lo que M = S! = S! x I.

Este ejemplo previo muestra que la equivalencia homotopica es mas débil que
la relacién de homeomorfismo ya que la banda de Mobius no es homeomorfa al
cilindro y esto se puede ver al considerar la curva cerrada M marcada en rojo en
la figura 23. Notemos que un homeomorfismo hipotético ¢ mapearia OM a otra
curva cerrada sin autointersecciones dentro del cilindro como las mostradas a la
derecha en la figura P23. Ahora esto es un problema, pues toda curva cerrada simple

separa al cilindro en dos componentes conexas y la banda de Mobius no tiene esa
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propiedad, en otras palabras M\OM es conexo pero p(M\OM) no lo es, de ahi que

estos espacios no pueden ser homeomorfos.

Figura 2.3. Curvas cerradas en el cilindro.

2.8 Ejemplo. Tomando R¥ < R", para k < n, se tiene que R"\RF = S"—+-1,
Haremos una prueba inductiva sobre todas las parejas de la forma (n, k) con k < n.

Para el caso (n, 1) consideremos:

f:RM\R! - §"2,

(X1, .., Tp) 2 ey n ,
Vi + .o+ a2 Vi + .o+ a2
g:S"? = R"\R,

(l’l, c. ,ilj'n_l) —> (0,1171, c. ,.’L‘n_l),

De esto obtendremos f o g = Idgn—2 y ademaés

i) Tn
gof T 7"’7xn = 07 AR )
( )@ ) ( VIi4 . 4 a2 \/x%+...+a:%>

y definiendo, para z = (z1,...,2,) € R"\R! :

H(x)t):(tl‘l,tl'g—f‘(l—t) 2 ,t$n+(1—t) 5 L )7

Vi a2 224 4 a2

Obtendremos una homotopia entre g o f y Idgn\g1, de esto que se verifica el caso
(n,1) para cada n. Nuestra estrategia ahora serd probar que si asumimos el caso

(n, k) esto implica el caso (n+ 1,k + 1) y de esta manera estaremos llenando todos
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los casos que nos interesan. Para ello, podemos ver que R*™\R**! es un espacio
homeomorfo a R x (R™\R¥) y por tanto este tendra el mismo tipo de homotopia
que (R™\R*) pues R se puede retraer a un punto. Obteniendo asi las siguientes

equivalencias homotopicas:
RN\RM! =R x (R"\R*) = (R"\R") ="+,

y claramente S"F~1 = SC*+D=(k+1)-1 De esta manera, estaremos llenando (de ma-

nera similar que la induccién) todos puntos (n, k) € Z* x Z* tales que n > k.

Notemos que este resultado sigue siendo valido atin cuando k£ = 0, considerando
a R? como el origen de R™. En este caso, es un buen ejercicio para familiarizarse con
las definiciones probar que R™\R? tiene el mismo tipo de homotopia que S*~! para

todo n.

2.9 Ejemplo. Los grupos GL*(n,C) (matrices invertibles con determinante posi-
tivo) y SU(n,C) (matrices unitarias con determinante uno) tienen el mismo tipo
de homotopia cuando se considera la topologia usual inducida por cualquier norma.
Para ver esto, consideremos la descomposicién polar de A € GL*(n,C), para toda

matriz invertible A, esta puede ser escrita de manera tnica como:
A=UP,

donde U es una matriz unitaria y P = v/ A*A. Esta unicidad nos permite construir
—1
la funcién f : GL*(n,C) — U(n,C) definida como f(A) = A (\/A*A> , donde la

imagen de f es concretamente SU(n,C) pues:

Qo) det(A) = det (") det(4) = det(A"A) = [det (VAA)] ",

sin embargo, det(A) > 0 por lo que det(A) = det(A). Luego se tiene la igualdad
2
[det (\/ A*A)] = [det(A)]? y de esto se deduce que det (\/ A*A) = [det(A)]. Final-

mente para A € GLT(n,C) arbitraria se verifica:

det (£(4)) = det(4) - [det (VATA)] " det(A) - [det(A)] ' = 1,

por lo que podemos considerar, abusando de la notacién, f : GL(n,C) — SU(n,C).

Luego f vy la inclusién ¢ : SU(n,C) — GL*(n,C) son inversos homot6picos pues
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Jotr=1Idsymc) y tof ~Idgr+nm,c) ya que podemos considerar la homotopia lineal:
~1
H(A D) = (1—1)A+tA (\/A A) .

El que esta homotopia tome valores en GL*(n,C) viene de que puede escribirse

como :

A ((1 DI+t (\/ﬂ)_l),

donde (1 —#)I 4+t (\/ﬂ) - es una matriz definida positiva pues es una combina-
cién convexa de matrices definidas positivas y al calcular det H(A,t) este da como
resultado el producto de dos ntimeros positivos. La continuidad de H(A,t) viene de
esta funcion esta definida mediante composiciones de operaciones continuas entre
matrices: multiplicar por escalares, producto de matrices, tomar traspuesta conju-
gada, la inversién y la raiz cuadrada. Para esta tltima el lector puede consultar [30,

p. 411] para una construccién de la prueba.

2.2. Grupo fundamental

El grupo fundamental es una de las herramientas mas intuitivas dentro de la
topologia algebraica y uno de los primeros invariantes que se consideran al momen-
to de trabajar con variedades. El primero en estudiarlo fue Henri Poincaré a finales
del siglo diecinueve. Antes de entrar de lleno con el grupo fundamental, explorare-
mos una construccion un tanto més general y se harda mencién de algunas de sus

propiedades a manera de estudio complementario.

2.2.1. Grupoide fundamental

Recordemos que a cada funciéon continua a : I — X, donde X es un espacio
topoldgico, es llamada camino en X. El estudio de los posibles caminos en un espa-
cio topoldgicos nos da una nocién de conexidad mas intuitiva y mas fuerte que la
conjuntista, por ende resulta natural tratar de investigar las clases de equivalencias
de estos caminos mediante homotopias. En concreto, una homotopia de caminos

sera una homotopia estacionaria con A = 9I, mas concretamente:

2.10 Definicién. Si a,b: I — X, estos se dicen caminos homotopicos si existe una
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aplicacion continua H : I x [ — X tal que:

para todo s,t € I, o en otras palabras a ~j; b.

Es importante diferenciar la imagen un camino del camino como tal, por ejem-

y b(s) = e

2mis 4mis

plo si a,b son caminos donde a(s) = e , estos son dos caminos

distintos con la misma imagen.

2.11 Definicién. Sean a,b : I — X caminos tales que a(1) = b(0). Se define el
producto de caminos a-b como el camino que consiste en recorrer primero a y luego

b. Mas precisamente:

bs) — a(2s) si 0<s<1/2
() = b(2s—1) si 1/2<s<1.

Verificar que a-b: I — X es continua, es una aplicacion del Lema del pegado.

2.12 Definicidon. Sea a : I — X un camino. Se define el reverso @ como el camino

que consiste en recorrer a al revés. Mas precisamente:
a(s) =a(l —s).

Asi mismo, al camino constante que cuya imagen es el punto x lo denotamos por

e, es decir e, : [ — X es tal que e,(s) = z para todo s € 1.

Con estas definiciones podriamos comenzar a pensar en una estructura alge-
braica que involucre caminos, sin embargo atn esta un poco lejos de ser interesante.
Esto se debe a que no siempre tendremos asociatividad y eso algo que buscamos
en la mayoria de estructuras. Por ello veamos que al considerar las relaciones de
equivalencia generada por la relaciéon de homotopia de caminos se ganaran algunas
propiedades. Si a,a’, b, b’ son caminos con a ~yr a’ y b ~r V', entonces a-b ~yr a’ -V,
siempre que los productos de caminos estén definidos. Esto puede verificarse defi-

niendo:

His.t) F(2s,t) si 0<s<1/2
s, t) =
G(2s —1,t) si 1/2<s<1,
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donde F' es una homotopia de caminos entre a y a/, y G es homotopia de caminos
entre b y b'. Estas relaciones nos indican que si [a] es la clase de homotopia de

caminos de a el producto entre clases
[a][b] := [a - 0],
esta bien definido y tiene las siguientes propiedades:

2.13 Proposicion. Sia,b,c: I — X son caminos en un espacio topologico X con

a(0) =z y a(l) = 1 entonces

1. (Asociatividad) Si [a]([b][c]) estd bien definido, también lo estd ([a][b])[c] vy

estos son iguales.

2. (Identidades) Si e, = [e,] entonces [ale,, = |a] = e4,]a].

3. (Inversos) Si [a]™! = [a] se tiene [a]'[a] = €., y [a][a] ™' = e4-
Aunque es una proposicion muy comun en libros de topologia, presentaremos
la demostracion de [26, pp. 326-329] pues esta desarrolla ideas bastante generales
que pueden ser usados para probar otras proposiciones.

Demostracion. La prueba se basa en utilizar dos hechos sobre las homotopias:

e Sik:X — Y esuna funciéon continua, y F' es una homotopia de caminos en
X entre a y @, entonces ko F es una homotopia de caminos entre los caminos

koaykod.

e Sik:X — Y esuna funciéon continua, y si a y b son caminos en X tales que
a(1) = b(0), entonces

ko(a-b)=(koa)-(kob).

Se verificaran las propiedades 2 y 3. Para la 2, sea ej el camino constante de I en 0,
notemos que Id; puede ser visto como un camino de 0 a 1 en I. De esta forma eq-1d;
es también un camino en I de 0 a 1. Por la convexidad de I es posible construir una
homotopia de caminos G entre Id; y e - Id;. Entonces a o G es una homotopia de

caminos en X entre los caminos aold; =a y
ao(ey-Id;) = (aoey) - (aoldy) = ey - a,
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esto prueba que

Eaola] = [eny][a] = lex, - a] = [a],

y un argumento similar puede construirse para mostar que [a]e,, = [a], notando
primero que Id;-e; es un camino homotopico a Id; y procediendo de manera analoga.
Para probar 3, notemos que E(s) =1 —s. Entonces Id; - Id; es un camino en [
empezando y terminando en 0, tal como el camino constante eg. Como [ es convexo,
existe una homotopia de caminos H entre eq y Id; - 1d;. Entonces a o H es una

homotopia de caminos entre a o ey = ey, y
(aold;)-(aold;) =a-a,

y un argumento similar sobre Id; - Id; y e,, muestra [a]7![a] = &, .

Probar 1 tomara un poco mas de trabajo. Para esta parte conviene describir
el producto a - b de otra manera. Si [z, y] y [w, 2] son dos intervalos en R, existe una
tunica aplicacion de la forma p(t) = mt+k que lleva y a z y = a w; la cual es llamada
mapeo lineal positivo de [x,y] a [w, z]. Notese que la inversa de esta funcién es otra
de estas funciones. Con esta terminologia tendremos que a - b puede ser descrito de
la siguiente forma: en [0,1/2], es igual al mapeo lineal positivo de [0,1/2] a [0, 1]
compuesto con a y en [1/2, 1] es el mapeo lineal positivo de [1/2, 1] a [0, 1] compuesto
con b. Ahora verificaremos 1. Dados los caminos a,by ¢ en X, los productos a- (b-c)
y (a-b)-c estan definidos precisamente cuando a(1) = b(0) y b(1) = ¢(0). Asumiendo
estas dos condiciones, definimos también el “triple producto” de los caminos a, b, ¢
como: se escogen los puntos x,y de [ tales que 0 < x < y < 1. Se define el camino
k., como: en [0, z] el mapeo lineal positivo de [0, z] a I compuesto con a, en [z, y]
el mapeo lineal positivo de [z,y] a I compuesto por b; y en [y, 1] el mapeo lineal
positivo de [y, 1] a I compuesto con c¢. Es posible mostrar usando la convexidad de
I que para cualquier otra elecciéon de z,w € [ tal que 0 < w < z < 1 que existe
una aplicacion p : I — I de tal forma que k,, . o p = k,,, donde esta es homotépica
a la identidad, esto muestra que k;, y k. son caminos homotoépicos. Finalmente,
=(a-b)-c |

podemos notar que a- (b-c¢) =k 3 o1 k

1 11
2 13

Aunque un poco extensa, esta idea en la demostracién da lugar a otra propo-
sicién bastante 1til y es por eso que se opta por esta prueba sobre otras presentes

en la literatura. Dicha proposicion es la siguiente:
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2.14 Proposicion. Sea f un camino en X, y sean ag,...,a, numeros tales que
0=ap <ay < - <a, =1. Sea f; el mapeo lineal positivo sobreyectivo de I a

la;—1,a;] compuesto con f. Entonces

[f] = [fl][f2] T [fn]

A la colecciéon de todas las clases de equivalencia en un espacio topologico
X se denota por II(X) y se le conoce como grupoide fundamental. En general un
grupoide puede verse como una categoria que satisface estas tres propiedades de la
proposicién anterior. Asi mismo es posible definir un isomorfismo para grupoides y
mostrar que, en realidad, el grupoide fundamental es un invariante algebraico, esto
significa que si X y Y son dos espacios topologicos homeomorfos, entonces II1(X) y
II(Y") son dos grupoides isomorfos. Si se desea profundizar en el estudio de grupoides
puede consultarse el capitulo 6 de [5], en donde se profundiza en la idea de grupoides
como categorias. En particular, se recomienda esta lectura pues da una introduccion

moderna a la topologia general y profundiza en temas poco comunes en la materia.

2.2.2. Definicién y propiedades de ;.

Aunque la estructura de grupoide es mas general que la de un grupo, por ahora
fijaremos nuestra atencién en un grupo muy particular que puede ser extraido de

un espacio topolégico.

2.15 Definiciéon. Un lazo en X, un espacio topoldgico, es un camino a : I — X tal
que a(0) = a(1). Si p = a(0) = a(1) diremos que a estd basado en p o que a tiene
como base el punto p. Al conjunto de todos los lazos en un espacio topolégico X con

base en un punto p lo denotaremos por Q(X, p), esto es:
QX,p)={aecC(,X):p=0a(0)=a(l)}.

Al restingirnos a un punto en concreto las propiedades de la Proposicién 2213
nos aseguran que (X, p)/ ~gr es un grupo donde la identidad es justo la clase de
el camino constante en p, a este grupo lo llamaremos el grupo fundamental de X con

base en p 'y se denota por m (X, p).

Notemos que este grupo depende de la elecciéon de nuestro punto base, sin
embargo, muchas veces esto puede omitirse cuando se trabaja con espacios conexos

por caminos, esto se debe al siguiente teorema:
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2.16 Teorema. Sea X conexo por caminos, sip,q € X y b es cualquier camino de

p a q. El mapa @, : 1 (X, p) — m (X, q) definido por:

@y ([a]) = [0][a][b],
es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Notemos que b es un camino de ¢ a p y a es un lazo, es decir, un
camino de p a p, por lo que los productos de ®, siempre estaran definidos y b-a-b es
un lazo basado en ¢. Ahora, en efecto es un homomorfismo pues, por la Proposicién

P13 se tiene:

Y repitiendo el mismo procedimiento para ®; puede verificarse que este es un ho-

momorfismo de 71 (X, q) a m1(X, p), siendo este el inverso de ®,,. [ |

Por ello cuando tengamos un espacio conexo por caminos a veces se omite el
punto base de los lazos y se escribe simplemente 7 (X). Algunos de los resultados

importantes relacionados al grupo fundamental son los siguientes:

2.17 Proposicion. Si ¢ : X — Y es continua, la aplicacion ¢, = m(X,p) —
T (Y, ¢(p)) definida por:

pa([a]) = [poal,
es un homomorfismo. A ¢, se le conoce como homomorfismo inducido por .

Demostracion. Primero, esté bien definido pues, si [a1] = [az], entonces [poa;]| =
[¢ © as] pues es uno de los hechos sobre homotopias en la prueba de la Proposicion
213. La condicion ¢.([a][b]) = p«([a])e«([b]) viene del segundo hecho sobre homo-
topias en la prueba de 2ZZ13. |

En el caso particular en que ¢ es un homeomorfismo:
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2.18 Proposicion. S7 ¢ : X — Y es un homeomorfismo, v, es un isomorfismo
de grupos. Esto es, si X,Y son dos espacios homeomorfos con p € X, entonces

T (X,p) y m (Y, ¢(p)) son isomorfos.

Una de las maneras mas précticas para calcular un grupo fundamental es mos-
trar que el espacio del cual queremos calcular el grupo fundamental es homeomorfo
a otro del cual tenemos més informaciéon o, de manera similar, usar la siguiente

proposicién:

2.19 Proposicion. Si ¢ : X — Y es una equivalencia homotopica, entonces para
cada p € X, ¢, : m(X,p) = m(Y,0(p)) es un isomorfismo. En otras palabras si

X,Y tienen el mismo tipo de homotopia, sus grupos fundamentales son isomorfos.

2.20 Lema (Lema del cuadrado). Sea F': [ x I — X una funcion continua, y sean

a,b,c y d caminos en X definidos por:

Entonces a-b~c-d.

Demostracion. Se considera la homotopia

H(s.t) = F(2st,2s(1 — 1)) si0<s<1/2
PUTY F(@s— D)=t 41,25 —Dt+(1—1) sil2<s<1

La cual verifica

0,2s) si0<s<1/2
(2s—1),1) sil/2<s<1

F( = . s):
F( = (c-d)(s);
H(s,l):{?EQSvO) 0<s<1/2

1,2s—1) sil/2<s<1 = (a-b)(s).

Veamos que H esté bien definida cuando s = 1/2 y es una composicién de funciones

continuas en los conjuntos cerrados [0,%

(ver Apéndice A, Proposicion ATR), H es continua en [0, %] x TU [%, 1} xI=1xI,

por ello, se concluye que a - b~ ¢ - d. [

| x I'y [3,1] x I, por el Lema del pegado

2.21 Lema. Sean ¢, : X — Y continuas y H : ¢ ~ 1 una homotopia. Para
cada p € X, sea h el camino en'Y de @(p) a ¥(p) definido por h(t) = H(p,t), y
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sea @y - (Y, 0(p)) — (Y, 0(p)) el isomorfismo ®([a]) = [h][a][h]. Entonces, el

siguiente diagrama conmuta

1 (Y’ SO(p))

ﬂ-l(Xap) ®n

Demostracion. Sea f un lazo en X con base en el punto p. Lo que queremos
mostrar es . [f] = Pn(p«[f]), lo cual es equivalente a h - (¢p o f) ~ (¢ o f) - h,
siendo esto cierto por el lema del cuadrado tomando F(s,t) = H(f(s),t), o visto

geométricamente en la Figura 24. [

fx1d =~

v

T

\

1
4 =
/

\

I x1

¢

Xx1

Figura 2.4. Homomorfismos inducidos por aplicaciones homotépicas. Fuente: tomada de
[T9, p. 204]

Demostracion de Z13. Sea ¢ : X — Y una equivalencia homotodpica y sea
¥ Y — X el inverso homotdpico de ¢. Si se considera la siguiente sucesion de

aplicaciones:

T (X,p) 5 (Y, o(p) 255 m(X, 0 (e(p) 2% (Y, o (o).

Hay que probar que ¢, es biyectivo. Como pudimos ver anteriormente, 1, no es

una inversa pues no siempre se tiene como imagen el grupo que buscamos. Como
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Yo ~ Idy, el Lema 2221l muestra que existe un camino h en X tal que el siguiente

diagrama conmuta:
™ (X7 p)

(V

7'[-1()(729) Pn

(m

™ (X, ¢ (e(p)))-

Por lo que ¥, 0p, = &, es un isomorfismo. En particular muestra que ¢, es inyectivo

y 1Y, es sobreyectivo. De manera similar, para ¢ o 1) ~ Idy se tiene el diagrama

(Y, ¢(p))
(1dy )«
(Y, ¢(p)) s
m
(Y, o((p(p))))-

Que por un argumento andlogo muestra que 1, inyectivo, y por tanto biyectivo. De

esto que p, = (,) 7 (X, p) = T (Y, p(p)) es un isomorfismo. [

En algunos espacios no podemos dar explicitamente una equivalencia homoto-
pica, sin embargo, es posible al menos dar una relaciéon entre dos grupos fundamen-

tales.

2.22 Proposicion. Sir: X — A es una funcion continua con A C X que verifica
r|la = Ida. Entonces, para cada p € A, se tiene que (ta)« : m(A,p) — m(X,p)
es un homomorfismo inyectivo, donde 1y es la aplicacion inclusion de A en X vy

Ty m(X,p) = m (A, p) es un homomorfismo sobreyectivo.

En general a una funcién continua r : X — A que verifique 7|4 = Id4 o
equivalentemente rov 4 = Id 4, es llamada retraccion, ademads, si 14 or es homotopica

a Idx, r es una deformacion retractil.

2.23 Ejemplo. Un conjunto en forma de estrella es un subconjunto S de R™ para
el que existe pg € S tal que para todo p € S el segmento de recta que une a py
y p estd contenido en S. Mds precisamente si p € S entonces A\pg + (1 — A)p € S
para todo \ € I. Estos conjuntos tienen grupo fundamental trivial pues existe una

deformacién retractil de el conjunto entero al punto py de nuestra definiciéon, como
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Figura 2.5. Deformacion retractil de un conjunto en forma de estrella.

podemos ver en la Figura ZZ3. En concreto los conjuntos convexos son conjuntos en

forma de estrella.
2.24 Ejemplo. Para las esferas S® C R"*! con n > 1 se verifica:

o~ 7Z n=1
Wl(S)—{ e} n>2

Para pruebas detalladas de esto, pueden consultarse [21], [28] y [26].

Finalmente, un resultado que involucra un producto cartesiano de dos espacios

topologicos y facilita la tarea de calcular grupos fundamentales, es la siguiente
2.25 Proposicion. Si Xq,..., X, son espacios topologicos con x; € X; para cada

1 <i <mn, se tiene el siguiente isormorfismo de grupos:

T (X1 X X X (21, ) = (X @) X X om (X, o).

2.2.3. Espacios simplemente conexos

Usualmente, en un primer curso de calculo de varias variables o un curso de
variable compleja se habla subconjuntos de R? como simplemente conexos si “no
tienen agujeros”, sin embargo, una definicién mucho maés precisa y general (incluso
para conjuntos que no estén contenidos en R?) puede darse en funcién del grupo

fundamental.

2.26 Definicién. Sea X un espacio topoldgico, este se dice simplemente conezo si

X es conexo por caminos y m1(X) es un grupo trivial.

Esta definicién es bastante general, pues ni siquiera hace referencia a la topo-

logia de algiin R™. A pesar de eso, algunos autores como Ahlfors en [2] han optado
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(por fines practicos) en dar definiciones menos generales, en concreto la definicién

dada por ahlfors es la siguiente:

2.27 Definiciéon. Una subconjunto no vacio, abierto y conexo de C es llamado
simplemente conexo si su complemento respecto al plano extendido C U {oo} es

conexo.

Estas dos definiciones son equivalentes (por lo menos en C) y muchas de las
proposiciones en el analisis de variable compleja, en su forma mas general, involucran
este tipo de conjuntos. A continuacién se presentan algunos ejemplos de conjuntos

simplemente conexos.

2.28 Ejemplo. Todos los conjuntos X que pueden contraerse a un punto son
simplemente conexos, es decir, todos para los que existe un deformacién retractil
r : X — {p} son simplemente conexos. A estos se les conoce como espacios con-
tractiles o contraibles. Mas especificamente, los conjuntos en forma de estrella son

simplemente conexos.

2.29 Ejemplo. Sea V' un espacio vectorial sobre R de dimensién n con la topologia
usual generada por cualquier norma y U C V' es un subespacio cuya dimensiéon es
k < mn —2, (es decir, un espacio de codimensién mayor a 2) la diferencia V\U es un
conjunto simplemente conexo. Para mostrar esto, consideremos una base de U dada
por {uy,...,ux}, si se extiende a una base {u1, ..., u, Vgt1,...,v,} de V. Se define

la siguiente transformacion lineal:
T (aguy + ... + apg, + Qpr1Vks1, - - - ) = (a1, ..., ay,).

Como toda transformacion lineal entre espacios de dimension finita es continua, se
tiene que T es continua y al ser invertible también esta inversa es continua, obte-
niendo un homeomorfismo entre V y R™ tal que T(U) = R¥ < R™. De esta manera,
como T(V\U) = T(V)\T(U) = R"\R* obtendremos que V\U es homeomorfo a
R™\R*. Por el Ejemplo 28, V\U tiene el mismo tipo de homotopia que S*=*~1 y
por tanto se tendra que i (V\U) = 71(S**~1) donde n — k — 1 > 2 y por tanto

m1(V\U) es simplemente conexo.
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2.3. Presentaciones de grupos

Al igual que con espacios topologicos, podemos crear mas de un espacio to-
pologico tomando como base dos espacios y alguna operacion entre ellos, resulta
algo muy parecido con grupos. En este caso exploraremos otra forma de crear un
producto de grupos distinto del producto directo o del producto semidirecto de dos

grupos. Para ello primero exploraremos un poco de teoria combinatoria de grupos.

2.30 Definicién. Dada una familia indizada de grupos (G,)aca una palabra es
una m—tupla con m > 0 de elementos en la unién disjunta G(A) = | | ., Go- Més

concretamente una palabra es un elemento de

S

) G) x - x G(A),

o la tupla vacia (). Al conjunto de todas las palabras en (Gg)aea lo llamaremos W.

Notemos que los elementos de la unién disjunta son de la forma (g, «), donde
g € G, para algin o € A, sin embargo, para abreviarlo a veces se opta por usar la
notaciéon g,. De esta manera, los elementos de W seran de la forma (g1, ..., gm). Al

elemento neutro de cada G, lo llamaremos 1,,.

2.31 Definicién. Si(g1,...,9m), (h1,...,hi) € W se define el producto de palabras

como la siguiente yuxtaposicion:

<917-~-;gm)(h1,---7hk): (g17-~-7gm7h17---7hk)-

Notemos que este producto es asociativo y la palabra vacia () es un neutro
por ambos lados, sin embargo, aun carecemos de inversos para llamar a nuestra
estructura grupo, ademas, realmente no estamos aprovechando las propiedades de
cada G, como grupo. Para arreglar estos problemas consideraremos la siguiente

relacion de equivalencia:

2.32 Definicion. Una reduccion elemental es una de las siguientes operaciones:

(9152 Gis Git1s -+ Gm) = (G155 GiGi1s -+ Gm) Sl Gy Gi1 € G,
(gla <oy Gi-1, ]-Ougi-i-la s 7gm) = (917 cos Gi—15Gi41y - - - 79771)

Ahora, se toma la relaciéon de equivalencia ~ en W definida de la siguiente

forma: sean W, W’ € W entonces W ~ W' si y solo si existe una sucesién finita de
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palabras W = Wy, Wy, ..., W, = W’ tales que para cada i = 1, ..., n, la palabra W;

puede ser obtenida de W;_; por reducciones elementales o viceversa.

2.33 Definicién. El conjunto cociente W/ ~ es llamado el producto libre de los

grupos (Gg)acn, y se denota por *QGA Ga.

En caso que nuestro conjunto de indices A sea finito escribimos Gy * - - - x G,,.

Lo que procede a partir de ahora es mostrar que *ag A G es un grupo.

2.34 Proposicién. Dada una familia indizada de grupos (Ga)aea €l producto libre

*QGA G, es un grupo respecto a la operacion entre clases de equivalencia:

(g1 -5 gm)] [(ha, - b)) = [(915 - -+ s Gy Pty )]

Demostracion. Primero, supongamos que W ~ W'y V ~ V' un argumento
inductivo sobre el nimero de reducciones elementales puede mostrar que WV’' ~
W'V y WV ~ WV’ lo cual concluye en [WV] = [W'V’]. Con la operaciéon bien

definida podemos ver que:

(91, s ’gm)(gr;17 s 791_1) ~ ()a

(g;zlv SR 791_1)(gla e agm) ~ ()

Esto muestra la existencia de inversos, teniendo asi un grupo con neutro [()]. W

Resulta que es conveniente elegir un solo representante para las clases de equi-
valencia. La existencia de este representante canénico viene por la siguiente propo-

sicién:

2.35 Proposicion. Se dice que una palabra es reducida, si no puede ser acortada
mediante reducciones elementales. Todo elemento en *QEA G, es representado por

una y solo una palabra reducida.

La idea para la prueba de esta proposicién consiste en dar un algoritmo expli-
cito de como reducir una palabra y mostrar que, si W ~ W’ entonces al aplicar el
algoritmo tanto en W como W' se obtiene la misma palabra. Para ver dicho algo-
ritmo puede consultarse [2R, pp. 32-34] y [19, pp. 235-237]. Debido a este resultado,
a manera de convencién se opta por referirnos a [(g1,. .., ¢m)] simplemente como
(91,---,9m), 0 g1*+* gm cuando (g1, ..., gm) sea una palabra reducida.

Asi mismo, podemos caracterizar el producto libre con la siguiente propiedad:
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2.36 Teorema. Sea (Gy)aca una familia indizada de grupos. Para cualquier grupo
H y toda coleccion de homomorfismos ¢, : G, — H, existe un unico homomorfismo

D . *aeA Go — H tal que para cada « el siguiente diagrama conmuta:

X a,

a€A

AN
N ()]
la AN
N
>

GQTH.

Demostracion. Abusaremos un poco de la notacion identificado a G, con su
imagen bajo t,. Tomando los homomorfismos ¢, : G, — H, que el diagrama sea
conmutativo y ® sea un homomorfismo implica que se cumplen las siguientes con-

diciones:

D(g9) = palg) sige G,
D91 Gm) = P(g1) - P(gm)

De esta manera si g; € G,, vy ® es otro homomorfismo que verifica estas condiciones,

entonces:

D(g1- gm) = Car(91) ** Par (Gm) = P(g1 - ),

por lo que ® = ®. Luego, para mostrar la existencia de dicho homomorfismo,
para las palabras reducidas (las cuales por la proposicion anterior sabemos que
son Unicas en cada clase de equivalencia) definimos la funcién directamente usan-
do sus propiedades, solamente hay que mostrar que el morfismo estda bien defini-
do cuando se tienen reducciones elementales, para ello, tomando ¢1,9» € G, pa-
ra algin «, g19o € G, C *QEA G, es reducida o 1, entonces, en el primer caso
D (9192) = ©al9192) = Palg1)palgz) = ®(91)®(g2), por lo que sigue siendo un ho-
momorfismo en este caso particular. En el segundo caso, por las propiedades de cada
homomorfismo ¢, se tiene que ®(1,) = v,(la) = 1 € H. Con esto mostrado, es
posible construir una prueba inductiva para generalizar el argumento. [ |

Esta propiedad puede ser usada para caracterizar el producto libre de grupos:

2.37 Proposicién. El producto libre es el unico grupo (salvo isomorfismo) que

satisface la propiedad del Teorema Z-34.

Demostracion. Supongamos que existe otro grupo G con esta propiedad, enton-

ces, Si Jo : G4 — G para cada o € A son las inclusiones, existen los homomorfismos
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®, y &, tales que los siguientes diagramas conmutan:

* a, g
aEA R S Do
\\\ [ Ja \\\
Loz]\ AN \}J
z 4 3k
Gao Jau g, Gl tor aeAGa

Entonces se verifica ®3 0 101, = 1o y P10 Py 0, = ), para cada a € A. Asi que

se tiene:

>k

a€eN

Gaxxf’l T quqb
Loy Ja
G

Gq, — ka, a5 9
ba aEA ’

Sin embargo, las identidades Idx_ ¢, : *AGO‘ — *AGO‘ y Idg : G — G también son
ac aec

homomorfismos que hacen conmutar los anteriores diagramas, por lo que, por la

unicidad en la propiedad caracteristica se tiene ®3 0 ®; = Idx_ ¢, vy P10 P2 = Idg.

Es decir &, y &5, son isomorfismos de grupos. [

2.38 Ejemplo. Si a es un generador de Z/3Z y b es un generador de Z/27Z, los
elementos de Z/3Z x 7/27 son todos de la forma a™b"a™2b" ... a™ "™ donde

0<m; <2y0<n;<1lparai=1,..., k. Este grupo no es abeliano pues

(aba?b)(bab) = a,
(bab)(aba?b) = bababa’b.

Por un lado tenemos una palabra reducida de longitud 1 y de otro, palabra reducida
mas grande, por lo que no pueden ser iguales. Esta es una de las diferencias respecto

a un producto directo.

Otra herramienta importante dentro de la topologia algebraica, es la construc-
cién de un grupo dado un conjunto no vacio arbitrario S, sin que dicho conjunto
tenga ninguna estructura. Algunas de estas construcciones son bastante generales e
incluso es posible construir estructuras mas robustas con ideas similares, sin embar-

g0, por ahora nos conformaremos con obtener grupaos.

2.39 Definicién. Dado cualquier objeto o, se define el grupo F(o), donde sus
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elementos son {0} x Z y la operacién binaria estd dada por:

({o} xZ) x ({0} x Z) = ({0} x Z),
((o,m), (0,k)) = (0,m + k).

Donde para simplificar notacion escribimos ¢ en lugar de (o, m) para cada m € Z.

Al grupo F(o) lo llamaremos grupo libre generado por o.

Este grupo puede verse como todas las potencias de o con la multiplicacion
usual. Esencialmente F'(0), es isomorfo a (Z,+), pero con un generador arbitrario

g.

2.40 Definicién. Dado un conjunto arbitrario .S. Se define el grupo libre en S como
el producto libre:
F(S)= X F(0).
(5)= ¥ F(o)
Esta estructura también posee una propiedad que la caracteriza, la cual es la

siguiente:

2.41 Teorema. Si S es un conjunto arbitrario. Para cada grupo H y cada mapeo

v : S — H, existe un inico homomorfismo ® : F(S) — H extendiendo p:

F(S)

] 3

L AN
Ny

S — H.

Demostracion. Para cada funcion ¢ : S — H existen tinicos homomorfismos
v, : F(0) — H dados por ¢,(c™) = [p(0)]™ para m € Z, esto pues ¢(o) la
imagen del generador de F'(0) y eso es lo que define por completo un homomorfismo
que tiene como dominio un grupo ciclico. Ahora para la familia indizada de grupos
(F(0))yes existe una unica familia de homomorfismos (¢, )scs con sus respectivas
inclusiones, por lo que, por existe un inico homomorfismo ® : F(S) — H tal

que, para cada o € S el siguiente diagrama conmuta

N

Lo 4
Po H

F(5)
F(o)

g

Como se verifica o1, = ¢, ysij: S — F(o) es tal que j(o) = j,(0) donde 7, es

la inclusién {o} — F(0). Usando esta notacion tendremos ¢t = 1, 0j y ¢ = ¢, 0 j,
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por tanto

Pot0) =07,
Por= e,

la cual es la condicién buscada. La unicidad de ® también se deriva de la unicidad
en la propiedad caracteristica del producto libre, aunque también puede verificarse

de manera directa revisando las imagenes de los generadores de F(S) bajo ®. N

En general, la definciéon de grupo libre que tomaremos serd la siguiente:

2.42 Definicién. Un grupo arbitrario G es llamado grupo libre si existe un conjunto
S C G tal que el homomorfismo ® : F'(S) — G inducido por la inclusiéon S < G, es

un isomorfismo.

Un detalle a tener en cuenta es que un producto libre no necesariamente sera
un grupo libre, por ejemplo el grupo Z/27 * Z/27Z no es un grupo libre, pues en
los grupos libres inicamente las identidades tienen orden finito y en este caso hay
elementos como la clase del 1 médulo 2 identificada como un elemento del producto

directo, que tienen orden 2.

Y para concluir, la definicién principal de esta seccién:

2.43 Definicién. Si S es un conjunto arbitrario y R es un conjunto de elementos
en el grupo libre F(S). Llamaremos presentacion de grupos al par (S, R) que define

el grupo

F(S)

(SIR) = St ()

donde Nclp(g)(R) denota el conjunto normal mas pequeiio (respecto a la relacién
de orden de contencién) que contiene a R. A los elementos de S y R se les conoce

como generadores y relaciones, respectivamente.

Una caracterizacién de Nelp(g)(R) dada explicitamente por sus elementos y no

tan inmediata es la siguiente:
Nelpes)(R) = {fi 75" fie [y 'r fo i 2 0.6; = 2L € R, f; € F(S)}.

En particular, esta definicién viene motivada por expresar un grupo en funcién de

su conjunto de generadores y las relaciones entre estos generadores, las cuales son,
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de cierto modo, una especie de reglas que verifican los generadores del grupo. Cier-
tamente, de ahi viene el nombre de F(S) pues puede pensarse como un grupo “libre
de restricciones” entre sus elementos. A partir de esta idea, podemos pensar que si
existe un homomorfismo sobreyectivo 1 : F(S) — G a algtin grupo G arbitrario (es
natural pensar esto pues en el caso en el que S C G genera a G no es muy dificil
construirlo) si su kernel fuese el conjunto méas pequeno que contiene a un conjunto
R, por el primer teorema de isomorfismos tendremos que (S|R) es isomorfo a G,
mediante el isomorfismo inducido . De esta manera, forzamos a R las relaciones
que pueden ser del tipo AB~! a ser neutros y por lo tanto a tener la igualdad A = B.
A veces conviene directamente referirnos a (S|R) como una presentacion de grupo

en lugar de al par (S, R).

2.44 Definicién. Sea G un grupo arbitrario. Una presentacion para G es una pre-
sentacién de grupo (S, R) tal que (S|R) = G.

2.45 Ejemplo. Los grupos ciclicos tienen dos posibles presentaciones, (x|@) si es
infinito y (x|z™) si es finito con n elementos. En caso de no tener relaciones podemos
escribir (x|@) = (x) = F(z), aunque hay que tener cuidado con no confundir (z)

con algin otro grupo ciclico.
2.46 Ejemplo. El Grupo diédrico D,, tiene la presentacién (s, r| r™, s%, (sr)?).

2.47 Ejemplo. Dos presentaciones (Si, Ry) y (S2, Ry) pueden ser equivalentes si
(S1, R1) = (Ss, Ry), por ejemplo (a, b, ¢ | abe) es equivalente a (a, b|d), pues ¢ puede

ser obtenido mediante los otros generadores.

2.4. Teorema de Van-Kampen

Antes de pasar al teorema principal del capitulo veremos una motivacién. Sea
X un espacio topologico y sean U,V C X dos conjuntos abiertos tales que su union
es X y cuya interseccion es no vacia, si tomamos cualquier punto p € U NV como

base, las cuatro inclusiones inducen cuatro homomorfismos de grupos.

U 7r1(U,p)
Uunv X = mUnNV,p) (X, p)
\ / s /
14 77'1(‘/717)
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Ahora podemos agregar el producto libre dentro de nuestro diagrama y por la pro-
piedad caracteristica del producto libre, podemos asegurar la existencia y unicidad

de un homomorfismo @ : w1 (U, p)*xm(V, p) — 71 (X, p), tal que el siguiente diagrama
conmuta:

7T1(U7p)

e

(U NV,p) T (U,p) * m(V,p) - m (X, p).

Y ahora podriamos intentar mostrar que ® es sobreyectivo y caracterizar Ker ¢
para buscar un isomorfismo de grupos mediante el primer teorema de isomorfismos.
Sorprendentemente, no solo es posible mostrar la sobreyectividad de ®, si no también
describir su kernel de manera precisa y es uno de los métodos de calculo mas efectivos

para grupos fundamentales.

2.48 Teorema (Seifert-Van Kampen). Si X es un espacio topoldgico, supongase
que U,V C X son conjuntos abiertos tales que su union es X, con U,V y UNV

conexos por caminos. Sip € UNV, y ® es tal que el siguiente diagrama conmuta:

/ j”‘U’N

m(UNV,p) m (U, p) * m(V,p) —>7r1(Xp)

\ ]/

Coni = wyav,j = Junv, k = tu,l = tv,teyp) Y tm(Up) Mapeos inclusion. Entonces
® es un homomorfismo sobreyectivo con:

Ker ® = Nelr, p)em (vp) ({(6:7)(G7) iy € m(UNVip)}) .
Y por lo tanto:

(U, p) * 7 (V,p)

m (X, p) = ; . :
1(X.p) Nelry wpysm(vip) L) (Gey) iy e m(UNV,p)})

La prueba de este teorema es bastante técnica y requiere definir un concepto

importante dentro de la topologia de variedades llamado Numero de Lebesgue. Sin
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embargo, es posible seguir casi toda la demostraciéon con las herramientas desarro-
lladas hasta ahora y se invita al lector a consultarla en [19, pp. 268-273]. Para fines
practicos, daremos una prueba al final de la seccién para un caso particular del
teorema que nos ayudara a trabajar con espacios en los que estamos interesados, sin
embargo, el teorema se enuncia por su valor dentro de la materia. Por ahora hare-
mos algunos comentarios relacionados a los grupos que aparecen dentro del teorema,

pues en general el cociente definido tiene un nombre:

2.49 Definicion. Supongamos H, Gy y Gy grupos, con f; : H - G1 v fo: H — Gs
homomorfismos. El producto libre amalgamado de Gy y G5 sobre H, denotado por

G4 *g G9 se define como

G x Gy
Nelgsa, ({fi(h)fa(h)"t :h e H})

Gy xg Go =

Y un resultado muy 1util para el calculo de productos libres amalgamados es el

siguiente teorema:

2.50 Teorema (Presentacién para un producto libre amalgamado). Si f; : H — G
y fo: H — G5 son homomorfismos de grupos. Suponga que G1,Gs, y H tienen las

siquientes presentaciones:

Gi1 = (a1, ..., Qn|p1,y -y Pr);
G2 & <517"'76ﬂ’017"'708>;
H = (v, v, T

Entonces el producto libre amalgamado tiene la siguiente presentacion:
G1xg Gy = (N Amn] . -1
1 *g Go = 19y Am4n|Ply-- 3 Pr;01y...,05, ULV, ,...,upvp y

donde \i = o; para 1 <i<m, \; = 3; param+1 < <m-+n, u; es una expresion
para fi1(7;) en terminos de los generadores de la presentacion de Gy y v; es una

expresion para fo(7;) en terminos de los generadores de la presentacion de Gs.

Demostracion. La prueba se divide en dos pasos, el primero es mostrar que
si S1, 52 son conjuntos disjuntos y Ry, Ry son subconjuntos de F(Sy) y F(S2), res-
pectivamente, entonces (S1 U Sa| Ry U Ry) =2 (S1|Ry) * (S2|R2) v el segundo paso es
probar que si Ry R’ son dos subconjuntos de F'(S) para algin conjunto S, enton-
ces (S|RU R') = (S|R)/Ncligip) (m(R')), donde 7 : F(S) — (S|R) es la proyeccién

candnica. Una vez con estos hechos, el teorema es una consecuencia directa.
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Primer paso: De 230, AT y S; N .Sy = &, se sigue F(Sy) x F(Sy) = F(S1USy)
mediante un isomorfismo ¢ en el cual podemos abusar un poco de la notaciéon y
escribir como” ¢(z) = x. Si ¢y : F(S1) — (S1|Ry) v ¥y : F(S3) — (S2|Rs) son tales
que Ker v); = Nclp(g,)(R;) para i = 1,2 (las proyecciones canénicas) existe un tinico

homomorfismo ® tal que

F(Sy) B (S)|Ry)

I I

F(Sy) * F(S) --2-5 (S1|R1) * (Sa| Ro)

1 ]

F(S5) ——2—— (S| Ra),

pues esta condiciéon es equivalente a ya que se puede reescribir como:

LlI \\‘\qi LZI \\‘\qi
T3 T3
F(S) oo (S1|R1) * (S2|Ra). F(S5) BT (S1|Ry) * (S2|Ry).

Notemos que ¢ es sobreyectivo dado que 11,15 son sobreyectivos. Por tanto si
@ F(S1USy) — F(S1) * F(S2) es el isomorfismo construido al inicio, y definimos

el homomorfismo ® tal que:

P:=¢op

T

F(S1USs) —2 F(S1) % F(Sy) —2 (Si|Ry) % (Sa|Ro).

Veremos que Ker ® = Nclpg,us,)(R1 U Ry), omitiremos algunas inclusiones, sin
embargo, es un detalle a tomar en cuenta. Es claro que Ry U Ry C Ker ® pues
si v € Ry U Ry tomaremos r € R; sin perdida de generalidad y escribiendo la

identificacion ¢ (r) = ¢(r) € Ry C F(S1) se tiene, pues r € Ker ¢ lo siguiente:

O(r) =dop(r)=¢ou(r) =1t o(r) =L r) = Lisi|Ri)«(Ss|Ra)-

Como r arbitrario se tiene Ry U Ry C Ker @ y por la minimalidad del grupo normal

'Esto es similar a lo que ocurre con productos directos, si G1,G2 y G3 son grupos arbitrarios
es posible probar que (G; X G2) X G3 =2 G; X (G2 X G3), pero usualmente se escriben como un
ibl b G G Gs =G G G | t ib
mismo grupo Gy X Gy X Gs.
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que estamos trabajando Nclp(s,us,)(F21 U Ry) C Ker ®. Para la otra parte suponga-

mye

mos que P(s) = 1(s,|Rr,)«(Ss|Rrs), €SCribimos s = 7" t;™ - -7, donde r; € Sy y

t; € Sy para j =1,...,¢, entonces

YLy )ba(vr™) - Y1 () )a (™) = @(8) = 1| Ry)x(5a|Ra)

por lo que esto implica ;" € Ker ¢y = Nelp(g,)(R1) y ¢;" € Ker ¢y = Nelpg,)(Rz),
luego cada r;nj es un elemento de R; o un producto de elementos en R; con elemen-
tos de F'(S7) (mutatis mutandis para los t;") los cuales al multiplicarlos todos se
obtiene que s € Nelp(g,us,)(R1 U Rs), lo cual muestra Ker @ C Nclps,us,) (R U Ry).
Finalmente, por el primer teorema de isomorfismo ® : F'(S1USy) — (S1|Ry)* (S| Ra)

desciende a un isomorfismo ® : (S; U So| Ry U Ry) — (Sy|Ry) * (So|Rs).

Segundo paso: Consideremos el homomorfismo conocido como la proyeccion ca-
nénica ¢ : (S|R) — (S|R)/Ncligry(m(R')) y si pom : F(S) = (S|R)/Ncligir)(7(R')),
al tener la composicion de dos homomorfismos sobreyectivos tendremos otro homo-
morfismo sobreyectivo el cual puede verificarse que tiene kernel Nclpg)(RUR') y el

resultado se sigue de nueva cuenta por el primer teorema de isomorfismos. [ |

Ahora, para quien interese, daremos una mirada al producto libre amalgamado
desde un punto de vista més categoérico. Si Ay, A; y As son objetos en una categoria
C y sean f; € Homc(Ao, 4;) para ¢ = 1,2. Un Pushout de la pareja (fi, f2) es
un objeto P € Ob(C) junto con un par de morfismos ¢g; € Homc(A;, P) tal que
g1 0 fi = g2 o fo que satisface la siguiente propiedad caracteristica: dado un objeto
B € Ob(C) y morfismos h; € Homc(A;, B) tales que hy o fi = hg o fs, existe un
tnico morfismo h € Hom¢ (P, B) tal que ho g; = h; para i = 1,2:

Veamos que si el Pushout para una pareja de morfismos existe, entonces este es

tnico salvo isomorfismos en C. Para ello supongamos que (P, g1, 92) v (P, k1, ko) son
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Pushouts, entonces existen morfismos tnicos h, b’ tales que los siguientes diagramas

conmutan para cualquier B € Ob(C) y morfismos h; € Homc(A;, B). Por tanto

existen g, k morfismos tales que los siguientes diagramas conmutan:

/
P -5 P,

P —=3p
kog

que al ser conmutativos incluso cuando se reemplaza Idp y Idps por go k y ko g,
respectivamente, se concluye por la unicidad en la definicion de pushout, que Idp =
gok y Idp = kog. De esta manera, el producto libre amalgamado puede ser descrito

en estos términos.

2.51 Proposicion. El producto libre amalgamado es el Pushout de dos homomor-

fismos con un mismo dominio, es decir, un Pushout en la categoria Grp.

Demostracion. Dado un par f1 : H - Gy fo : H — G5 de homomorfismos,
si tomamos i, : G1 = G1 * Gy ¥y L, : Go = G * G5 los homomorfismos dados por

las inclusiones y 7 : G1 x Go — G4 *xy G4 es la proyeccién candnica al cociente con
Ker m = Nelgua, ({fi(R)fa(h)™':h € H}) = N. Si @) :=Touig, ¥ ¢2 := TOolg,
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notemos que, si h € H, entonces fi(h) < i, (fi(h)) y fa(h) = 1, (fo(h)™1) y se
tiene:

7 (e (f1(h))ee, (f2(h) ™) = 1a1euGas
7 (e (f1(h))) ™ (ch(fz( ))) ' = 160G
™o i (f1(h) = 7o tay(f2(h)),
¢10 fi(h) = w20 fo(h).

Por lo tanto ¢y o fi = @9 0 fo. Si suponemos (¢, 1, G) otros homomorfismos y un
grupo G, tales que 91 : G; = G y ¥9 : Go — G con Yy o fi = 1)y o fy, mostraremos

que existe un unico ¥ : Gy g Gy — G tal que el siguiente diagrama conmuta:

PRI

2

Para ello usaremos la Proposicion 238, conocida como propiedad universal del pro-
ducto libre, notemos que esta propiedad nos garantiza que un tnico p : Gy xGy — G

tal que los siguientes diagramas conmutan:

Gl*GQ Gl*GQ

o] Nw] N

G]TG GQT)G,

el cual verifica N C Ker p pues si h € H se cumple ¢ (f1(h))a(fo(h7!)) = 1¢ por
tanto p(ic, (f1(h)))p(ta, (fo(h71))) = 1a vy de esto p (e, (fi(h))ia, (f2(R)7)) = La,

ast que todos los elementos de la forma g, (f1(h))tg, (f2(h)™!) estan en el kenrel, por
la minimalidad de N sigue la contencion. La relacion N C Ker p nos asegura que
la siguiente funcion esta bien definida y es un homomorfismo que cumple nuestros

requisitos:

@ZJ : Gl * G2 — G,
gN = p(g).
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Ademas es unico pues depende unicamente de los valores que toma en Gy, Gy (con
sus respectivas inclusiones) y alli debe coincidir con 1)y, 19, respectivamente, por lo

que esta condicionado por esta restriccion. [ |

2.52 Corolario. El producto libre amalgamado es unico salvo isomorfismos.

Antes de pasar a la prueba del caso particular de Van-Kampen consideraremos
el siguiente lema. Si el lector no esta familiarizado con la terminologia relativa a

espacios de recubrimiento se recomienda consultar los capitulos 11 y 12 en [19].

2.53 Lema. Sean M, y My conjuntos abiertos y conexos cubriendo una variedad
topologica M con My N My conexo y no vacio. Si ¢p1 @ Ny — My y ¢ : Ny — M,
son aplicaciones de recubrimiento que se vuelven isomorfas al restringir la base a
My N Ms, entonces existe un recubrimiento ¢ : N — M que se vuelve isomorfo a ¢q

restringiendo la base a My, y se vuelve isomorfo a ¢o restringiendo la base a M.

Demostracion. Como ¢1, ¢, son isomorfos al restringir la base a M; N Mo,
existe ¢ : ¢71 (M1 N My) — Ny tal que ¢ 0 = ¢ (restringiendo las aplicaciones de
recubrimiento), por lo que se define N = N, U, N; y la funciéon ¢ : N — M como:

Notemos que esté bien definida, pues si tuviéramos [(z,7)] = [(y, j)] hay que verificar

4 casos.

i) Si z € Ni\¢; (M N My), entonces [(x,1)] = {(2,1)}, por tanto x € N; y sin
ambigiiedad ¢([(z, 1)]) = é1(z).

ii) Como segundo caso x € ¢; ' (M;NM,) entonces [(z,1)] = o ({o(z)})U{p(x)}
y puede pasar que [(z,1)] = [(y,1)] o [(x,1)] = [(y,2)]. Todo y € N; que
verifique [(y, 1)] = [(z, 1)] es tal que ¢(y) = ¢(x), de lo que tendremos

P1(y) = 20 p(y) = P20 0(x) = P1(x).

La otra opcién del segundo caso (donde [(x,1)] = [(y,2)]) es que y = p(z)

y aqui, por la condicién de isomorfismo, al hacer la composicién se sigue que
®2(y) = ¢1(x), por lo que siempre se tiene ¢([(y,)]) = ¢([(x,1)]).
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iii) En el tercer caso si x € No\¢ (¢7" (M1 N Ms)), entonces [(z,2)] = {(z,2)} v
no hay ambigiiedad.

iv) Para el tltimo caso, cuando = € ¢ (¢ ' (M; N My)) se tiene z = ¢(a) para
algtin a € ¢;'(M; N Ms) por lo que [(x,2)] = [(a,1)] y la verificacién pasa a

ser el caso ii).

La sobreyectividad de ¢ viene de que ¢1, ¢ son sobreyectivas y M = M; U M,. Para
mostrar continuidad basta probar que la composicién ¢ o q : Ny LI Ny — M con
q: No U Ny — Ny U, Ny, la aplicacion cociente, es continua. Para esto es suficiente
mostrar que ¢pogoty, = ¢pogq|y, : N; — M son continuas para i = 1, 2; sin embargo,

esto es consecuencia de que:

poq

NiZCquOLNi:LMiOCbi,

y el lado derecho de la igualdad es una funcién continua para i = 1,2; por lo tan-
to ¢ o g es continua. Como M, M5 son subconjuntos abiertos de una variedad M,
estos conjuntos son variedades de la misma dimensiéon que M y al ser Ny, Ny sus
espacios de recubrimiento respectivamente, también son variedades y ademés son
conexas. Sumado a que las variedades son localmente conexas por caminos, los es-
pacios Ni, Ny serdn conexos por caminos. Por todo esto N, U, N; también es un
espacio conexo por caminos (por ende conexo y localmente conexo por caminos)
cuando ¢; (M, N M,) # @. Por tltimo, para ser una aplicacién de recubrimiento,
falta mostrar que M tiene una base uniformemente cubierta por ¢, que se deriva de

las propiedades de ¢; y ¢2 como aplicaciones de recubrimiento. [

La siguiente version del teorema de Seifert-Van Kampen es més débil pues
es valida tnicamente para variedades, sin embargo, en la practica la mayoria de
espacios interesantes son variedades o espacios con el mismo tipo de homotopia que
una variedad. Fulfon en [T2, p. 199] atribuye algunas de estas ideas a Grothendieck,
sin embargo, el enfoque que usaremos sera el de Terence Tao en [36], quien en 2012

dio algunos detalles e ideas extra en esta prueba.

2.54 Teorema (Seifert-Van Kampen, version para variedades). Sean My, My con-
juntos abiertos y conexos cubriendo una variedad topoldgica M con MMMy también

conexo, si p es un punto de My N My entonces

T (My U My, p) = (M, p) *7, My p) T1 (Mo, p).
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Demostracion. Sea G un grupo. Supongamos que existen homomorfismos de
grupos f1 : m(My,p) : My — G, fo : m(My,p) : My — G, tales que el siguiente

diagrama conmuta para ¢y, 12 homomorfismos canénicos:

7T1<M17p)
71 (My N My, p) G.
x %

WI(MZJP)

Mostraremos que existe un tnico homomorfismo f : m(M,p) — G tal que los f;
verifican foy; = f; donde 5; : w1 (M;, p) — m (M7UDMs, p) son los homomorfismos ca-
noénicos para i = 1,2. De esta manera, obtendremos que m (M, p) = m (M, U Ms, p)

es un pushout y por el Corolario 2252 nuestra prueba estara completa.

Para la existencia. Tomaremos ggl : Ml — M; el recubrimiento universal para
Mj, por tanto M es simplemente conexo, y si tomamos un punto base z; € ¢; ' ({p}),
entonces para cualquier otro punto y en el fibrado, existe un tnico elemento g €
m1 (M, p) tal que y = 19, donde x1¢ es la accién por la derecha de g por monodromia
en z7. Esto da la accién por la izquierda de m1(Mjy, p) en M; por automorfismos de
recubrimiento o “transformaciones deck” 75, : M; — M, para cada h € m (M, p)

dadas por
Th(219) = 21hg.

Las fibras del recubrimiento universal ¢; son copias de 71 (M, p). Con esto podre-
mos formar un nuevo recubrimiento ¢; : Ny — M, cuyas fibras son copias de G
(con la topologia discreta), formando primero el producto cartesiano G' x M, (que
también es un recubrimiento de M;) y luego tomando el cociente con la relacién de
equivalencia (gf1(g1), ) ~ (g,7,) para todo g € G, x € My, g1 € (M, p). Este
es un espacio de recubrimiento (posiblemente disconexo) de M, cuyas fibras sobre
p pueden ser identificadas con G identificando g € G con la clase de equivalencia
[(g,21)]. La accién por monodromia (por la derecha) de (M, p) en esta fibra es
entonces identificada con la accién por la derecha de m;(Mj,p) en G inducida por
f1- Mas atn, el grupo G actia en N; por la izquierda via automorfismos de recubri-

miento, con cada g € G mapeando [(¢',z)] a [(g¢', x)].
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Similarmente, podemos formar un recubrimiento ¢o : Ny — My de M, cuya
accién por monodromia de 7 (Ma,p) en la fibra ¢, ({p}) pueden ser identificadas
con la accién por la derecha de m (M,, p) en G inducida por f,. Cuando ambos recu-
brimientos se restringen a M; N Ms, la accién por monodromia de 71 (M; N Ms, p) en
la fibra sobre p, seran isomorfas entre ellas y las restricciones también son isomorfas
entre ellas. Por el Lema 2753, podemos pegar estos dos espacios de recubrimiento y
obtener una aplicacion de recubrimiento ¢ : N — M isomorfa a ¢; 0 ¢ dependiendo
de si la base se restringe a M; o M, de tal manera que los cuatro isomorfismos for-
man un diagrama conmutativo; en particular, la fibra ¢~ ({p}) ain est4 definida por
G. La accién por monodromia de (M, p) en ¢~ ({p}) se restringe a la previamente
descrita de m(My,p) en G y de m(Ms,p) en G. Ademés, como G también actia
por la izquierda por automorfismos de recubrimiento en N; y Ny, de tal forma que
pueden ser vistos como compatibles con la restriccion del isomorfismo a My N My, G
continua actuando por automorfismos de recubrimiento en el recubrimiento pegado
N. Como las acciones de recubrimiento conmutan con los automorfismos de recu-
brimiento, concluimos que la accién por la derecha de un elemento g de 71 (M, p)
en G esta dado por la multiplicacién por la derecha de un elemento f(g) en G. Y al
expandir las cuentas tendremos que f es un homomorfismo con las propiedades que

buscamos.

Finalmente para la unicidad. Basta mostrar que (M, p) es generado por las
imagenes de 7 (M, p) y m1(Ms, p). Supongamos que esto no es cierto, entonces las
imagenes de (M, p) y m1(Ma, p) generan un subgrupo propio G de (M, p). Sea
& : M — M el recubrimiento universal de M, tal que (/3_1({19}) puede ser identificado
con 71 (M, p) (luego de fijar un punto en la fibra con se mencioné antes). Si M; es
la restriccién de M a M;. La accién por monodromia (por la derecha) de (M, p)
en la fibra encima de p, es inducida por el homomorfismo canénico de (M, p) a
m1 (M, p). En particular, G es preservado por su accién, y por ello podemos encontrar
un sub cubierta N; de M; cuyas fibras corresponden a G, de manera andloga con
Mg se construye un sub cubierta N5 con la misma fibra. Por tanto por el Lema 2753
se construye un sub cubierta N de M. Pero esto es absurdo pues M es conexo, de

esto, la unicidad es cierta. [ |

Podemos notar que esta prueba aprovecha una propiedad anteriormente dis-

cutida, el pushout de grupos. Ciertamente la topologia algebraica se encarga de
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estudiar este tipo de relaciones, muchas veces aprovechando la generalidad de la
teoria de categorias, siendo esta una de las motivaciones detras de las ideas en esta
prueba. Realmente el requisito de M, M, ser variedades solo se usa para que nues-
tros espacios sean localmente conexos por caminos y aprovechar las propiedades de
los espacios de recubrimiento, pero estas condiciones pueden relajarse y cambiar las

hipdtesis para obtener una prueba més general.

o4



3. INVARIANTES ALGEBRAICOS

Una técnica para diferenciar dos nudos es tratar de formular invariantes alge-
braicos que caractericen estos objetos. En este contexto consideraremos un invariante
como una propiedad que se preserva bajo isotopias de ambiente u otras equivalencias
topoldgicas que se han presentado ya. Un ejemplo de un invariante (no algebraico)
es la tricolorabilidad de un nudo?. Continuando directamente con las herramientas
desarrolladas en el capitulo pasado y regresando a la teoria de nudos, presentaremos
el grupo de un nudo y revisaremos una prueba rigurosa de la existencia de nudos
no triviales. Posteriormente, revisaremos otros invariantes importantes dentro de la

teoria de nudos como el corchete de Kauffman y la homologia de Khovanov.

3.1. Grupo de un nudo

Habiendo desarrollado nuestras herramientas algebraicas para el calculo de
grupos fundamentales, podriamos intentar usarlas para clasificar nudos, sin embargo,
hay que ser bastante cuidadosos pues si K C R? es un nudo, podriamos considerar
m (K, p) para algin p € K y notar que esta construccién no es muy interesante,
pues K se definié como un conjunto homeomorfo a S', de lo cual obtenemos por
la Proposicién ZI8 que m1(K,p) = Z para cualquier nudo. Motivados por esto y
recordando que la teoria de nudos se enfoca mas en la topologia de una variedad de

dimensién 3, la siguiente definicién resulta mas util.

3.1 Definicién. Dado un nudo K C R? y un punto p € R3\ K al grupo fundamental
m (R?\ K, p) se le conoce como el grupo del nudo K con base p o simplemente el

grupo de K.

De manera similar, podemos sustituir R? por S en la definicién anterior y a
71 (S3\ K, p) también lo llamaremos grupo del nudo K, siempre aclararemos a cual

de las dos opciones nos estamos refiriendo. Aprovechando que tanto R3*\ K como

IEste invariante también puede ser usado para verificar que el nudo trébol no es equivalente al
nudo trivial, para mds detalles ver [IR, pp. 21-24].
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S?\ K son conexos por caminos podemos omitir el punto base y simplemente hablar
de 7 (R3\K) y 1 (S*\K). De la definicién B se deriva directamente el siguiente

resultado:

3.2 Teorema. Dos nudos equivalentes tienen grupos isomorfos, mads precisamente,

si K1, Ky son dos nudos equivalentes, entonces m (R3\K;) = m (R3\ K>).

Demostracion. Supongamos que Ki, Ky son dos nudos equivalentes entonces
existe un homomorfismo f : R* — R3 tal que f(K;) = K, eso quiere decir que si
g = flrsvx, © RP\K; — R*\K>, la funcién g es un homomorfismo y se tiene que
para todo p € R*\ Kj, por la Proposicion I8, m; (R*\ K7, p) = 71 (R¥\ K>, g(p)). B

Tomando en cuenta la definicién de equivalencia entre nudos en S?, el resultado
también es cierto para nudos dentro de este espacio. También es posible definir el

grupo para un enlace.

3.3 Definicién. Dado un enlace L C R? y un punto p € R\ L al grupo fundamental
7 (R*\L, p) se le conoce como el grupo del enlace L con base p o simplemente el

grupo de L.

Y al igual que con los nudos, la definicién es andloga para enlaces dentro S3.

Con estas definiciones pasaremos a los ejemplos.

3.4 Ejemplo. El grupo del nudo trivial 7, (R*\S') no queda tan claro como calcular-
lo directamente, sin embargo se sabe que R*\S' = §? vV S! asf que por la Proposicién
T se tendra que w1 (R3\S') = 7,(S? v S'). Ahora usaremos el teorema de Van-
Kampen para el calculo de este grupo fundamental. Primero consideremos S? v St
como subconjunto de R? y con esto se consideran los abiertos U’, V' que dan lugar
a los abiertos U,V de la topologia del subespacio en S? VS?, tal y como en la Figura
B0, Tomaremos p € U NV como el punto base de S* y S? en S? V' S! y notemos que
U tiene una parte contraible y tiene el mismo tipo de homotopia que S!, V' tiene
el mismo tipo de homotopia que S? y, finalmente, U NV se puede contraer a p, asi
que tendremos 71 (U, p) = Z, 7 (V,p) = {1r,vp }, 1 (UNV,p) = {1r,wrvp) } v por
el teorema de Van-Kampen:

T (S* v S p) = 7 (U, p) o wnvp) T(V,p) = Z.

De lo que se concluye 7 (R3\S!) = Z.
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Figura 3.1. Aplicacién de Van-Kampen en S? v S™.

Para los detalles del porque R*\S' = S?V'S!, puede consultarse [[I3, p. 46]. Para
describir grupos de nudos con més cruces o enlaces méas complicados emplearemos
la presentacion de Wirtinger basdndonos en el libro de Stillwell en [35, pp. 144-149].
Este método consiste en lo siguiente: al tomar el diagrama de un nudo, este puede
ser dividido en una cantidad finita de componentes conexas A;, donde 7 varia en
el nimero de cruces. Si escogemos una orientacién para el nudo y para los genera-
dores a; del grupo del nudo (tomando la convencién de la mano derecha tal como
un producto cruz) con el objetivo de simplificar la notacién con indices y tener la
componente A; antes de la componente A;,; marcando el cruce (por debajo) como
la transicién entre componentes, asi como el generador a; = [a;] rodeando la com-
ponente A; como en la Figura B2, Con esta notacién podemos obtener relaciones
entre los generadores, pues tal y como se muestra en la Figura B2 la composicién

de lazos asociada al producto de clases aiaj’la;flaj puede contraerse al punto base.

Ain

Figura 3.2. Generadores orientados en una vecindad de un cruce.
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Figura 3.3. Lazos homotdpicos al punto base en funcién de los generadores.

Y para la otra posibilidad del cruce, la relacién entre los generadores seria
aiaja;flaj’l, pues podemos tener tanto un cruce de la forma > como de la forma x.

Asi, podemos enunciar la siguiente proposicion.

3.5 Proposicion (Presentacion de Wirtinger). Si K es un nudo cuyo diagrama

tiene n cruces, entonces:

T (RIN\K) 2 (a1,...,an|r1, ..., 7T0),

donde cada r; es de la forma aiajfla[laj 0 aiajaglaj’l

Demostracion. Esta proposicion se deriva directamente del teorema de Van-
Kampen. Usando la notacién hasta ahora empleada, podemos asumir que cada una
de las componentes conexas A; del diagrama de nudo son segmentos en el plano
z = 1 donde los puntos en la frontera (los extremos que van antes de los cruces) se
uniran mediante una recta a su proyeccion en z = 0. Con esta descripcion de los A;
podemos unir a A; con A;,; mediante un segmento contenido en z = 0 para obtener
un nudo equivalente al que da origen al diagrama, asi que sin perdida de generalidad
diremos que es el nudo K. Ahora removeremos de R? una vecindad tubular N de K
para la cual exista una deformacién retrictil de R¥*\ K a R*\ V' como en la Figura
B4,

Esta vecindad tubular puede ser vista como un “ttinel rectangular” con cuadra-
dos de lado € para un épsilon suficientemente pequeno como secciones transversales.
Consideramos A = {z > 0}\V y notemos que este conjunto tiene el mismo tipo de
homotopia que \/}_, S, por ende 7 (A) = (a4, . .., a,|@). Otra manera de ver esto es
tomando un punto base y viendo que cada lazo puede o no estar debajo de los arcos
rectangulares que se forman y de esta manera también es posible ver que el grupo
fundamental de A es el propuesto. Por otro lado, B = {¢/2 > z}\\N es un conjunto
simplemente conexo. Finalmente, podemos notar que ANB = {¢/2 > z > 0}\N

58



Figura 3.5. Intersecciéon para el uso del teorema de Van-Kampen.

puede verse como una caja infinita con columnas n perforadas como en la Figura B3,
por lo que de nueva cuenta w1 (ANB) es un grupo libre en n generadores y al identifi-
carlos como elementos de 7 (A) son elementos de la forma aiaj_lai_ haj o aiaja;rllaj_l
dependiendo del tipo de cruce por el que pasan nuestros generadores. Con estos con-
juntos se tendré, por el teorema de Seifert Van-Kampen 7, (AUB) = m; (R*\ K) tiene
la presentacion deseada. [ |
Notemos que la prueba anterior también vale para enlaces, eso da lugar al siguiente

ejemplo.

3.6 Ejemplo. Si consideramos el enlace de Hopf, este tiene dos cruces y al orientarlo
para obtener su presentacion de Wirtinger como en la Figura B4, obtendremos que

en ambos de los cruces se obtiene lo mismo y por lo tanto:

m (R*\CD) = (a1, a2 | asaray'art),

sin embargo, esta es una presentaciéon de Z x Z, por lo tanto m (R3\(D) X Z x Z.
Directamente, podemos usar el teorema de Seifert-Van Kampen para mostrar que la

unién disjunta de dos circulos sin ningin cruce tiene grupo fundamental (a1, as|@)
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el cual es isomorfo a Z x Z por tanto estos dos enlaces no pueden ser equivalentes
pues 7 (R¥\(D) es abeliano y 71 (R*\ O ) no. Esto muestra que, aunque ambos

pueden verse como la unién disjunta de dos circulos, estos no son equivalentes.

aq a2

= A

Ay

Figura 3.6. Diagrama del enlace de Hopf orientado.

3.7 Ejemplo. El nudo trébol es un nudo con tres cruces y por tanto su diagrama
tendrd 3 componentes conexas, de esto tendremos 3 generadores y al bosquejarlo

obtendremos que las relaciones vienen dadas por:

aza;tazta; =1, (3.1)
azay taytay =1, (3.2)
ayaztaytas = 1. (3.3)

Resolviendo para a; en la Ecuaciéon B3 nos daremos que uno de los generadores es

redundante y sustituyendo en las Ecuaciones Bl y B2 se obtiene en ambos casos:
a3ao03 — A2a302. (34)

De esto podremos obtener (asaszas)? = (azazas)(asazas) = (azaz)® por lo que defi-
niendo a = asasas, b = asas, podremos notar que as = ab® y as = b?a!, eso nos da

dos presentaciones equivalentes para el grupo de 3;, es decir:
(R & ) & (a1, ay | azazay = azasas) = (a,b | a® = b*), (3.5)

y con esta ultima equivalencia, podemos construir un homomorfismo sobreyectivo
de 7 (R3\ & ) al grupo diédrico Dg, por lo que el grupo del trébol no puede ser
ciclico y por ende 7 (R*\ & ) % 7 (R*\(). Esto muestra que el nudo trébol no

puede ser equivalente al trivial y prueba la existencia de nudos no triviales.
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3.2. Estados y brackets

Veremos también que al diagrama de un enlace le podemos asignar polinomios

en funcién de los cruces de su diagrama. Para ello consideremos lo siguiente:

AL

Figura 3.7. Descomposicién de un cruce

Cada cruce X de un diagrama lo podemos descomponer de dos formas distin-
tas, como en la Figura BZ4, y asi mismo podemos fijarnos en que cada cruce separa
localmente en cuatro regiones el ambiente que contiene el diagrama del enlace. De
esta manera, identificando con las letras A y B dichas regiones en una vecindad del
cruce y, descomponiendo todos los cruces obtendremos el drbol de resoluciones para
el diagrama de un enlace. Con dicha identificacion de las regiones, a las cuales lla-
maremos etiquetas del estado, podremos reconstruir el diagrama original del enlace

como en la siguiente figura.

Figura 3.8. Descomposicién e identificacién de un cruce.

Cuando se dé una descomposicion como la de la izquierda en la Figura BR,
tendremos una FEtiqueta de tipo A y cuando se dé una descomposicién como la de
la derecha tendremos una Ftiqueta de tipo B. De esta manera obtendremos una
familia de descendientes del diagrama de un enlace, entendiendo por descendientes
del diagrama de un enlace a los diagramas obtenidos luego de deshacer uno de sus
cruces de alguna de las dos maneras. Notemos que si iteramos este procedimiento
con n cruces llegaremos a 2" diagramas, cada uno compuesto por curvas de Jordan

disjuntas.
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3.8 Ejemplo. Si consideramos el nudo trébol 3; tendremos la siguiente descompo-

sicién.

Figura 3.9. Descomposicién del nudo trébol por Kauffman. Fuente: tomada de [I8, p.
26].

A los ultimos descendientes del diagrama L de un enlace los llamaremos estados,

con los cuales definiremos las siguientes funciones:

3.9 Definicién. Si L es diagrama de un enlace, £(L) es el conjunto de todos los
estados de L y o uno de sus estados, con o4 el conjunto de las etiquetas de tipo A
en el estado o y op el conjunto de las etiquetas de tipo B en el estado o. El producto

de etiquetas (L|-) es tal que

(L|): &(L)— Z[A, B],
o (Llo) = Aloal Blosl

donde por Z[A, B] nos referimos al anillo de polinomios en las variables A y B con

coeficientes en Z.
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3.10 Definicién. Con la misma notacién, si ¢, es la cantidad de loops o curvas de

Jordan en el estado o entonces ||o|| := ¢, — 1.

3.11 Ejemplo. Para uno de los estados del nudo trébol se tiene

G ) NP | 2%

Con esto definimos finalmente el polinomio bracket o también conocido como
el bracket de Kauffman:

3.12 Definicién. Sea L el diagrama de un enlace con n cruces, entonces el bracket
de Kauffman se define como el polinomio en tres variables (L) € Z[A, B, d] dado

por:

(L) = (L)(A, B,d) = i(Llaﬁd"”’”, (3.6)

donde o; son los estados de L.

3.13 Ejemplo. Del arbol de descomposiciéon del nudo trébol en la Figura B9, po-

dremos obtener

<C£\)) > — A3d2—1 4 AQBldl—l + A2B1d1_1 +AlBQd2—1
4 AQBldlfl + AlBQdel + AlBQdel + B3d371
= A’d+3A’B + 3AB*d + B*d”.
Asi, de la Definicion B2 podemos deducir la siguientes propiedades:

3.14 Proposicion. Si L es el diagrama de un enlace y L U () denota la union

disjunta de L (sin ningin cruce) con una copia del nudo trivial,
a) (X) =A(X)+B0O0
b) (LUQO) = d{L)
¢) () = AB (0() + (A% + B> + ABd) ()
d) (57) = (Ad+ B)(—~)
e) (T57) = (A+ Bd)(—)
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Asi como lo definimos, el bracket de Kauffman no es un invariante en nuestro
contexto, pues las propiedades ¢) y d) exhiben que en general no tendremos el mismo
bracket Kauffman si aplicamos el primer movimiento de Reidemeister a nuestro
diagrama de enlace, es decir, el bracket de Kauffman no es invariante bajo isotopias
de ambiente. Sin embargo, podemos buscar condiciones para que el bracket sea
invariante en nuestros términos, es decir, que dos enlaces isotopicos tengan el mismo
polinomio, esto imponiendo condiciones sobre las variables A, B y d.

Ahora, para que el bracket de Kauffman sea invariante bajo isotopias regulares,
unicamente debemos probar que es invariante bajo los movimientos de Reidemeister

2 y 3. En otras palabras, lo que estamos pidiendo es que
OO = (2x) = AB(O() + (A* + B> + ABd) (X) .
Una forma de lograr esta igualdad seria la siguiente

AB =1
A+ B+ ABd = 0.

Con esto, obtenemos que una condicién suficiente para tener un invariante bajo Ro

es B=A"1yd=—A? - A~? y podemos probar lo siguiente:
3.15 Proposicién. El bracket de Kauffman con la sustitucion B = A7 yd = — A%~

A~2 del diagrama de un enlace L es invariante bajo el movimiento de Reidemeister
3. Esto significa que si L' es obtenido del diagrama de un enlace L por una iteracion

de movimientos de Reidemeister 3 entonces
(L)(A, A7 — A2 = A72) = (I/)(A, A7, — A% — A°2)

Demostracion. Dado que aplicar un movimiento de Reidemeister es un proceso
local, para la prueba basta con fijarnos en la parte en la que se realiza R3. Luego

usando la invarianza bajo R se tiene:

() =)+ (TC)

== )+ (D)
(50 + L)
= (%)
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Por ello, desde este momento nos referiremos a (L)(A, A=, —A? — A~?), simplemen-

te, como (L).

Nuevamente, podremos darnos cuenta que, por las propiedades d) y e) en la

Proposicién B4, este no es un invariante bajo R, pues:

Ahora, para obtener por completo un invariante bajo isotopias de ambiente, modi-

ficaremos un poco el bracket de Kauffman.

XX

L_ L,

Figura 3.10. Cruces con orientacién.

Empezaremos dotando de una orientacién a un nudo y luego asignandole un
signo a cada cruce, como en la Figura BI0. Donde si € € {1, —1} tendremos que
€(L-) = -1y e(Ls) =+1. Con esto definimos la torcedura, también conocida como

writhe en inglés.

3.16 Definicién. Sea L un diagrama de un enlace con una orientacion. Definimos

la torcedura de L, como
w(l) == €(p), (3.9)

donde p recorre todos los cruces del diagrama L.

Con esto obtendremos nuestro candidato a invariante bajo los tres movimientos

de Reidemeister.

3.17 Definicién. Definimos el bracket normalizado Ly, para L, el diagrama de un
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enlace como
L= (=A%), (3.10)

Luego, de las ecuaciones B71 y B8 se sigue este si es invariante bajo R;. Como
w(L) es invariante bajo isotopias regulares obtendremos que que £, es un invariante

bajo R, Ro v Rgs, es decir, invariante bajo isotopias de ambiente.

3.3. Polinomios de Jones y de Alexander-Conway

Antes que nada, notemos que una expresién de la forma t 4+t~! realmente no es
un polinomio en el sentido estricto de la definicién. Sin embargo, existe una nociéon

mas general de polinomio la cual sera la que manejaremos de ahora en adelante.

3.18 Definiciéon. Dados m,n € Z con n < m, a la siguiente expresion
ple)= > apat (3.11)

la llamaremos polinomio de Laurent en x. Nos referiremos al conjunto de todos los

polinomios de Laurent donde a; € Z como Z[z,z™].

Notemos que con esta definicion, el bracket de Kauffman y el bracket normali-
zado son polinomios de Laurent. Ahora con esto definiremos uno de los invariantes

mas famosos de la teoria de nudos, el polinomio de Jones.

3.19 Definicién. El polinomio de Jones Vi(t) de un enlace orientado L, es un

polinomio de Laurent en la variable t'/2 que se define de la siguiente forma
1. Si existe una isotopia de ambiente de L a L', entonces Vi,(t) = Vi (t).
2. V(t) =1

3. £ 1V(t) — HVAc(E) = (ﬁ - %) Ve

Con esta definicién se puede calcular el polinomio de Jones para cualquier
nudo. Sin embargo, podemos calcularlo a través del bracket normalizado teniendo

en cuenta el siguiente resultado:

3.20 Teorema. Sea L (A) = (—A3) L)L), entonces
LtV =V, (1) (3.12)
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La prueba de esto puede ser encontrada en [I8, p. 50]. De manera similar es

posible definir el polinomio de Conway-Alexander.

3.21 Definicidn. Si es z una variable, el polinomio de Alexander V(z) (O Conway-
Alexander) de un enlace orientado L, es un polinomio en Z[z] que se define de la

siguiente forma

1. Si existe una isotopia de ambiente de L a L', entonces V(z) = V. (2).
2. VO(Z) =1

3. Vx(z) — Vx(z) = ZV)(

3.4. Homologia de Khovanov

Para esta seccién debemos volver a hablar un poco del corchete de Kauffman
y enfocarnos en algunos de los detalles de esta construccién para estandarizar la
notacién y pasar del enfoque hecho por Kanffman en [I8 a uno mas moderno.
En particular, parte del panorama actual de este trabajo se encuentra recopilado en
[25]. Si tomamos la Definicion B2 y haciendo la sustitucién anteriormente discutida

obtendremos la siguiente expresiéon para el bracket de Kauffman (L):

(L) = Z Aloal=losl(_ A2 _ A=2)liell, (3.13)

ce&(L)

A este polinomio de Laurent a veces se le llama polinomio bracket reducido. Con la
ecuacion B3 o directamente del Ejemplo B3, el polinomio bracket reducido del
trébol se simplifica a A="— A% — A3. Al conjunto de todos los loops o curvas de Jordan
de un estado o lo denotaremos por D, y por ende |D,| es el nimero de curvas de
Jordan en el estado 0. Con esta nueva notacién podemos notar que ||o|| = |D,| —1

y ly = |D,|. Ahora presentaremos otra version del polinomio bracket.

3.22 Definicion. El polinomio bracket no reducido se define para L el diagrama de

un enlace, como [@] :=1, [O] := —A? — A2 y en general:
L] = (—A* = A7?)(L) = ) Alallosl(— g2 — g72)llell, (3.14)
oe&(L)

Con esta definicion tendremos:
[ ]=—-A P+ AT+ A3+ AL (3.15)
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3.23 Definicién. Un estado de Kauffman mejorado S(o,€) para el diagrama de un
enlace L, es un estado o junto a una funcién € : D, — {4, —}, la cual asigna a cada

curva de Jordan en D, un signo.

Al conjunto de los estados mejorados del diagrama de un enlace L lo llamare-
mos EXLS(L) por ser las siglas de su nombre en inglés, Enhanced Kauffman States.
Dado que cada curva de Jordan en D, tiene dos posibilidades (es decir dos posibles
imagenes bajo ), para cada estado o se tienen llell+1 = 21Ps| estados mejorados.
De esta definicion, podemos expresar el polinomio bracket no reducido en funcion

de monomios.

3.24 Proposicion. Para L el diagrama de un enlace, su polinomio bracket no re-

ducido [L] viene dado por:

(L] = Z (=1)IPel gloal=losl(g2)le™ (=T )] (3.16)
S(0,e)€EKS(L)

Demostracion. Lo primero que podemos notar es que para todo o € (L), si

E(0) el conjunto de todos los posibles estados mejorados para o, entonces:

(A2 APl = N (AT OEETOL (3.17)

S(o,e)EE(0)

Esto se debe a que al expandir la expresion

(A% (A7) - (A7 + (A7),

v

|Do| veces

IDo| términos que corresponden a las posibles tuplas de la

sin agrupar, obtendremos 2
forma (A2, A2 ... A*2). Por otro lado cada tupla corresponde a un elemento de
E(0), pues cada posicién en la tupla se puede identificar con una curva de Jordan.

Debido a esta biyeccion:

2|Do|

(A2 4+ A72)IPol = Z(AQ)lek_l(Jr)‘*‘Ek_l(*”

k=1

— Z (A2l Ol O

S(o,e)EE(0)
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Por lo que usando la ecuaciéon BT4 tendremos

(L] = Z Aloal=losl(_ A2 _ A=2)IDe]

oe&(L)

- Z (—1)!Pol Aloal=lonl (A2 4 A=2)IDs ]
oe€(L)

— Z (=1)IPel gloal=los] Z (A2)E BT O
oe&(L) S(o,e)€E(0)

=S % (1)rlakallesl g2yl Ol O

c€&(L) S(o,e)EE(0)

=S (—1)Pelgleallosl (g2)le O,
S(0,e)eELS(L)

[ |
De esta manera conviene fijarnos en los términos |o4| — |op| v |e71(+)| — [e71(—)].
Por ende denotamos por (o) a la diferencia entre el numero de etiquetas de tipo
A (también llamados marcadores positivos) y etiquetas de tipo B (marcadores ne-
gativos) del estado o. Asi mismo se denota por 7(S(c,¢)) a la diferencia entre el

numero de signos positivos y negativos en el estado mejorado, esto es:
(o) = loal = ol 7(S(o,)) = e (H)] = [T ()]-
Luego, podremos modificar la Ecuacion BTI3 y obtener:

L= Y (-1)Prlasensen), (3.18)
S(o,e)EEXS(L)

la cual se conoce como la formula para el polinomio bracket no reducido en términos
de los estados mejorados. Estos estados mejorados forman una base para los grupos

de cadena y el complejo de cadena de Khovanov.

3.25 Definicién. Por bigrado en los estados mejorados nos referiremos al conjunto
Sup(L) =Sup ={5(0,6) € EKS(L) : a =<(0),b=<(0) +27(S(0,¢))}.

Los grupos de cadena C,p(L) = C,p se definen como los grupos abelianos libres con
base S, p(L) = Sap, esto es Cqp = Z(S,p). Con esto

- @ Ca,ln

a,beZ
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es el grupo abeliano libre bigradado.

3.26 Definicion. Para L el diagrama de un enlace , definimos el complejo de cadena
€ (L) ={(Cap,0up)}, donde Oy : Cop — Ca—ap e€s €l operador frontera definido por:

0up(S) = > (—1)"9(s, 58"

S'€Sa_2p

Donde (S, 5") es lo que se conoce como el nimero incidental entre S y S’. Tenemos
que (S,5") € {0,1} y (S,5") =1 si y solamente si:

1. Sy S son idénticos, excepto en un cruce, denotado por v, ademaés la etiqueta
de v en el estado o de S es de tipo A y la etiqueta de v en el estado o’ de S’
es de tipo B.

2. 7(8") = 7(S5) + 1 y cada componente de D, que no interactud con el cruce v

mantiene su signo por D,.

Ademés, dado un orden en los cruces en el diagrama L, es niimero ¢(.5, S”) es definido
como el nimero de cruces en S con etiqueta de tipo B después del cruce v en el

orden dado.

El orden del que se habla en la ultima parte de esta definicién induce la relacién

Oa—200ap = 0y im(Jay2p) € Ker(0d,p) lo que permite definir los siguientes grupos.

3.27 Definicién. La homologia de Khovanov para L el diagrama de un enlace, se

define como la homologia del complejo de cadena €(L):

o Ker(@a,b)
Hool L) = i Buran)

Siendo, como podria esperar el lector, la propiedad méas importante la invarian-
za de H,; bajo isotopias regulares. Para los detalles sobre la demostracion de este
resultado y la relacion entre H,,(L1) y Hea(L2) cuando Ly y Lo estén relacionados
por un movimiento de Reidemeister del primer tipo Ry, puede consultarse [25],[39]
y [B8]. Para una introduccién al concepto general de homologia y algunas definicio-
nes auxiliares para las construcciones de este capitulo, se recomienda consultar el
Apéndice B.
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4. CONEXIONES CON FiISICA

Muchas veces ocurre que el trabajo interdisciplinario da como resultado el
enriquecimiento de las areas que se ven involucradas. Teniendo esto en mente y
cambiando un poco el tono abstracto de los anteriores capitulos, discutiremos, de
manera un poco informal, algunos modelos fisicos que estan profundamente relacio-
nados con la teoria de nudos, esto basandonos en el trabajo de Kauffman y algunas
de sus intepretaciones en [[I&], pues es conocido por sus numerosos aportes a la teoria
de nudos. Muchos de estos resultados vendran de distintas areas de la fisica como

la fisica de estado sélido, o la fisica de particulas.

4.1. Funciones de Particion

Para iniciar, nos centraremos un poco en mecanica estadistica, y veremos que
la construccién del bracket de Kauffman tiene una interpretacién curiosa, la cual el
mismo Kauffman menciona en [I]].

Un escenario muy comun es tener un sistema A que consiste en un nimero fijo N de
particulas en un volumen V', pero la tinica informacién disponible de la energia del
sistema es un promedio de la energia E, donde para encontrar esta media debemos
calcular la energia de todos los posibles estados de este sistema y promediarlos.
Dicho de otra manera, si el sistema A tiene a estados y si la energia de cada estado

es E(r), donde cada estado se repite a, veces entonces:
1 —
- g a,E(r)=FE. (4.1)
a

A cada uno de los estados con energia E(r) se les conoce como microestados. Se
denomina ensamble canénico, al conjunto de los posibles estados de un sistema (con-
junto de particulas) que intercambia energia térmica con los alrededores, pero no

materia.
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Los sistemas en su ensamble estadistico representativo se distribuyen sobre
todos los estados accesibles de acuerdo a la distribuciéon candnica. Para estas situa-

ciones obtendremos que el promedio de la energia es

Z e_fBE(T)E(r)
E=-" (4.2)

Z e BEM)

T

donde el pardmetro [ se escoge precisamente para tener esta igualdad. Notemos

ahora que la expresion del numerador puede escribirse como:

S e POpr) = -3 %(e—ﬂfi’(”) = —% <Z e—ﬁEW) , (4.3)

A

de esta manera podemos reescribir 22 como:

por lo que si
Z(B) =) e PO, (4.5)

vale la pena fijarnos en la funciéon Z(3), la cual recibe un nombre, se le conoce como

1
ksT

donde kg es la constante de Boltzmann y 7" es temperatura del sistema. En general,

funcion de particion. Mas especificamente, el parametro 5 se toma como =

una funcién de particion puede definirse de la siguiente forma:

4.1 Definicién. Dado un conjunto de variables aleatorias X; tomando valores x; y
algun tipo de funcién potencial o Hamiltoniano H(xy, zs, . ..) la funcién de particiéon
Z(B) se define como

Z(B) =) e PHlm, (4.6)

donde [ es un parametro real.
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De entrada podemos ver que estas funciones guardan muchas similitudes con

la Definicién BTT2, mas concretamente si reescribimos la Ecuacion B8 de la forma:

(L) =Y (Llo)dll, (4.7)

oe&(L)

esta se asemeja bastante a la ecuacién expuesta en [3, p. 9] para (X), el valor
termodindmico observado de una propiedad X con valor X (o) para el estado o de

un sistema:
X =% g0 " (43

Por ello, si vemos al diagrama de un nudo como un sistema y a cada uno de los
ultimos descendientes como un posible estado, el bracket de Kauffman puede inter-
pretarse como una funcién de particién pues estd sumando sobre todos estados y es
invariante bajo ciertas transformaciones del sistema. Siendo esta una interpretacién
que Kauffmanl usa directamente en [I8] para enfatizar la importancia de la Ecuacion
A77. Sin embargo, hay una conexién atin mas directa entre las funciones de particion

y los nudos, la cual parte de las siguiente definicion:

4.2 Definicién. Del polinomio en tres variables de la Ecuacién BZ4, al hacer la

sustitucion A = q_%v, B=1yd= q%, se obtiene el bracket especial:

{L} = {L}av) = (D) (v, 1,q%). (4.9)

Por otro lado, a cada grafo planar G se le puede asignar, el diagrama de un
enlace K (G), mediante un proceso brevemente descrito en [I7, pp. 25-27]. Mds atn,
es posible probar una correspondencia uno a uno entre diagramas de enlaces y cierto
tipo de grafos planares, los detalles de dicha correspondencia y una demostracion
de esto pueden ser encontradas en [I6]. Asi, otro objeto sumamente relacionado con

los grafos planares es el siguiente:

4.3 Definicién. El polinomio dicromdtico Zg = Zg(q,v) de un grafo plano G,

definido por las siguientes férmulas:

ZG — ZG/ + /UZG”a
ZGIJO = qZG7
Ze =q.
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y S N

N G// °

N VA

Figura 4.1. Procedimientos para el cdlculo de un polinomio dicromético.

Donde G’ es el grafo obtenido borrando una arista e del grafo G, G” es obtenido
mediante la contraccion de los dos vértices que une la arista e en un solo vértice,
G Ue es la unién disjunta de G' con un vértice (es decir, el grafo agregando un vértice
sin ninguna arista que lo una al grafo original) y Z, es el caso para un solo vértice

aislado, todo esto descrito en la Figura B
Con esto, un resultado de Kanffman mostrado en [15] es el siguiente:

4.4 Proposicion. El polinomio dicromdtico Z¢g de un grafo planar G estd relacio-

nado con el bracket especial mediante la ecuacion:
Ze = q* {K(Q)}, (4.10)

donde N es el numero de vértices de (.

Ya con estas definiciones aclaradas y la proposicion B4 expuesta, la conexion
que nos interesa esta vez esta dada por el polinomio dicromatico, pues al hacer la

sustitucién v = e~ V/ksT

— 1, Temperley y Lieb probaron en [37] que Zg(q,v) es la
funcién de particion del Modelo Potts, muy importante en fisica de estado sélido.
De esta manera, por la ecuacién B-I0 tenemos que un caso particular del bracket
de Kauffman, no solo puede ser interpretado como una funcién de particion, es

directamente, una funcién de particion.

4.2. Tensores abstractos y la ecuacién de Yang-

Baxter

Existe un formalismo en el que un tensor puede ser representado graficamente
para, posteriormente, realizar operaciones entre estos diagramas, para dicha repre-

sentaciéon, consideremos un grafico como el de la Figura B2, el cual sera el que
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a]_ a2 am

b,

QAm

Figura 4.2. Tensor abstracto Tfll_'

representa un tensor abstracto con n indices superiores y m indices inferiores, escri-
biendo en este caso: Té’lljj_'g’; .

Al estar familiarizados con las convenciones para realizar operar tensores en
términos de simbolos, esta notacién tendra ciertas ventajas que discutiremos mas
adelante. Debemos resaltar que Kauffman en [I8, p. 104] decide nombrar a estos
objetos como tensores abstractos diagramdticos pues, realmente, lo que tenemos es
una version visual para el algebra matricial, cuando una matriz tiene una mayor
cantidad de indices. Por esto y porque estos diagramas pueden ser transformados
mediante ciertas propiedades es que también podemos llamarlos tensores abstractos.

Para representar una matriz M = (M]Z) con esta notacion, podemos dibujar un

S

S )

J

Figura 4.3. Diagrama como una matriz.

cuadrado con dos segmentos unidos, como en la Figura B=3, donde en este caso los
indices superiores e inferiores de MJ’ estaran en el segmento superior y los indices
inferiores estaran en el segmento inferior. De esta manera, al usar la notacién de

Einstein para la traza de una matriz M = (M;) y el producto de dos matrices
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A=(4), B=(B)
(AB)j = AyBf = A, B,
k
tr(M) =Y M =M.
Podremos expresar términos de diagramas estas operaciones, tal y como en la Figura

4. Lo cual es una ventaja pues nos muestra que los indices pueden ser omitidos

pues la posicién de los segmentos dentro del diagrama rescata esa informacion.

a b a b
) \
A ¢ d c d
M L/kﬁ
a b a
B /
Sj \ ~
M; A B ¢ d c d
Figura 4.4. Operaciones de Matrices. Figura 4.5. Cruces identificados.

Ahora, haremos un proceso parcialmente inverso, tomaremos el diagrama de
un nudo o un enlace y lo representaremos como un tensor abstracto, usando ideas
muy parecidas a las discutidas en esta seccion. Escogiendo una orientacién para el
enlace, los dos tipos posibles de cruces dan a lugar a tensores abstractos, tal y como
en la Figura B8, en concreto, se tiene T'(x) = RY y T(x) = EZS. Esto codifica la

informacién de un enlace L en un tensor abstracto T'(L).

c
d
>
a f
Figura 4.6. Trébol orientado con cruces identificados.
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4.5 Ejemplo. El tensor asociado al nudo trébol 3;, orientado como en la Figura

A4, es el siguiente:
T(& ) = RYRER;!. (4.11)

Con esta notacién, podemos expresar la condiciéon para la cual el tensor T'(L)

asociado al enlace L, es invariante bajo el tercer movimiento de Reidemeister, vistas

b

a b

en la Figura @74

o
}\

a b cC

d e f d € f

Figura 4.7. Movimiento de Reidemeister 3 para un enlace orientado en el que todos sus
cruces son positivos y estan identificados.

De esta manera, la condicion de invarianza para el caso de tener solo cruces

positivos, viene dada por la ecuacion de Yang Baxter:

S RURISRE = RERGRY. (4.12)

.5,k 1,5,k
La cual al emplear la notaciéon de Einstein es:
ab pjc pik _ pbe pai pkj
R Ry Ry = RjRg Ry (4.13)
La ecuacién cuando hay otros tipos de cruces se construye de manera analoga y
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siempre guarda ciertas similitudes con la Ecuacion B13. Esta formulacion se debe
Kauffman y es descrita con mas detalle en [I8, pp. 104-110]. Ademds, existe una
interpretacion para los diagramas descritos en la Figura B3, pues estos vértices
pueden verse como interacciones entre particulas, donde los indices a,b,c,d son
ciertas cantidades asociadas a las particulas. Esta interpretacion, nos lleva a pensar
en diagramas de Feynman.

Precisamente, es posible establecer una conexién entre teoria de nudos y la
evaluacion de diagramas de Feynman, sin embargo, para ello deben considerarse los
siguientes diagramas y asociarlos a tensores: habran 5 tensores en los que debemos
centrarnos, a los cuales llamaremos cuencas M, cispides My, arcos §°, cruce uno
R% y cruce dos }_%ZZ, como en la Figura 8. En el caso de las cuencas pueden ser
definidas, formalmente, como un minimo local, las cispides pueden ser definidas,

mas formalmente como maximos locales y los arcos, simplemente, como una curva

b
/ <—>52
a

en la que no se alcanza ni un maximo ni un minimo.

/_\ <= My
a b

a b
w <> )yab

a b a b
C/ d Is d
! ;

R Re)

Figura 4.8. Tensores abstractos utilizados.

—ab p . . . i
Los tensores M, M, 60 R% v R.,;, m6dulo ciertas relaciones descritas en [23],
ayudan a dar una interpretacién expuesta en [, pp. 117-147] como diagramas de

Feynman.
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4.3. Teorema de la estadistica del espin

La tultima conexion surge de una dificultad con la que nos topamos con ante-
rioridad. En las Ecuaciones B4 y B8, nos fijamos que el bracket de Kauffman no es
invariante bajo movimientos R, esto se debe a que en realidad esto no siempre es
una “equivalencia topolégica” pues si en lugar de considerar una cuerda unidimen-
sional la consideramos como superficie, veremos que deshacer uno de estos cruces
realmente nos lleva a tener giros en la misma superficie (claro si dejamos fijo el

principio y el final de lo que antes era la cuerda).

Figura 4.9. Movimiento R aplicado a un cruce de una superficie.

Esto recuerda a la alegoria de Dirac para el espin, la cual ilustra el modelo
usando cuaterniones detras del espin. Esta alegoria una de las muchas formas de
explicar que, el espin de ciertas particulas vuelve a su estado original solo después
de dos rotaciones completas, no después de una. También puede verse como un idea

intuitiva del porque el grupo de matrices complejas,

{3 P)-mree wrepeor)

es simplemente conexo.

Aunque la naturaleza de este argumento es heuristica e ilustrativa, es citada
incluso por Kauffmarl en [IR, pp. 403-426]. También se utiliza una de sus variantes
para explicar el Teorema de la Estadistica del Espin, el cual caracteriza particulas
como bosones y fermiones mediante espines. En [33] se habla més a detalle sobre esto,

pero la idea principal es que por la Ecuacion BZ, podemos escribir el deshacer un
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cruce en una superficie parecida a un cinturén como en la Figura B-10 e interpretar

este —A? como un factor de rotacién.

—A3

Figura 4.10. Expresando cémo deshacer un cruce con las propiedades del bracket de
Kauffman.

Para una explicacién méas detallada del truco de Dirac, puede consultarse [34]

y también el texto principal de Kauffman [I8].
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CONCLUSIONES

1. Un estudio riguroso del modelo sobre el cual estd basada la teoria de nudos
demanda una comprensién profunda de topologia y mas especificamente, mo-
tiva el estudio de la topologia de variedades de dimensiones bajas, topologia
de variedades lineales a trozos y algunos aspectos de la topologia de varieda-
des orientables. A pesar de esto, un estudio exploratorio de la teoria de nudos

puede ser realizado sin ningiin conocimiento previo.

2. El grupo fundamental y conceptos como la equivalencia homotépica dan otra
nocion de equivalencia topologica, la cual puede ser explicada en términos
intuitivos y dan lugar a conceptos profundos dentro de la topologia algebraica,
como el producto libre amalgamado y el teorema de Seifert-Van Kampen. En
particular, el uso de este tdltimo teorema fue la parte mas importante de la
justificacion para la presentacién de Wirtinger usada para el calculo de grupos

de nudos y enlaces.

3. Se presentaron estructuras algebraicas (ya conocidas) asociadas a nudos y
enlaces dentro de las categorias Grp con el grupo de un nudo, Ring con corchetes
de Kauffman y Ab con la homologia de Khovanov. Esto indica una amplia

diversidad de estructuras algebraicas asociadas a nudos.

4. La exposicion en este documento de las conexiones entre la fisica y la teoria de
nudos, indica una gran generalidad para las construcciones presentadas, pues

son aplicables en ambos contextos.
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RECOMENDACIONES

1. Tomar como meta en un primer curso de topologia general, un breve estudio
de la teoria de nudos. Enfocar los esfuerzos del estudiante por comprender
los conceptos expuestos en parte del capitulo 1, el capitulo 2 y el apéndice
A, resulta mas productivo que, simplemente, exponer las construcciones de

manera abstracta.

2. Explorar las propiedades de la homologia de Khovanov y su relacién con el

concepto general de homologia.

3. Hacer referencia a la teoria de nudos en un estudio orientado a fisica de par-
ticulas o fisica de estado solido en el que se traten los conceptos expuestos en

el ultimo capitulo.
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A. TOPOLOGIA GENERAL

Resulta muy productivo encaminar un primer acercamiento a la topologia ge-
neral a temas tutiles para otras ramas de la matematica, algunos de los enfoques
pueden ser, un acercamiento algebraico/categérico, otro orientado a la geometria
diferencial de variedades suaves o un enfoque orientado a espacios de funciones. En
el caso de este apéndice, se presentaran generalidades muy superficiales de los pri-
meros dos enfoques. Una de las motivaciones para estudiar variedades es trabajar
con espacios topologicos con una estructura similar a R", por ello, necesitaremos

algunos preliminares de topologia general antes de definir que es una variedad.

A.1 Definiciéon. Una topologia en un conjunto X es una coleccién de subconjuntos

T con las siguientes propiedades:

1. T tiene al menos al conjunto total y el conjunto vacio, més concretamente

X, 0eT.

2. T es cerrada bajo una cantidad arbitraria de uniones, es decir, si {Uy }aca € T

para algtin conjunto de indices A entonces

UvaeT
acA
3. T es cerrada bajo una cantidad finita de intersecciones, esto es, si Uy, ..., U, €
T entonces
n
(UieT
i=1

Al par (X,7T), de un conjunto X y una topologia en el mismo conjunto lo

llamaremos espacio topoldgico.

Cuando nos refiramos a un espacio topolégico, usualmente, solo se escribe el

conjunto X y se especifica la topologia o el contexto deja claro cual es la coleccion T .
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A los elementos de T los llamaremos conjuntos abiertosy si en un espacio topologico
tenemos p € X a un abierto U tal que p € U le llamaremos vecindad de p. Asimismo,

un concepto importante en topologia es el de funcién continua.

A.2 Definicién. Si X e Y son dos espacios topolégicos, diremos que f: X — Y es
una funcion continua si para todo abierto U C Y tenemos que f _1(U ) € X también

es abierto, en ambos casos, abiertos en sus respectivas topologias.

De manera similar que en espacios métricos, podemos definir conjuntos am-

pliamente relacionados con los abiertos.

A .3 Definicién. Dado un espacio topoldgico X, un conjunto V' C X se dice cerrado

si su complemento respecto al espacio topolégico V¢ = X\V es abierto.

A.4 Definicién. Si (X, 7T) es un espacio topolégico y A C X tendremos, que si
F={F:FescerradoenT y AC F}

se define la clausura de A como

A los elementos de A se les conoce como puntos de adherencia o puntos adherentes.

Notemos que esta definicién siempre sera relativa a la topologia en la que
estemos trabajando, por eso algunas veces se opta por la notacién clix 7)(A) para
la clausura, sin embargo, a partir de ahora siempre quedara claro tanto la topologia
y el conjunto X sobre el cual estaremos trabajando por lo que que se opta por la
notacién A. En un primer curso de anlisis, y en general cuando estamos trabajando

en espacios métricos, usualmente, se define la clausura como

z:AU{h’m an:anEAparatodoneN},

n—o0

donde los limites y la definiciéon de convergencia viene dada por la métrica subyacente
del espacio. Otra definicién bastante popular es la de que A = AU A’ donde A’ se le
conoce como el conjunto derivado y consiste en todos los puntos limite de el conjunto

A. Todas estas definiciones son equivalentes en espacios métricos.

A.5 Definicién. Si A C X se dice que un conjunto A es denso en X, si
A=X.
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Con esto definido, una caracterizacion bastante ttil para funciones continuas

es la siguiente:

A.6 Proposicion. Dados dos espacios topologicos X,Y se dice que f: X =Y es

continua si y solo si

F(A) € f(A)
para todo A C X.

Un caso particular de los mapeos continuos son los considerados como los iso-

morfismos en topologia, definidos a continuacion.

A.7 Definicién. Si X e Y son dos espacios topologicos, un homeomorfismo de X a
Y es una funcion continua y biyectiva ¢ : X — Y cuya inversa también es continua.
Si existe un homeomorfismo entre dos espacios topolégicos diremos que estos son

homeomorfos o topologicamente equivalentes.

Ahora, algo complicado es dar de manera explicita todos los conjuntos que
pertenecen a una topologia, por ello recurriremos a las bases, las cuales nos permiten

dar una descripcion detallada de nuestro espacio topologico.

A.8 Definicién. Si X es un conjunto, una base para la topologia en X es una
coleccion B de subconjuntos de X (usualmente, a dichos subconjuntos se les llama

bésicos o elementos base) tal que:
1. Para cada x € X, existe al menos un B € B tal que x € B.

2. Six € BiN B, para dos elementos base By y By, debe existir un tercer elemento

base B3 que verifique que x € By y ademas By C B; N Bs.

Dado un conjunto X, con esta definicion, si B satisface las dos condiciones para
ser una base, definiremos a la topologia T generada por B de la siguiente forma: un
subconjunto U de X se dice abierto en X o dicho de otra manera se tiene U € T
si y s6lo si para cada x € U existe un elemento base B tal quex € By BCU.Y
como bien hemos nombrado a esta coleccion, esta es una topologia y eso debemos

demostrarlo.

A.9 Teorema. Dado un conjunto X y una base B para una topologia en el mismo

conjunto, entonces T, la topologia generada por B es en efecto una topologia.
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Si consideramos al conjunto vacio, tendremos que () € T por vacuidad, si x € X
entonces, por definicién de base se tiene X € T eso verifica la primera propiedad.
Para la segunda propiedad tomemos una coleccion conjuntos {Ug}aca contenidos

en la topologia entonces si consideramos el conjunto

U=|JU.

a€cA

veamos que si x € U entonces x € U, para algin « y por tanto existe conjunto base
B tal que x € B con B C U,, implicando esto que B C U. Finalmente, notemos
que basta con probar que si Uy,Us € T, entonces U; N Uy € T, veamos entonces
que si x € Uy NU,y, entonces x € U; y x € U, por lo que x € By y x € By para
bésicos By, By y por tanto x € By N By, de esto que debe existir un Bs € B tal que
x € B3 C BN By CU; NUs,, obteniendo Uy NUy € T [ |
Ahora presentaremos un resultado que deja un poco mas clara la relaciéon entre una

topologia y su base.

A.10 Teorema. Sea X un conjunto; B una base para la topologia T en X . Entonces

T es igual a la coleccion de todas las uniones de los elementos de B.

Con estos conceptos, ya nos vamos acercarnos a lo que es una variedad. Ahora
veamos una propiedad que nos interesa, pues hace que un espacio topologico se

parezca localmente a R".

A.11 Definicién. Sea M un espacio topoldgico, este se dice localmente euclidiano
de dimension n si para todo ¢ € M existe una vecindad de este punto que es
homeomorfo a un subconjunto abierto de R™. Dicha vecindad es llamada vecindad

euclidea de gq.

La siguiente propiedad estd motivada en que necesitamos suficientes abiertos

en el espacio topologico en el cual estamos trabajando.

A .12 Definicion. Un espacio topolégico X es llamado un espacio de Hausdorff si
separa puntos, esto es, si para cualesquiera dos puntos distintos ¢, ¢y € X existen

dos vecindades de estos Uy, Us tales que ¢ € Uy y qo € Us, v ademés U; N Uy = 0.

Y finalmente, la siguiente definicién viene de que requerimos suficientes abiertos

en la topologia, pero no demasiados.

A.13 Definicion. Un espacio topoldgico se dice seqgundo contable si admite una

base numerable.
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Con esto, podemos definir lo que es una variedad topoldgica.

A .14 Definicién. Una variedad topoldgica de dimension n es un espacio topologico

que es Hausdorff, segundo contable y localmente euclidiano de dimensién n.

Para abreviar, usaremos el término n—variedad cuando hablemos de una va-

riedad topoldgica de dimensiéon n.

A continuacién presentaremos algunas topologias que pueden ser definidas en
funcion de otros espacios topologicos. El primero de ellos es la topologia del subes-

pacio.

A .15 Definicién. Sea X un espacio topoldgico, y sea S C X cualquier subconjunto.

Definimos la coleccién de subconjuntos de S como:
Ts ={U C S:U = SNV para algiin subconjunto V" C X}.

A la coleccion Tg se le conoce como topologia del subespacio o topologia relativa a

S.

El que esta coleccién sea en efecto una topologia y (S,7s) sea un espacio
topoldgico es consecuencia directa de las propiedades de la interseccién y union de
conjuntos. En este caso se puede mostrar que los cerrados de esta topologia son los
conjuntos de la forma S NW con W cerrado en X. Con ello se tiene una propiedad

caracteristica para este espacio.

A.16 Proposicién (Propiedad Caracteristica de la Topologia de Subespacio). Sea
X un espacio topoldgico y S C X un subespacio. Para cualquier espacio topoldgico

Y, un mapeo f Y — S es continuo si y solo si la composicion tso f Y — X es

X
LSV ]\"S
S.

Y=

continua.

Con un poco mas claridad en la topologia de un subconjunto de otro espacio

topoldgico, definimos un tipo especial de funcién continua.

A.17 Definicién. Una funcién continua ¢ : X — Y es un encaje topologico si

¢ : X — p(X) es un homeomorfismo.
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También, un resultado que nos asegura que una funcién definida a trozos es

continua es el siguiente:

A.18 Teorema (Lema del Pegado). Sean X, Y espacios topoldgicos, y sea la familia

indizada de conjuntos {A, : o € A} tales que X = .\ Aa- ST para cada o € A,

acl
fa 1 Aa — Y son aplicaciones continuas (A, con la topologia de subespacio) tales
que fyla,na, = fﬁ|AmAB para cada v, 5 € A. Si se considera la aplicacion f : X — Y
definida por f|a, = fa, entonces f es continua si se cumple alguna de las siguientes

condiciones:
a. Todos los A, son abiertos.
b. Todos los A, son cerrados y A es finito.

Otra topologia bastante utilizada en la teoria de variedades topolégicas es la

topologia cociente.

A.19 Definicién. Dado X un espacio topolégico, Y un conjunto arbitrario, y una
aplicacion sobreyectiva ¢ : X — Y . Se considera la topologia en Y definiendo a
U C Y como un conjunto abierto si y sélo si ¢7'(U) es abierto en X. A esta topologia

se le conoce como topologia cociente.

A ¢ en la definicién la llamaremos aplicacion cociente. Ademas esta topologia
también posee una propiedad que la caracteriza. Pues la idea de la topologia cociente

es el espacio mas pequeno para el cual la aplicacién ¢ es continua.

A.20 Proposicién (Propiedad Caracteristica de la Topologia Cociente). Sean X,Y
espacios topologicos y q : X — Y es un aplicacion cociente. Para todo espacio

topologico Z, una aplicacion f 1Y — Z es continua si y solo si la composicion foq

\O(I]

— Z

es continua.

<

Q
‘—

~

Esta propiedad caracteristica puede ser usada (ademds de para demostrar la
unicidad de la topologia cociente salvo homeomorfismos) para mostrar el siguiente
resultado, el cual es sumamente importante, pues nos da una manera de construir
funciones continuas en espacios cociente, ya que son espacios en los que su estructura

depende de otro espacio.
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A.21 Teorema. Sea q : X — Y un mapeo cociente Z un espacio topoldgico, y
[+ X — Z cualquier funcion continua que es constante en las fibras de q (es
decir, si q(x) = q(2'), entonces f(z) = f(2)). Entonces, existe una unica aplicacion

continua f: Y — Z tal que el siguiente diagrama conmuta:

X
| X
Y --—- 7

Usualmente, a esta manera de definir funciones continuas se le conoce como

pasando el cociente.

Otros espacios de suma importancia dentro de la topologia son los compactos.
Recordando primero, una cubierta abierta para un espacio X es un coleccion de
conjuntos abiertos U tales que X = J,;o, U v una subcubierta es una subcoleccién
de U, a la cual se denota por V tal que X = (J,,), V, un espacio X se dice compacto
si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita, un subconjunto de un
espacio topologico es llamado compacto si es un espacio compacto con la topologia
del subespacio. Una funcién se dice aplicacion cerrada si mapea cerrados en cerra-
dos. En concreto una de las proposiciones més importantes cuando se trabaja con

compactos es la siguiente:

A.22 Proposicion. Sea F': X — Y una funcion continua donde X es compacto e

Y es espacio de Hausdorff, entonces:
a. F' es una aplicacion cerrada.
b. Si F sobreyectiva, F' es una aplicacion cociente.
c. St F inyectiva, F' es un encaje topologico.
d. Si F biyectiva, F' es un homeomorfismo.

Notemos que una relacion de equivalencia también puede inducir una topologia

cociente.

A.23 Definicién. Si ~ es una relaciéon de equivalencia en un espacio topolégico
X, al conjunto X/ ~ junto con la topologia cociente inducida por la proyeccion
canénica ¢ : X — X/ ~, se le conoce como espacio de identificacion o también

espacio cociente.
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Recordando que una relaciéon de equivalencia también puede ser dada por una

particién de un conjunto, definimos el siguiente espacio.

A.24 Definicién. Si Xy,..., X} son espacios topoldgicos no vacios. Para cada 1,
sea p; un punto especifico en Xj;; se define la relacién de equivalencia ~ inducida

por la particiéon de |_|f:1 X, dada por:

{{(p171)7' s (pkak)}} U {{<pal)} : (pal) € I_lX“ (pvl) 7é (pjvj)a paraj - 1a cee 7k} s

al espacio de identificacion

k k
1=1

i=1
se le conoce como producto cuna de los espacios X1, ..., X.

El lector podra inferir una definicién andloga para \/_, X, cuando « varie en
un conjunto arbitrario de indices. Ademds, en la mayoria de espacios esta eleccién
de los puntos p;, los cuales son llamados puntos base, no es relevante, por lo que esta
notacion hace sentido, en el caso en el que la eleccién de puntos base sea relevante
se hace la aclaraciéon. En particular, estos espacios son de suma importancia para la

construcciéon de espacios con propiedades algebraicas relevantes.

96



B. HOMOLOGIA

A manera de estudio complementario, se presentaran algunas nociones genera-
les de homologia, enteramente basadas en el libro [22] de [Limal, originalmente publi-
cado en portugués. En esta ultima referencia se presentan algunos casos particulares

de la teoria de homologia, como la homologia singular o la homologia simplicial.

B.1. Definiciones generales

Antes de entrar de lleno con las definiciones generales en homologia revisaremos
una construccion particular que también aparece en la homologia de Khovanov.
Existe una manera de construir grupos mediante conjuntos arbitrarios, estos estan
ampliamente relacionados con el concepto de grupos libres y seran muy ttiles en

este contexto.

B.1 Definicién. Sea S un conjunto cualquiera, se define Z(S) como el conjunto de
todas las funciones ¢ : & — Z tales que ¢(s) = 0 para todos salvo una cantidad

finita de elementos s € S. Asi, Z(S) es el grupo abeliano libre con base S.

Usualmente, se escribe como k- x o kx a la funcién ¢ € Z(S) tal que p(z) = k
y ©(y) = 0 para todo y # x. Ademéds, puede mostrarse que cada ¢ tiene una tinica

representacion de la forma:

gpszx-x.

€S

De esta manera se identificard a @ € S en Z(S) con 13 = 1- . Otra notacién
usada para Z(S) es F*?(S) pues este grupo puede ser visto como la abelianizacién

del grupo F'(S), el grupo libre en S descrito en el capitulo 2. Recordando que la
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abelianizaciéon de un grupo G se define como el cociente:

del grupo y su grupo de conmutadores.

En general, un complejo de cadena puede ser definido mediante un cierto tipo
de anillos bastante comun en algebra. En el caso de la homologia de Khovanov,
un grupo abeliano libre puede verse como un Z-modulo, pero en general podemos

cambiar 7Z por otra estructura.

B.2 Definicion. Sea A un anillo conmutativo con unidad. Un complejo de cadena
con coeficientes en A es una secuencia € = {(C,, d,)} de A-médulos C,, p > 0 entero

y homomorfismos 9, : C, = C,_; tales que 0, o0 0,41 = 0. Esto se escribe:

0, 10)
G Cp 20, 0 o 0 - Oy 2 0.
Cada elemento = € C, es llamado p-cadena, o cadena de dimension p y cada homo-

morfismo d, es llamado operador frontera.

Si 0,z = 0 se dice que = es un p-ciclo o simplemente ciclo. El conjunto de los
p-ciclos se denota, usualmente, por Z, y es un submoédulo de C,, pues Z, = Ker 0,.
Si y = Oy, se dice que la p-cadena y es la frontera de la (p + 1)-cadena z. El
conjunto B, de las p-cadenas que son fronteras de alguna (p+ 1)-cadena, es también
un submodulo de C, pues B, = im J,41. Muchas veces se deja implicito y se opta
por la notacién 0 en lugar de 9, (esto pasa por ejemplo cuando se trabaja con formas
diferenciales). La relacion 0, o 0,41 = 0 de la Definicion B implica que B, C Z,,,

lo cual justifica la siguiente definicion:
B.3 Definicion. Con la notaciéon empleada hasta ahora, el A-médulo cociente

Zp
B,’
es llamado grupo de homologia p-dimensional del complejo € con coeficientes en A

o la homologia del complejo €. A los elementos del cociente
[Z] =z+ BP?

se les conoce como clases de homologia.
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B.4 Definicién. Sean X = {(Xp7 8;()} vy = { (Y, 02,/ } complejos de cadena. Un
morfismo f : X — ) es una secuencia de homomorfismos f, : X, — Y, tales que
fp(ﬁf x) = (’3;/ fp+1(z) para todo x € X, ;1. En otras palabras, todos los rectangulos

del siguiente diagrama conmutan:

1 % 1 o
e Xy —— X, — X, > Xo
lfp+1 lfp lfp*l lfo
. A . 9 v 9y, . o v,
7 p+1 7 p 7 p_l 7 " 7 0-

Notemos que para diferenciar los operadores frontera en cada complejo de ca-
dena se usa la notacién 8;( ,8;/ , sin embargo esto puede ser omitido y escribir 0
en ambos casos, pues queda implicito el dominio de cada operador frontera. En

resumen, para dos complejos de cadenas tendremos:

-—>X+1—>X —>X 9, ... 8>X0
lf;ﬂrl O lfp O lfp 1 O lfo
»Ypuu ——= Y, —— Y —— - —— Y

B.2. Homologia singular

Ahora presentaremos uno de los tipos mas intuitivos de homologia, el cual es

usado para generalizar el concepto de conexidad en espacios topoldgicos.

B.5 Definicion. Sea X un espacio topoldgico, un n-simplejo singular en X es una

aplicacién continua o : A" — X del n-simplejo estandar al espacio topolégico.

Definimos nuestros grupos de n-cadenas y operadores frontera para la cons-

truccién de los grupos de homologia.

B.6 Definicién. Sea X un espacio topolégico. Para cada n > 0, se define S, (X)
como el grupo abeliano libre con todos los n-simplejos singulares en X como base;
asi también S_;(X) se toma por definicién como el grupo trivial. Los elementos de

Sn(X) son llamados n-cadenas singulares en X.

B.7 Definicién. Si o : A" — X continua y n > 0, se define su frontera por

n n

0o =Y (~Digocy => (~1)ioe} € 8,1(X),

=0 i=0
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donde &7 : A" ! — A" se define como

€g(t1, c. ,tnfl) = (O,tl, . ,tnfl),
g?(th e 7tn*1) = (tla o 7ti71707ti7 s 7tn71>7

y para n = 0 se define dyo = 0.

Podemos notar que ahora tenemos una sucesién S,(X) de Z-mé6dulos y homo-
morfismos 0, : Sp(X) — S,_1(X) dados por 9,(c) = 9,0 tales que

S*(X)Z"'—>Sn+1aL+l>Sn&>Sn_1—>”’_>Sli>50i>07

y Zn(X) = Ker 0,, € im 0,11 = B,(X), siendo esto tltimo consecuencia directa
de la definicion de los operadores frontera. Dando pie a definir los grupos que nos

interesan con el complejo de cadena S, (X) = {(S,(X),0n)}

B.8 Definicion. Con la notacion usada hasta ahora, si X es un espacio topologico,

para cada n > 0, el n-ésimo grupo de homologia H,(X) singular se define como:

Siendo este un caso particular de las definiciones de la primera seccién de este
apéndice. Los morfismos en este caso pueden ser construidos de la siguiente forma: si
f: X — Y es una funcién continua entre espacios topolédgicos, para todo n-simplejo
singular o en X existe foo es un n-simplejo singular en Y. Esta correspondencia in-
duce homomorfismos fu,, : S,(X) — S,(Y) los cuales verifican Oy, fun = fa#,(n—1)0n
y por ende, esta secuencia fu : S,(X) — 5.(Y) de homomorfismos, es un morfismo.
Finalmente, presentaremos una conexiéon sumamente interesante entre el grupo fun-

damental y el primer grupo de homologia singular.

B.9 Teorema (Teorema de Hurewicz). Sea X un espacio conexo por caminos y

p € X, entonces
7T1(X7p>ab = HI(X)7

donde 7, (X,p)* es la abelianizacion del grupo fundamental de X con base en p.

Para los detalles sobre la prueba de este teorema y material introductorio a
homologia, el cual fue tomado como referencia para la construccion de este apéndice

puede consultarse [32].
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