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INTRODUCCION

Este documento es el trabajo de graduacién o tesis para el Programa de la
Maestria en Fisica de la Universidad de San Carlos de Guatemala. Es un trabajo
acerca de la teorfa de la relatividad, y para el efecto es muy dificil hacer algin
experimento que compruebe lo que se plantea en las siguientes paginas. Es un trabajo
que se confina al area teorico-bibliogréfico. La justificacion y /o motivacion de realizar

un trabajo de esta naturaleza se plantea en dos sentidos:

Primero: la teoria de la relatividad especial y el principio de causalidad de
Einstein implican que la velocidad de cualquier objeto en movimiento no puede

exceder la velocidad de la luz en el vacio, c.

Sin embargo, existen varias propuestas para observar una propagacion mas
rapida que ¢ [28] de los pulsos de luz utilizando la dispersion anémala cerca de una
linea de absorcion, lineas de ganancia no lineal o lineal, o barreras de tunel. Sin
embargo, en todas las demostraciones experimentales previas|12], los pulsos de luz
experimentaron ya sea, una gran absorcién o reorganizacion severa, resultando en

controversias por sobre la interpretacion.

Anteriormente, L.J. Wang, A. Kuzmich y A. Dogariu [28| usaron la dispersion
andémala lineal asistida por ganancia para demostrar la propagacion de luz super-
luminica en el gas cesio atomico. La velocidad del grupo de un pulso laser en esta
region excede a ¢ y puede incluso convertirse en negativa, mientras que la forma
del pulso se preserva. Los libros de texto por ejemplo Resnick, Rindler, etc [22, 21|
dicen que nada puede viajar méas rapido que la luz, ni siquiera la luz misma. Los
nuevos experimentos muestran que esto ya no es verdad [25], planteando preguntas
acerca de la velocidad méaxima en la cual podemos enviar informaciéon. Por el otro
lado, la reduccion de la velocidad de la luz a 17m/s en un gas atémico ultra-frio [13]
muestra que la velocidad de la luz podria haber tomado un valor numérico volun-
tario. Recientemente también se han presentado implementaciones completamente
Opticas para estudiar la resonancia de dos fotones en un medio en un régimen de

baja absorcion|!12].



En este trabajo muestra que si se toma en cuenta la posibilidad de la existen-
cia de las velocidades superluminicas y vuelve a describir la teoria especial de la
relatividad, siguiendo la forma de Einstein, se podria suponer que el espacio-tiempo

fisico es un espacio-tiempo de Finsler, caracterizado por la métrica
ds* = gijkldxzdxjd:ckda:l.

Si es asi, se podria encontrar una nueva transformacion de espacio-tiempo por el
invariante ds* y discutir la teorfa de relatividad en base a esta transformacion.

Es muy interesante que, en los campos de Schwarzschild, el calculo tedrico para
las curvas espaciales debera estar en acuerdo con la informacién de la expansion
superluminica de las fuentes de radio extra-galacticas observadas afio tras ano |9].

Se sabe que en su primer articulo sobre la teoria especial de la relatividad: sobre
la electrodindmica de los cuerpos en movimiento, Einstein claramente establece (ver
Einstein, 1923 [10]) que las velocidades mayores que la de la luz no tienen posibili-
dad de existir. Pero él descuid6 senalar el rango aplicable de la transformacion de
Lorentz. De hecho, su descripcion completa debe basarse en las velocidades meno-
res que la velocidad de la luz, a las cuales se les llama velocidades subluminicas.
Asi que, la teoria especial de relatividad no puede negar que un movimiento a una
velocidad mayor que la velocidad de la luz al vacio, a la cual se le llama velocidad
superluminica, podria existir. La nueva teoria conservaria todo el significado de la
teoria especial de relatividad cuando la materia se mueve a velocidad subluminica
y podria dar un nuevo contenido cuando la materia se mueva a una velocidad su-
perluminica. Si se asume que un movimiento a una velocidad superluminica estaré
de acuerdo con las curvas espaciales en la teoria general de relatividad, entonces
los célculos indicarian que la expansion superluminica de las fuentes de radio extra-
galacticas corresponderian exactamente a las curvas espaciales de la geometria de
Schwarzschild.

Esta discusion todavia se basa en el principio de relatividad y en el principio
de la constante de la velocidad de la luz, los cuales han sido definidas por Einstein

de la siguiente manera:

1. No son afectadas las leyes por las cuales se someten los estados de sistemas
fisicos y cambian, ya sea que estos cambios de estado se refieren a uno o el otro
de los dos sistemas de coordenadas en movimiento de translacion uniforme (ver
Einstein, 1923;[10] p. 41).

2. Cualquier rayo de luz se mueve en el sistema estacionario de coordenadas
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con la velocidad determinada c, ya sea que el rayo se emita por un cuerpo

estacionario o por un cuerpo en movimiento.

Se debe notar que estos dos postulados no imponen ninguna restriccién con
respecto a la velocidad relativa v de los dos observadores inerciales.

Segundo: durante cien anos, las variedades lorentzianas han servido como base
geométrica para la fisica. Unidas al modelo estandar de fisica de particulas, condujo
a la explicacion de una gran cantidad de observaciones. Sin embargo, sobre esta
base debemos concluir que el 95 % del universo atin es desconocido: llamado materia
oscura y/o energia oscural]. Hoy la mayoria de los intentos de explicacion para este
hecho provienen de las modificaciones del modelo estandar de la fisica de particulas;
pero posiblemente una extension bien controlada del fondo geométrico para la fisica
puede dar una nueva luz e ideas sobre el universo oscuro.

Aqui se presenta también el espacio tiempo de Randers, una generalizacion de
los espacios de Finsler, que puede servir como fondo geométrico generalizado para

la fisica que proporciona:
e una nociéon precisa de causalidad bien definida,

e una nocion de observadores y sus medidas,

un fondo geométrico para las teorias de campo,
e vy una dindmica gravitacional consistente con la relatividad general.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera, en el capitulo 1 se discuten
formalismos de las variedades con el objetivo de definir la métrica de Finsler. Un
espacio métrico es necesario para poder definir medidas, que en este caso resultan
necesarias para la definiciéon de derivadas. Estas derivadas son las que permiten de-
finir posteriormente las cantidades fisicas como velocidad y aceleracion que resultan
necesarias para el estudio de la relatividad.

Una vez introducida la nueva métrica de Finsler, en el capitulo 2 se discuten los
temas del ordenamiento temporal el cual que se ve afectado cuando se consideran
velocidades superluminicas. Ademés, en el capitulo 3 se presenta la interpretacion de
la relatividad especial segiin la métrica de Finsler haciendo énfasis en la descripcion
de la cinematica, la dinamica y el electromagnetismo. Como uno de los resultados de
esta tesis un articulo [11] esta aceptado para publicacion en la Revista de la Escuela
de Fisica de la Universidad Nacional Auténoma de Honduras. En dicho articulo se

presentan los resultados de los calculos del tensor electromagnético en un espacio de
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Finsler. Después, en el capitulo 4 se discuten las ecuacién de campo de Einstein en
el contexto de esta geometria generalizada en los espacios de Finsler. Finalmente se

presentan conclusiones y trabajo a futuro.
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1. Marco teorico

En este capitulo se presenta la geometria de Finsler que se basa en un ele-
mento de arco cuya métrica fue introducida por Riemann. Antes de eso se presentan
definiciones que son necesarias para describir adecuadamente las variedades de Fins-
ler y su estructura. Este es un capitulo importante para comprender los capitulos

siguientes.

1.1. Variedades y Estructuras Finslerianas

En forma breve, una variedad de dimension n (real) es un espacio topologico M
en el que cada punto, x € M, tiene una vecindad homeomorfa al espacio euclidiano
R". Para un ejemplo de una variedad ver la figura 1.1 donde se muestra un toro que

es una variedad compacta.

Definicién 1.1. (Sistema de Coordenadas, diagrama, parametrizacion):
Sean M un espacio topologico y U C M un conjunto abierto. Ademas, sea V' C R™ un
conjunto abierto. Un homeomorfismo ¢ : U — V, ¢(u) = (x1(u), xo(u), ..., x,(u)) se
llama sistema de coordenadas en U y las funciones x1, o, . . ., x,, se llaman funciones
de coordenadas. El par (U, ¢) se llama diagrama en M. El mapa inverso ¢! es una

parametrizacion de U.

Definicién 1.2. (Atlas, mapas de transicion): Un atlas en M es una coleccion
de diagramas {U,, ¢, } en donde U,, abarca M. Los homeomorfismos ¢g¢_' : ¢ (UsN

Us) = ¢p(Us NUp) son los mapas de transicion o transformaciones de coordenadas.

Definiciéon 1.3. (Variedad topoldgica, variedad diferenciable): Un espacio to-
pologico de Hausdorff, segundo contable M es una variedad topologica n-dimensional
si admite un atlas {Uy, o }, ¢o — R™, n € N. También es una variedad diferenciable
si todos los mapas de transiciéon son difeomorfismos C'*°, lo que significa que, todas

las derivadas parciales existen y son continuas.



Figura 1.1. Ejemplo de una variedad. Fuente: elaboracién propia.
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Figura 1.2. Equivalencia de variedades topoldgicas. Fuente: figura original de Jenny Wil-
son [29].



Figura 1.3. Frontera de una variedad e interior de una variedad. Fuente: figura original
de Jenny Wilson [29].

Dos atlas diferenciables son equivalentes si su unién es un atlas diferenciable.
En general, una estructura diferenciable en M puede definirse como la clase de
equivalencia de atlas diferenciables o como un atlas maximal diferenciable. En la

figura 1.2 se muestra un ejemplo de la equivalencia de variedades topologicas.

Definicién 1.4. (Variedad con frontera, frontera, interior): Se define una
variedad n-dimensional con frontera M como se indica anteriormente, pero ahora
se permite que la imagen de cada diagrama sea un subconjunto abierto del espacio
euclidiano R™ o un subconjunto abierto de la mitad superior de espacio R} :=
{(@1,...,2y)|2z, > 0}. Las pre-imagenes de los puntos (1, ...,7,-1,0) € R} son la
frontera OM de My (M — OM) es el interior de M. En la figura 1.3 se muestra un
ejemplo de la frontera y el interior de una variedad.

Una variedad con frontera es diferenciable si los mapas de transiciéon son di-
ferenciables. Se debe recordar que, dado un subconjunto arbitrario X C R”, una
funcion f : X — R” se llama diferenciable si cada punto en X tiene alguna vecin-

dad donde f pueda extenderse a una funcién diferenciable.

Definicion 1.5. (Mapa de variedades topolégicas): Una funcion f : M — N es
un mapa de variedades topoldgicas si f es continua. También es un mapa diferenciable
de variedades diferenciables M, N si por cualquier diagrama diferencial (U, ¢) de M
y (N,v) de N, la funcion

bofop i (UNFTHV)) = (V)

es un difeomorfismo C°.

Definicién 1.6. (Espacios proyectivos reales y complejos): La proyectiviza-

cion de un espacio vectorial V' es el espacio de los subespacios 1-dimensionales de



V. Los espacios proyectivos reales y complejos se definen asi

RnJrl_
RP" := % ~ (cxg,...,cx,) parac€ R,
05--+>Tn
Cn—l—l_ 0
CP" .= ((x—{x];) ~ (cxg,...,cx,) parace C.
0y-++yn

Usualmente, los puntos en RP™ y CP" se escriben en coordenadas homogéneas,

donde [zg : xy : -+ : 2, denota la clase de equivalencia del punto (xg,x1,...,z,).

1.2. Calculo Multivariado

Definicién 1.7. (Derivada): Dada una funcion f : R®™ — R™, la derivada de f en

x es el mapa lineal df, : R® — R™

e S 1)~ (@)
y t—0 t ’

que es la derivada direccional de f en x en la direcciéon g, cuando f se escribe en
coordenadas f(x) = (fi(z)... f(z)). Si todas las primeras derivadas existen y son
continuas en una vecindad de z, entonces df, existe y estd dada por jacobiano que

es la matriz m x n

dvfizy -+ dvfiz,
: . : (1.1)
dvfmxl Tt dvfmxn

La regla de la cadena afirma que dados los mapeos diferenciables f, g relacionados

segun el esquema

gof
\ \ W
f g
D) D) D)
R"™ R" R™

para cada x € U, se conmuta siguiendo la regla
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Figura 1.4. Ejemplo de un plano tangente en una variedad. Fuente: elaboraciéon propia.

d(gvo f):r
R*———Rm——— R’
dfz dgf(x)

1.3. Espacios Tangentes y Derivadas

Definicién 1.8. (Espacio tangente 7, M, Derivadas): Si se supone que M es
una subvariedad diferenciable m-dimensional de algtn espacio euclidiano R". Cada
variedad puede realizarse de esta forma: sea ¢ : U — M, una parametrizacion local
alrededor de algin punto, z € M, con ¢(0) = z. Se define el espacio tangente T, M
como la imagen del mapa d¢ : R™ — RY. Se debe notar que T, M es un subespacio
m-dimensional de R”; su transformacion = + T, M es la mejor aproximacion fija de
¢ a x. Un ejemplo de un plano tangente en una variedad puede verse en la figura
1.4.

Dado un mapa diferenciable de variedades f : M — N y las parametrizaciones
¢o:U—= M, p(0)=x€ My1:V — N,1p(0) =€ N. Ahora, sea h un mapa tal
que h =v9"to¢:U — V. Se puede definir el diferencial de f en x tomando

dfx T.M — Tf(x)N,

de modo que

df, = dig o dhg o dgy .

5



Los espacios T,(M), T (V) y el diferencial df, son independientes de la

eleccion de las parametrizaciones locales ¢ y 1.

1.4. El Teorema de Rango Constante y Consecuen-
cias

El teorema de rango constante establece que el comportamiento local de un
mapa diferenciable f : U — R" es gobernado por el rango del jacobiano, ver ecuaciéon
(1.1).

Teorema 1.4.1. (Teorema de rango constante): Sea U C R™ un conjunto
abierto y sea f : U — R"™ un mapa diferenciable. Si el jacobiano de f es un rango

constante k en una vecindad de p, entonces hay sistemas locales de coordenadas g

enpyh en f(p), asi que
hfg ' (z1,...,2m) = (Y1, , Uk, 0,...,0).

En otras palabras, en las coordenadas apropiadamente elegidas, f es localmente la

composicion de la proyeccion R™ — Ry, y la inclusion R — R™.

El caso del teorema de rango constante con n = k£ = m implica el Teorema de

funcion inversa

Teorema 1.4.2. (Teorema de funcion inversa): Sean M, N dos variedades
diferenciables y se supone que f : M — N es un mapa diferenciable cuya derivada
df, en x es un isomorfismo. Entonces f es un difeomorfismo en x, lo que significa
que f toma alguna vecindad de x de forma difeomorfismica en su imagen. En este

caso f tiene localmente un inverso diferenciable f~', con diferencial df_lf(x) =
(df.)"t en f(x).

Un ejemplo de un difeomorfismo puede verse en la figura 1.5 donde se muestra
que la vecindad de un punto de interés puede proyectarse a una imagen acotada y

compacta.

Definicion 1.9. (Sumersién; inmersiéon): Un mapa f : M — N de variedades
diferenciables es una sumersion si su derivada df,, es sobreyectiva en cada x. El mapa
es una inmersion si la derivada es inyectiva en cada x. La imagen de una inmersiéon
se llama a veces una subvariedad inmersa, aunque puede no tener una estructura de

variedad.



Figura 1.5. Difeomorfismo local donde se toma la vecindad del punto marcado y se hace
una proyeccién a una imagen acotada y compacta. Fuente: figura original de Jenny Wilson
[29].

D .
rl Jflf
B A ( ) (0,1)

Figura 1.6. Representacion grafica de una sumersion (izquierda) y una inmersion (dere-
cha). Fuente: figura original de Jenny Wilson [29].

En la figura 1.6 se pueden ver ejemplos de la sumersion en el panel izquierdo

de la figura y de inmersion en el panel derecho de la figura.

Definicién 1.10. (Encaje, Subvariedades): Una funciéon f : M — N de va-
riedades topologicas es un encaje topologico si es un homeomorfismo a su imagen.
Si M y N son variedades diferenciables, entonces f es un encaje diferenciable si
es una inmersion y un encaje topologico. Se refiere a la posibilidad de representar
una variedad diferenciable como una subvariedad de un espacio euclideo. En algu-
nas ocasiones se requiere que adicionalmente los encajes sean mapas adecuados, lo
que significa que las pre-imagenes de conjuntos compactos deben ser compactas.
Con cualquier definicion, la imagen de un encaje es una subvariedad (regular); la

topologia en M coincide con la topologia de subespacio en f(M).

7



1.5. Valores Criticos

Definicién 1.11. (Valores criticos, Valores regulares): Dado un mapa dife-
renciable de variedades f : M — N, el conjunto de valores criticos de f se define

como

{f(p) € N |Rango(df,) < dim (N)}.

Los valores regulares de f son el complemento de los valores criticos en N, lo que

significa que

{q € N |Rango(df,) = dim (N)en cada preimagenp € f*(¢)}U{q € N|g ¢ f(M)}.

1.6. Geometria de Finsler

La geometria de Finsler es la geometria de Riemann sin la restriccion cuadra-
tica. Entre las aplicaciones mas notables esta: teoria de la relatividad, teoria de
control y biologia matemaética [6]. En esta seccion, se presentan las variedades de
Finsler.

La geometria basada en el elemento de arco
ds=F(z',... 2" dx',. .. dz"), (1.2)

donde F es positivamente homogéneo de grado uno en dz‘, se llama geometria de
Riemann-Finsler [18] o también geometria Finsler para abreviar. A grandes rasgos,
F' es una coleccién de normas de Minkowski en el espacio tangente en x, de modo
que F, es diferenciable en x. De hecho, la métrica descrita en la ecuacion (1.2) fue
introducida por Riemann en su famoso Habilitationsvortrag de 1854 [23].

Riemann puso especial atenciéon a una métrica definida por la raiz cuadrada

positiva de una forma diferencial cuadratica definida positiva, es decir

F?*(z,dz) = g;j(z)dx'da’.

1.6.1. Variedades de Finsler

Sea M una variedad diferenciable n-dimensional. Se toma T, M como el espacio
tangente en v € M, y por TM = |J,cp; ToM el espacio tangente de M. Cada
elemento de T'M tiene la forma (x,y), donde z € M y y € T, M. La proyeccién

8



T™

o
I

M

Figura 1.7. Descripcién grafica de una proyeccion natural 7. Fuente: Figura original de
Mo [18].

natural 7 : TM — M esta dada por 7(x,y) = x. Para una representacion grafica de
una proyecciéon natural en una variedad de Finsler se puede ver la figura 1.7.
Sea (¢, '), un sistema local de coordenadas sobre un subconjunto U C M, es

decir
Vo eU, o) = (', ..., 2").

Tomando la curva en U,
VZ(t) = 90_1(1: Y 7$i_17xi7 xi + tvaji—i_la ce 7'17”)7

entonces 9/9z"|, = 7/(0) son las bases coordinadas inducidas para T, M.

Las z' llevan a coordenadas locales (z°,y") en 7= 'U C TM a través del meca-

nismo

0
ozt

Los y* estan globalmente fibrados. Siempre que sea posible, no se hace ninguna

y=1y'

distincién entre (z,%) y su representacion de coordenadas (z*,y*).

La funcion H definida en T'M puede expresarse localmente como
H(z' ..o 2™y ™).

Se emplea la siguiente convencion, para escribir la derivada parcial de H con respecto



a la coordenada y* se usa H,i, para la derivada parcial de H con respecto a y' y
a y/ se usa H,i,;, etc. De forma similar para la derivada parcial con respecto a la

coordenada z°.

Lema 1.1. Sea V un subconjunto abierto de M tal que V NU # O, sea (%, 7") la

coordenada local en 7=V C TM. Entonces

ox’

(i) Hyi = ajoyia
y ox' . 0%
(i) Hz = %Hﬁ + 7 ajjaijyi.

La demostracion es sencilla y se puede ver con suficiente detalle en Mo (2006)[15].

Definicion 1.12. (Estructura de Finsler): Una funcion F : TM — [0,00) se

llama una estructura de Finsler si en un sistema de coordenadas locales (z°, ),

)

0
oxt

Fle,y) = F (y

satisface
(i) F(z, Ay) = AF(z,y); A > 0.
(ii) F(z,y) = C*> paray # 0.

(i) (F?)

5 (y # 0) es definida positivamente.

yiyd
Una C®° variedad M con una estructura de Finsler F' se llama Variedad de Finsler

o espacio de Finsler. Una variedad de Finsler es una variedad no Lorentziana.

Hasta aqui este capitulo con definiciones. Ahora que se han establecido las
caracteristicas de la geometria de Finsler se puede estudiar como esta nueva es-
tructura geométrica permite nuevas definiciones para la simultaneidad de eventos y
ordenamiento temporal. Esto servira de base para entender después la teoria de la

relatividad en este nuevo espacio-tiempo.
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2. La Teoria General de la Transformaciéon del

Espacio-Tiempo

2.1. Definicién de Simultaneidad y Orden Temporal

Segin Cao [9] en su descripcion acerca de la definicion de simultaneidad, Eins-
tein [10] establece: tomemos un sistema de coordenadas en las cuales las ecuaciones
de mecdnica Newtoniana se mantengan bien, ..., dejemos que un rayo de luz co-
mience en el tiempo A, ta, de A hacia B, dejémoslo que en el tiempo B, tg, sea
reflejado en B en la direccion de A, y llegue de nuevo a A en el tiempo A, /4. Se
puede usar la figura 2.1 como una ayuda para este experimento mental. Si se conti-
nia con la definicion de simultaneidad de Einstein|10]|: los dos relojes se sincronizan
st

tg—ta =1, —tp. (2.1)

De acuerdo con la experiencia, asumimos que la cantidad

2AB
=c, (2.2)
lp—1a

sea una constante universal: la velocidad de la luz en espacio vacio. Es esencial que
se defina el tiempo por medio de los relojes estacionarios en el sistema estacionario,
y el tiempo definido ahora siendo apropiado para el sistema estacionario, y el tiempo
ahora definido que sea apropiado al sistema estacionario, que llamamos ‘el tiempo
del sistema estacionario.’ Y nuevamente Cao [9] llama la atencion a que Einstein
concluyo su definicion de simultaneidad. Pero €l no considerd la condicion aplicable
de esta definicion, menos el orden temporal y sequn parece para mi, estas discusiones
son esenciales también. Primero que nada, asumamos que si el punto B se mueve

con una velocidad v relativa al punto A, de acuerdo con la experiencia, debemos usar

Figura 2.1. Diagrama para la definicién de simultaneidad. Fuente: elaboracion propia.
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las siguientes ecuaciones en lugar de la ecuacion anterior:

2AB c—wv, cuando B se esta apartando de A, (2.3)
ta—tp ¢+ v, cuando B esta llegando a A. .

Ahora se debe tener en cuenta que el primer caso de la ecuacién anterior no
se aplica en todos los casos porque es necesario que v < c. Sin embargo el segundo
caso siempre se aplica, tanto para v < ¢ como para v > c. Por lo tanto, se puede

pensar que toda la discusion de Einstein se basa en la siguiente férmula

TAB / TAB
th—ts = ) —tp = .
BTitAT T Y AT c+wv

(2.4)

Se debe tener en cuenta que tg —t4 > 0 por lo tanto v < ¢, porque los dos
relojes son estacionarios en su marco de referencia. La diferencia tg —t 4 es el tiempo
que le toma al rayo luz ir desde A hasta B mientras que t4 — tp es el tiempo que le
toma a la luz viajar desde el espejo en B hasta el punto A’. Estos dos intervalos son

iguales cuando los relojes estéan sincronizados en el sentido de Einstein-Poincaré.

Continuamos citando a Cao [9]: particularmente, para lograr la transformacion

de Lorentz, Einstein se basd en la siguiente formula (ver Einstein, 1923; p. 44) [10].

1 ! / /
- {r(0,0,0,t)—l—T(0,0,0,t—i— * + < )J :r(m,0,0,t+ a ), (2.5)
2 c—v cHwv c—v

de donde se puede entender que z'/(c — v) tiene dimensiones de tiempo y es igual a
tg —t4 por lo que la condiciéon de que v < ¢ escrita anteriormente debe mantenerse,
es decir se debe tener un movimiento subluminico. Este movimiento subluminico
también permite que se pueda aplicar la transformacion de Lorentz. Citando a Cao
[9] nuevamente: la teoria especial de la relatividad no puede negar que la velocidad

superluminica exista.

Como se tiene interés en el movimiento superluminico, uno se puede enfocar
en la segunda condicién de la ecuacion (2.3). Nuevamente, parafraseando a Cao |9]:
Ahora, dejamos que otro rayo de luz (debe distinguirse del primero) inicie en el
tiempo A, ta1, de A hacia B (cuando B esté en un nuevo lugar, By ), dejamos que
en el tiempo B, tg1, se refleje en B en direccion de A, y lleque de nuevo a A en el
‘tiempo A’ tas [Y].

De acuerdo con el principio de relatividad y el principio de constancia de la
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velocidad de la luz, obtenemos las siguientes formulas:

1 AB

§(tf4—tA):tB—tA=C+v> (2.6)
%(tlm —ta) =ta —tp = ;45;7 (2.7)
AB — ABy = v(ta —ta). (2.8)
de donde podemos obtener los tiempos para A
Aty=ty —ta, Atp=tp —tg v At,=t, —1t,, (2.9)

en esta ecuacion las cantidades At 4, At y At', representan los intervalos temporales
de los eventos: (i) emision a partir de A, (ii) reflexion a partir de B y (iii) los dos
rayos de luz llegan a A. Ahora los simbolos de los intervalos temporales cobran
importancia ya que describen los 6rdenes temporales [9]. Cuando At > 0 se llamara

el orden hacia adelante, y cuando At < 0, se llamaré el orden hacia atras.

De una manipulacion algebraica de las ecuaciones (2.6)-(2.9) se pueden obtener

expresiones para los intervalos de tiempo

C

Atg = At 2.1
B c+ v A ( 0)
Y C v
At, = — At 2.11
AT cqT (2.11)

de donde se puede entender que si At > 0 los dos rayos fueron emitidos desde A y
por lo tanto Atg > 0 para el observador ubicado en el punto A. Bajo este analisis,

estos dos rayos de luz fueron reflejados por el orden hacia adelante a partir de B.

Pero, se obtiene que
Aty >0 siysolosi v<g,

y que
Aty <0, siysolosi v>c.

Esto significa que para el observador al sistema A, estos dos rayos de luz llegaron
a A por el orden hacia adelante, s6lo cuando el punto B se mueve con velocidad
subluminica, y por el orden hacia atras sélo cuando fue con velocidad superluminica.

En otras palabras, el orden temporal no siempre es constante. Es constante s6lo
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Bt(ivi<cl(u=0) (u<cdt

t7az \ /

ta1 \ f’ |

\ . f t a1

1 J
\ .f v ~. Btlu>ed

\. x f , 7 t7az

taZz { L taZz
\L/-" ’
ta1 ta1
B 1] X

Figura 2.2. La figura del espacio-tiempo. Notar que hay lineas diagonales para v > c,
otra para v < ¢, una vertical para v = 0 y otra diagonal para el caso |v| < ¢. Es importante
notar el ordenamiento temporal en las marcas del eje vertical izquierdo. En el eje vertical
derecho se pierde el ordenamiento temporal al tener una velocidad superluminica. Fuente:
Cao [9].

cuando v < ¢, y no es constante cuando v > c.

Usualmente, uno piensa que esto es un flujo de tiempo hacia atrés. De hecho,
solo es un proceso de tiempo en el sistema B con la velocidad superluminica, que da
al observador en el ‘sistema estacionario’ A una apariencia inversa del proceso del
tiempo. Es un resultado inevitable cuando la velocidad del cuerpo en movimiento
es mas rapido de la velocidad de transmision de la senal. Este resultado se llamara
relatividad del orden temporal. Es una nueva naturaleza del tiempo cuando el cuerpo
en movimiento alcanza la velocidad superluminica. Se sabe que el espacio—tiempo
no es el que impacta su forma sobre las cosas, sino las cosas y sus leyes fisicas las
que determinan el espacio—tiempo. Asi que, la velocidad superluminica no necesita
ser negada por el caracter del espacio—tiempo de la teoria especial de relatividad,
pero representara la nueva naturaleza del espacio—tiempo, la relatividad del orden

temporal.

2.2. El Orden Temporal y la Cadena de Causalidad

Para explicar la disparidad entre el flujo de tiempo hacia atras y la relatividad
del orden temporal, usaremos la figura de espacio-tiempo (ver figura 2.2) y tomamos

las siguientes definiciones segtin Cao [9]:
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1. La cadena del evento t a9, ta1,...,tas, ... El i-ésimo rayo de luz se inicia en £ 4;

y Aty = ta+1) — tai > 0. Puede o no ser cadena de causalidad.

. Las cadenas de transferencia de la luz tag, tpo, t4g; t's; ;- .. Cada cadena 4,

RN

tpi, t'y; debe ser una cadena de causalidad, por ejemplo
1 / /
§<tAi_tAi) :tBi_tAi:tAi_tBi>0' (212)

Si tienen un signo negativo, seran un flujo de tiempo hacia atras y violaran el

principio de causalidad.

. Las cadenas del movimiento son los rayos de la luz, los cuales se reflejardn en
B, pero no tendran diferentes caracteristicas cuando B se mueve a diferente

velocidad. Asumamos que:

a) v > 0 cuando B se acerca a A;

b) v < 0 cuando B se aleja de A;

¢) ¢ > 0 cuando el rayo de luz va de A de regreso a B;

)
)
)
d) ¢ < 0 cuando el rayo de luz va de A hacia B.
Asi que, si v = 0, debemos tener ¢ < 0. Entonces
tagrn) — tai =ty — ti = Uypr) — tay- (2.13)

Si v < ¢, debemos tener ¢ < 0 y cuando v > 0,

tA(i—}—l) —Ta; > tB(i—i—l) —tpi > t/A(z—l-l) — t;lz > 0, (214)
pero cuando v < 0,

0 <tagry) — tai <ty —ti < Uaiyr) — this (2.15)
Por 1ltimo, si v > ¢, se debe tener v > 0; y cuando ¢ < 0,

tA(i—i—l) — T4 > tB(i-l—l) —1tpi > t/A(H—l) — tlAZ > 0. (216)

Pero
tairn) — tai <0, (2.17)
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Cuando ¢ > 0,

0 <ta@sr) —tai < |tBa+1) — th'| < ’tiq(i+1) — 1y, (2.18)

tB(z'-l—l) —tp; <0 y tA(i—l—l) — 14 <0 (219)

Estas son relaciones rigidas de causalidad.

4. Las cadenas de observacion t'yo,t'yy, ..., ts--- ¥ tBostB1, .-, tBiy... DO sON
cadenas de causalidad. La relatividad del orden temporal es solo que ellos
puedan ser un positivo cuando v < ¢ o un negativo cuando v > ¢ y el vector

v y ¢ tienen la misma direccion.

En la ecuacion (2.4) cuando v > ¢, tg —t4 < 0 no significa que las velocidades
mayores que la de la luz no tienen posibilidad de existir, sino que sélo la del

rayo de luz no puede capturar los cuerpos con velocidad superluminica.

En el experimento mental que se describe en la figura 2.2, hay un espejo en los
puntos A y B que permite que se reflejen las senales de luz. La velocidad relativa
entre Ay B es vy en el caso de que tengamos una v subluminica vamos a tener
eventos ordenados temporalmente como se muestran en el eje vertical de la izquierda.
Sin embargo cuando B se aleja a una velocidad superluminica, los eventos pierden
el ordenamiento temporal ya que no son eventos que sigan una cadena causal como

se describio antes.

2.3. Teoria de la Transformacion de Coordenadas

Si se toman las ecuaciones de los intervalos de tiempo dadas en las ecuaciones
(2.10) y (2.11) se puede obtener
c

Atp = At 2.20
B ey (2.20)

C
Atp = At,. 2.21
BPme—u™4 ( )

Los intervalos Aty y At'y son medibles por el sistema A, pero A no tiene acceso
a medir Atp. Asi que el observador debe conjeturar Atp a partir de Aty o t/, [9].

Entonces, Atg en la ecuacion (2.20) y Atp, en la (2.21) son diferentes. Si se puede

16



encontrar una transformacion de coordenadas, ésta satisfara la siguiente ecuacion
2 !
AT = Aty - Aty (2.22)

va que At? es un invariante y, de acuerdo con las ecuaciones (2.10) y (2.11), se

obtendra

>0, ssi v <c,
AT? =14 = , ssi v=ug¢, (2.23)
<0, ssi v>c

Luego, se obtiene

dt’* =

2
Sl (2.24)

Se tiene que ds? = c*d7r?. También se obtiene

ds* = 2dr* = (& —v?)dt. (2.25)

Asi que se puede concluir que

>0, v<c tipo temporal,
ds*> =< =0, v=c luminica, (2.26)

<0, v>c tipo espacial.

Cao |9] llama la atencion a que ds? = (¢ —v?)dt? y ds* = Adt* —da® — dy* — dz*
no son idénticos y también propone que la teoria especial de relatividad no reconoce
su diferencia porque el movimiento a velocidad subluminica no involucra el cambio

relativo de los 6rdenes temporales.

El simbolo ds? permanece sin cambio cuando el sistema inercial cambia. Ahora

hay que encontrar una relaciéon entre los dos valores distintos de ds, de modo que si
ds® = ds> + dsg, (2.27)
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donde

ds? = (¢ —v?)dt?, (2.28)
dsg = da* + dy* + d2°, (2.29)
entonces
+ds? 4+ ds2, v <c,
ds? = v (2.30)
—ds? +ds3, v>c.
Entre dos sistemas incerciales
+ds? +ds2, v <ec,
ds? + ds? = So T as, Ve (2.31)
—ds? +ds3, v>c
Y esta relacion, siguiendo el anélisis de Cao [9], de acuerdo con la mecénica

clasica, podemos determinar el estado de un sistema con n grados de libertad al
tiempo ¢ al medir la posicion 2n y las coordenadas de momento ¢'(t), p;(t), i =
1,2,...,n. Estas cantidades conmutan entre si, es decir, ¢'(¢)p;(t) = p;(t)¢'(t). Pero,
en mecanica cuantica, la situacion es completamente diferente. Los operadores @),
y P,, correspondientes a la posicién clasica observable del vector ¢ y el vector de
momento p. Estos operadores no conmutan entre si, es decir, QP # PQ).

Y Cao [9] plantea que podria pensarse que la mecénica cuantica no sea una
buena teoria al principio pero, luego enfatiza que la no conmutabilidad de los ope-
radores estd estrechamente relacionada con el principio de incertidumbre, es solo
una distincion esencial entre la mecdnica cldsica y cudntica. Cao [9] duda que las
métricas definidas no positivas ds? sean la mejor naturaleza esencial en la teoria de
la relatividad. Pero fueron desechadas por la teoria de Einstein.

Entonces ahora, se podria asumir que
ds* = ds} + dsg, (2.32)

donde se toma el exponente 4 porque es el menor entero par que esté después del 2
y que ya permite tener una estructura no Riemanniana. A partir de esto, se puede
obtener

ds* = gijmdr'da? dx*da’, i,5,k,1=0,1,2,3. (2.33)

que definen una métrica de Finsler y que son el motivo de este trabajo de tesis y
que son la base de las transformaciones de espacio-tiempo. A partir de este punto

de vista fisico, esto significa que podria existir una nueva simetria entre lo temporal
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y lo espacial.

Cao |9] recuerda: en su memoria de 1854, Riemann discute varias posibilidades
con el fin que una variedad dimensional n pueda ser dotada por una métrica, y
presta una particular atencion a la métrica definida por la raiz cuadrada positiva de
una forma diferencial cuadrdtica definitiva positiva. Ademds, los fundamentos de la
geometria de Riemanniana estdn establecidos; sin embargo, también se sugiere que
las raiz cuarta positiva de una forma diferencial de cuarto orden puede servir como
funcion métrica (ver Rund, 1959; Introduccion X)*.

Por otro lado, Cao también llama la atencion a que en su libro de 1977, Wolf-
gang Rindler establece: “Cuando se dé la distancia diferencial al cuadrado do? por
una forma homogénea diferencial cuadrdtica en las coordenadas de superficie, como
en (7.10)?, decimos que do* es una métrica de Riemanniana, y que la superficie
correspondiente es Riemanniana. Esto no es, por supuesto, una conclusion de que
todas las métricas deben ser de esta forma: se puede definir, por ejemplo, una métrica
no-Riemanniana do? = \/m para algun espacio duodimensional, e tnvesti-
gar la geometria resultante. (Tales métricas mds generales dan lugar a la geometria
"Finsler’.)” (ver W. Rindler, 1997).

En este capitulo se ha discutido la definicién de simultaneidad, orden temporal
y la cadena de causalidad para poder establecer la teoria de la transformacion de
coordenadas en una geometria de Finsler. Con esto ya es posible estudiar cémo

afecta la estructura de la geometria de Finsler a la relatividad especial y general.

Nota del autor: ver referencia [27]
2Nota del autor: este ntimero de ecuacién corresponde al que fue dado por Rindler [24].
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3. La Teoria Especial de Relatividad en el

Espacio-Tiempo ds* de Finsler

La informacién presentada en este capitulo sirvié de base para la elaboracion
de un articulo [I1] que, al momento de escribir este informe, ya ha sido aceptado
para publicaciéon en la Revista de la Escuela de Fisica de la Universidad Nacional

Autonoma de Honduras.

En este trabajo se replica el analisis relativista convencional de la métrica
riemanniana usando una métrica de Finsler para mostrar la representacion del tensor
electromagnético en ese espacio-tiempo. Después se define el polinomio caracteristico
de cuarto grado para mostrar el calculo de un invariante bajo transformaciones

Finsler-Lorentz. Este invariante se presenta in the last seccion of this captulo.

3.1. Grupo de Transformacion de Espacio-Tiempo

en la Métrica ds* de Finsler

Si se toma v = v,, entonces se tiene que entre cualquiera de los dos sistemas

inerciales

Adtt 4 dat — 22dt?da? + dyt + d2t + 2dy?d? =
Adt + do't — 22dt%da” + dy'* + d2'* + 2dy?dZ”, (3.1)

tomando en cuenta que

L, i=j=k=]

+2, i=j#k=f i,k#0,

Gijkf =
-2, i=3#k=f 1i0k=0,

0, para todos los otros casos.

\
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A partir de la ecuacion (3.1) se pueden obtener las transformaciones

'+ %2 "ot
t = c? , T = T v , y =1, z=2, (3.2)
4/1_252_‘_/84 4/1_262+54

donde 8 = v/c. Estas son las transformaciones del espacio-tiempo. Todas las trans-

formaciones de espacio-tiempo forman un grupo, que se llama el grupo de trans-
formacion del espacio-tiempo y el grupo de transformaciones de Lorentz s6lo es un
subgrupo de este grupo. Las transformaciones inversas son de la forma

t— Bz — ot
th = be +2' = i y=1, z=2. (3.3)

También se puede usar la velocidad dual definida mediante v; = ¢?/v para

representar las transformaciones de espacio-tiempo. De hecho, las transformaciones

(3.2) pueden reescribirse como

t/_|_a:_’ "ot
po g= AT y=vy, z=2, (34

Y1 =2p2 1 Y V1-287 + B}

y sus transformaciones inversas son de la forma

t—2 —ct
+t' = bt — ¢ +1' = fre —c y=1y, z=2. (3.5)

Y1 =262 + ¥ Y1287 + ¥

dondeﬁlz%zﬁzé.

Es muy interesante que todas las transformaciones de espacio-tiempo se aplican

tanto a las velocidades subluminicas (es decir, 5 < 10 ; > 1) como a las velocidades
superluminicas (es decir, 5 > 1 0 #; < 1). Ya sea que la velocidad sea superluminica
o subluminica, las transformaciones se caracterizan por un signo menos o mas de
sus transformaciones inversas, respectivamente.

Por ultimo, todas las transformaciones de espacio-tiempo tienen la misma sin-

gularidad que la transformacion Lorentz cuando g = (§; = 1.

3.2. Cinematica en la Invariante ds*

El invariante ds* cumple con las condiciones de una métrica de Finsler que se
describe anteriormente en el capitulo 1.

Ahora se debe considerar la pregunta de como se comportan la medida de
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L=1-282+f* 2'0:

—2 -1 F 1 2

Figura 3.1. Dependencia de la medida de longitud L respecto de 8. Fuente: elaboracion
propia.

longitud y el incremento de tiempo. Para averiguar la longitud de un cuerpo en
movimiento, se debe trazar simultdneamente las coordenadas de sus extremos en un
sistema fijo. A partir de las ecuaciones (3.2) y (3.4), una expresion para la longitud

de una escala en movimiento Az’, medida por un observador fijo, resulta asi:

+AL = Az /1 — 252+ B4, (3.6)

+Az = cAt /1 — 262 + 84, (3.7)

revisar. Einstein [10] establecié que: para v = ¢ en todos los objetos en movi-
miento —vistos desde el sistema ‘estacionario’— encogidos figuras planas. Para veloci-
dades mayores que la de la luz, nuestras deliberaciones pierden sentido. Sin embargo,
la transformacion (3.6) puede aplicarse al caso de velocidades mayores que la velo-
cidad de la luz. La figura 3.1 muestra una relaciéon entre la medida de longitud L y

la velocidad 3, hay que notar que L ahora puede ser cero cuando § = +1.

Se tiene que At es el incremento de tiempo cuando el reloj esta en reposo con
respecto al sistema estacionario y A7 es el incremento de tiempo cuando el reloj

esta en reposo con respecto al sistema en movimiento. Entonces

+AT = At /1 —28% + B4, (3.8)
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A= BT W[ oy, (3.9)
C

Diferenciando (3.3) o (3.5) y dividiendo dz’ por dt’, se obtiene

de  , dxfdt—v v,—wv
= V. = =

= 3.10

VU

v _

c2dz/dt c?
Se debe notar que dy’ = dy, dz’ = dz, asi que se tiene una transformacion de

las componentes de velocidad perpendiculares a v:

d_y’ , v/ 1 =224 dY , _UZ\4/1—252+547 (3.11)

e A T A N 7

c? c?

donde

2 2, .2, .2
v° =, + v, + v (3.12)

Ahora es importante saber como se relacionan las velocidades mediante la ope-
racion de composicion ya que el Grupo de Poincaré se define sobre esta operacion.

Analizando las ecuaciones (3.8)-(3.11) podemos identificar los siguientes casos |9]:

1. La composicion de dos velocidades subluminicas resulta en una velocidad su-

bluminica como se puede ver en el panel de la izquierda de la figura 3.2.

2. La composiciéon de una velocidad superluminica y una velocidad subluminica
resulta en una velocidad superluminica como se puede ver en el panel central
de la figura 3.2.

3. La composicion de dos velocidades superluminicas resulta en una velocidad su-
bluminica como puede verse en el panel de la derecha de la figura 3.2, poniendo

atencion unicamente a los rangos |v,| > 1.

4. La composicion de la velocidad de la luz con otra velocidad, subluminica o
superluminica, resulta en la velocidad de la luz, esto de acuerdo con los pos-

tulados de la relatividad especial de Einstein.
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Figura 3.2. Ejemplos de composicion de velocidades segun la ecuacion (3.10). Fuente:
elaboracién propia.

v
2 ax/dt V&

Existe la naturaleza esencial del grupo de transformaciéon de espacio-tiempo. La
transformacion usual de Lorentz es un tinico sub grupo del grupo de transformacion

de espacio-tiempo.

. ~ . VU .
Es necesario senalar que si 1 — — =0, es decir,
C
(%

entonces v, — oo. Esto implica que si dos velocidades son duales entre si y en
direcciones opuestas, entonces su velocidad de composicion es una velocidad infini-
tamente mayor. Esto supone que esto puede llegar a ser una forma efectiva para

realizar una evaluacion de una particula con la velocidad superluminica [9].

3.3. Dinamica en la Invariante ds?

En un espacio de Finsler el Lagrangiano para una particula libre de masa m es

L =—mc*y/1—232+ B4 (3.14)

El momentum, la energia y la masa de la particula tienen estas formas

muv mc2 m

E = M = . (3.15)

P T i Vit
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Figura 3.3. Diagrama E — (3 (izquierda) y diagrama P — (3 (derecha). Fuente: elaboracion
propia.
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Estos también podrian representarse por la velocidad dual vq

muv me 1
W) = =~ T~ P (3.16)
_ mCQ o muvic .
Blo) = V1 —2p%+ gt T i — 25 1 = cp(v1), (3.17)
M(v) = m _ Bim = By M (vy). (3.18)

o s  iomih

Einstein establecio: en consecuencia, cuando v = ¢, E se convierte infinito, las
velocidades mayores que la de la luz no tienen, como sucede en nuestros resultados
anteriores, ninguna posibilidad de existencia. Pero, la ecuacion (3.7) puede aplicarse
también en el caso de velocidades mayores que la de la luz. El panel izquierdo de la
figura 3.3 muestra la relacion entre la energia de una particula en movimiento y su
velocidad; y el panel derecho de la figura 3.3 da la relacién entre el momentum de

una particula en movimiento y su velocidad.

Si se pone atencion a las ecuaciones (3.16) y (3.17) se nota que en la representa-
cion de vy la energia y el momentum se intercambian. Entonces, usando la ecuacion
(3.15) (o las ecuaciones (3.16) y (3.17)), se puede obtener la siguiente relacion entre

el momentum y la energia de una particula libre

p(v) = 5B(), o p(vr) = S B(w), (3.19)

donde esta relacién se mantiene de la misma forma que en la teoria especial de la
relatividad. Sin embargo, si se obtiene una nueva relaciéon que permite identificar un

nuevo invariante
E* + c*pt — 27p*E? = m* P, (3.20)

esta relacion es correcta para ambas representaciones de las velocidades v' y v;. Es
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una nueva relacion del invariante ds?.

3.4. Una Particula Cargada en un Campo Electro-

magnético en el Espacio ds* de Finsler

Ahora se puede empezar con las ecuaciones de movimiento para una particula
cargada en un campo electromagnético, con un campo gauge A, un flujo de campo

®, un campo eléctrico E, y un campo eléctrico H.. Su lagrangiano es

L=-m{/1—2B2+ B1+ SAv — ed. (3.21)
C

La derivada g—ﬁ es el momentum generalizado de la particula que es

De = —mvi‘/l —26%2+ B4 4 ZA =p+ SA, (3.22)

donde p denota el momentum en ausencia de un campo.
A partir del lagrangiano se puede encontrar la funcién hamiltoniana para una

particula en un campo de la féormula general

H =mc*y/1 —2B% + B* + ed. (3.23)

Sin embargo, el hamiltoniano no debe expresarse en términos de velocidad, sino
en términos del momentum generalizado de la particula. Para las ecuaciones (3.2) y

(3.3), se puede obtener la relacion

(52) - Loy

Ahora se escribe la ecuacion Hamilton-Jacobi para una particula en un campo

2

=mich. (3.24)

electromagnético en el espacio-tiempo de Finsler. Se obtiene al reemplazar, en la
ecuacion para el hamiltoniano, P por 9S/0r, y H por —90S5/0t. Asi se consigue a

través de la ecuacion (3.24):

—m*c* = 0. (3.25)

Ahora se debe considerar la ecuacién de movimiento de una carga en un campo
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electromagnético. También podria escribirse por el lagrangiano de la ecuacion (3.21)

como

4 me —¢E, + Svx H,, (3.26)
dt {/1 —2p82 + 4 c
donde L oA
E,=—-— _—V.-® H. =V x A (3.27)
c Ot

Es facil verificar dE, = vdP, es decir,

d 1
— : (3.28)

d mu
v— =m
dt 3/1 — 2% + B dt 3/1 — 2% + B

Entonces a partir de (3.26), se tiene

dE
i eF.v. (3.29)
Se integra (3.29) para obtener

2 2

e S = e, (3.30)
VT2t 1-R A

donde .
Bo = U—CO U :/ Eedr. (3.31)

T0

A partir de (3.26) y (3.29), si se escribe en términos de componentes, es facil
obtener las ecuaciones de transformaciéon de espacio-tiempo para las componentes

de campo, y se puede obtener la ecuacién de transformacion de campo

y _ Hy+pE. r_ E,—BH.,
Hy o 4/1_262+B47 Y 4/1_252+/34 (332)
H/ _ H.—-BEy r_ E.+BHy
z

z /128214’ /128214

También se puede usar la velocidad dual v; para representar la ecuaciéon de

transformaciéon de campo

H; = H,, E; =F,
' — Bi1Hy+E; B — B1Ey—H,
VT Y iemepl Y Y iamst (3.33)
H/ — /BIHZ_Ey / — ﬁlEz“l‘Hy
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El tensor electromagético en este caso tiene la misma forma antisimétrica

o E, B E.
~E, 0 ¢B. —cB

(Fob) = TPy (3.34)
“E, —¢B. 0 B,

—F, cB, —cB, 0

Se omite la transicion a cuadrivectores pero de forma clara y detallada se puede
consultar en Acefia (2017) [I|. El polinomio caracteristico que se calculdé usando

Wolfram Mathematica es

A+ N2eB2 + NcB] + NcB2 + N*cE? — XNcE2 + ¢BE? — 2¢B,cB,E,E,

(3.35)
—2cBycB.E, B, — 2cBycB.E,E, — AzcEf — chEg,

Que es es un polinomio de cuarto grado, sin monomios de tercer grado. Queda ahora
averiguar cual es la estructura algebraica de este tensor. Un invariante se obtendra
como Bf + E — 2B2E? = constante.

Este resultado fue publicado en un articulo [11] y permite concluir que, repli-
cando el anélisis relativista convencional pero usando la métrica de Finsler se puede
obtener el polinomio caracteristico para mostrar el calculo de un invariante bajo
transformaciones de Finsler-Lorentz.

El resultado del calculo de este invariante es un predmbulo a la bisqueda de
dichas simetrias para algunos sistemas simples. Ademés, es una invitacion a explorar
mas propiedades de superficies que sean independientes del espacio-tiempo ya que
actualmente hay mucho interés en como el espacio-tiempo determina la emergencia

de distintos fenomenos.
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4. Aspectos en la Teoria de la Relatividad General

En el presente capitulo se trabaja béasicamente la ecuacion de Einstein en el
vacio utilizando las métricas de Finsler. Siguiendo este procedimiento se llega a
la métrica de Schwarzschild como consecuencia del teorema de Birkhoff. Luego se
plantean las geodésicas como idea de Friedmann-Lemaitre.

La métrica de Friedmann-Lamitre-Robertson-Walker o modelo FLRW es una
solucion exacta de las ecuaciones de campo de FEinstein de la relatividad general.
Por ultimo, mediante un programa de manipulaciéon algebraica se encuentran las
curvaturas de la métrica de Schwarzschild. El programa sigue el procedimiento de
Berwald |2, 3], que se adjunta en el anexo A de la pagina 51 con las correcciones

presentadas por Youssef y Elgendi [30].

4.1. Ecuaciones de Campo

Para verificar si los resultados de la Relatividad General se mantienen validos en
la geometria generalizada de los espacios de Finsler, es esencial desarrollar ecuaciones
de campo gravitacional adaptadas a esta geometria. Una forma de verificar esta
validez fue presentada por Rutz [20] y es el método que se sigue a continuacion. Por
supuesto, asi como en cualquier generalizaciéon tedrica, esto debe realizarse con el
objeto de reproducir las mismas predicciones —al menos las que han sido verificadas
por medio de experimentos— de la teoria anterior, dentro de sus limites de validez.
Aqui, es crucial reproducir al menos los resultados observables de la Relatividad
General cuando se utiliza la métrica de Riemann, el marco matemético original de
esta teoria. Sin embargo, mas alla de reproducir estos resultados, se busca generalizar
la Relatividad evitando la introduccion de nuevos principios o hipotesis, a excepcion
de la expansion de su geometria subyacente.

Es posible derivar un conjunto ampliado de ecuaciones de campo mediante una
analogia con la Relatividad General, similar a la comparacion que hizo Pirani [19]

entre esta teoria y la teoria gravitacional de Newton. En la teoria de Newton, las
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ecuaciones de movimiento de dos particulas de masa unitaria y con coordenadas z*(t)
y ' (t)+£(t) respectivamente que se mueven en un campo gravitacional determinado

por un potencial ¢(z*), se dan por

2ot i 06
Codt2 T OxI”
d?z d*¢ ij d¢ k, ij o (4.1)
2 =—N"F:— § n J - 5
dt dt O’ Oz Ok
donde 1 es la métrica del espacio plano (4, j,... = 1,2,3) en las coordenadas carte-

sianas, las derivadas de ¢ siendo evaluadas en el punto z° y los términos de segundo
orden en & siendo dejados a un lado. Al sustraer estas ecuaciones se descubre que
el vector de separacion & entre las dos particulas vecinas, que da una medida de

cuanto se desvia una trayectoria de la otra, cumple con la ecuaciéon diferencial

d?fz ;
7l + ka (4.2)
donde 5
i i
H, =n ISR (4.3)

Ya que la ecuacién de Laplace, V2¢ = " 0%¢/dz' 0x7 = 0, que es valida fuera de la

teoria Newtoniana, supone la condicién que por la simetria de H} tenga traza nula
H; = 0. (4.4)

En la Relatividad General, se representa una situaciéon analoga por la ecuacion de

desviaciéon geodésica

251 .
Ds? +Hk§ (4.5)
donde ahora es
H, = R}, @', (4.6)

siendo Z° el vector tangente definido en cada punto de la geodésico z*(s), R}lk el
tensor de curvatura de Riemann y D?¢'/Ds? la segunda derivada covariante con
respecto al elemento del arco ds del vector de desviacion & entre las dos geodésicas
vecinas, lo que en esta teoria representa las trayectorias de las particulas de prueba
(asi como los rayos de luz) presentes solo a la gravedad. Los indices ahora solo corren
de 1 a 4. Las ecuaciones de campo en el vacio de Einstein Ry = 0, donde Ry = R,
es el tensor de Ricci, también implican, asi como la ecuaciéon de Laplace en el caso
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newtoniano, que

H! =0. (4.7)

)

En los espacios de Finsler, la ecuacion de desviacion geodésica

5251
puede estar escrita del mismo modo que

5251

donde 6/ds es la derivada covariante d con respecto al elemento del arco ds, &' es
de nuevo el vector de desviacion entre las geodésicas vecinas, pero ahora el tensor

simétrico Hy se define a partir del tensor de curvatura de Finsler K}, como

H = Kyl (4.10)

El tensor de desviacion de Finsler H} puede también darse explicitamente en
términos del tensor métrico y sus derivadas [3]
IG" PG 0?°Gt . 0G'OGY

i _ _ g j
He=250 ~ oo™ T 2aw0eC ~ 9ai oik (4.1)

donde los G se dan por medio de

1 )
G = §yjk¢ﬂ¢k. (4.12)

Usando una analogia parecida a la aplicada entre la teoria newtoniana y la
Relatividad General, la generalizacion propuesta para las ecuaciones de campo en
el vacio de Einstein sugiere que el tensor de desviacion de Finsler H} sea de traza
nula

H =0, (4.13)

donde, obviamente, H = H.
Atn se puede definir un tensor parecido al Ricci en espacios de Finsler como
Ky = Ky, (4.14)
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en términos de los cuales se puede escribir
H = K;i'i'. (4.15)

Al expresar H de esta forma, se vuelve més facil ver que la ecuaciéon propuesta
(4.13) reproduzca las ecuaciones de campo en el vacio de Einstein si el espacio es de
Riemann, debido a que en este caso el tensor (4.14) realmente se reduce al tensor
de Ricci. Entonces, como el altimo no depende de las coordenadas direccionales i,
la ecuacion (4.13) se divide naturalmente en un sistema de ecuaciones diferenciales
separadas, a saber, K = Rj = 0. Pero dos puntos importantes deben realizarse con
respecto a la expresion de la ecuacion de campo (4.13) por medio de (4.15). Primero,
el tensor de curvatura de Finsler K;lk no tiene todas las propiedades simétricas que
tiene el tensor de Riemann y, consecuentemente, a diferencia del tensor de Riemann-
Ricci, (4.14) no esta definido de forma tnica (aparte de una eleccion de signo) como
la segunda contracciéon de rango del tensor de curvatura Kjlk. En segundo lugar,
mientras que si el espacio es de Riemann la ecuacion (4.13) implica que K;; = 0,
lo mismo no se justifica en absoluto en el caso general de Finsler. Por consiguiente,
la mera reescritura de las ecuaciones de campo en el vacio de Einstein basadas
solamente en las analogias entre los tensores de curvatura K;lk y R;'-lk, 0 sea que
requieren que Kj = 0 en general, no solo es menos general que (4.13) sino también
incluso mas dificil de resolver. De hecho, Kj;; = 0 es un sistema de varias ecuaciones
diferenciales para las funciones de z' y 2, mientras (4.13) es una ecuaci6on diferencial

simple en estas variables.

4.2. Una Soluciéon no Riemanniana

A continuacién se analiza la generalizacion de las ecuaciones de campo en el
vacio de Einstein propuestas de forma tensorial en la secciéon anterior. Para ello
algunas sustituciones son necesarias y también se invoca el teorema de Birkhoff.

En esta seccion se sigue la idea de Rutz [20] que trabajo una solucion a las
ecuaciones de campo de Einstein usando teoria de perturbaciones y apoyandose de
un software para resolverlos. Sin embargo, aqui s6lo se conserva el resultado principal

que es la ecuacion
ds® = gdr® + r*dQ* — hdt?, (4.16)

donde

4Q = \/d6? + sin? 0dg?, (4.17)
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Del libro de Stephani y Kramer [27] se han tomado los argumentos direccionales de

la métrica esféricamente simétrica de Finsler a dada, como sucede en [26], por
o =rdS)/dt
/ (4.18)
B = dr/dt.
Rutz [26] propone que un posible término de correccion, ehy(r, t) 3dt* = ehy(r, t)drdt,

podria ser realmente de Riemann y siempre se puede realizar una eleccion apropiada
de coordenadas para asegurar que sea cero, asi como para hacer que el coeficiente del

2 en el orden de cero de la aproximacion [15].

término dQ? en (4.16) sea dado como r
Esto es, por supuesto, un proceso comin cuando se considera la métrica esféricamen-
te simétrica y 4-dimensional de Riemann. Por cierto, notese que, para simplificar, no
se estd considerando en este primer intento en una solucién no-Riemannana, cual-
quier correccién al término d2? de (4.16). Los posibles términos cruzados en drdt,
drd$Q y dQ)dt fueron incorporados en el término dt? por medio del proceso presentado

por McCarthy y Rutz[17].

Ademés se deja de lado cualquier segunda o mayor potencia de € a través de
los célculos; por consiguiente, como H es una ecuacion lineal diferencial de segundo

orden, una vez se tenga
g()(?”, t) = 1/h0 s

2 4.19
h[)(T,t) :1__m7 ( )
r
como en la solucion de Schwarzschild[27]. Efectivamente no hay pérdida de gene-

ralidad al hacer eso, toda vez que el teorema de Birkhoff garantice que cualquier
solucion de orden de cero (que es de Riemann) a ecuaciones de campo en el vacio de
Einstein y por consiguiente a ecuacion (4.13) se puede transformar en una métrica

de Schwarzschild por medio de un cambio de coordenadas [27].

Incluso después que todas estas simplificaciones se han considerado, la funcién
de métrica (4.13) conduce a una expresion para H, dando un total de 594 términos
[26], siendo, por consiguiente, muy extenso para presentarse de forma conveniente

aqui. Pero se puede representar esqueméticamente como

eP
H=—"°"—— 4.20
Qo1 +2Q1) 420
donde P, (Qy y Q1 son expresiones polinomiales en las funciones desconocidas g1, g,
hq, sus derivadas de primer y segundo orden y sus coordenadas z?, dz’. Debido que

se estd considerando que € es pequeno se debe expresar H, por medio del teorema
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binomial, como
P(1 - P
g P —eQ) _ = (4.21)
Qo Qo
lo que reduce su longitud a 554 términos. La expresion en el denominador, )y, se
da por

Qo = 4(df + sin® 0d6*) (2m — r)’r"dt?,

y por consiguiente, se debe tener r # 2m (lo que ya conduce a una singularidad en el
caso de Schwarzchild) y  # 0 (lo que es una singularidad en coordenadas esféricas,

en cualquier caso), aparte de tener d) # 0, dt # 0.

Ademas, debido que las coordenadas direccionales dz* no ocurren en las fun-
ciones ¢y, g2, h1, que deben determinarse, y debido que estas son coordenadas in-
dependientes que pueden darse arbitrariamente, se tiene que el polinomio P en el
numerador de (4.21) se desvanece si y solo si cada uno de sus coeficientes, inde-
pendientes de da’ es cero. Estos coeficientes conduciran a un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales de segundo orden para las funciones g1, go, h1, lo que es equi-
valente a H = 0 para la métrica ds? = gdr? + r?>dQ* — hdt?. Por ejemplo, si se
consideran s6lo los términos en df y d¢ (por ejemplo, dr = 0) en el numerador de

(4.21), se reducira a
—de(d6® + sin® 0%) % (2m — r)*r0gy = 0,

lo que ya implica que g; = 0. Si la expresion de arriba no fuera tan simple, se
procederia a quitarla de la expresion completa para H y a desglosar el residuo. Pero
es mas simple poner g; = 0 en (4.21) , y asi, reducir la longitud de P a 310 términos.

De forma similar, luego se obtienen algunos pasos como este,
—12¢(db* + sin® 9gb2)2(2m — 1)*rtgy =0,

lo que implica que go = 0 también. Una vez se hayan considerado estos dos resultados
en (4.21), P se reduce a solo 45 términos y se puede obtener finalmente un sistema de

ecuaciones diferenciales en derivadas parciales para la funcién sobrante h;. Ignorando
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los factores generales dados por las potencias de dz*, (2m — r) o r, se tiene

) 2
2

o

2 orot o
o (2m —r)*r® + %(Hm —4r)(2m — r)r + (20m* — 11mr + 2r*)h; =0
or2 ar -

9%y Oy
(2m = r)r + == (Tm = 2r) = 0.

\ 87"875

De donde las ecuaciones tercera y quinta son facilmente integrables y ya impli-

can que hy es una funciéon sélo de la coordenada r

B(r) — A(r)(2m — 1)
(9m — 3r) ’

hy =

donde A(r) y B(r) son funciones arbitrarias de r que vienen de las integrales.
Por consiguiente, la segunda ecuaciéon da que
dhy  —(4m —r)

- = by =

dhy (2m —r)
dr r(2m —r)

)
7/.2

que satisface las ecuaciones primera y cuarta de forma idéntica. Por consiguiente, la
primera perturbaciéon de Finsler de la métrica de Schwarzchild, que es una solucion

para la generalizacion propuesta de las ecuaciones de campo en el vacio de Einstein,

dr? 2 dS)
d82 = OTT’[TL/T‘) + TQdQQ — (1 — Tm> (]_ — €E)dt2, (422)

se lee

que no es de Riemann, ya que el término en dQdt no es cuadrético en dx’. Notese
que el término de correccion de Finsler permanece cuando m = 0 y no se desvanece
cuando r — co. Este ejemplo demuestra que la ecuacion de campo en el vacio (4.13)

admite las soluciones que no son de Riemann.

4.3. Consecuencias Fisicas

En esta parte, se examinan las implicaciones fisicas de una soluciéon distinta a
la de Riemann (4.22), especialmente en lo que respecta a la llamada prueba clasica,
comparandola con los resultados de la Relatividad General. El procedimiento es

completamente analogo al que se usa habitualmente en la teoria previa. La ecuaciéon
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L. 2 i . G ok L.
geodésica Cing + V;k%% = 0 para la métrica (4.22) se transforma en

. m 22 12 22 m2m —r)
T—i—mr +(2m—7")<«9 Sin 0¢ > —Tt
2m — . /. .
_mem =) Ji y sinod = o,
r
Ly 2 .
0 — ¢°sinfcosf + —rf =0,
r
.9 . ..
o+ -1+ 2cothbp =0,
r
. om . (3m —1) \/—
t— t— 62 202 =0
r(2m—r)r 8r(2m—r)T +sin” 69
donde aqui se usa la notaciéon de punto, es decir - = d/dr y dr? = —ds>.

. . C e, e ™ .,
Uno siempre puede satisfacer la condicién inicial § = 5 6 = 0 por una rotacion
adecuada del sistema coordinado, y la segunda ecuaciéon en el sistema anterior,
entonces implica que # también desaparece para que la orbita permanezca en el

plano § = 7/2. Por consiguiente, se puede proceder de la simplificacion lagrangiana

1 1 . 2m\ . 2m\ ..
L=-|—2 2 (1—-=— )¢ 1—— )¢t 4.23
2 1—2m/7’r +ro ( 7’) Te ” oLy, (4.23)
ya que ¢ y t son coordenadas ciclicas, se sostienen dos leyes de conservacion, a saber
2 ° 8 2m .
TQH_E 1—— |t=A, (4.24)
r

—(1—2Tm)i+g<1—27m>g'b=3 (4.25)

Pero, recordando que se estan dejando de lado a las segundas y superiores

potencias de e, también se podria escribir, por sustituciéon una ecuaciéon dentro de

la otra,
. A €B
0= ntge
y
—-B cA

jo_—B A
1—2m/r+2r2
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En el lugar de la tercera ecuacion de movimiento, se usa la ecuacion definida

1 .9 259 2m D) 2m S
1—2m/7"r + 7% <1 . )t +ell . ot = —1, (4.26)

para el tiempo propio 7, el cual, como las leyes de conservaciéon de arriba, tiene la
forma de la primera integral de la ecuaciéon de movimiento. Para obtener las érbitas
r = r(¢) se reemplaza la variable T por ¢ y se simplifica la ecuacion por la sustitucion

u = r~ 1. Poniendo

. . —-B € dr du do €
AR+ SBu? = —— 2 i = SO pw — SBY
¢ R (1—2mu)+2 v dude dr R

en (4.26), se tiene, hasta el primer orden en ¢,

B\’* B —(1-2
u® + u2(1 — 2mu) — (Z) + 5Z [UQ + u2(1 _ 2mu)} = %7 (4.27)
donde v’ = Z—Z. Si se diferencia (4.27) se obtiene
" m 2 B " 2
w4 u=— +3mu’ —e— (u +u— 3mu?). (4.28)

A2 A
El altimo término en el lado derecho de (4.28) esta ausente en la Relatividad General,
mientras que en la Teoria Newtoniana solamente se tiene la primera:

m

A2

ug + ug = — Uy — — (1 + o cos ), (4.29)

m
A2
donde o es la excentricidad de la elipse. Asi como se sabe, una soluciéon aproximada

a la ecuacion relativista se puede obtener resolviendo

3m3 1 1
u’1'+u1:ﬁ+3mug = u :u0+ﬂ{1+a¢sin¢+02(§—ECOSZQS)},

A2 A
(4.30)

la cual, ignorando correcciones constantes o periddicas, lleva a

m 3m?
El periodo de u; es mas largo que 27 por la cantidad A¢, = 67 m?/A?, la cual

corresponde a la prediccion relativista por el avance del perihelio de los planetas

alrededor del Sol. Para Mercurio en particular, tenemos A¢, = 43.03" por siglos,
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como se predijo por la Relatividad General y el valor observado de A¢, = 43.11" £
0.45" por siglo [20]. Nétese que se puede escribir la ecuacion de perturbacion (4.28)

simplemente como
B
(1 + €Z> (v +u—3mu®) = %,

la cual, por el teorema de binomio, es hasta el primer orden en ¢, equivalente a

B
u’ +u — 3mu® = % <1 — 52) : (4.32)

Ahora, se puede obtener una solucién aproximada si se soluciona similarmente

m B m3 )
'+ ug = e (1 — EZ> + 3F(1 + o cos ¢)*, (4.33)

la cual, similarmente, admite como solucién
3

_m B m , (1 1
u2_A2<1_5A>(1+UCOS¢)+3A4 {1+U¢Sln¢+a (2—6COSQ¢)}.

Si otra vez se considera solamente una correccién secular, entonces

Wz%(l—ag) {l—l—acos {1—32—2(1—%5%)}(15}, (4.34)

donde otra vez se ha hecho uso del teorema de binomio. De (4.34) se puede ver

que la perturbacion introducida por el término de correccion de Finsler en (4.22)

incremente el valor predicho por el avance de perihelio por un factor de (1 + 5—)

A

6mm? B
A¢, = ZZ (1 —I—sz), (4.35)

y también incremente el promedio de radio de la 6rbita por la misma cantidad

=Lt -2 (1 N %)7 (4.36)

(w) m
otra vez, por medio del teorema del binomio.

El avance del perihelio de Mercurio fue uno de los resultados més importantes
y precisos de Relatividad General, y por ello se usa su margen de error experimental

(bajo) para establecer un limite en el tamano del parametro de perturbacion de
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Finsler . De (4.35) se debe tener
B .
'(A(/ﬁp)GREZ‘ < error experimental, (4.37)

donde (A¢,)GR es el resultado relativistico, ya que su diferencia del valor observado
estd dentro del margen de error. De (4.24) y (4.25) se tiene que el factor ¢ B/A esta
dado, hasta el primer orden en ¢, por

B (1—2m/r)t

E— = —€

T ey (4.38)

lo cual significa que los valores de las constantes A y B pueden ser determinados de la
Relatividad General (o tomando € = 0). Ya que en el perihelio (1 = 7y = (1 —0)a,
donde a es el eje semimayor de la elipse) y en el afelio (r = r,,4,) = (1+0)a se tiene
dr/d¢ = 0, y por lo tanto 7 = dr/dr = dr/d¢ d¢/dr = 0, luego le sigue (4.24),
(4.24) y (4.26) (con € = 0) que

A? B?
_ - 1
r?nin (1 - 2Tn/rmzn) ’
y
A? B?
_ =1,

72 (1= 2m/rmaes)

max

de donde se obtiene que

—(1=2m/rmaz) — (1 — 2m/rpin)

= 4.
S s ey ey e s ey e (4.39)
r?nax - r?nm
y
7‘2 _ 7,2 )
B= maz___min . 4.40
T?nam r?nin ( )

(1=2m/rmez) (1= 2m/7rmin)

Para Mercurio, o = 0.2056, y a = 57.91 x 10°%km, mientras que para el Sol m =
MG

2
9 x 10°km aproximadamente. Por lo tanto, (4.37) implica que |¢| = |ce| < 94.5km

= 1.475km en unidades geométricas [20] de esta manera se tiene B =1y A =
en unidades geométricas, o |g| < 3.15 x 10~%s. Con el mejoramiento progresivo en

la exactitud experimental en estos datos, los efectos introducidos por el término de

correccion de Finsler puede no ser observado atn.
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En el caso de luz debemos tener una geodésica nulo, y por consiguiente debemos

usar un parametro afin p en lugar de 7 y la relaciéon

1 dr\? L [(do\’ om\ [ dt \? 2m\ do dt
g () () () (@) () g =0 e

en el lugar de (4.26) . Cuando se llega al mismo enunciado para una eleccion adecua-
da de coordenadas del viaje de los rayos de luz en una superficie § = /2 realizamos

la ecuacion diferencial

B
W 4w = 3mu® — e (v +u — 3mu®),

(1 + ag) (u" +u — 3mu®) = 0, (4.42)

0, ya que (1 +¢& B/A) # 0, la misma ecuacion diferencial como en la Relatividad
General. Por ello, la luz viaja en la misma direcciéon a lo predicho por la métrica
de Schwartzschild. Respecto a la frecuencia de la luz medida por observadores, en
reposo en diferentes puntos de un campo gravitacional dado por (4.22), considere dos
observadores en Py, a P, y déjelo ser un dispositivo automatico mandando radiaciéon
de Py, a P,. La frecuencia de la radiacion seré inversamente proporcional al intervalo

de tiempo entre las crestas de ola sucesivas, medidas en P; como

2
dr = |1 - "ty (4.43)
™

debido que el observador alli esta en reposo (asi como dr = d2 = 0). De forma

similar, en P; el segundo observador mide

2
dry = /1 — 2t (4.44)
)

Asi como (4.22) describe un campo estacionario gravitacional, el intervalo de tiempo
fc dt para un viaje de cresta de ola de P a P, seré constante |20], y por consiguiente,
el tiempo entre la llegada a P, de crestas de ola sucesivas igualara el tiempo entre su
partida en P, dt; = dty, Y por consiguiente, las frecuencias medidas en cada punto

poseerén relacion inversa con los intervalos de tiempo entre las crestas sucesivas, a

vy 1—2m/ry
— =y —"=1 4.45
Vg \/ 1—2m/r +z (4.45)
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donde z se refiere al desplazamiento hacia el rojo entre las frecuencias.

La perturbacion introducida por el término de correccion de Finsler en (4.22)
no afecta el comportamiento de la luz como se describe a través del Test Cldsico de
la Relatividad General. Por consiguiente, efectos como la desviacion de la luz y el
desplazamiento hacia el rojo son lo mismo, ya sea como resultado de (4.22) o de la
métrica de Schwarzschild.

La forma mas natural y general de trabajar una métrica de 4 dimensiones

esféricamente simétrica es :
ds® = g11dr® + goor®dQ? + guudt® + 2(g1adrrdQ + gi4drdt),

que fue la que se trabajo y nos indujo a la métrica (4.22) de Schwarzschild, a esta
métrica se le calcularon las curvaturas mediante el procedimiento de Berwald y con

ayuda de Maple que son las ecuaciones tensoriales que se replican en el anexo.
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CONCLUSIONES

A partir de la discusion de este trabajo, se pueden mencionar las siguientes

conclusiones:

1. La teoria especial de la relatividad no puede negar la posibilidad de la exis-

tencia de velocidad superluminica.

2. La naturaleza esencial de la velocidad superluminica es la relatividad del orden
temporal. Si uno no sabe como distinguir los 6rdenes temporales, una particula
en movimiento con velocidad superluminica puede ser tomada por una en

movimiento con una velocidad subluminica de una naturaleza inusual.

3. La teoria especial de relatividad puede discutirse en el espacio-tiempo de Fins-
ler. La transformacion de espacio—tiempo de la métrica ds* de Finsler contiene

una nueva simetria entre lo temporal y lo espacial.

4. La longitud x intercambiaré la posiciéon con el incremento de tiempo t entre
la representacion de v’ y la representacion de v]. El momentum (o energia)
en la representacion temporal (o espacial) serd transformado en energia (o

momentum) en la representacion espacial (o temporal).

5. La diferencia entre la velocidad subluminica y la superluminica seria descrita
como se menciona a continuacién: una particula con velocidad subluminica
tiene momentum, energia y masa en movimiento positivos, y una particula

con velocidad superluminica, los tiene negativos.

6. Normalmente, se cree que los taquiones tienen una energia-impuso espacial de
cuatro vectores, asi que

E? < &2,
por consiguiente, el cuadrado de la masa m restante, definido por
m2ct = B? — &p? < 0,
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requiere que la masa en reposo sea imaginaria, ver Hawking y Ellis|[14].

Se puede utilizar la métrica de Finsler para generalizar la ecuaciéon de campo
de Einstein en el vacio. Se pueden encontrar soluciones no Riemannianas para

esta generalizacion.

Se puede utilizar la métrica de Finsler para generalizar la ecuacion de campo
de Einstein en el vacio. Se pueden encontrar soluciones no Riemannianas para
esta generalizacion. Un método eficiente es utilizar el anélisis numerico en la

teoria de perturbaciones para encontrar dichas soluciones.
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A. Cobdigo en Maple para el capitulo 4

Este codigo se hizo en Maple[16] con ayuda del paquete Finsler desarrollado
por Youssef y Elgendi [30] para corregir un paquete desarrollado inicialmente para el
libro Handbook of Finsler geometry editado por Antonelli |2, 3|, este codigo permite

hacer calculos en la geometria de Finsler.
La ejecucion del codigo se enlista a continuacion

> with (Finsler)

[Dcoordinates, Hdiff, K, connection, init, metricfunction, tddiff]

The coordinates are:

X =7
X?=9
X*=¢
Xt =t

’Y assigned to DCoordinateName’

The d-coordinates are:

Yt=dr

Y? = dth

Y3 = dph

Y4 =dt
A=1-2"
,

domg := \/dth? + (sin #)2dph?
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Fa=dr* (1~ QT)_I 12 (dth? + (sin6)2dph?) — (1 - 22 ) dt*

te(1-2" ) Vdth? + (sin 0)? dph2dr?

FO := dr? +r? (dth® + (sin6)” dph?) — dt* + g\/ dth? + (sin 0)* dph2dt*

"The components of the metric are:’

Grr =1
2( i )2 70 h2
Yoo = +1 jt (SI?G) dph 5/2€
2 (dth? + (sin §)2dph?)
1 dt®dth(sin 0)?dph
2 (dth? + (sinf)2dph?)?2°
dtdth

\/dth? + (sin 6 2dph2

G0 = 13(sin 0)2 + 1 d’(sin0)dth® S
2 (dth? + (sind)2dph?)/*

dt(sin 0)*dph
Vdth? + (sin 6 dehQ6

gu = —1 +\/dth? + (sin 0)2dph? ¢

Jdop = —

Jor =

9ot =

ds2 = (sin 0)® dph®r? 4+ dth*r?® + dr? — dt* + 3\/dth? + (sin 0)2dph? dt’e

F = \/ (sin 0)? dph?r? + dth?r? + dr? — dt? + 3+/dth? + (sin 0)2dph2dt2e
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1 1
G'=-— grdthz — 57’(8111 6)%dph?

_ lsin Odph?®(cos 0)r — 2drdth

2 T
1/ (4(sin 0)2dph? + 3dth?) cos 0)dph? sin 0dt?e

(dth? + (sin 0)2dph?)®/* r2

:dph(cos Odth r + sin dr) N ldtdeh cos § ((sin 0)* dph? + 2dth?) dthe
rsind 4 12sing (dth? + (sin 0)? dph2)3/2

1 (—sin @ cos Odph2dthr + 2 (sin )* dphdr + 2dth*dr) dt

2 ry/dth? + (sin 0)2dph?

G =

+ O(&?)

G¢

O(£%)

G =

+0(e?)

Ny = —dthr
Ny=-—r sin? @dph

dth
Nf :T + 0(62)

o dr 3 dt*dth? cos 6 sin 0dph?
No =—+7 52 €
T Ap2(dth? + sin? Odph?)
Ng = — sin 6dph cos 0
1 sin Odph cos 6dt? (2 sin* Gdph* + 5 sin® Odph*dth® + 6dth*)
4 r? (dth? + sin® §dph?)”"
0 1 (2sin® fdph? + 3dth?) cos fdph? sin Ot
t

N =— = e+ 0(e?)
2 (dth? + sin? 9dph?)*’* 12

+0(e?)

e+ 0(?)

_dphcos  1dt*dph?®cosBsin 6 (sin® Odph® + 4dth?)
~ sing 4 r2 (dth? + sin® dehQ)B/2
cos Odth v+ sinfdr 1 dt? cos 0dth® (sin® Odph® — 2dth?) )
rsinf 4 r2sin @ (dth? + sin® (9dph2)5/2 e+ 0E)
o L didphcosd (sin® 0dph? + 2di1) dbh
2 r2sin 6 (dth2 + sin? 9dph2)3/2

dth? + sin® Odph2dt
Y LS cv o)

v 1 dt (cos 0 sin® Odph* r — 2 sin® @dph®drdth — 2d7“dth3) L O@E)
_ £ €
A (dth? + sin? 0dph?)** r

Ny e+ 0(?)

¢
Ny

+ O(e?)

Nt
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1 sin @dphdt (— cos 0 sin® @dph®dth r + 2 sin® §dph?dr)
2 (dth? + sin? 0dph?)*? »
1sin Odphdt (=2 cos §dth® r + 2sin Odrdth?)
2 (dth2 + sin? 9dph2)3/2 r )
N :1 — sin @ cos Odph?dth r + 2sin® Odph®dr + 2dth>dr
2 r+/dth? + sin’ Odph?

3

t
¢

+ O(e?)

e+ 0(?)

\V/dth? + sin? dph?dt )

r

Np =dth r+ O(?)
dr  1dt?sinOdph? cos Odth (4 sin® fdph?® + dth?)

N! = + O(g?)

N =3 2 (dth? + sin? fdph?) o
NS = — dphcos ldthph cos § (4sin® fdph® + 7sin® Odph*dth* + 6dth*) .
sin 6 4 r2sin 0 (dth2 + sin? 0dph2) 5/2
+0(e?)
A 1 dtdth (sin 0 cos @dph*dthr + 2sin® @dph*dr + 2dth?dr) -+ 0()
2 (dth? + sin® 9dph?)** r

N}, =rsin® 0dph + O(&?)

0 . 1 sin Odphdt? cos 0 (sin4 Odph* — 6 sin? Odph?dth? — 4dth4)
Ny =sinfdphcost — — 5/ €
4 r2 (dth2 + sin? 9dph2)

+ O(e?)
1 dthdt? cos (4 sin® Odph* + 3 sin? Odph?dth? + 2dth4)
- €
4 r2sin @ (dth2 + sin? 9dph2) 5/2
cos Odth r + sin Odr +O(e)

rsin 6
Nt — 1 sin @dphdt (3 cos 0 sin? Odph®dth r + 2 sin® 9dph2dr)

v 2 (dth2 + sin? dehz)B/2 r
1 sin Odphdt (42 cos Odth? r + 2 sin Odrdth?)
2 (dth2 + sin? 9dph2)3/2 r

¢
Ny

3

e+ 0(?)
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o _1 dt sin Odph? cos 0 (3 sin® Odph® + 2dth?)

e+ 0(?)
b2 r2 (dth? + sin® 6dph?)™*
1 dtdph cos 0 (sin® Odph? + 2dth?) dth
p =L dudphcosd (s’ bdp Jdih | o)
2 y2ging (dth2 + sin? 6’dph2)
Nt :1 — sin 6 cos Odph®dth r + 2 sin® Odph?dr + 2dthdr -+ 0(2)

2 r \/dth? + sin? Odph?

B 1 (5sin® @dph? + 9dth?) dt? sin 3dph2 cos 6 O
4 r (dth2 + sin? 9dph2) /2

(= sin? Odph? — 2dth2) dth cos Odphdt? sin 0

- r (dth2 + sin? 6dph2)3/ 2

Br__ 1 dtdthsin Odph? cos § -1 O()

2\/dth? + sin® dph? r

3 (2 sin? Odph? + 3dth2) cos Odph? sin Odt?

o4 (dth2 + sin? 9dph2)3/2 r3 )

1 (3 cos? 0 sin? dph* + 4 sin® Odph* + 10 sin* deththz) dt*dph?

4 r2 (dth2 + sin? 0dph2)5/ ?

1 (9 cos? Odth® + 9sin® fdth*) dt*dph?

4 2 (dth? + sin? dph?)””

1 (2sin® Odph* + 5sin* Odph*dth?*) dt*dthdph

4 r? (dth? + sin® 6dph?)* )

1 (—10sin® g cos? fdph*dth?® + 6 sin® Odth* + 2 cos® Odth*) dt*dthdph

r? (dth? + sin” dph?)* )

e+ 0(?)

+ O(e?)

£

+0(£?)

+

= |

+ O(£?)

Bf _ 1 (3 cos? 0 sin? Odph2dthr + 2 sind edphzdthfr) dph>dt )
2 (dth? + sin® 6dph?) > 13
1 (6 cos @sin® @dph>dr + T cos® Bdth®r + 3sin? §dth?r) dph?dt

9

2 (dth? + sin® 0dph?)*'* 13
1 : 2 2

1 (9cos@sinfdrdth?) ci]fzh dt 0@
2 (dth? + sin® 0dph?)”" 3
3 dt*dph cos 0 (sin® Odph? + 2dth?) dth

4 p3sing (dth2 + sin? 9d]0h2)3/2

B¢ = e+ O(g%)
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(4 cos? 0 sin* fdph* + sin 9dph4) dt2dthdph

(dth2 + sin dehQ) sin? 9r2
(—6sin” 0 cos® Gdph*dth? + 2sin* Odph?dth?) dt*dthdph
(alth2 + sin? dehQ) 52 in? gr-2 )
(2 cos? Odth* + 4 sin 9dth4) dt2dthdph O(=)
(dth2 + sin 9dph2) sin? Or2
(cos? 0 sin® OdphS — 2 cos? @ sin* Odph*dth?) dt*
sin? 4 (dth2 + sin? (9dph2)5/ 2 2
(11 cos? 0 sin® Odph?dth* + sin* Odph*dth*) dt*
sin® @ (dth2 + sin? 9dph2) 52 2
1 (2cos® 0dth® — 2sin® 0dth®) dt*
4 sin? (dth2 + sin? Hdphz) 52 2
B 1 (cos? @ sin Odph*r + cos? @ sin® Odph?dth®r + sin* dph*dth*r) dtalph8
(dth? + sin® deh2)3/2 sin? @r3

By = —

1 =

A~ =

1 =

¢ _
BY=-

£

B~ =

€

B~ =

+ O(e?)

N 1 (3cos@sin® Odph®drdth + 4 cos® Odth*r + 2sin® §dth*r) dtdph
- £
2 (dth? + sin® 6dph?) > sin® 613

N % (6 cos @ sin Odrdth?) dtdph L O@E)

(dth2 + sin? 9dph2)3/ ®sin? 0r3
: 2
Bt dtdth sin Odph” cos 6 e+ O(e)
\/dth? + sin® Odph?r
(sm Odph?dthr — 4 cos Hdphzdthr) sin detht

t _

) (dth2 + sin dehQ)?’/2
N 1(—sin Odph?dr cos 6 + 2dth3r) sin® Odph>dt e+ 0(e)
2 (dth2 + sin 9dph2) 82,
B, = 1 (sin® Odph®dthr — 4 sin 6 cos dehzdth"r’) sin Hdtdphdth
2 (dth? + sin® Odph?) 82,
1 (sin® @ cos Odph?dr + 2 sin §dth®r + 2 cos Odrdth?*) sin fdtdphdth
2 (dth? + sin? 6dph?)* )
+0(£%)
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Bt 1 cos? @ sin? Odph*r? — 2sin Odph*r? — 3 cos® Odphdth*r? .
"2 \/dth? + sin® Odph?r2
(—5sin® Odph?dth*r? — 4 cos 0 sin @dph®drdthr + 6 sin® dph*dr?)
\/dth? + sin® Odph?r2
—2dth*r* + 6dr?dth?
( ¢ + 6dr ) 0@
\V/dth? + sin® Odph?r?

1
2
1
2

3 dth? cos Odph? sin Odt>

NLRY, = e+ 0(?)
T A (dth? + sin? 0dph?)?
1 dt>dph? cos 6 sin 8 (sin? Odph? + 4dth?
NLR?, —— ph? cos fsin § (sin® Odp - ) -4 0()
4 r3 (dth? + sin? Odph?)
1 in® Odph* cos Odt
NLR!, — sin” Odph* cos T -1 O()
(dth2 + sin 9dph2)
NLE’ 1 sin Odph cos 6dt? (2 sin 0dph4 + 5 sin® Odph?dth? + 6dth*)
o — €
° T4 r3 (dth2 + sin? 9dph2)5/2
+ O(&?)
1dt? Odth? (sin® Odph? — 2dth?
NLRf(z) 1 COS (sm p - ) e+ 0(52)
4 p3ging (dth2 + sin? 9dph2)
1 cos @ (sin? @dph® + 2dth?) sin thdphdth
NLR;, =5 ( ) 75 O(e?)
(dth2 + sin 9dph2)
2sin? Odph? + 3dth? Odph? sin Odt
NLR, — (2sin* Odp ) cos 3/2p sin c 1+ 0@
(dth2 + sin? 9dph2) r3
— sin? @dph?® — 2dth?) dt dph cos 8dth
NLth :( sin” Gap ) Ph COS n O(€2>

r3sin @ (dth? + sin® 9dph2)3/ ?

NLE, _sinfcos Odph’dth r — 2 sin® Odph®dr — 2dth*dr -1 0()
r2+/dth? + sin® fdph?
(sm Odph? + 2dth?) dt* cos Odph sin 0
(dth? + sin® dph?)**

(cos? 0 sin® Gdph* + 2 sin® dph* — 5sin® 0 cos® §dph*dth?) dphdt*

e+ O(?)

1
4 (dth? + sin® 0dph?)®” r?
(5sin® Odph?®dth?® + 6 cos® Odth* + 6 sin” Odth*) dphdt?

1
- e+ 0(?)
4 (dth2 + sin 6dph2)5/ 2
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1 (3 cos? 0 sin® Odph* — 9 cos? Odph?dth?) dt*dth
4 (dth? + sin? Bdph?)*/? r2

1 (—sin® @dph*dth® + 2dth*) dt*dth -1 0()

4 (dth2 + sin? 9dph2) 52 2
(sin2 Odph? — 4dph? cos? 6 + 2dth2) dth dt dphsin® 6
(dth? + sin® 6dph?)*/”

NLR], 1 (2sin® @dph?® + 3dth?) cos fdph?sin § dt
2 r (dth2 + sin? 9alph2)3/2
NLR, 1 dph?dt (2 cos? @ sin' Odph* r + 2 sin® Odph’r)

2 r3 (dth? + sin” dph?)

1 dph*dt (5 cos® § sin® @dph*dth*r + 5 sin® Odph®dth?r)

2 P (dth? + sin® 0dph?) >

1 dph*dt (3 cos® §dth*r + 3sin® fdth*r — 3 cos 0 sin Odrdth?)

2 7 (dth? + sin? 0dph?)
+0(?)

1 dtdph (cos? 0 sin® §dph*dth r + sin® §dph*dth r)
2 r3sin? 0 (dth? + sin? 0dph?)”?

1 dtdph (cos 0 sin® Odph*dr + 3 cos? @ sin® Odph?dth® r)
2 r3sin? 0 (dth2 + sin? 0dph2) 5/2

1 dtdph (3sin Odph?dth® r + 4 cos 0 sin® Odph?drdth?)
2 rsin? 0 (dth? + sin? 0dph?)””

1 dtdph (2 cos? 8dth® r + 2sin® dth® r)
2 r3sin’ @ (dth2 + sin? 9dph2)5/2
NLR!, :1 cos? O sin® Odph*dth r? + 3sin? Odph*dth r* + cos 0 sin® Odph*drr

2 r2 (dth2 + sin? 9dph2)3/2

10082 Odph?dth? r? 4 5sin® Odph®dth® r*> — 2sin? Odph?dr’dth

2 r? (dth? + sin® 6dph?) )

1 2dth’ r® — 2dr*dth?

202 (dth? + sin? 6dph?)™”

1 cos B (sin® Odph® + 2dth?) sin Odtdphdth
2 r (dth? + sin? 6dph?)*? )

3

NLRj, = -

e+ 0(?)

1
to_
NLRj, =3

e+ 0(?)

£

3

3

3

NLRj , = —

€

9

e+ O(e?)

3

+ 0(e?)

+ 0(e?)

NLR},, =
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NLRZ t 1 dtdph cos 6 (cos @ sin Odph*dth r + 2sin® Odph*dr)
: r3 (dth? + sin® dph?) "
1 dtdph cos 0 (5 cos 6 sin® @dph?dth® r + 5 sin® Odph®drdth?)
2 r (dth? + sin? 0dph?)
1 dtdph cos 0 (4 cos §dth® r + 6sin Odrdth?)
2 r3 (dth2 + sin? 6dph2) 5/
1 dt cos 6 (cos 0 sin® 8dph® r + cos 0 sin Odph*dth® r)
2 r3sin? 4 (dth2 + sin? 9dph2) 5/2
1 dt cos 6 (2 cos 0 sin® dph*dth* r — sin® Odph?drdth?)
2 r3sin? 6 (dth2 + sin? 9dph2)5/2
1dtcos§ (2cos dth® r + 2sin fdrdth?)
2 r3sin? 4 (dth2 + sin? Odphz) 5/2
1 dph (cos? @ sin* dph* r? — 2sin® Odph* r?)
2 r2 (dth? + sin® 0dph?)*®
1 dph (— cos? @ sin® Odph®dth? r* — 4 sin® Odph?dth® r?)
2 r2 (dth? + sin? 6dph?)*? )
1 dph (— cos 0 sin® @dph?drdth r — 2 cos® §dth* r? + 2sin® Odph?dr?)
2 r2 (dth? + sin? 6dph?)*? )
1 dph (—2 sin? @dth* r? — 2 cos @ sin Odrdth® r + 2 sin? Odr? tdth2)
2 r2 (dth2 + sin? 6dph2)3/2
+ O(?)

3

3

e+ 0(?)

3

NLRj, = -

£

+ O(e?)

£

NLRY , =~

3
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