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OBJETIVOS

Objetivo General

Se le llama mediciéon difusa al proceso en el cual al medir un sistema de varias par-
ticulas, existe una posibilidad de identificar errébneamente a las particulas. El objetivo
general de este proyecto es describir completamente dichas mediciones. Para realizar la
descripcién es necesario un mapeo que proporcione la probabilidad obtener las posibles

salidas de una medicién difusa, asi como el estado posterior a la medicion.

Objetivos Especificos

1. Estudiar los operadores de Kraus y las medidas POVM que describan completa-

mente las mediciones difusas para sistemas de dos particulas.

2. Examinar instrumentos cuanticos equivalentes que describan completamente me-

diciones difusas en un sistema de dos particulas.

3. Generalizar los operadores de Kraus que describan completamente las mediciones

difusas en sistemas de N particulas.

4. Analizar mediciones difusas con observables no factorizables en sistemas de N

particulas.

5. Crear un programa que exhiba el mapa de probabilidades y el estado resultante

luego de la medicion, a partir de un estado inicial y un observable dado.
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INTRODUCCION

En el transcurso del ultimo siglo, la medicién ha destacado como uno de los campos
de estudio mas notables dentro del ambito de la mecénica cuantica. La mediciéon es un
tipo de evolucion que puede experimentar un sistema cuantico, y que permite recuperar
informacion clasica de un estado cuantico, y es la forma en la cual la informaciéon puede
ser interpretada [1|. El esfuerzo de muchos investigadores por comprender el proceso
de medicion en sistemas cuanticos ha llevado al desarrollo de instrumentos y técnicas

que se utilizan ampliamente en ramas de investigacion aplicadas [2].

La mayoria de literatura introductoria a la mecénica cuantica suele enfocarse en
las mediciones proyectivas en sistemas ideales. En este enfoque, es posible seleccionar
una base del observable que se desea medir y al hacerlo se encontrara que el sistema
se proyecta a uno de los estados de la misma. Aunque pudo haber estado en cualquier
estado antes de la medicion [3]. Este estado es aleatorio y la probabilidad de que se
encuentre en cualquiera de estos estados esté dictada por la regla de Born. Natural-
mente, en la practica las mediciones que se realizan son imperfectas, es por ello que es
necesario emplear un formalismo més extenso, tal como el de las operaciones cuanticas
y las mediciones POVM o generalizadas. Dichas herramientas pueden proporcionar una

descripcion total de las mediciones no ideales.

Este trabajo se enfoca en mediciones difusas, las cuales son un tipo concreto de
mediciones imperfectas. Estas ocurren cuando se lleva a cabo el proceso de medicion en
un sistema de multiples particulas y hay una posibilidad de error en la identificacion de
las particulas. Aun asi, es posible cuantificar los resultados de esta mediciéon utilizando
las herramientas formales mencionadas previamente. Estas detecciones imperfectas se

exponen en la referencia [4].

En los siguientes tres capitulos se expone un marco que facilita la comprension del
proceso de medicion, disenado especificamente para mediciones difusas. A continuacion,
se ofrece una breve descripciéon de la estructura de esta tesis y el contenido de los

distintos capitulos.

En el capitulo 1 se aborda un marco conceptual que contiene las herramientas

XIX



mas béasicas en la descripcion de mediciones en sistemas cuédnticos. En primer lugar,
se exponen los operadores de densidad los cuales permiten expresar al estado de un
sistema cuantico de una forma general. Por otro lado, se presenta el formalismo de
las mediciones POVM vy se aborda el tema de las operaciones cuanticas, las cuales
desempenan un papel importante en la configuraciéon de la evoluciéon que experimenta

un sistema cuantico debido al proceso de medicion.

En el capitulo 2, se presenta el problema de las mediciones difusas de manera
formal. En este capitulo se describe los elementos clave del problema que se utilizaran
como marco de referencia en el resto de la tesis, los cuales son el valor esperado de
las mediciones difusas y el operador difuso. Asimismo se introduce los instrumentos
cuanticos, los cuales constituyen una nueva herramienta, que describe enteramente las

mediciones.

El capitulo 3, aborda los resultados obtenidos utilizando como base las herramien-
tas desarrolladas en los capitulos 1 y 2, para sistemas simples que estén conformados
por dos particulas. Posteriormente, se generalizan los resultados y se formulan en un

sistema de IV particulas, tomando en cuenta observables no factorizables.

XX



1. OPERADORES DE DENSIDAD Y
OPERACIONES CUANTICAS

1.1. Introduccion

Con el proposito de lograr los objetivos de esta tesis primero seréd indispensable
examinar el formalismo de algunas herramientas tales como el operador densidad, las
medidas POVM vy las operaciones cuanticas. El operador de densidad también conocido
como «matriz de densidad» describe el estado cuantico de un sistema fisico y genera-
liza los vectores de estado, puesto que éstos pueden representar estados mixtos. Este
operador contiene todas las propiedades estadisticas de un sistema cuéntico, incluso
cuando no es posible describir el sistema mediante un estado puro. Por otro lado, las
medidas POVM, también llamadas medidas generalizadas, son apropiadas debido a que
consideran la interaccion del sistema con su entorno. Estas medidas son especialmente
utiles porque proporcionan las estadisticas de medicion. Por tltimo, el formalismo de
las operaciones cuanticas describe los efectos de la mediciéon en un sistema cuantico y
representa la descripcion de los cambios de estados discretos, esto es transformaciones
entre el estado inicial p y el estado final p/, sin necesidad de referenciar al paso del

tiempo [5].

En la seccion 1.2, se presentan la definicion y las propiedades del operador de
densidad y se reformulan los postulados de la mecénica cuantica utilizando este ope-
rador. Ademas se expone el operador de densidad reducido, una de las aplicaciones
més importantes del operador de densidad. En la seccion 1.3, se hablara de un caso
particular de las mediciones, las mediciones proyectivas, asi como se discutira acerca
de los operadores POVM. Finalmente, en la seccion 1.4 se aborda el formalismo de las
operaciones cuanticas que permitira familiarizarse con la teoria basica de las mismas e
involucra a los operadores conocidos como operadores de Kraus. Asimismo se presen-
ta un teorema importante sobre la libertad unitaria en la representacion de suma de

operadores para una operaciéon cuéntica.



1.2. Operador de densidad

El lenguaje de los operadores de densidad proporciona un medio conveniente para
describir los sistemas cuénticos, tales que su estado no es completamente conocido.
Cuando un sistema cuantico esta representado por un tnico vector de estado |1);),
completamente conocido, se le llama estado puro. No obstante, es posible que un sistema
esté en un conjunto estadistico de distintos vectores puros de estado, por esta razon se

puede enunciar la siguiente definicion.

Definicion 1.1 (Operador de densidad). El operador de densidad p correspondiente

al ensamble de estados puros {p;, [1;)} es definido como [1]

p= ijlt/)j)(?ﬂﬂ- (1.1)

A menudo se utiliza el término matriz de densidad para referirse al operador de
densidad, en la practica estos dos términos se utilizan indistintamente. Esta formu-
lacion, es equivalente a la aproximacion del vector de estado, sin embargo a veces es

mucho més féacil acercarse a problemas desde este nuevo punto de vista.

Considérese una medicién en un ensamble, de algtin observable O. Una pregunta
importante seria, ;cudl es el valor promedio de O cuando se reproduce un nimero muy
grande de mediciones? La respuesta estd dada por el promedio (O) del ensamble, el

cual se define por [6]
(0) = Zpiwilolm-)
=33 Y milwilla) (651016 (o)
i J k

— ZZ(%’ <ZP1W%>(%\) |6;) (0510 r),

(1.2)

donde {|¢;)} es una base ortonormal del espacio de Hilbert del sistema. La matriz
que se encuentra dentro del paréntesis en tltima linea en la ecuacion (1.2) es una
motivacion para definir el operador de densidad en la forma de la ecuacion (1.1). Notar
que (¢x|p|¢;) son los elementos de la matriz p, escrita en la base |¢,). Por lo tanto, el

valor promedio del observable es [6]

(0), =D " (dellos) (05Ol b
ik (1.3)

= tr(p0).




1.2.1. Propiedades del operador de densidad

En esta seccién se desarrolla algunas de las caracteristicas y propiedades de los
operadores de densidad. Asimismo se presenta la formulacion de los postulados de la

mecanica cuantica.
Para iniciar se enuncia la siguiente proposicion y el siguiente teorema.

Proposicion 1.1. El operador de densidad es un operador hermitico.

Demostracion.

;

PT = (ZMWQW%’)
= ZPZ(WJWZDT
= Zpi|¢i><¢z’|

(1.4)

De acuerdo a Nielsen y Chuang [5]:

Teorema 1.2 (Caracterizacion del operador de densidad). Un operador p es un
operador de densidad, asociado a algin ensamble {p;, |1;)}si y solo si este satisface las

siguientes condiciones:
1. p tiene una traza igual a uno.
2. p es un operador positivo semidefinido.

Ahora se procede a demostrar formalmente este teorema.

Demostracion. Primero se supondréa que p es un operador de densidad por lo que debe




cumplir con la definiciéon (1.1), al computar la traza se obtiene que

= Ir (Zpiww)
=ZpiZTr (e} ]

= szz il i)
= Zsz

= Zpi =1.

Ahora para la segunda condicion, se toma un vector de estado arbitrario |¢)

{elolp) = sz i) (Wil o)
= Zpi (Wilp)]* > 0.
La desigualdad se sigue porque cada p; es una probabilidad y por lo tanto no es negativa.

Por la definicién de operadores positivos semidefinidos, p cumple la segunda condicion.

Ahora se debe mostrar el converso del enunciado anterior. Suponiendo p es un

operador que cumple las dos condiciones, entonces se debe demostrar que es un operador

de densidad.

Dado que p es un operador positivo semidefinido entonces tiene una descomposi-

cion espectral dada por la siguiente ecuacion [5]
p=" Ml

con |i) vectores ortogonales y \; son valores propios reales no negativos, de la matriz

p. Ademas satisface que la traza es uno

Trp)zlzZ)\z-.

Luego, un sistema estado |i) con una probabilidad \; tendra un operador asociado

p. Esto significa que, el ensamble {\;, |i)} corresponde al operador p que cumple con

(1.1).




Este teorema permite obtener una definicién equivalente del operador de densidad
y con ello es posible reformular los postulados de la mecéanica cuantica utilizando este

operador. Nielsen y Chuang [5] presentan la siguiente reformulacion.

Postulado 1: Cualquier sistema fisico tiene asociado un espacio de Hilbert
‘H, conocido como el espacio de estado del sistema. El sistema esta completamente
descrito por su operador de densidad, el cual es un operador p positivo semidefi-
nido con traza uno, actuando en el espacio de estado del sistema. Si un sistema
cuantico esté en el estado p; con una probabilidad p;, entonces el operador de

densidad para el sistema es ) . p;p;.

Postulado 2: La evolucion de un sistema cuantico cerrado esta descrita por
una transformacion unitaria. Esto es, el estado p del sistema en el tiempo ¢; esta
relacionado con el estado p’ del sistema en el tiempo ¢, por un operador unitario

U que depende solamente de t; y o,

P =UpUT. (1.5)

Postulado 3: Las mediciones cuanticas estdn descritas por una coleccién
{M,,} de operadores de medicion. Estos operadores actiian en el espacio de es-
tado del sistema que se estd midiendo. El indice m se refiere a las salidas de la
medicién que pueden ocurrir en el experimento. Si el estado del sistema cuantico
es p inmediatamente antes de la medicion, luego la probabilidad de obtener el

resultado m esta dada por
p(m) = Te(M'Mp) (1.6)

y el estado del sistema después de la medicion es

M p M,
= Pl (1.7)
Tr( My, M,p)
Los operadores de medicion satisfacen la relacion de completitud
> MM, =1. (1.8)

m

Postulado 4: El espacio de Hilbert de un sistema fisico compuesto es el
producto tensorial de los espacios de Hilbert individuales de cada uno de los

sistemas que componen al sistema total. Es decir, si el sistema total se compone




de N subsistemas, entonces
Hiotal = H1 @ Ha @ - @ H. (1.9)

Mas aiin, si el i-ésimo sistema, se encuentra en el estado p;, entonces el estado

del sistema total seré

Ptotal = P1 & P2 @ -+ & pPN. (1.10)

Con esta reformulacion de los postulados de la mecanica cuéntica se tiene la
ventaja que es mas facil trabajar en la descripcion de sistemas cuénticos cuyos estados
son mixtos y la descripcion de subsistemas de un sistema cuéntico compuesto. Ahora,

es necesario discutir estos conceptos, nuevas definiciones y hechos sobre operadores de

densidad.

Antes de pasar a la siguiente seccion, es indispensable discutir qué clase de ensam-
bles pueden dar una matriz de densidad particular y cuando dos conjuntos de vectores
{l¥:)} y{l¢;)} generan el mismo operador de densidad. La respuesta a estas interro-
gantes tiene muchas aplicaciones en informaciéon y computacion cuantica. Para ello se

presenta el siguiente teorema y su demostracion que enuncian Nielsen y Chuang [5].

Teorema 1.3 (Libertad unitaria en el ensamble para matrices de densidad).
Los conjuntos {|vi)} y {|¢;)}, no necesariamente normalizados, generan la misma

matriz de densidad si y solo si
Vi) = Zuz’j|¢j>a (1.11)
J

donde w;; es una matriz unitaria compleja, con indices i y j. Se completa con vectores

0 adicionales en caso uno de los conjuntos tenga menos elementos.

Demostracion. Primero, se supone que |¢;) = >, u;;|¢;) para alguna matriz u;;. Luego

sz (Wil = wijusylés) (ol

ijk

= Z (Z UL%) |95) (Dx|
Z k’¢] (¢l
= Z 195) (@51,




con lo que se prueba que {|¢;)} y{|¢;)} generan el mismo operador. Notar que para es-
tado normalizados {[¢;)} y{|¢;)} y distribuciones de probabilidad p; y g;, si VPi ;) =
> Uij /T |¢;) se obtendra el mismo operador de densidad p = Y, pildi)(di| =
35 45195) (951,

Por otro lado, se supone que ambos conjuntos generan el mismo operador

Q= Z [90i) (| = Z |67) (5]

Luego la descomposicion espectral del operador es Q@ = Y, A¢|k) (k| tal que los
vectores |k) son ortonormales, y A; son estrictamente positivos. Sea |i¢) un vector
ortonormal al espacio generado por |k) = v/Ax|k), de ello (¥]k)(k|)) = 0 para todo k,

y luego se ve que

0= (WIQI) =D (Wl (Wile) = Z! (W ]i)]?

i

y (¥]1p;) = 0 para todo i y todo [¢) ortonormal al espacio generado por el ]/;) Esto se

sigue que cada |v;) puede expresarse como una combinacion lineal de los vectores |k),

(i) = 3y carl ).
Como Q = 3, k) (k| = 32, |vi) (4], se ve que

IR o port It

los operadores |k)(l| es facil ver que son linealmente independientes y debe ser que
> cikCh = 0. Esto asegura que se puedan agregar columnas extra a ¢ para obtener
una matriz v tal que ;) = 3, vg|k), donde se han agregado vectores cero a la lista de
|k). Similarmente, se puede encontrar una matriz unitaria w tal que |¢;) = 3, wj|k).
Luego |¢;) = >_;uijl¢;), donde u = vw' es unitaria. De manera similar se concluye
que para ensambles que generan el mismo operador de densidad p = ). p;|¢i)(¢:i] =
> qj\gz;j)<¢~5j| entonces se tiene una matriz unitaria u tal que \/EW;Z) =2, u”\/q_]|gz~ﬁj>

[

1.2.2. El operador de densidad reducido

Una de las aplicaciones més importantes del operador de densidad es el operador
de densidad reducido. Este operador es una herramienta descriptiva para subsistemas

de un sistema cuéntico y su discusion se llevara a cabo a continuacion.




Supongase que se tiene sistemas A y B, cuyos estados estan descritos por el
operador de densidad p4p. El operador de densidad reducido o local para el sistema A

es definido por
pa = Trp(pas), (1.12)

donde Trg es un mapeo de operadores conocidos como la traza parcial sobre el sistema

B. La traza parcial tiene la siguiente definicion, presentada por Wilde [1].

Definicion 1.2 (Traza parcial). Sea pap un operador cuadrado actuando en un
producto tensorial del espacio de Hilbert H4 ® Hp v sea {|l),} una base ortonormal
para el espacio Hp. Luego la traza parcial sobre el sistema Hp esta definida como
sigue:

Trp(pan) = Y (1@ (I|5)pan(1 @ [1)p). (1.13)

Por simplicidad, no se suele escribir los operadores identidad y se escribe de la siguiente

forma:

Trp(pas) = Y _(lspasll)s. (1.14)

Por la misma razon que la definicién de la traza es invariante bajo la eleccion de
una base ortonormal, lo mismo es cierto para la operacion de traza parcial. También se

observa, a partir de la definicién anterior, que la traza parcial es una operacién lineal.

En conclusion, dado un operador psp que describe un estado conjunto de los
sistemas A y B, es posible calcular un operador de densidad local p4, que describe el

estado local de A si el sistema B es inaccesible para A.

Segtn Wilde [1], existe una forma alternativa de describir la traza parcial, la cual

es util estar consciente. Para un estado simple de la forma

|71) (2] 4 ® |y1)(Y2|B, (1.15)
la acciéon de la traza parcial es como sigue:

Trp(|z1) (w24 ® Y1) (Y2l 5) = |21) (2| aTr(|Y1) (92| B)

1.16
— for) oala(galn). (1.16)

donde se calcula la traza del segundo sistema para obtener el operador de densidad

local del primero.

Esto se puede generalizar para un operador de densidad arbitrario pap, con una




base ortonormal {|i)4 ® |j)p}i; para un estado conformado por dos sistemas:

pag = Aigralli)a ®[i)p) ((Kla @ ()

i7j7k7l

= Z )\i,j;k,l‘ixk’A ® U><l|Bv

i7j7k’l

(1.17)

los coeficientes \; j.x; son los elementos de la matriz psp en la base respectiva.

Luego al aplicar la traza parcial y usando la linealidad de la traza, se obtiene

pa = Trp (Z Aijike,t| 1) (K4 ® |j><l|B>

1,5,k,1
= 3" M Tra(li) (kla ® 17)11)
1,5,k,l

= > Nl kLT ) (118)

Z'7j7k7l

= 3 Asnalid(hLadil)

i7j7k7l

=Z(ZMMJMWA

La razon principal para estudiar el operador de densidad reducido es que es la tni-
ca operacion que proporciona la descripcion correcta de observables para subsistemas

de un sistema compuesto.

Nielsen y Chuang [5] proponen la siguiente situaciéon. Supongase que M es un
observable en el sistema de Hilbert H,4 y se tiene algtin dispositivo de medicion, el
cual es capaz de realizar la medicion de M. Ademas, sea M un observable para la
misma mediciéon, realizada en el sistema compuesto H 4 ® Hp. Entonces, es necesario
mostrar que M debe ser igual a M ® 1g. Notar que si el sistema Hy ® Hp estd
preparado en el estado |m) ® |1), donde |m) es un vector propio de M con valor propio
my |¢) es algun estado de Hp, luego el dispositivo de medicion debe proporcionar el
resultado m con una probabilidad igual a uno. En consecuencia, si P, es el operador de
proyeccion al espacio propio de m del observable M, entonces el operador de proyector

correspondiente para M es P, ® 15. Luego, se tiene que

El paso siguiente es mostrar que la traza parcial da como resultado las estadisticas




de medicion correctas para las observaciones en una parte del sistema. Para probarlo,
suponga que se realiza una medicién en el sistema H 4 descrito por el observable M.
La consistencia fisica requiere que el estado ps que se asocia al sistema H 4, debe tener
la propiedad que los valores esperados de la mediciéon sean los mismos ya sea que se

calculen a través de pa 0 pap [9]

Te(Mpa) = Te(Mpap) = Te(M ® 1p)pap). (1.19)

De acuerdo a Nielsen y Chuang [5] la ecuacion (1.19) es satisfecha si se escoge
pa = Trp(pap). De hecho, la traza parcial debe ser la tnica funcion que cumpla esta
propiedad. Para comprobar la propiedad de unicidad, se toma f(-) como algiin mapeo

de operadores de densidad en H4 ® Hp a los operadores de densidad en H 4 tal que

Tr(Mf(pag)) = Tr(M @ 1g)pag),

para todos los observables M.

Sea M, una base ortonormal de operadores para el espacio de operadores hermi-
ticos con respecto al producto interno (X,Y) = Tr(XY'). Luego, la expansion f(pap)

en esta base resulta como sigue

flpan) = Z M Tr(M; f(pag))

— Z M Tr((M; @ 15)pag),

de ello se sigue que f esta unicamente determinada por la ecuacion (1.19). Ademas, la

traza parcial satisface (1.19), entonces es la tnica funcién que tiene esta propiedad [5].

1.3. Medidas POVM

Hasta ahora, se ha descrito el espacio de estados cuanticos. Ahora se abordara
el tema del proceso de mediciéon cuantica utilizando herramientas como las medidas
proyectivas y las medidas POVM. Aunque el proceso de medicion sigue siendo algo
enigmatico, aqui simplemente se toma como cierto el postulado relacionado al colapso
de la funcion de onda, mencionado en el capitulo anterior (seccion 1.2.1). Segun Nielsen
y Chuang [5], el postulado de la mediciéon cuantica, involucra dos elementos. El primero,
proporciona una regla que describe las estadisticas de medicion, es decir, las probabili-
dades respectivas de los diferentes resultados de medicién posibles. En segundo lugar,

da una regla que describe el estado posterior a la medicién del sistema.
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1.3.1. Medidas proyectivas PVM

La medicion cuantica realizada en un estado p produce la m-ésima salida con una
probabilidad p(m) dada por la ecuacién (1.6) y transforma a p en p,, descrito por la
ecuacion (1.7). En tales mediciones, se registran resultados concretos etiquetados por
el subindice m y son llamadas selectivas. Si no se realiza una seleccién basada en la
salida de la medicion, el estado inicial es transformado en una combinacién convexa de

todas las salidas posibles, dado por

p=>" MupM],. (1.20)

En una medida proyectiva PVM (por sus siglas en inglés, projection-valued mea-
sure) los operadores de medicion son operadores proyectores ortogonales tales que
M, = M;Ez = P,, v P.P, = 0pnP,. Una medicion proyectiva es descrita por un
observable O y las salidas de la medicion estan etiquetadas por los valores propios de
0. Dado que el O es operador hermitico, se puede utilizar la descomposicion espectral

para representarlo como

O=> Anlu, (1.21)

donde los operadores de medicion del conjunto ortogonal {P,,} satisfacen la relacion
de completitud [7].

En una medicion proyectiva selectiva la salida etiquetada por A, ocurre con pro-
babilidad p(m) = Tr(P,,pPy), y por la propiedad ciclica de la traza, p(m) = Tr(P,,p);

el estado inicial es transformado como

P.pP,

T (1.22)

P — Pm =

En una medicién proyectiva no selectiva, el estado inicial es transformado asi

p—p = Z PopP,. (1.23)

1.3.2. Operadores POVM

En esta seccion se discutird sobre el formalismo POVM (el acréonimo POVM sig-
nifica «medida valorada por el operador positivoy), el cual es bastante elegante y

ampliamente utilizado [5]. Se procede a dar una definiciéon de las medidas POVM.

Definicion 1.3 (POVM). Una medida POVM (positive operator-valued measure)
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es un conjunto {F,,} de operadores llamados «efectos» que satisfacen las siguientes

condiciones [7]:
1. Positividad: (¢)|E,,|1)) > 0 para cualquier vector [1)).

2. Hermiticidad: E,, = EI .

m

3. Completitud: ) E,, =1.

Una medida POVM aplicada al estado p produce la m-ésima salida, con una
probabilidad p(m) = Tr(E,,p). Un ejemplo de medida POVM son las ya discutidas
medidas proyectivas descritas por los operadores de proyeccion, tales que P, P, =
OmnPm ¥ D, Pm = 1. Solo en este caso todos los elementos POVM son los mismos que

los propios operadores de medicion, E,, = P,, Pl = P, [5].

Los POVM se ajustan en el marco general del postulado de la medicién cuantica,
ya que se puede elegir E,, = M,, M/ . Sin embargo es importante notar que los POVM
no determinan los operadores de mediciéon M,, de manera tnica, a excepcion del caso
particular de las mediciones proyectivas. Lo que sucede con el estado exactamente,
cuando una medicién es realizada depende en como los POVM son implementados en

el laboratorio [7].

Segun Nielsen y Chuang [5], en computacion e informacion cuantica, el objetivo
es lograr un buen nivel de control sobre las mediciones que se pueden realizar, por con-
siguiente utilizar un formalismo mas completo para la descripciéon de las mediciones es
de gran ayuda. Por supuesto, las medidas proyectivas son completamente equivalentes

a las mediciones més generales cuando se toman en cuenta los deméas axiomas.

Existen varias razones para utilizar el formalismo general de las mediciones. La
primera es que mateméticamente las mediciones generales son menos restrictivas que las
medidas proyectivas. Por ejemplo, estas mediciones generales no necesariamente exigen
la condicién de idempotencia P2 = P como si lo hacen las medidas proyectivas. Otra
razon para utilizarlas es que existen muchos problemas en informaciéon y computacion
cuantica tales como la forma o6ptima de distinguir un conjunto de estados cuanticos

cuya respuesta implica una medicion general, en lugar de una medicion proyectiva [5].

Una tercera razon para utilizar las mediciones generales esta relacionada con la
propiedad de repetibilidad de las mediciones proyectivas. Las medidas proyectivas son
repetibles en el sentido que si se realiza una medicién proyectiva una vez y se obtiene
un resultado m, al repetir la medicion el resultado seréd nuevamente m y el estado tam-
bién sera el mismo. Este hecho indica que muchas medidas importantes en mecanica
cuantica no son medidas proyectivas. Para tales mediciones, debe emplearse el postu-

lado general de medicion. Y en este contexto las medidas POVM son un caso especial
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del formalismo de la medicién general, que proporciona el medio mas simple en el que
se pueden estudiar las estadisticas generales de medicion, sin necesidad de conocer el
estado posterior a la medicién. Son una conveniencia matematica que a veces brinda

informacion adicional sobre las mediciones cuanticas [5].

1.4. Operaciones cuanticas

Los sistemas reales sufren interacciones indeseadas con el mundo exterior, y és-
tas aparecen como ruido en informacién cuantica. Las operaciones cuénticas son un
herramienta capaz de describir dicho ruido cuéntico y el comportamiento de sistemas

cuanticos abiertos.

1.4.1. Aproximaciéon axiomatica de las operaciones cuanticas

En esta secciéon se abordan las operaciones cuénticas desde un punto de vista axio-
maético el cual serda motivado por requerimientos fisicos. Nielsen y Chuang [5] presentan

la siguiente definicién de operaciéon cudntica

Definiciéon 1.4 (Operaciéon cuantica). Una operacion cudntica £ es un mapeo de
un conjunto de operadores en un espacio de Hilbert H 4 de entrada a otro conjunto de
operadores en un espacio de Hilbert Hpg de salida, £ : H4 — Hp, con las siguientes

propiedades axiométicas:

o Azioma 1: La traza Tr(€(p)) es la probabilidad de que el proceso representado
por € ocurra, cuando p es el estado inicial. Consecuentemente, 0 < Tr(E(p)) < 1

para cualquier estado p.

e Azioma 2: El mapeo &£ es lineal en el conjunto de matrices de densidad. Esto es,

para probabilidades {p;},
& (ZPiPi) = ZPiS(Pi)-

o Azioma 3: El mapeo £ es completamente positivo. Esto significa que £ mapea
operadores en el espacio de Hilbert H 4 a operadores en el espacio de Hilbert H 4,
luego £(p) debe ser positivo para cualquier operador positivo p. Més atn, si se
introduce un espacio de Hilbert H p y se considera el mapeo extendido (E®15)(p),
éste debe ser positivo también para cualquier operador positivo p en el sistema

combinado H4 ® Hp.

El primer axioma resulta conveniente en el caso de las mediciones. Para verlo
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mejor, suponga que se realiza una medicion proyectiva en la base computacional de un
solo qubit. Entonces la operacion cuantica £ describira este proceso si se define el mapeo
como & = |0)(0[p|0)(0] y & = |1){1|p|1)(1]. Las probabilidad de las salidas seran
entonces Tr(E(p)) y Tr(E1(p)) respectivamente. Con esta convencion la normalizacion

correcta para el estado final sera

Ep)

T(E(p))

En el caso que no se realice ninguna medicion, esto se reduce al requisito de que
Tr[€(p)] = 1 = Tr(p), para todo p. En este caso la operacion cuantica € preserva la

traza, ya que por si sola proporciona una descripciéon completa del proceso cuantico
[5].

Asimismo, para ver una razon fisica para proponer el segundo axioma, supéngase
que un estado inicial p; estd preparado con un probabilidad p; y luego se realiza la
medicion. Si el estado es p; luego la salida de la mediciéon a ocurre con la probabili-
dad condicional p(ali), y el estado de la medicion posterior es E,(p;)/p(a|i); luego el

ensamble de estado después de la mediciéon esta descrita por el operador de densidad

o= mea)g“(fg , (1.24)

p(a

donde p(i|a) es la probabilidad a posteriori que el estado p; fuera preparado, tomando

en cuenta la informacion obtenida haciendo la medicion [8].

Por otro lado, aplicando la operacion &, a la combinaciéon convexa del estado
inicial {p;}
goz i Vil
Pa

tomando en cuenta la regla de Bayes p(i|a) = M a la ecuacion (1.24), se ve que

&, debe ser lineal [§] i

Ea <szpz> = Zpic‘fa(m)- (1.26)

La tercera propiedad también se origina por un requerimiento fisico. Es razonable
exigir que un mapeo sea completamente positivo si se va a describir la evoluciéon tem-
poral de un sistema cuantico. Aunque el mapeo actia solo en una parte del sistema,
debe representar un estado inicial de todo el sistema hacia un estado final del sistema
entero. Si psp es una matriz de densidad de un sistema conjunto de H4 v Hp v £ ac-
tia solamente sobre H 4, entonces £(pap) debe ser un operador de densidad también.

Formalmente, supongamos que introducimos un segundo sistema B (de dimension fi-
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nita). Sea 15 el mapa identidad del sistema B. Entonces el mapa £ ® 15 debe llevar

operadores positivos a operadores positivos [5, §|.

1.4.2. Operadores de Kraus

Una operacion cuéntica puede representarse en una forma elegante como suma
de operadores. La representacion de suma de operadores de una operaciéon cuéntica,

1. se puede escribir como E(p) =

también conocida como representaciéon de Kraus
> KipKZ-T , para algin conjunto de operadores {K;} que satisfacen la condicion
> Kf K; < 1. Los operadores {K;} son conocidos como operadores de Kraus. Asi
también, los mapeos completamente positivos que preservan la traza se conocen por
varios nombres: operaciones cudnticas deterministas, canales cudnticos o mapas esto-

cdsticos |7].

Nielsen y Chuang [5] presentan un teorema y una prueba de que la representacion

de suma de operadores es equivalente a la definicién de la seccién anterior.

Teorema 1.4. El mapeo & satisface los aziomas de la definicion (1.4) si y solo si
&p) = S KipK], (1.27)

para algin conjunto de operadores {K;} el cual mapea el espacio de Hilbert de entrada

al espacio de Hilbert de salida, y ), KJKi <ly.

Demostracion. Suponiendo que & satisface (1.4). Se introduce un sistema Hp, con las
mismas dimensiones del sistema cuantico original H 4. Sea |k4) y |kp) bases ortonorma-
les para H 4 vy Hp respectivamente. Se define un estado conjunto del sistema H 4 ® Hpg

como

@) =D [ka)lks).

El estado |«) es un estado maximamente entrelazado de los sistemas H 4 y H . También

se define un operador o en espacio de estado de H4 ® Hp dado por

o= (E@1p)(|a){al). (1.28)

Se puede pensar en esto como un resultado de aplicar la operaciéon cuéntica £ a la
mitad de un estado de méximo entrelazamiento del sistema H 4 ® Hp. A continuacién
se probara el hecho que el operador o especifica completamente la operaciéon cuantica

£. Es decir para saber como acttia £ en un estado arbitrario de H 4, es suficiente con

'La representacion de Kraus fue introducida por el fisico aleman Karl Kraus en 1971, basada en el
resultado del teorema de Stinespring [7].
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saber como este actiia en un solo estado maximamente entrelazado de H 4 con otro

sistema.

La estrategia que permite recuperar a £ de o es la siguiente. Sea [1)) = >, ¥;]ja)
algtin estado del sistema H4 y [¢)) = 3 ;¥;liB) un estado correspondiente del sistema

Hp. Notar que

:ZW%‘E k) (al) (1.29)

= E([) (W)

Luego, sea 0 = Y . |s;)(s;| una descomposicion del operador o, donde los vectores

|s;) no necesitan ser normalizados. Adicionalmente, se define el siguiente mapeo

Ki(J9)) = (]s:). (1.30)

Se puede notar que este mapeo es lineal, por consiguiente K; es un operador lineal en

el espacio de estado H 4. Més aiin, se tiene que

Z K| 0)(p| KT = Z(@Z|sz><sz|@
_ (Blold) (131)

= E([V)(W)).
De ello se obtiene la siguiente igualdad

E(J) () ZKW U\ K],

para todos los estados [i)) de H 4. Por el segundo axioma, se sigue que
= KipK].

La condicion 3, K] K; < 1 se obtiene del primer axioma, identificando la traza de &(p)

con una probabilidad. Esto concluye la primera parte de la demostracion.

Ahora se supone el reciproco de lo anterior, sea E(p) = ). KipK;r , tal que
Y K J K; < 1. Es facil ver que la operacion cuantica & es lineal, pero falta chequear la

completa positividad.
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Sea O un operador positivo actuando en el espacio de estado del sistema extendido,
HaQHp y |1h) algin estado del sistema H 4 @ Hp. De igual forma, se define el estado
lpi) = (K;r ® 1g)[1), de ello se tiene que

W|(K; ® 15)O(K] @ 15)[¢)) = (¢:]Olps) > 0,

por la positividad de O. Por la linealidad se sigue que

(W€ @1p)(O)|Y) = Z<%|O|%‘> > 0,

)

esto se cumple para cualquier operador positivo O. En consecuencia, el operador (£ ®
15)(0) es positivo como se requiere. Finalmente, la condicion 3, K] K; < 1 asegura

que las probabilidades son menores o iguales a 1. [ |

La representacion de suma de operadores describe la dindmica del sistema prin-
cipal sin tener que considerar explicitamente las propiedades del entorno; todo lo que
se necesita saber esta agrupado en los operadores {K;}, que acttian solo en el sistema

principal [5].

No unicidad en la representacion de Kraus

La representacion de Kraus provee una descripcion bastante general de la dinamica
de los sistemas cuanticos abiertos sin embargo esta representacion no es tnica. Es decir
que distintos conjuntos de operadores { K;} y {M,} pueden generar la misma operacion
cuantica. Esto es importante puesto que, diferentes procesos fisicos pueden dar lugar a
la misma dindmica del sistema. Nielsen y Chuang [5] proponen formalmente el siguiente

teorema.

Teorema 1.5 (Libertad unitaria en la representacion de Kraus). Sean
{Kl,...,Kn} Yy {Ml,...,Mm}

conjuntos de operadores que generan operaciones cudnticas € y JF, respectivamente.
Ademas, se agregan operadores cero a la lista mds corta de operadores, para asequrar que
m = n. Luego & = F sty solo si existe nimeros complejos u;; tales que K; = Zj w;; Mj,

Y ui; es una matriz unitaria de m por m

La prueba de este teorema se fundamenta en el teorema (1.11). Para ejemplificarlo,

Nielsen y Chuang [5] proponen las siguientes operaciones £(p) =), KipK!'y F(p) =
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S, M;pM], donde los conjuntos {K,} y {M,,} tienen elementos definidos por

1 11 0 1 (1 O
N S PR

Esta operacion € representa 1/2 de probabilidad de aplicar el operador identidad
y 1/2 de probabilidad de aplicarle Z al sistema cuéantico y

. [1 0], . [0 0], )
00 01

la segunda operacion F corresponde a realizar una mediciéon proyectiva en la base

{]0), 1)}, con el resultado de la medida desconocida.

Las operaciones £ y F son, matematicamente la misma operacion cuantica. Para

verlo, notar que existe la matriz unitaria

Up U2 1 1 1
U= = —
U1 U2 V2 [1 -1
tal que
My =Y K, = (K + K) V2
J
y
My =) ug K; = (Ky — K3)/V/2
J
luego,

i i _ T gt
Flp) = (K1 + Kp)p(K + K;) 42' (K1 — Ko)p(K| — K;)

= K1pK! + KypK] (1.34)
=&(p).
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2. MEDICIONES DIFUSAS

2.1. Introducciéon

En este capitulo se presentan las mediciones de sistemas cuanticos en las que se
pueden identificar particulas individuales, sin embargo siempre hay una probabilidad
de identificarlas erréneamente. Adicionalmente, se explica detalladamente las herra-
mientas que se utilizaran a lo largo de este trabajo para abordar la cuantificaciéon de

la informacion de estas mediciones difusas.

La estructura de este capitulo se presenta a continuacion. En la seccién 2.2 se ex-
ponen las mediciones no ideales y un ejemplo de una mediciéon imperfecta. El problema
de las mediciones difusas para un sistema cuéntico se establece en la secciéon 2.3. En
esa misma seccion, se introduce una operacion cuantica, llamada operacion difusa y se
profundiza en el concepto de valores esperados en mediciones difusas, el cual motiva la
definicion de esta operacion. En la seccion 2.4 se discute la aplicacion de las mediciones
POVM vy de los operadores de Kraus especificamente para mediciones difusas. En la
seccion 2.5 se expone el concepto de instrumento cuéntico, el cual es una operacion
cuantica que determina una evolucién mas extensa, al combinar las salidas de un sis-
tema clasico y uno cuéntico. Ademas, se presentan algunas instrumentos cuanticos con

distintas interpretaciones para mediciones difusas.

2.2. Mediciones no ideales

Los sistemas cuanticos ideales son sistemas cerrados sujetos a la teoria cuantica,
que no interacttian con su entorno y por lo tanto, no estan sometidos a perturbaciones
que pueden provocar pérdida de informacion en el sentido de ruido clasico [1]. La me-
dicién de estos sistemas puede describirse con mediciones proyectivas o ideales. Estos
sistemas con mediciones ideales son una simplificacion de la realidad dificil de justificar
en la practica. Las mediciones cuénticas proyectivas son inadecuadas por varias razo-

nes. Una de ellas es que se pueden realizar mediciones de tal manera que dispositivos
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imprecisos agreguen ruido clasico al resultado de la medicion. Otra razon es que en sis-
temas abiertos, en los que se intercambia constantemente informaciéon con su entorno
de forma incontrolable, lo que resulta en una decoherencia del estado en estudio. En
el caso de sistemas cuanticos no ideales puede utilizarse una definicion mas general de

medicion |1, 9].

El siguiente ejemplo permite visualizar el concepto de una medicién no ideal de
forma que clarifica la diferencia entre una medicion ideal y una en la que se involucran
imperfecciones en el sistema. A. Peres [10] ejemplifica una situacion de una medicion
no ideal a la que llama «medicion difusa», sin embargo, es importante subrayar que no
es el enfoque que se trabajara en el documento. En este ejemplo existe una senal clésica
extremadamente débil, por lo cual no es posible ignorar las propiedades cuénticas del
detector y debe ser tratado como un sistema cuantico. El detector tiene que «medirse»
por un aparato adecuado al que se le llama «el medidor», que luego produce otra senal

clasica.
Considérese una particula de espin—% cuyo estado inicial esta descrito por |¢) =

a
( ) Se desea medir el observable o, el cual tiene valores propios +1. Ademés, se

supone que el medidor tiene un solo grado de libertad y es adimensional, ¢, que indica

el valor de la variable medida y su funcion de onda inicial esta dada por ¢(q).

Luego, el vector de estado se transforma de la siguiente manera

<g> ® o(q) — (3) ® (g —1)+ (g) ® p(q+1). (2.1)

Suponiendo que antes de la mediciéon es mas probable encontrar el medidor cerca de
g = 0. Entonces, existe una amplitud de probabilidad a¢(q — 1) para encontrar el
medidor cerca de ¢ = 1 y una amplitud de probabilidad f¢(q + 1) para encontrarlo
cerca de ¢ = —1. Idealmente, ¢(q F 1) deberia tener un ancho cero y el resultado de la
medicién deberia ser uno de los valores propios de o,. Sin embargo, el valor realmente
observado de o, puede diferir del resultado ideal en una cantidad de orden Agq > 2.
Esta discrepancia no es una «dificultad técnica trivial». La probabilidad de observar el

medidor entre gy y qo + dqo es

P(go)dao = [|a*|¢(q0 — 1)|* + 8] |¢(q0 + 1)|*]dgo,

si el valor observado ¢qg es tal que ambos términos del lado derecho contribuyen, el
estado final de la particula no es un estado propio de .. Sino que viene dado por el
lado derecho de la ecuacion (2.1), evaluada en ¢ = go. La ubicacion inicial del medidor

es incierta, de modo que a esta medicién A. Peres la llama «difusay.
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2.3. Medicion difusa en sistemas cuanticos

En esta tesis, el concepto de «medicion difusa», es distinta al planteado en el
ejemplo del apartado anterior. Ahora, se procede a estudiar las ideas detras de las
mediciones difusas que se abordan en el resto del documento. Para esto se considera la
siguiente situacion presentada por Pineda, Davalos, Viviescas y Rosado [4]. Supongase
que se tiene una cadena de iones y se realiza una mediciéon a uno solo de ellos. Se hace
brillar la cadena de iones y se obtiene una senal fluorescente. Dicha senal se recibe con
un dispositivo detector imperfecto, en consecuencia no se puede saber con seguridad
de dénde provino [4]. No obstante, es posible cuantificar la informacion que se obtuvo
incluso cuando ésta es borrosa. Con base en lo anterior, una medicién difusa puede

definirse como sigue.

Definicion 2.1. Una medicion difusa es un proceso no ideal en el cual, debido a ruido
del entorno o a fallos en el dispositivo de detecciéon, se presenta la probabilidad de una

identificacion errénea de las particulas del sistema.

Ahora, se considera un sistema cuantico solo de dos particulas, el cual tiene un
espacio de Hilbert dado por H = H1®Hs, y en el que se desea medir un cierto observable
A ® B. Por simplicidad, se analiza un observable factorizable, cuya representacion
tensorial se puede expresar en un solo término. Se realiza una medicion difusa, si con
cierta probabilidad p, el aparato mide al observable A en el sistema de la particula en
el espacio H; y al observable B en el subsistema de la particula en el espacio Hs. Sin
embargo, existe una probabilidad de 1 — p de que el detector confunda las particulas
y, en su lugar, se mida el observable B en el primer subsistema y a A en el segundo

subsistema [4].

2.3.1. Operador difuso

El propoésito de este apartado es introducir y establecer de manera formal el
operador difuso aplicable a cualquier sistema cuantico que se analizara en las siguientes
secciones. Para ello es necesario abordar el formalismo del «operador de intercambio»

para sistemas de dos o més particulas.

Se iniciara estudiando el caso de un sistema cuantico que consta de solo dos
particulas. El operador intercambio u operador SWAP, con respecto a las particulas en

los espacios Hy y Ha, se define de la siguiente forma

Sio: )1 @ [@)e = S wigslicg) — S bili i) = leh @) (22)

i3 2
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Con esta definicion es inmediato notar que el operador SWAP para dos particulas
es igual a su adjunto y a su transformacion inversa. Lo que significa que el operador

cumple con las siguientes propiedades

1. Bs involutivo S = Sy S%, = 1, esto es, aplicar el operador de intercambio a

las particulas dos veces deja al sistema sin cambios.
2. Es hermitico S}, = S.
3. Es unitario S1,S15 = 1.

Continuando en el espacio de Hilbert H = H; ® H, para el sistema de dos par-
ticulas. Se construye una operaciéon cuantica que cumpla con el teorema 1.4. A dicha

operacion se le llamaré operacion difusa u operador difuso

Fop(p) 1= pp + (1 = p)S12pSl,. (2.3)

El primer término indica que con una probabilidad p se aplica la identidad es decir que
el estado se deja intacto. Ademaés, el segundo término del operador difuso indica que
con una probabilidad (1 — p) se aplica el operador SWAP al estado p, lo que implica

que las particulas se intercambian con esa probabilidad.

Lo anterior se puede generalizar para sistemas con mayor complejidad, en los que
se tiene mas de dos particulas. Es relevante notar que, en sistemas con varias particulas
es factible intercambiar solo dos elementos con un operador \S;;, (los subindices denotan
el intercambio respecto a las particulas ¢ y j) dejando a los demaés invariantes. Sin
embargo, es viable que en el sistema se lleve a cabo el intercambio de més de dos
particulas. Para describir estas acciones de intercambio, es necesario hablar de los

operadores de permutacion.

Los operadores de permutacion, como el nombre lo sugiere, intercambian algunas
particulas con otras. El proceso puede extenderse a permutaciones entre un ntimero
arbitrario de N particulas pero, no todas las propiedades obtenidas para el caso de dos
particulas se aplican en general. Sera mas facil, primero observar el caso N = 3 antes
de generalizar los resultados. El operador de permutacion Il,,,, es por definicién tal

que transforma el vector de estado [¢) = |u;)1 ® |u;)2 ® |uy)s, de la siguiente forma [11]
pplui)y @ [ug)e @ |ugk)s = [ti)m @ |uj)n @ |ug)yp.
Por ejemplo, el operador de permutacion Ia3; actia en el estado [¢)) como

Mo [ui)1 @ |uj)e @ |ur)s = |ug)a @ uj)s @ Jug)y,
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lo que es equivalente a
Mozt [us)1 @ [uj)e @ |ug)s = |ug)1 @ |ug)2 @ [u;)s.

Existen N! permutaciones, para este caso N = 3, existen 6 formas de permutar las
particulas. Notar que realizar una permutacion ciclica en un operador dado lo deja sin

cambios.

En general,todo operador de permutaciéon puede escribirse como producto de ope-
raciones S;;,

I, = SB1Sﬂ2 T S,BK7 (2'4>

donde o denota una permutacion y [ un intercambio de algtin par de particulas. Si
para escribir el operador de permutacién se requiere un niimero par de operadores de
intercambio S;;, se dice que ese operador es par, y si se requiere un nimero impar, se

dice que es impar. A esto se le llama la «paridad del operador» [11].

No todas las propiedades obtenidas para el operador de intercambio de dos parti-
culas se mantienen. Las propiedades destacables de los operadores de permutacion se

enumeran a continuacion

1. Son unitarios TI,IIT = 1, esto es inmediato del hecho que son el producto de los

operadores de intercambio de dos particulas Sp, .
2. No son hermiticos para N > 2.
3. Su operador adjunto tiene la misma paridad.

Ademas, los operadores de permutacion forman un grupo. Puesto que, existe un
operador de permutacién que es igual a la identidad, cada permutaciéon admite una

operacion inversa y el producto de dos permutaciones produce otra permutacion.

Los operadores de permutacion fueron presentados puesto que son necesarios para
ampliar el alcance del operador difuso, definido en la ecuacion (2.3), para un sistema de

més particulas. De forma general en un sistema de N particulas se define como sigue

Fp) = Z pillipIT] (2.5)
II;€S

donde S es un subconjunto del grupo simétrico de N particulas y Zf\gl p; = 1. La idea
detras de este operador es andloga a la anterior. Cada uno de los términos representa
que con cierta probabilidad p; el estado p sufre una permutacion. En otras palabras,
las particulas son intercambiadas en alguna disposicion dictada por el operador I1;, con
dicha probabilidad.
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2.3.2. Valores esperados en mediciones difusas

En esta seccion se ahonda en la relevancia del valor esperado y su aplicacion en
este estudio. Se presenta el concepto del valor esperado y se detalla qué sucede con él
en una medicion difusa y su relaciéon con el operador difuso. Ademas, se ejemplifica la
diferencia entre los valores esperados en una medicién ideal y una medicién difusa. Por
ultimo, se argumenta la utilidad de esta medida y se expone para qué se usaré en este

proyecto.

El valor esperado es un término que se deriva de la teoria béasica de la probabilidad
y representa el promedio ponderado de los resultados posibles que se pueden obtener,
cuando se dispone de muchos sistemas, todos en el mismo estado inicial, y se realiza la
misma medicién en cada uno de ellos. La ponderacion que se le asigna a cada resultado
se determina por la probabilidad de obtener dicho resultado [12, 6]. Es importante,
discernir entre el valor esperado de un observable y las salidas que pueden resultar de
una medicion del observable. Esto significa que los resultados de la medicién podrian

diferir pero el promedio sera lo presentado en la ecuacion (1.3).

Ahora, se puede analizar una medicién difusa en un sistema de dos particulas.
En este sistema se desea realizar la medicion del observable factorizable A ® B. Sin
embargo, la medicion es imperfecta, y con cierta probabilidad se realizara, en su lugar,
la medicion del observable B ® A. Como resultado, el valor esperado de la medicion
difusa se obtendra mediante una combinacién convexa de los valores esperados. Este
se calculard sumando el valor esperado del observable A ® B, al cual se le asigna la
probabilidad que se realice la medicion correctamente, mas el valor esperado de B ® A

ponderado por la probabilidad de medir este otro observable [4]

pTr(pA® B) + (1 — p)Tr(pB ® A) =(A ® B) 5, (s)- (2.6)

Es posible desarrollar la parte derecha de esta tltima ecuaciéon con el fin de sim-

plificar la expresion, aprovechando la linealidad y la propiedad ciclica de la traza

pTr(pA® B) + (1 — p)Tr(pB ® A) =pTr(pA® B) + (1 — p)Tr(SpSTA® B)

(2.7)
=Tr(Fop(p)A® B).

Este desarrollo permite justificar la introduccion del operador difuso explicado en la
ecuacion (2.3). En este escenario, el estado inicial sufre una transformacion, donde con
cierta probabilidad las particulas se intercambian. El operador difuso F3, registra esta
evolucion del estado inicial p. En consecuencia, si se tienen muchas copias del estado

posterior p' = Fa,(p), entonces al realizar mediciones en cada una de ellas, el promedio
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de las salidas estara dado por esta ecuaciéon. La ultima expresion es analoga al lado
derecho de la ecuacion (1.3), con la diferencia que no se calcula con p sino con el

operador Fa,(p).

El valor esperado de un observable en un sistema con mas de dos particulas es
analogo al anterior. En este sistema, la transformacion es representada por el opera-
dor difuso general de la ecuacion (2.5). En consecuencia, el valor esperado para un

observable @ en una medicién difusa es

(O)rp) = > _ piTr(ILpll[0) = Tx(F (p) O). (2.8)
II,€S

Ahora se propone un ejemplo para ilustrar la diferencia entre un valor esperado
de un observable en una medicion ideal y una mediciéon difusa. Considere un sistema

de dos particulas con el siguiente estado inicial

1/6 1/6 0 0
1/6 1/6 0 0
0 0 1/3 1/3
0o 0 1/3 1/3

o= (3100 01+ S at) o () (+) -

)

en el que se quiere realizar la medicién del observable o, ® o,. En principio, el valor

esperado para este observable se puede obtener de la siguiente forma:

0 0\ (1/6 1/6 0 0
o o |16 16 0 0
o -1 o o 1/3 13
~1 0 0 0 1/3 1/3
1/6 1/6 0 0
1/6 1/6 0 0
0 0 -1/3 —1/3
0 0 -1/3 —1/3

Tr(o, ® o.p) =Tr

o O = O
o O o =

=TTr

= —1/3.

Los valores propios del observable son +1, como se ve las salidas de la mediciéon no
coinciden con el valor esperado. Puesto que, como ya se explicé este es el promedio
ponderado de las salidas de la mediciéon. En este estado p, la probabilidad de obtener la
salida —1 es Tr(pPy—)+Tr(pPi4) = 2/3. Mientras que la probabilidad de obtener +1 es
solamente Tr(pPy; )+Tr(pP1—) = 1/3. Donde, Py_, P, son los operadores de proyeccion
correspondientes al valor propio —1 y Fyy, P, corresponden al valor propio +1. De

lo anterior, es facilmente comprobable el resultado obtenido con la traza calculada.
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Sin embargo, en una medicion difusa este valor esperado cambia puesto que el
estado experimenta transformaciones aleatorias capturadas por el operador difuso. Para

este caso el valor esperado estard dado por

Tr(Fop(p)o. ® 0,) =pTr(po, @ 0,) + (1 — p)Tr(po, @ o)

Llooo 004 -
L1 0 _ o0 & -1
_Prll2 2 +(1 p)Tr 2 T2
3 0 0 -1 -1 3 110 0
00 —1 -1 1 1.0 0
__7P
3

(2.9)

Si p < 1, se obtiene un valor esperado distinto. Esto se debe a que las probabilida-

des de obtener cada una de las salidas son Tr(Fa,(p)Fot) + Tr(Fop(p)Pi-) = % y

Tr(Fop(p) Po—) + Tr(Fap(p) Pry) = 2. Estas probabilidades ahora varfan en funcién de

la probabilidad p. En la siguiente figura puede apreciarse graficamente estos resultados.

P()) : P(X) |
I 5 i
: 21 ’ :
5 u |
1 24 !
1 ' !
3 ! :
! A | A
—1 _1 1 -1 _1 1
3 12
(a) (b)

Fig. 2.1. Representacion grafica del mapeo de resultados al medir el observable o, ® o,
con valores propios A = +1. (a) La imagen indica la probabilidad de obtener cada una
de las salidas del estado inicial p. La linea azul punteada, indica el valor esperado del
observable. (b) La grafica indica la probabilidad de obtener cada una de las salidas en
el estado Fyp(p). La linea roja punteada, indica el valor esperado del observable. En
esta imagen se toma el valor de la probabilidad p de que las particulas se intercambien
como i.

Fuente: elaboraciéon propia.

Es importante destacar que el valor esperado es una medida de tendencia central
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que proporciona una caracteristica del mapeo que asocia las salidas de la medicién,
con la probabilidad de ocurrencia de cada una de ellas. En otras palabras, el valor
esperado permite caracterizar distribuciones de probabilidad. El valor esperado es tutil
porque la informacién capturada por un estado cuantico puede ser representada por
una distribucién de probabilidad. Aunque, el valor esperado solo proporciona una idea

aproximada de dicha distribucién, es una condicién necesaria para identificarla.

En este trabajo se hara uso de distintas herramientas, en las que el valor esperado
es indispensable. En primer lugar, el valor esperado servira como punto de partida para
implementar las medidas POVM, las cuales se detallaran en la siguiente seccion. Ade-
més, se empleara para corroborar que distintas interpretaciones de los instrumentos
cuanticos no describan mapeos de resultados distintos. En este contexto, el valor espe-
rado, es una medida necesaria que se empleara como primera instancia para comprobar

que dichos instrumentos sean equivalentes.

2.4. Medidas POVM y operadores de Kraus para me-

diciones difusas

En este apartado se revisitan las medidas POVM vy los operadores de Kraus con-
juntamente. Debido a que el formalismo de las mediciones ideales es insuficiente para
describir mediciones imperfectas, en esta seccién se introduce la forma en la que se
implementan las medidas generalizadas, con el fin de explicar como se emplearan estas

herramientas para asegurar una especificacion completa de las mediciones difusas.

En una medicion ideal en la que se desea medir el observable A® B sobre un esta-
do inicial p, los operadores que proporcionan la descripciéon entera son los operadores
de proyeccion del observable. En este caso, los operadores P, son los que propor-
cionan tanto la probabilidad de obtener cada una de las salidas posibles, dada por
Tr(Py, b, p), siendo a; y by, los valores propios de los operadores Ay B respectivamente.
Ademés, determinaran el estado posterior a la medicion, Py, b, pPu; b,/ Tt(Pu; 5, p). Ade-
mas, utilizando estos operadores se puede calcular el valor esperado de esta medicién

como
Z ajkar(Paj,bkp) = TI”(A ® Bp) = <A ® B>P
jik
No obstante, este valor esperado no coincide en general con el valor observado de una
medicion difusa que se presenta en la ecuacion (2.6). Por lo tanto, estos operadores por
si solos no son suficientes para especificar una mediciéon difusa. En este tipo de medicio-
nes, el sistema experimenta transformaciones aleatorias, como el intercambio potencial

de particulas. Por consiguiente, al llevar a cabo la mediciéon de un observable, la pro-
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babilidad de obtener cada una de las salidas ahora esté condicionada a la probabilidad
p de identificar de manera incorrecta a las particulas, lo cual difiere de una medicién
ideal. En esta medicion, la probabilidad de cada una de las salidas esta capturada por
la accion del operador difuso en el estado inicial Tr(Fy, s, F (p)) # Tr(Pu;p,.p), y a su
vez el estado posterior no puede ser determinado por la simple proyeccion a los espacios

propios del observable que se desea medir.

Por lo anterior, se recurre al formalismo de las medidas POVM. Estas medidas
son Tutiles porque con ellas es posible realizar un mapeo que toma dos argumentos. El
primero es una salida de medicion a € S, donde S es el conjunto de todos los posibles

resultados de la medicion, y el segundo es un estado cuantico. El mapeo es de la forma

E:SxB(H)— [0,1]

(2.10)
E(a, p) = Tr(Eap),

donde B(H) denota el conjunto de operadores de densidad en algin espacio de Hilbert
‘H. Este proceso constituye el mapeo de resultados o la funcién de distribuciéon de

probabilidad necesaria para la especificacion de las mediciones difusas.

Sin embargo, es necesario también proporcionar el estado posterior a la medicion,
lo cual no puede lograrse tinicamente con una medida POVM. Por esta razon, para
explicar el efecto de la medicion difusa en un estado de entrada p, es conveniente
definir un conjunto de operadores de Kraus { K,,} de manera que se cumpla la ecuacion
E, = K! K,. Este proceso se conoce como la descomposicién del operador de medicion.
Es importante destacar que la descomposicion en operadores de Kraus no es tinica, ya
que al multiplicar por la derecha una matriz unitaria U, UK, también sera un nuevo
operador de Kraus que define la misma medida generalizada. Una vez introducidos los

operadores de Kraus, el estado posterior a la medicion POVM sera

K.pK!
= e (2.11)
Tr(K\K . p)
Para mediciones difusas, la medida que sera tutil para encontrar el conjunto de
efectos {E,}, es el valor esperado junto con el operador difuso. En este apartado sera
més conveniente analizar inicialmente el ejemplo de dos particulas antes de extender la

idea. Es posible utilizar el valor esperado calculado en la ecuacion (2.6) y reescribirlo
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de la siguiente forma

pTr(pA®@ B)+ (1 —p)Tr(pB® A) =Tr(p(pA® B+ (1 —p)B® A))

= Z a;bp Tr(p(pPu; b, + (1 —p) Py a;))
I (2.12)

= Z ;b T (pFop(FPay )
ik
donde Py, o, son los operadores de proyeccion de B ® A. De esta tltima ecuacion

se puede obtener el conjunto de efectos {Fop(P,.p, )} Finalmente, los operadores de

bk
Kraus que serviran para proporcionar el estado posterior a la mediciéon se obtendran
méas adelante al realizar alguna descomposicion apropiada de estos operadores. Esta
idea seré generalizada y analizada para sistemas con més particulas en el siguiente

capitulo.

2.5. Instrumentos cuanticos

Un wnstrumento cudntico es una representacion matematica que integra los con-
ceptos de medicion y operacion cuantica, registrando tanto la informacion clésica como
la cuéntica. Esta herramienta es ttil para aproximarse a describir completamente las
mediciones de forma resumida y sin necesidad de considerar mediciones selectivas, sien-
do especialmente 1til para trabajar con mediciones difusas. En esta seccion se detalla
algunas de sus caracteristicas mas importantes en la especificacion de las mediciones di-
fusas, ademas del célculo para obtener su valor esperado. Adicionalmente, se presentan
tres alternativas de instrumentos cuanticos que representan distintas interpretaciones

para la especificacion entera de mediciones difusas.
Un instrumento cuéntico se define de la siguiente manera [1].

Definicion 2.2 (Instrumento Cuantico). Es un mapeo que toma un operador de
entrada y tiene como salida un ensamble que correlaciona un sistema clasico, que
contiene la salida de la medicién y un sistema cuéntico, que contiene el estado posterior
a la medicion. Sea {|a)} la base ortonormal para un espacio de Hilbert H,. Ademaés,
sea {€,(p)} el conjunto de mapeos completamente positivos que preservan la traza.
El instrumento cuantico que actia sobre un operador de densidad p € B(H), es el

siguiente canal cuantico:

T:B(H)— B(H)y @ B(H)

Z(p) = > |a){al @ Ealp). (2.13)
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El sistema clasico, también llamado «ancilla», es una coleccion de operadores
de proyeccion que representan al conjunto de salidas de la medicion. Conforme a la
definicion, se puede apreciar que el sistema clasico funcionara como un apuntador que
registra un resultado « e indica que operador actta en el estado inicial. Por su parte,
los operadores &,(p) seran usados para describir el estado posterior a la medicion

condicionados por la salida clasica de la medicion a.

Esta nueva herramienta vincula los estados directamente a los resultados de la
medicion. Por esta razéon, ya no es necesario considerar mediciones selectivas, expli-
citamente. Es importante destacar que, en principio, se puede obtener el mapeo de
resultados trazando parcialmente sobre el sistema cuéntico. De esta manera, se obtiene

el operador que modela la salida de la medicién y su respectiva probabilidad
Trqu(Z(p)) = Trqu(D_ le)(a| @ Ealp))

. (2.14)
= la){alTx(E(p)),
siendo Trqu(Z(p)) el operador de densidad reducido para el sistema cléasico. Por otro
lado, con el operador de densidad reducido para el sistema cuantico Try(Z(p)), se ob-
tienen las operaciones completamente positivas que preservan la traza para mediciones

no selectivas

Tra(Z(p) = Tra()  la)(al @ Ea(p))

“ (2.15)
=Y Tr(la)(a))€alp).
«a
Teniendo en cuenta esto, se puede apreciar que la utilidad de los instrumentos cuénticos

radica en que una medicion difusa se puede describir enteramente de forma sucinta.

Debido a que con los instrumentos cuanticos se puede obtener un mapeo de re-
sultados, vale la pena considerar una medida de tendencia central que caracterice el
mapeo que se obtiene con ellos. Esta medida es obviamente el valor esperado, sin em-
bargo calcularlo para un instrumento cuéntico es un poco mas general que la ecuacion

(2.8), puesto que el instrumento cuantico es un ensamble de sistemas.

El valor esperado para un instrumento cuéntico se calcula de la siguiente forma

(O)z(p) = Tr [Z(p)(O @ 1)] (2.16)

La razon de calcularlo de esta manera puede entenderse al desarrollar la expresion

de la derecha, utilizando la linealidad de la traza y algunas propiedades del producto
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tensoriall

Tr[Z(p)(O®1)] = Tr

(Z a)al @fra(p)) ©e1)
- Tv (Z a){alO @ ea<p>)

=) " Trfla)(alO @ & (p)]
= Tr{la)(alO] Tr [E.(p)] -

Observe que Tr[€,(p)] es la probabilidad que el proceso representado por &, ocurra,
condicionado a la salida dictada por el sistema clasico. Ademaés, |a)(«| es un opera-
dor de proyeccion ortonormal, por consiguiente, con Tr(|a)(a|O) se obtiene el posible
resultado de observar . Como se explicd en la seccion 2.3.2, el valor esperado es el
promedio ponderado de las salidas. En consecuencia, la ultima igualdad es un prome-
dio ponderado de las posibles salidas de la mediciéon, donde la probabilidad es el peso

asignado a cada una de las salidas.

Una de las ventajas de los instrumentos cuanticos, para mediciones difusas con-
cretamente, es que permiten analizar las mediciones desde algunas perspectivas que se
presentan a continuacion, para un sistema de dos particulas y que se seguiran anali-

zando en el siguiente capitulo.

La primera de las alternativas es pensar que debido a un ruido en el sistema,
las particulas podrian experimentar un intercambio y por ello se realiza una medicion
borrosa. El operador difuso captura esta transformacion del estado inicial p. Después
de medir un observable A ® B en el sistema, se obtiene un resultado que puede ser
cualquiera de los valores propios a;b,. Para describir este estado posterior, se aplican
los operadores de proyeccion del observable al estado difuso, condicionados a la salida
obtenida. Es por ello que el instrumento cuantico que proporcionara una descripcion

completa de la medicién difusa es

Il<p) = Z Pa]',bk ® Paj,bkaP(p)Ptj:j,bk7 (217)

a;,by

donde Py, 5, son lo operadores de proyeccion del observable.

1Si C, D, F y G son matrices de manera que se puedan formar los productos CF y DG, entonces
e (C®D)F®G)=CF®DG
e Tr(C® D) =Tr(C)Tr(D)
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La segunda alternativa tiene una interpretacion distinta a la anterior. En este
caso se realiza una medicion ideal en el sistema cuantico, pero después por alguna
imperfeccion en el dispositivo detector ocurre una confusiéon de los resultados en el
sistema clésico. El detalle consiste en qué después de realizar la medicion, es necesario
realizar la lectura de los datos en el sistema clasico. Por esta razon, el operador difuso,
se le aplica al sistema ancilla para representar la confusion en los resultados. El estado
posterior a la medicion esta representado por la proyecciéon de estado inicial p a los
posibles espacios propios del observable. El instrumento cuantico para esta segunda

perspectiva es
IQ(p) = Z'F2p(Paj:blc) ® Papbkppjj,bk (2'18>

Para la tercera alternativa se considera una interpretacion de la medicion difusa
diferente a las dos anteriores. En esta alternativa se asume que con una probabilidad
q se realiza una medida proyectiva ideal, pero con una probabilidad (1 — ¢) se realiza

una mediciéon en la que no es posible distinguir entre los posibles estados.

Sea L el conjunto de pares ordenados (i, () de indices de valores propios tales que
el primer indice indica un valor propio del operador A y el segundo indice indica algin
valor propio del operador B. Sus operadores cumplen con la caracteristica P,,;, # Py, 4
ademés de ser ortogonales. Ahora, se introduce un nuevo operador de proyeccion dado
por,

Pfhbl = |a;bi)(a;b| + |biai) (biai| = P, p, + Poya;-

El operador PaLi p, S interpreta como la falta de conocimiento si el estado se encuentra

en el espacios de los operadores F,, 3, o en By 4,.

De igual forma, sea K el conjunto de pares ordenados (j,k) de los indices de
valores propios tales que su primer indice indica un valor propio del operador A y el
segundo indice indica algiin valor propio del operador B. El operador de proyecciéon

asociado a los valores propios indexados por los elementos del conjunto K es tal que
K
Py b, = lajbe)(a;bi] = |bea)(bray]-

Luego, con una probabilidad ¢ se tiene que la descripcion seria

Z Pam,bn & Pam,binam,bna

m,n

y con una probabilidad (1 — ¢q) es

1
Z Paj’bk ® P;j’bkppjjvbk + Z Paibl ® apff;’blppaiybl‘
(4.k)EK (i,l)eL
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Entonces, este instrumento es la suma convexa de las posibilidades de realizar
una medicién ideal o la posibilidad de obtener una mediciéon en la que no es posible

diferenciar en qué estado se encuentra el sistema después de la medicion

I3(p> =4q Z Pam,bn & Pam,bnppam,bn

m,n

(2.19)
1
+ (1 B Q) Z Paj7bk ® P‘fj’bkppaljﬁbk + Z Pai7bl ® EP(llzfablpPaiybl
(4,k)EK (1) eL

El factor % en la tdltima suma es la probabilidad con la que el sistema clasico indica

que el sistema esta en P,; o en By, 4.
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3. RESULTADOS

3.1. Introducciéon

En los capitulos anteriores se establecié un base conceptual para realiza un analisis
de las mediciones difusas. En este capitulo se utilizara este marco para realizar la
descripcion completa de las mediciones difusas en sistemas cuénticos. Asimismo se
presentan los resultado mas relevantes que se obtuvieron al trabajar con las distintas

herramientas presentadas anteriormente.

La estructura de este capitulo es la siguiente. En la seccion 3.2 se inicia la discu-
sion de los resultados principales que se obtuvieron al analizar el sistema més simple,
el sistema de dos particulas. En esta seccién se presentan tanto las medidas POVM
como los operadores de Kraus que proporcionan una correcta descripcion de la me-
dicion difusa. De igual manera, se presentan de manera intuitiva y mas detallada las
interpretaciones de los instrumentos cuanticos, asi como las condiciones en las que éstos
son equivalentes. Finalmente se expone un ejemplo especifico que recopila todos estos
elementos para ilustrar de mejor manera la base tedrica trabajada. En la seccion 3.3 se
examina y aborda la generalizacion de todas las herramientas trabajadas en la seccion

3.2, para sistemas de N particulas.

3.2. Mediciones difusas en sistemas de dos particulas

Las mediciones difusas solo cobran sentido en un sistema compuesto por dos o
més particulas. Con fines explicativos en el capitulo anterior se comenzé a analizar
una medicion difusa en el sistema maéas simple, el cual esta conformado tinicamente por
dos particulas. Antes de ampliar el analisis a sistemas mas complejos, con el proposito
de acabar de clarificar e ilustrar de manera intuitiva el concepto de medicion difusa,
en esta seccidon se presentan los resultados principales y algunos ejemplos obtenidos al
trabajar con un sistema que tiene un estado inicial p € H; ® Ho y un observable de la
forma A ® B.
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En la siguiente imagen se ilustra un esquema de mediciéon del observable o, ® o,
en la que debido a ruido del entorno, existe una posibilidad de realizar la medicién
errénea y en su lugar medir el observable o, ® o,. La salida clasica de los observables
es (1) para el observable o, y (—1) para el observable o,.. Sin embargo su valor esperado
sera la suma ponderada de los valores esperados de realizar las dos mediciones que son

verosimiles, es decir pTr(o, ® op) + (1 — p)Tr(o, @ 0.p).

pTr(o. @ app) + (1 — p)Tr(ox ® 02p)

(a)
Oz
[
el
14 O
ey pTr(o, ® o4p)
cl L =k
(b)
Oz
R
P O
N | (1= p)Tr(0, ® 02p)
| 1 1
C
(c)

Fig. 3.1. (a) En la primera imagen se ilustran un estado inicial p, sin embargo el
entorno no es ideal y es posible que ocurra una identificacién errénea, en las que las
salidas cléasicas registradas para los observables o, y o, fueron 1 y —1 respectivamente.
(b) En esta imagen se ilustra que con una probabilidad p la identificacion del sistema
sea correcta y se realice la medicion del observable o, ® o,. (¢) La imagen muestra
que debido al ruido del entorno, las particulas experimentan un intercambio y con una
probabilidad (1 — p) se realiza la medicion del observable o, ® o,

Fuente: elaboracion propia

3.2.1. POVM y operadores de Kraus para mediciones difusas
en sistemas de dos particulas
A continuacion se especifica la forma de utilizar las medidas generalizadas conjun-

tamente con los operadores de Kraus para aproximarse a describir enteramente estas

mediciones. En la ecuacion (2.12) se encontro intuitivamente que los efectos para una
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medicion difusa, son {Fop(Fy;p,)}- Estos efectos proporcionan el mapeo de probabili-
dades

Ea;be. p) = Te(Fopl(Pay 0 )p). (3.1)

Sin embargo para obtener el estado posterior es a la mediciéon es necesario descompo-
ner estos efectos. Debido a que los operadores Py, 5, v P, 4, son positivos, entonces

Fop(Pa, p,) €s positivo y por tanto se puede considerar los siguientes operadores
Ka]‘,bk = ]:2p<Paj,bk)'

Luego de introducir los operadores de Kraus el estado de la mediciéon es posterior a la
medicion POVM seré

T
Kaj7bkaaj bk

)

Tr(Kij,kaaj,bkp)

_ \/F2P(Pajvbk>p\/fQP(Paj’bk)
Tr(Fap(Fa, b)) (3.2)
 \/PPuj b, + (L= p)SPu, 5, STp\/DPu, by, + (1 — p)SPy, 5, ST
B Tr((pPuy by, + (1 = p)SPu;,.51)p)
B \/pPaj,bk + (1 - p)Pbk,(ljp\/pP(lj,bk + (1 - p)Pbk:aj
a Tr((pPa, b, + (1 = ) Poya,)p) '

/ —_—
pa,j,bk -

La descomposicién en operadores de Kraus no es tinica. No obstante, el conjunto de

operadores { K, ;, } es adecuado para ofrecer una especificacion detallada de las medi-

j7bk
ciones difusas, puesto que con ellos se puede obtener tanto el mapeo de probabilidades
Tr(Ko, 5, K]

. C
a5,k p), como el estado posterior a la medicion pf_, .

3.2.2. Instrumentos cuanticos para dos particulas

En este apartado se busca hacer un analisis sobre las formulaciones de las tres
alternativas de los instrumentos presentadas en la seccién 2.5. En éste, se obtiene el
sistema clasico y cuantico para comparar las descripciones que proporcionan. Para una
plena especificacion de las mediciones difusas, las interpretaciones son intuitivamente
equivalentes. Sin embargo, es indispensable verificar que las dos proporcionen el mismo
mapeo de resultados. En principio, una condicién necesaria para corroborar que tengan
la misma distribuciéon de probabilidad es que el valor esperado de los instrumentos

genere el mismo resultado que el de la ecuacion (2.6).

Primera alternativa de instrumento cuantico

El primer instrumento consiste en considerar que debido a un error en el sistema

cuantico, las particulas posiblemente experimenten un intercambio. Al medir un ob-
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servable A ® B en el sistema representado por el estado p, se obtiene un resultado en
el sistema clasico que puede ser cualquiera de los valores propios de este observable.
Luego, con cierta probabilidad el estado posterior serd la proyeccion del estado inicial
del sistema al estado propio correspondiente a la salida proporcionada. Sin embargo
también es posible que el estado inicial sufra una transformacion, y sea este cambio del

sistema el que se proyecte en el espacio propio correspondiente a la salida del observable
A®B.

En la imagen 3.2 se puede apreciar a lo que esto se refiere graficamente. En la
figura, con una probabilidad p se realiza una medicién ideal en la que se mide el
observable A en la primera particula y el observable B en la segunda particula. En esta
medicion ideal el estado posterior seré la proyeccion de p; = Tra(p;2) al espacio propio
correspondiente a la salida proporcionada en el sistema clasico a;, conjuntamente con
la proyeccion de py = Try(p12) al espacio propio de las salida b,. No obstante, la figura
también muestra la parte borrosa de la medicién en la que con una probabilidad 1 — p,
la medicion del observable B se realiza en el primer sistema y la mediciéon del observable
A se realiza en el segundo sistema, en consecuencia ps se proyecta al espacio propio

que corresponde a la salida a; y p; se proyecta al espacio de la salida by.

A
[ |
Iﬁ P(l]‘ plPaj
1,2 B
A A, (0
cl o m
(a)
A

/ﬁ Paj pQPa]-

[
1,2 \/ B
\ R PypiPy, t1—0p

cl

(b)

Fig. 3.2. (a) Con una probabilidad p se realiza una medicion ideal del observable
A ® B, con un estado posterior dado por Py, p12Fs; 4, cuando la salida indicada es
a;by. (b) Con probabilidad 1 — p ocurre un intercambio de las particulas y estado

posterior correspondiente a la salida a;by, serd Py, p, p12F0; b, -

Fuente: elaboraciéon propia
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Para un sistema de dos particulas el instrumento dado en la ecuacion (2.17), puede

escribirse como
Il (p) = Z Paj,bk X Paj,bk,FQp(p)Pajybk
.k
=" Pyt ® [0Pa; 500 Py, + (1= p)Pay, SpS o1, (3.3)
.k

= Payb, © Pay [0 {abil plag, b)) + (1= p) (beay| plbray)],
7.k

Es importante notar que el sistema clésico puede diferir del estado inicial, pero
indica correctamente el estado posterior a la medicién en todos los casos. Ademés, para
una medida no selectiva el mapeo de resultados se obtiene simplemente aplicando una

traza parcial sobre el sistema cuantico

Trqu(Il(p)) - ZTIQU(Paj,bk & Pajvbkf2p(p)Paj7bk)
7.k
- Z Pajvkar(pP%bka%bk +(1- p)PajvkapSTP“j’bk) (3.4)
.k
= Po s [p{abel plajbe) + (1= p) (beay| p |bray)].
ik

Para obtener el mapa de resultados para una medicion selectiva simplemente se

multiplica el operador de proyecciéon correspondiente a la salida obtenida al resultado

)

=Tr (Z Pa b Pay [P (ajbi| plajbr) + (1= p) (brag| p |bkaj>]>
i,k

anterior, y se calcula la traza

Z Tqu<Pai,bz ® Pamblf?P(p)Paj,bk)

E(a;,by,p) =Tr (Pai,bl
ik

= " Tr (Pu,s, Pac) [P (aibel plajbe) + (1= p) (bray| p [bray)]
7.k

= 65lp (abel plasbe) + (1 = p) (beas| p [biay)]
7.k

= p(asbi| plaiby) + (1 — p) (bias| p [bras) -

Es importante notar que este mapeo de probabilidades resultante es exactamente el

mismo al de la ecuacion (3.1)

Por otro lado, para obtener el estado posterior luego de haber realizado la medi-
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cion, se debe realizar la traza parcial sobre el sistema clésico de la siguiente manera

Tra(Zi(p) = Y Tra(Pa, b, ® Payp, Fop(p)Pay )

o (3.5)
= Z Paj,bk"tép(p)Paj,bk'
ik

Para una medida selectiva el estado posterior estara dado por

B Paj,bkfm)(p)Paj’bk
Eaj,bk(p) - Tr(Paj,bk‘F2p<’0)) .

Por otra parte, el valor esperado del primer instrumento se calcula de la siguiente

forma

(A® B)z, = Tr([(A® B) ® 1))

=Tr ([(A 2 B) ® ]1] Z Pajbk 2 (pPajbkaajbk + (1 - p)PajkalOSPajbk>>
ik

= Z TI‘((A ® B)Pajbk)Tr ((ppajbkppajbk + (1 - p)PajkapSPajbk))
jk

= ZTI" (Z ailPaiblPajbk> TY((pPajkaPajbk + (1 - p)PajkaPSPajbk))
jk il

= ZpTr(ajkaajbk)Tr(Pajbkp) + (1 = p)Tr(a;brPap, ) Tr(Po,p, SpSPas,)
jk

- Z(ajbk)pTr(Pajbkp) + (ajbk)<1 - p)Tr<PajkapSPajbk)7

I

finalmente el valor esperados del instrumento es
(A® B)z, = pTr(A® Bp) + (1 — p)Tr(B ® Ap). (3.6)

Claramente con este instrumento se obtiene el valor esperado correcto para describir

una medicion difusa.

Segunda alternativa de instrumento cuantico

Tras haber analizado el primer instrumento, el siguiente escenario involucra un
error en la interpretacién de los resultados. El segundo instrumento implica que, de-
bido a un fallo en el sistema clasico, la lectura de las salidas sea incorrecta. Al medir
un observable A ® B en el sistema, con cierta probabilidad el estado posterior sera la
proyeccion del estado inicial del sistema al estado propio correspondiente a las salida

proporcionada. No obstante, existe la posibilidad que el estado inicial sea proyecta-
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do a algin estado propio del observable pero al leer las salidas de la medicién estas

correspondan a salidas del observable B ® A.

En la figura 3.3 se ilustra las dos posibilidades mencionadas anteriormente. En la
primera de ellas se realiza una medicién proyectiva ideal, donde se mide el observable A
en el primer subsistema y el observable B en el segundo, con probabilidad p. El estado
posterior a la medicion sera el estado p; = Tra(p12) proyectandose al espacio propio de
la salida a;, junto con la proyeccién del estado p; = Try(p12) al espacio propio de by.
Adicionalmente, la figura muestra la parte imperfecta de la medicién en la que con una
probabilidad 1 — p, se realiza la mediciéon de A en la primera particula y la medicion
de B en la segunda, sin embargo la salida de la medicién para el primer subsistema es
bi,un resultado correspondiente al observable B, y la salida que se ofrece en la medicion
del segundo subsistema es un valor propio de A, a;. Aunque los estados posteriores a

la medicion sean correctos, las salidas clasicas estan intercambiadas.

A
Iﬁ Paj plpaj
P12 B
o Py poPy, [P
cl a; by
(a)
A
|:7<_| Paj plPa]
P1,2 B
|_/7i| Py, p2 Py, 1y
noise
cl
bk’ a]
(b)

Fig. 3.3. (a) Con una probabilidad p, se mide el observable A® B y el resultado es una
medicion ideal, con un estado posterior Py p, p12Fa; 5, con la salida clésica indicandolo
correctamente. (b) Con una probabilidad 1 — p, ocurre un error en los resultados
clasicos de la medicion y en su lugar, la salidas se intercambian aunque el resultado en

el sistema cudntico indique ser el correcto Py, b, p12F; b, -

Fuente: elaboraciéon propia
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El segundo instrumento para un sistema de dos particulas es

IQ(p) = Z‘F2P(Pajabk) ® Paj7bkppajabk
7,k
= Z[ppaj,bk. + (1 _p)SPa]‘,kaT] ® Paj,bkppaj,bk (37)
7.k

= > plajb)(a;be] @ Puy b pPaj p, + (1= p)|byas) (bia;| @ Poy p pPa b,
7.k

En este caso es posible notar que el sistema clésico no siempre coincide con el
estado posterior. La salida de la medicion puede indicar que es |bya;), v el estado pos-
terior no sera éste. De la misma manera al instrumento anterior, se desarrolla la traza
parcial sobre el sistema cuéntico del instrumento para obtener el mapeo de resultado

para una medicion no selectiva

Trqu(I2<p)) = Z Trqu(‘FQP(Paj,bk) ® Paj:bkaaj>bk)

- (3.8)
=Y (PP, + (1= p)SPu, 5,.ST) (a5, be| play, bi)
ik

Adicionalmente, el valor esperado de este instrumento, se calcula de la siguiente

manera

(A® B)z, = Tr([(A ® B) ® 1]T,)

=Tr <[(A ®B)@1]>  F(Pap,) @ Paj7bkppaj7bk>

7.k
= pTr((A® B)Pa, 3, )Tt(Pa, 0, pPa, 0,.)
7.k
+(1—-pTr((A® B)SP%bkS)Tr(Pajvbka%bk)

- Z[ajbkar(Papbk) + (1 - p)Tr((B ® A)‘Pajabk)]Tr(Paj:bkp)’
7.k

simplificando se obtiene que

(A® B)z, = pTr(A® Bp) + 3 (1 - p)TH((B® APy ) TH(Panr). (3
gk
Notese que el término remarcado en azul difumina la parte de los resultados. Sin

embargo, en general esta ecuacion no es igual a la ecuacion (2.6), lo cual se discutira

més adelante, en la secciéon 3.2.3.
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Tercera alternativa

Esta tdltima interpretacion de la medicion difusa incluye la posibilidad de no saber
en que estado se encuentra el sistema luego de realizar la medicion. En este instrumento
se representa la posibilidad que al medirse el observable A ® B se realice con cierta pro-
babilidad una medicién proyectiva ideal. Pero, también es verosimil que se realice una
medicion en la que no sea posible saber en que espacio se haya proyectado el sistema.
Es igual de posible que se haya proyectado sobre un espacio propio del observable A® B
como es posible que se haya proyectado en un espacio propio de B ® A, condicionados

ambos espacios por las salidas clésicas.

En la figura 3.4 se muestra esta tercera interpretacion. Primero, se ilustra de
la posibilidad de realizar una medicién proyectiva ideal del observable A ® B con
una probabilidad ¢, al igual que en los dos casos anteriores. Sin embargo con una
probabilidad 1 — g, se realiza una medicién en la que no es posible saber si la particulas
se intercambian o no, por esta razon el estado sera proyectado al espacio dado por la
superposicion de los operadores de proyeccion de A ® By B® A correspondientes a la
salidas a; y by, las cuales son indicadas por el sistema clésico, es decir los operadores

Po; b Y By.a; TESPECtivamente.

A
[—]
|:7<_| Pa]plpaj
P1,2 B
X Py poPy, 4
cl @ D,
(a)
|i|
~—X
2 - Paj by + Py a; Paj oy + Py a;
p1,2 4 B > P1,2 >
== 1-q
cl @ D,
(b)

Fig. 3.4. (a) Con una probabilidad ¢ se realiza una medicion ideal del observable
A ® B, con un estado posterior dado por Pa; b.1,2Fa; b, cuando la salida indicada es
a;b,. (b) Con probabilidad 1 — ¢ ocurre un error y no se conoce con certeza el estado
posterior correspondiente a la salida a;by, estarda dado por una superposicion de dos
Paj,bk + Pbk,aj P(JL]-,b;c + Pbk,aj

9 P1,2 5 .

estados

Fuente: elaboracion propia
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El tercer instrumento cuantico puede desarrollarse de la siguiente forma

I p) = qz Pam,bn ® Parrubnppanubn

+ (1 B Q) Z Pawbk ® PKbkp 3,0k + Z P““bl ® 5 PL bz'OPaLi,bl

2
(k) EK (i,)eL
Z P(lj,bk X Paj,bkppaj»bk +q Z Foiy @ Paibup oy
(Gk)EK (LheL (3.10)
1
(1—1gq) Z Paip ® 2Pa bszaszbl
(i,l)eL
Z Paj,bk 0% Paj,bkppaj’bk +q Z Foyo @ Faioupasn,
(k) EK (e,1)eL
1 - q Z Pa by ® 5 |Papy + Py, az] p [Pai7bl + Pblvai] )
(i,l)eL

En este instrumento se asume que los operadores de proyeccion de los observables A® B
y B ® A tales que comparten el mismo valor propio, son ortogonales. En este caso, la
salida clasica no difiere del estado inicial pero existe la posibilidad que se desconozca

si la salida clasica coincida o no con el estado posterior.

Para este instrumento, se obtiene el mapeo de resultados, de igual forma que los

dos anteriores, realizando la traza parcial sobre el sistema cuantico como sigue

Trqu (Zs(p) = > PaynTr(Payp) + 0 Y Payt Tr(Pa,sp)
(4:k)EK (3,1)EL
U=9 S~ b (P, + P
+ 2 Z a;,by r([ a;,by + blyaz] p)
(3,l)eL
Z Pa, i (aibi|plaibi) + q Z P v (aibi|plaibe)
(Jk)eK (,1)eL
(1—gq) (3.11)
+ Z Pai,bl [<aibl‘p‘aibl> + (bza¢|p|blai>] .
(i,l)eL
> Puulabilplait)
(4, k)EK

1+
—f- ( Z Pal bl a; bl|p|a,bl

(3,l)eL i,l)eL

i b (D1ai| plbias).

Notese que el Gltimo término de la primera igualdad se puede simplificar de esta manera

L y
puesto que se supone que los operadores P%bk son de proyeccion.
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Asimismo, es posible calcular el valor esperado de este nuevo instrumento

(A® B)z, = Tr([(A® B) ® 1]|Z;)
Z (A® B)Pay ) Tr(Pay5p) + 0 Y Tr((A® B)Payp)Tr(Pay i)
j.k)e (i,l)eL
(1 CI) A
+ 9 Z (( ®B> a;, bz)Tranzybz +szvai]p)
(s,l)eL
- Z (ljkaI‘<Paj,bkp) +4q Z aiblTr(Pai,blp)
(j,k)eEK (i,1)eL
1—
+ ( Q) Z aiblTr([Pambz + thai] p)
(i,1)eL
= D b Tr(Pa, pp)
(j,k)eK
(1+9) )
+ T Z aiblTr(Paiﬂblp) + 5 Z aiblTr(Pbl,aip).
(s,l)eL (i,1)EL

En suma, el valor esperado para este instrumento es

<A ® B>I3 = Z ajkar(Paj,bkp) + Z aibl [(1;rq)Tr(Pai,blp> + (1;q)Tr(sz,aip)

(4,k)EK (i,l)eL
(3.12)

Este valor esperado puede conllevar més algebra debido a la interpretacion que se
le da al estado posterior a la medicion, sin embargo el este valor esperado equivale
mateméaticamente al del primer instrumento y esta equivalencia sera discutida en la

siguiente seccion.

3.2.3. Equivalencia de los instrumentos

En esta seccion se pretende comparar los valores esperados de los diferentes ins-
trumentos cuanticos analizados previamente, con el fin de examinar sus equivalencias.
Dado el enfoque con el que fueron concebidos los tres instrumentos, se anticipaba que
el valor esperado de cada uno seria el apropiado. Como se observo en las secciones
anteriores, los instrumentos propuestos no son idénticos. Por lo tanto, es importante

preguntarse, ;bajo qué condiciones estos instrumentos son equivalentes?

En primer lugar, se contrasta los valores esperados del primer y segundo instru-
mento. Con anterioridad se pudo apreciar que el valor esperado del primero corresponde
exactamente al de una mediciéon difusa, sin embargo al analizar el valor esperado del
segundo, se puede apreciar que, en términos generales, la parte que distorsiona los re-

sultados de la medicién no se corresponde de manera similar con la parte que difumina
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la medicion en el primero. Para verificarlo basta con analizar un caso particular, por
ejemplo si AQ B = 0, ®0,, sin importar cual sea el estado inicial p, el segundo término
de la ecuacion (3.9) es siempre cero. No obstante, la parte analoga del valor esperado
del primer instrumento, el segundo término en la ecuacion (3.6) no siempre es cero sino

que dependera del estado inicial del sistema.

Aunque no en todos los casos estos instrumentos son equivalentes, existen una
condicién en la que si lo son. A continuacion se presenta la proposicion que detalla esta
condicién de equivalencia del valor esperado entre los dos primeros instrumentos y su

demostracion.

Proposicion 3.1. Para todo estado inicial p, los valores esperados de las alternativas

de los instrumentos cudnticos (3.3) y (3.7), son equivalentes si y solo si
<ajbk|B &® A\aj/bk/) = O,Vj, k §£ j/, k/. (313)

Demostracion. (=) Supongamos que para todo estado inicial p los valores esperados
de los instrumentos son iguales. El primer término del lado derecho de la ecuacion
(3.6) y el primer término de la derecha en (3.9) son iguales, por lo tanto se igualan los

segundos términos de estas ecuaciones, i.e.

Tr(B® Ap) = Y _Tr((B ® A)Pa,b,)Tr(Payyp)- (3.14)
i,k

Por la linealidad de la traza se puede reacomodar el lado derecho de esta tultima ecua-

cion:

Z Tl”((B ® A>Paj,bk)Tr(Pajbkp) = Z TY[TI“((B ® A>Paj7bk)<Pajbkp)]

(Z Tr((B ® A)Paj,bk)Pajbk> P] |

gk

=Tr

reescribiendo la ecuacion 3.14

Tr(B ® Ap) = Tr

(Z TI“((B ® A)Paj,bk)Pajbk> p]

j7k

Tr

(B & A — (Z TI'((B & A)Paj,bk)Pajbk>> p] == O (315)

Jk
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Al expandir B ® A en la base de vectores propios de A ® B obtenemos que

B A= Y Tr(B® Alab)(aybe|)|a;be)(aybul,
j,k,j/7k/

desarrollando la ecuacion 3.15

Tr

(B@A—(ZTr (B® A)Py, ) ajbk) ol =0

7.k

Jsksg’ k! Jsk

Tr

( Z TI'(B@Al(ljbk><aj/bk/ |ajbk CL]/bk/ P =0

j7k¢jl7k/

Tr

< Z TI‘ B ®A\ajbkﬂaijk/|)|ajbk)(a]/bk/] - (Z TI' B ®A aj, bk ajbk)> Pl = 0

( Z <CL]bk|B®A|CL]/bk/ |a]bk CL]/bk/ 1% =0.

Jk#J K

De la tltima ecuacioén, para cualquier estado inicial p, se obtiene que!

Z (a;bi| B ® Ala;by)|a;be)(a;by| =0,
J,k#3" k'

luego por independencia lineal de la base de vectores propios

<a]bk|B ® A|aj/bk,/> = 0 Vj, k’ 7é jl, k/.

(«<=) Ahora si suponemos que los coeficientes (a;by|B® Al|ajby) =0, Vj, k # j', k.
Entonces el operador B ® A = Zz’,l d; Py, p, escrito en la base de vectores propios de
A® B.

Finalmente, se obtiene la siguiente igualdad

ZTr Zdzlpazblpa bk TI' ab;c szzlé TI' abk )

7k il

= dikTe(Pyyp) = Te(B © Ap)

Segiin la proposicion previa, se concluye que los dos primeros instrumentos tendran

el mismo valor esperado, si y solo si la matriz de B® A es diagonal en la base de vectores

lyer lema A.1.1.
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propios del observable A ® B. Esta conclusion podria sugerir que es lo mismo afirmar
que los observables cumplen con esta condicion si y solo si conmutan. No obstante,
esta afirmaciéon no es correcta puesto que no obedece la doble implicaciéon. Es posible
demostrar que si se cumple la condicién (3.13), entonces los observables conmutan. Sin
embargo, la afirmacion reciproca no es cierta. A continuacion se explora sobre estas

aseveraciones.

Para iniciar se presenta de manera formal la primera implicacion y su demostra-

cion.
Proposicion 3.2. Si se satisface la condicion

(ajbr| B ® Alayby) = 0,V5,k # 5, K,
entonces [A® B,B® A| =0

Demostracion. Con base en la condicién es posible escribir el operador B ® A en tér-

minos de los operadores de proyeccion del observable A @ B
B® A=Y ciylaib){aibi],
il

donde los coeficientes c¢;; se encuentran en la diagonal del operador B ® A escrito en

la base de A ® B. Luego, A ® B también se puede expresar como
A®B =" ajbila;be)(a;by|.
gk
Ahora es posible conmutar los observables

[A B, B Al=(A®B)(B® A)— (B® A)(A® B)

Z ajbk|ajbk><ajbk|> (Z Ci,l|aibl><aibl|>

il

czl|a bl azbl|> (Zajbk|ajbk>(ajbk|)

j?k

= (Zz%bkczﬁjkm]bk azbl> (chzla]bk zl |a2bl><ajbk|>
=0

il gk

aabk% kla;br) <%bk|> - (Z a;jbrcjla;br) <ajbk|>

j7k
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Luego, tal como se mencion6 previamente, la condiciéon necesaria para cumplir
con (3.13) es que los observables A ® B y B ® A conmuten, mas no es suficiente. Para
probarlo basta con mostrar el siguiente contraejemplo. El observable o, ® o, conmuta

con o, ® 0,,

[Uz X 0y, 04 & Uz] = 0,03 & 0,0, — 020, X 0,0,

=0y®0y—0,®0, =0,

sin embargo escribir al observable o, ® o, en la base de vectores propios de 0, ® g, no

es una matriz diagonal, basta con calcular lo siguiente

0 1 0\ /o0
0 0o —1|| o
0+l @afi=)=(1 1 0 0) —9.
1 0 0
0 10 0)\-1

Por otro lado, debido a que el primer instrumento presenta el valor esperado co-
rrecto y el segundo no en todos los casos, lo razonable es comparar el tercer instrumento
con el primero tnicamente. Anteriormente se vio que estos instrumentos tenian un valor
esperado similar matematicamente. Sin embargo, es importante hacer la aclaracion que
el tercer instrumento solo tiene sentido, en el caso particular en el que los operadores de

A,
an,(lm 5 " n’Pam’bn'

 Ubp,am

proyeccion de los observables A® By B® A cumplen con P,

m,bn
Por esta razon, ahora se presenta la proposicién que establece formalmente cuando

estos instrumentos son analogos.

Proposicion 3.3. Para todo estado inicial p, los valores esperados de las alternativas

: . , , , 1+
de instrumentos cudnticos (3.3) y (3.10) son equivalentes si y solo si p = Tq

Demostracion. El valor esperado del tercer instrumento estd dado por la ecuacion
(3.12), en el que la primera suma toma los operadores de proyecciéon indexados por los

elementos del conjunto K, es decir que Py, 5, = P, p;- Por lo tanto esta ecuacion puede

ksbs
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reescribirse de la siguiente forma

<A ® B>I3 = Z ajbk: [@Tr(Pa‘j,bkp) + (IEQ)TY(Paj,bkp)]
(4,k)EK

+ 3 iy [SOTH(Py ) + L TH(Py )]
(3,0)eL

= Z (1;q)ajkal"(Paj,bkp) + (1gq)ajkar<Pbk’ajp>
(R)eK

+ Z @aiszr(Pai,blp) + (1;q)aiblTr(Pb“aip)
(Z,l)eL

= (1‘5‘1) Z a/jkar(Paj,bkp) + Z aiblTr(Pai7blp)
(4,k)EK Gl eL

+ 80N b T (P, p) + Y aibTr(Pyq,p)

(J,k)eK (3,l)eL

= U9 (1A @ Bp)] + 52 [Te(B ® Ap)].

De la tdltima igualdad se puede observar que los valores esperados seran equivalentes
e 1+ —
cuando la probabilidad p = Tq y(1—p) = Tq [ |

Con base en esta proposicién es posible analizar la equivalencia entre las interpre-
taciones de los instrumentos. Cuando la probabilidad de obtener una medicién donde
las particulas experimentan un intercambio, sea igual a la mitad de la probabilidad de
no poder diferenciar en qué estado se encuentra el sistema después de la medicién, el

valor esperado de los instrumentos serd exactamente el mismo.

3.2.4. Ejemplos sobre una medicién difusa utilizando distintas

herramientas

En esta seccion se realizaran algunos ejemplos que ilustran la descripcion comple-
ta de la medicién de un observable de la forma A ® B en un estado inicial p utilizando
las distintas herramientas discutidas en los apartados anteriores, es decir, las medi-
das POVM conjunto a los operadores de Kraus, asi como los distintos instrumentos
cuanticos. Continuando con el ejemplo de la seccion 2.3.2 en el que se quiere medir el

observable o, ® 0, con vectores propios {|0+) ,[0—),|1+),|1—)}. El estado inicial del
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sistema es

1/6 1/6 0 0
1/6 1/6 0 0
0o 0 1/3 1/3
0 0 1/3 1/3

2
11

p=(31001+ 1) 1) & ) (+1) = (3.16)

3

Ejemplo utilizando las mediciones POVM y los operadores de Kraus

Previamente se graficé el mapeo de probabilidades de obtener los valores propios
del observables, los cuales son 1 y —1. Este mapeo puede realizarse con los efectos

discutidos como

E(1, p) =Tr(Fap(FPo+)p) + Tr(Fop(Pr-)p) = Tr(Fop(Pos + P1-)p)

11 0 0 1 0 1 0 1200
11 0 0 0 1 0 -1 1100
=-Tr +(1- 22

p001—1(p)1010 0 011

00 -1 1 0 -1 0 0 011
_3-p
=

analogamente para el otro valor propio
3+p
E(=1,p) = Te(Fop(Fo-)p) + Tr(Fop(Pri)p) = Te(Fop(Po- + Pri)p) = ——

Por ejemplo, se obtiene la salida a; = 1y by = 1, la probabilidad de obtener dicha
salida sera solamente Tr(Fa, (P )p), con una probabilidad p = 0.25 de intercambio de

las particulas, el efecto es

1/2 1/8 3/8 0
Fo(P — |8 18 00
P38 0 3/8 0
0

0 0 0
La operaciéon cuéntica que representa la medicion difusa sera

](111,171p[(Jr

ai,by

~ T(Fap(Ros)p)

gahbl (p)

El canal representara precisamente que con una probabilidad p el estado estara en el
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espacio propio de |0+) y con una probabilidad (1 — p), en el espacio propio |+0)

g = VPPor + (1 — p)Prop\/pPo+ + (1 — p) Py
ot Tr(Fap(Fot)p)

Para obtener estos operadores de Kraus se debe obtener primero los operadores de

proyeccion del efecto, es decir

Fop(Poy) = Z)\i [Ai) (Al

4 7T 4—-T7
El efecto tiene rango tres y sus valores propios son + \/_, 8\/_ y 0 con degeneracion
2, los vectores propios de los primeros dos valores son
14+ V7 1-V7
1 —2+ V7 1 —2 /7
T Y —F/—= )
28 — 2/7 3 28 +2V/7 3
0 0

respectivamente. Para obtener la raiz cuadrada del operador se puede realizar el si-

\/ Fan(Fot) = Z VA (Al

guiente célculo?

es decir

24+V7)  (5-VT)  3(1+V7)
447 1 (5—V7) (11 —=4v7) 3(=24+V7)
8 28 — 27 | 3(1+V7) 3(=2+V7) 9

0
0
«7:2p(P0+) -
0
0 0 0 0
0
0
0
0

24-V7)  G+VT) 31 -V7)

4 -7 1 G+V7) (A1+4V7) 3(=2—7)
8 28 +2v7 | 3(1+V7) 3(—=2—7) 9

0 0 0

Finalmente el operador de Kraus estara dado por las siguiente matriz

0.566947 0.188982  0.377964 O
0.188982  0.283473 —0.094491 O
0
0

o 0.377964 —0.094491 0.472456

0 0 0

2En general, los operadores de Kraus no son sencillos de calcular con lapiz y papel. Es por esta
razén que se puede utilizar un programa, el cual se encuentra en el repositorio [13].
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En virtud de lo anterior, el estado posterior a la medicién resulta ser

0.5275 0.1758 0.3516 0
_ KogpKi, 01758 0.1483 0.0275 0
Pt = Tr(Fop(Pos)p) | 03516 0.0275 0.3242 0
0 0 0 0

En este escenario, el estado inicial se proyecta en el espacio dado por la superposicion
de dos de los estados propios del efecto correspondiente a la salida a;b; = (1)(1) = 1.
El estado posterior a la medicion, resulta ser un nuevo estado mixto, con el mismo
rango del efecto. Entonces, pyy se encuentra en el subespacio generado por los espacios
propios del efecto, escalados por coeficientes que estan asociados con la probabilidad

que se encuentre en cada uno de los espacios propios.

Ejemplo utilizando los instrumentos cuanticos

En la seccion 3.2.2 se ha analizado tres interpretaciones de las mediciones difusas
utilizando instrumentos cuanticos, ahora es conveniente analizar un ejemplo para un
estado especifico para completar la comprension de estos instrumentos. De igual manera

se utilizaré el estado propuesto en la ecuacion (3.16) y el observable o, ® 0.

Para el primer instrumento los operadores que integran el sistema clasico son
Pyy, Py, Py, P, y lo operadores que conforman el sistema cuantico condicionados
a sus respectivas salidas seran las proyecciones de estos operadores sobre el operador

difuso aplicado a p. El primer instrumento para este caso es

Ti(p) = Poy ® PorFap(p)Poy + Po— @ Po_Fap(p) Po-
+ Py @ Py Fop(p) Py + P ® Pr_Fop(p) P,

donde
16 1/6 0 0 16 0 1/6 0
1/6 1/6 0 0 0 1/3 0 1/3
Fanlp) = r(1-
2P =Py 1/3 1/3 S 1/6 0 1/6 0
0 0 1/3 1/3 0 1/3 0 1/3

Aplicarle el operador difuso al estado inicial representa que al realizarse la medicién con
probabilidad p se experimenta un intercambio de particulas y con probabilidad (1 — p)
no lo hace. Luego, este nuevo estado se proyecta en uno de los espacios propios de
la salida obtenida. La descripcién de esta medicién queda condensada en estos cuatro

términos, con lo que puede obtenerse su mapa de resultados y el estado posterior.
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El mapa de resultados se obtiene utilizando la traza parcial sobre el sistema cuan-

tico

Trqu(Zi(p)) = Pos Tr(FPoy Fap(p)) + Po-Tr(Po-Fap(p))
+ P Te(Pry Fap(p) + Pr-Te(Pr-Fop(p)).

Si se desea la probabilidad de cada una de las posibles salidas puede proyectarse en el
espacio de cada una de ellas y obtener su traza, esto es anélogo a utilizar las medidas
POVM para los mapeos de cada una de las cuatro posibles salidas. La probabilidad de

obtener la salida correspondiente al estado |0+), sera

Tr(Po+ Trqu(Zi(p))) = Tr(Pot1) Tr(Po+ Fop(p)) = Tr(F2p(Fo+)p)
1100 1010 1200
B 1100 0000 5300
P loo ool TP 01 off oo 1
0000 0000 0011
_3tp
12

Finalmente, si la salida que se obtiene es a;b; correspondiente al estado propio |0+),

el estado posterior serd simplemente

0.1354 0.1354 0 O
Pun(pp+(1—=p)SpSHP, 1 | 01354 01354 0 0
Tr(Pay 5 Fop(p)) _% 0 0 0 0
0 0 00
0.5 05 0 O
|05 0500
B 00
0 0

En esta situacion, el estado que sufre un intercambio de particulas es proyectado al
espacio del estado propio |0+). El estado resultante debe ser el operador Fy,, el cual
es un estado puro, en contraste con el estado inicial. Por otro lado, el valor esperado

del instrumentos es exactamente el mismo que el obtenido en la ecuacion (2.9)

-1
3 0

(A® Bz, =pTrlpe=a0,) + (1 - p)Tr(por®5s) -

El segundo término se anula debido a que la traza del producto de cada uno de los ope-

v ()
3

radores de proyeccion del observable o, ® g,., con el observable o, ® o, es cero, mientras
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que el estado inicial es una superposicion de dos de estos operadores de proyeccion.

Para la segunda alternativa, el error ocurre al realizar la lectura de los resultados
por lo tanto el operador difuso se aplica a los operadores de proyecciéon en el sistema

clasico

Is(p) = Fop(Fo1) @ PorpPot + Fop(Fo-) @ Po-pPo-
+ Fop(P1y) @ PrypPry + Fop(P1o) @ Pr_pPi_,

en este caso el operador difuso captura la confusion de los resultados. Por ejemplo, con
una probabilidad p indicaria que el estado es |0+) y con una probabilidad 1 — p se
obtiene una salida correspondiente al estado | + 0) sin embargo el estado posterior a la

medicion seré la proyeccion en espacio propio del operador Py, .

El valor esperado de este instrumento es

0

(0. ® Ux>12(p) = pTr(o. ® oup)
0
+ (1= p)Ta((on oz Py TPy p) + (1= p) Te{(0 TPy ) Te(Fop)
0 0
+ (1= ) Ta((on oz P ) TH(Prep) + (1 p) Te{(0 TPy ) Te(Pr_p)
_ P

3
(3.18)

En este caso en especifico, el valor esperado del segundo instrumento es el mismo al
de la ecuacion (3.17). Esto se debe a que los tltimos términos también se cancelan, de
la misma forma que el dltimo término del valor esperado del primer instrumento. Sin
embargo, el observable no ejemplifica la proposicion 3.1, puesto que la condicion (3.13)

no se cumple y por esta razéon no seran equivalentes para todo estado inicial.

Por otro lado, para determinar el mapeo de probabilidades, primero es necesario

encontrar el operador de densidad reducido de la siguiente forma

Trqu(Z(p)) = Fop(For ) Tr(Po+p) + Fop(Fo-) Tr(Fo-p)

(3.19)
+ Fop(Pr4) Tr(Pry p) + Fop(Pr- ) Tr(Pri-p).

Particularmente, si se desea conocer la probabilidad de obtener la salida que corres-

ponde al estado |0+), es necesario emplear el operador de proyeccion Py, junto con el
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célculo del operador reducido (3.19), como se muestra a continuacion

Tr(Po+Trqu(Z2(p))) = Tr(Pos Fap(Pos ) Tr(Posp) + Tr(Poy Fop(Fo-)) Tr(Fo-p)
Tr(Po+ Fop(Pri)) Tr(Prip) + Tr(Poy Fop(P1-)) Tr(Pr-p)

= Tr(pPos + (1 = p)Pos Pio) Tr(Foyp) + Tr((1 — p) Poy Po) Tr(Fo-p)
+ Tr((1 = p) Pos Pia) Te(Prip) + Tr((1 — p) Pos P-1) Tr(Pr-p)

(1-p) 3+5p
= pTe(P,

+

Tr((Pyo + P-o + Pi1 + P-y)p) =

Para el tercer instrumento, el observable o, ® ¢, no cumple con una de las con-
diciones para que esta ultima alternativa tenga sentido, puesto que los operadores de
proyeccion del observable no son ortogonales con lo operadores de proyeccion del ob-
servable o, ® o,. Es por ello que para ejemplificar este instrumento se utilizara el
observable 0, ® o, con los operadores de proyeccion Py, Py1, Pio, P11 v un estado inicial

p. El instrumento es entonces

Zs5(p) =Poo @ PoopFoo + Pi1 @ PiipPii + qPo1 ® Po1pPor + qPio ® PiopPro
1—q

—5 [
= Poo ® PoopPoo + P11 @ PripPry

Py1 @ (Po1 + Pio)p(Po1 + Pro) + Pio ® (Pio + Po1)p(Pio + Po1)]

1—
+ Py ® {qume + Tq(Pm + Pio)p(Por + PlO):|

]_ _
+Po® {qupplo + Tq(Plo + Po1)p(Pro + P01)} :

En esta ultima ecuacion, el sistema clésico indica que para las salidas correspondientes
a los operadores Fy; y Pjg, con una probabilidad ¢ al sistema se le aplicarda una medicion
ideal, pero con una probabilidad (1 —¢) no es posible distinguir entre los estados [01) y
|10). Su mapa de resultado se puede obtener realizando la traza parcial sobre el sistema

cuantico

Trqu(l'g(p)) = POOTr<POOp) —|— P11TT(P11,0) —|— POl |:qTI'(P01p) + _ qTI‘((P(n + PlO)p):|

1—
+ P {QTT(PmP) + qu"((Plo + POl)P)}

14 -
= PooTI'<P00p) =+ PllTI'<P11p) —+ POl |: qTI'(P()lp) + qTI'(Plop):|

qTI'(Pl()p) +

1 _
+ Py [ ha qTr(Pmp)] :

De esta tltima igualdad es posible notar facilmente que para este observable el mapa

de resultados coincide con el que se podria plantear en el primer instrumento cuando se

o6



cumpla que p = %. Ademés es importante notar que aunque el observable es bastante
sencillo, los resultados pueden verse difuminados para dos de los estados, cambiando

la probabilidad de obtener las salidas correspondientes a los operadores Fy; v Po.

3.3. Generalizacion de operadores de Kraus en siste-

mas de IN particulas

El estudio del sistema que se analiz6 en las secciones anteriores y sus implicaciones
para la especificacion completa de las mediciones difusas es 1til desde un punto de vista
ilustrativo, aunque no es general. En esta seccion se pretende discutir el problema desde
sistemas méas generales, con més de dos particulas y en los que se tomen en cuenta

observables que no sean factorizables.

Al generalizar las ideas anteriores para sistemas de N > 2 particulas, naturalmente
se piensa realizar una medicién de un observable de la forma A; ® As ®...® Ay, en la
cual, por ruido del entorno se produce un error en el aparato de mediciéon y confunde los
resultados. Ahora, existe una probabilidad de una identificacién errénea. Por ejemplo
puede realizarse la medicion del observable As® A1 ®...® Ay con cierta probabilidad p.
Sin embargo, es posible que la particulas experimenten un intercambio de cierta forma
tal que la medicion que se produzca sea una de las N! permutaciones en las que se puede
configurar el operador original. En este caso el valor esperado de la medicion seré el
promedio de los valores esperados ponderado por probabilidad de que se produzca

alguna medicion del observable incorrecto.

Para obtener el valor esperado de esta mediciéon en el sistema de N particulas, es
necesario el operador difuso presentado en la ecuacion (2.5), el cuél utiliza los operado-
res de permutaciéon previamente explicados. El valor esperado de medir al observable

Ny st icial | sieuient
&), A, en un sistema inicial p, es el siguiente

<® Ai> =Tr <.7:(p) ®Al> = Z p; Tr (ijH;®Ai> )
i=1 Fo) i=1 i=1

II;es

Aunque lo anterior es vélido no es la forma mas general en la que una medicién
difusa puede ser estudiada. Estas mediciones pueden analizarse utilizando cualquier
tipo de observables, incluyendo los observables no factorizables los cuales no pueden
escribirse como un producto tensorial de N observables, pero pueden ser expresados
como la superposiciéon de todos los productos posibles de los operadores de una base
del espacio de Hilbert H. Por lo tanto, al llevar a cabo una mediciéon difusa de un

observable O € H®Y | los operadores de cada término de la superposicién que conforma
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el observable original se pueden intercambiar de alguna manera. En consecuencia, es
posible utilizar la linealidad del operador difuso para representar el valor esperado de

cualquier observable, tal y como se presenta en el ecuacion (2.8).

3.3.1. Medidas POVM y operadores de Kraus en sistemas de

varias particulas

Anteriormente se describi6 el mapeo que puede realizarse con las medidas POVM
en un sistema de dos particulas. Se propuso intuitivamente un conjunto de efectos, en
los cuales a los operadores proyeccion se les aplicaba el operador difuso y con base en
estos efectos era posible obtener el conjunto de operadores de Kraus que describen la
medicion. Para sistemas formados por mas de dos particulas los efectos son ligeramente

diferentes y en consecuencia los operadores de Kraus también.

La clave para lograr los efectos de manera correcta es también emplear el valor
esperado de una medicion difusa. A pesar de ello, la diferencia de la generalizacion reside
en el hecho que los operadores de permutacion para N > 3 no son hermiticos, por lo
que la aplicacion del operador difuso debe llevarse a cabo con precaucion. Utilizando
la propiedad ciclica de la traza, el valor esperado de la medicion difusa puede escribirse

también como

(O) () = Z piTr (H;OHJP> : (3.20)

II;es

De esta expresion es facil interpretar que se esta aplicando un operador al observable,
sin embargo no es el mismo operador difuso que el de la ecuacion (2.5) debido a que
en cada término de la suma el operador aplicado por la izquierda es el adjunto del
operador de permutacion y por la derecha se aplica el operador de permutacién. En
este contexto, aplicar un operador por la izquierda es distinto a aplicarlo por la derecha,
puesto que los operadores de permutaciéon no son hermiticos. También es importante
aclarar que tampoco se le esté aplicando el adjunto del operador difuso puesto que este

es hermitico?.

Por lo tanto los efectos ya no pueden ser simplemente la aplicacion del operador
difuso a los operadores de proyeccion puesto que esto resultaria en un valor espera-
do distinto a (2.8), puesto que las permutaciones estarian ponderadas con diferentes

probabilidades. En su lugar, los efectos pueden escribirse como

{E)\i})\iEA = Z ij;f'PMH]’ ) (3'21>

II;es A EA

3ver lema A.1.2
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donde P,, es el operador de proyeccién correspondiente a cada vector propio que tiene
asociado el valor propio \; € A. Para un observable factorizable de N particulas, el
valor propio \; es el producto de los aj; valores propios, donde los subindices indican
que es k—ésimo valor propio correspondiente al observable que se desea medir en la
j—ésima particula. Adicionalmente, puede suceder que ninguno de los N observables
sea degenerado y que algunos productos de los valores propios de los observables sean
iguales, de manera que \; = A;, con ¢ # [. En este escenario, es probable que los
operadores de proyeccion se modifiquen y por lo tanto, los efectos sean distintos a los de
la ecuacion (3.21). No obstante, se requiere realizar mas investigacion para corroborar

si existe algin inconveniente en estas circunstancias.

Luego, para obtener el estado posterior a la medicién se requiere utilizar la des-
composicion de los efectos en operadores de Kraus { K, }. De manera analoga al sistema
de dos particulas es facilmente comprobable que estos operadores E), son hermiticos,
cumplen con la propiedad de completitud y son positivos. Por lo tanto para este sistema

se propone utilizar la raiz cuadrada de los efectos

Ky = > pIiPIL, (3.22)

I;es
esto se puede realizar debido a la positividad de los efectos.

Finalmente, con el fin de mostrar el mapa de probabilidades y el estado resultante
luego de la medicidn en un sistema de varias particulas, de forma practica, se ha creado
un programa. Este utiliza como base los efectos y operadores Kraus descritos en esta

seccion y esta disponible en el siguiente repositorio [13] .

3.3.2. Instrumento cuantico en sistemas de varias particulas

En esta seccion se generalizan la idea detras de los dos primeros instrumentos
cuanticos en sistemas més complejos que involucran varias particulas, asi como los
primeros resultados obtenidos en la seccion 3.2.3, en la cual se comprob6 que los ins-

trumentos no generan las mismas distribuciones de probabilidad en todos los casos.

La primera alternativa es el instrumento en el que por ruido en el sistema ocurre
una equivocacion y al medir un observable O es probable que las particulas experimen-
ten un intercambio. Este instrumento representa que la salida clasica correspondera a
los valores propios del observable. Adicionalmente, con cierta probabilidad la medicion
ocurre de manera ideal, y el estado posterior a la medicion seréd la proyeccion del es-
tado inicial al espacio propio correspondiente a la salida brinda por el sistema clasico.

Sin embargo, también es verosimil que el estado posterior sea la proyeccion al espacio
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propio de la salida pero del estado inicial transformado, de forma que represente un

sistema en el que las particulas se cambian

Zi(p) = Z Py, @ Py, F (p) P, (3.23)
N EA

Por otra parte el valor esperado del resultado de la medicion modelado con este ins-

trumento puede calcularse de la siguiente manera

(O), = Tr ([(0O) © 1] 1h)

=Tr [ [(0)@1] Y P\, ® P\, F(p) Py,

)\jEA

=" Tr((0) B) Tr (P, F (p) Pr,)

)\jEA

— ZTr Z )\kP)\k‘P)\j Tr (PA]'F(IO) PAj)

AjEA AjALEA

=" Tr (\P) Te (B F (p) Py
)\jEA

= Z NTr (P F (p)

)\jEA

con lo que se puede concluir que el valor esperado correspondiente a este instrumento

€S

(O)g, = Tr (OF (p)), (3.24)
el mismo que el valor esperado correcto (2.8).

La segunda alternativa es igualmente generalizable para un sistema de N parti-
culas. Este instrumento representa una equivocacion en el sistema clasico, y por esto
al medir el observable O, con alguna probabilidad el estado inicial se proyectara en
el espacio propio de la salida correspondiente. Pero es probable que el estado inicial
se proyecte de igual forma a un espacio propio del observable pero la lectura de los
resultados de la medicion sean las salidas de un observable distinto, el cual puede ser
una transformacion dada por el operador de permutacion II;OII; para algin II; € S,
lo que indica que las salidas corresponden a una mediciéon en cada particula, diferente

a las que proporcionaria una medicion ideal

T(p) = Y F(Py)® PypPy,. (3.25)

)\iEA
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Con esta alternativa el valor esperado se calcula como

(O)7, = Tr ((0) ®1] 1)

=Tr [ [(0)@1] Y F(P,) @ Py pP,
)\jEA

= 3 T(OF (1) T (Byp).

)\jEA

finalmente el valor esperado es

(0)7, =Y T (OF (Py,)) Tr (Pyp) - (3.26)

)\jEA

Este valor esperado no corresponde a (2.8) por lo que anélogamente se tiene una pro-
posicion mas general para la equivalencia de estos instrumentos en sistema de N par-

ticulas.

Proposicion 3.4. Para todo estado inicial p, los valores esperados de los instrumentos

cudnticos 3.23 y 3.25 son equivalentes si y solo si
(s

La demostracion es andloga a la de la proposicion 3.1.

H}@Hl) M) =0.%) £ k y VI € S.
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CONCLUSIONES

A lo largo de los capitulos anteriores se ha llevado a cabo una discusion sobre
ciertos conceptos y herramientas apropiadas para lograr una descripcion completa de un
tipo de medicién imperfecta, las mediciones difusas en sistemas de dos o més particulas.

En concreto, esta tesis se emplearon dos enfoques principales que vale la pena enfatizar.

En primer lugar, las medidas POVM junto con los operadores de Kraus, los cuales
son la primera forma de aproximarse al problema. Los efectos de las medidas POVM
analizadas brindan una distribucién de probabilidad de acuerdo a cada una de las posi-
bles salidas que pueden ocurrir en una mediciéon difusa. Estos efectos fueron originados
a partir del valor esperado de la medicion para asegurar su idoneidad. Asimismo, los
efectos también pueden descomponerse para dar origen a los operadores de Kraus, los
cuales proporcionan el estado posterior a la medicion. Esta descomposicion no es tni-
ca, pero en este estudio se examinaron las caracteristicas de los efectos, con el fin de

utilizar una descomposicion simple.

Como segundo enfoque, se han examinado tres diferentes instrumentos cuanticos
para sistemas de dos particulas. Estos instrumentos se utilizaron con el fin de anali-
zar las mediciones difusas con distintas interpretaciones. Igualmente, se usaron para
describir las mediciones de una forma sucinta, de modo que vinculan tanto las salidas
clasicas como las salidas cuanticas de la medicion. A pesar de que se esperaba que los
instrumentos propuestos de manera intuitiva, modelaran correctamente la medicion
difusa, no result6 ser asi. Solo uno de los tres instrumentos estudiados resulté brindar
una especificacion concisa y general de la medicion difusa. En consecuencia, las condi-
ciones en las que los instrumentos resultaban ser similares fueron estudiadas de manera

exhaustiva.

Las mediciones difusas también fueron analizadas en sistemas més grandes de N
particulas en los cuales se generalizaron los operadores de Kraus que describen comple-
tamente la medicion. Estos operadores proporcionan tanto el mapeo de probabilidades

para obtener las posibles salidas, asi como el estado posterior correspondiente a cada
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una de ellas. Los operadores de Kraus generales son parecidos a los estudiados en sis-
temas de dos particulas, sin embargo no son exactamente analogos. Esto se debe a la
construccion que se utilizé para obtenerlos tomando como base el valor esperado y la
composicion del operador difuso en sistema de N > 3 particulas. Particularmente, el
analisis en un sistema en el que se desea realizar una medicién de un observable no

factorizable, es comparable al de un observable que si lo es.

Por tltimo, el analisis de las mediciones difusas para diferentes observables, con es-
tados iniciales dados, puede ser estudiado de forma mas préactica mediante el programa
creado que exhibe el valor esperado de la medicion, asi como el mapeo de probabilidad

y el estado resultante.
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APENDICE A

A.1. Lemas utiles

Lema A.1.1. SiVp, Tr(Ap) =0, entonces A = 0.

Demostracion. Supongamos por contradiccion que A # 0. Entonces, sea p = |a)(a|, con
|a) un vector propio ortonormal, de A. Luego, al calcular Al|a)(a|, tenemos Ala){a| =
ala)(a| entonces, la traza de Ap es exactamente a, que es distinto de cero. Entonces,
hemos encontrado una matriz A distinta de cero tal que la traza de Ap sea distinta de

cero. De ello se deduce que A = 0 si no existe un p distinto de cero. [ |
Lema A.1.2. El operador difuso F(p) es hermitico.

Demostracion.

T
Fip)= | D plptlh | = > p; (ijH})T =3 py(m) oIl = F ().

II;es II;es II;es
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