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INTRODUCCION

El entrelazamiento es uno de los fendémenos mas destacados y estudiados en el
campo de la mecanica cuantica. Uno de los eventos que ha marcado a la historia de
la ciencia inicia con un articulo publicado en 1935 por A. Einstein, B. Podolsky y
N. Rosen [10]. En él se presenta a la conocida paradoja EPR [16], cuyo objetivo fue
mostrar la aparente problemética que habia con la mecanica cuantica y que condujo
a clasificarla como una teoria incompleta. Sin embargo, fue el fisico Erwin Schrédin-
ger [20] quien utilizo el término entrelazamiento cudntico, para referirse al fenémeno
responsable de la disputa ya mencionada. Mas tarde, gracias a las propuestas reali-
zadas por Jhon Bell [3], se comenzaron a realizar experimentos para comprobar la
validez de la mecanica cuéntica, por medio de la verificacion de las desigualdades de
Bell [16, 17|. Los resultados [1, 11] obtenidos a lo largo del tiempo, han favorecido
a la mecénica cuantica, lo que a su vez motivé a estudiar el entrelazamiento y sus
diversas aplicaciones. La teleportacion cuantica [6] y la criptografia cuantica [13|

son ejemplos de estas aplicaciones, en las cuales se contintia trabajando hoy en dia.

En este trabajo se estudiara el entrelazamiento y separabilidad de estados puros
bipartitos. A pesar de la existencia del entrelazamiento cuantico, no debe descartarse
la posibilidad de que el sistema de interés, se encuentre en un estado no entrelazado
o separable [7]. La tarea de determinar si un estado cudntico es separable, sigue
tratandose en la actualidad y suele llamarse problema de separabilidad [12]. Estudiar
la separabilidad de manera general, a menudo llega a ser un problema NP-complejo.
Sin embargo, existen casos especificos en los que se logra simplificar el analisis, como
sucede con los estados puros en sistemas bipartitos. Estos estados seran interés
de acé de adelante, para los cuales se realizarda un analisis de separabilidad y de
entrelazamiento. Es por ello que, la primera parte de este trabajo, se enfocara en la
presentacion de herramientas tedricas que serén tutiles en el desarrollo del anélisis

ya mencionado.

Especificamente, la atenciéon se centrara en trabajar con estados puros com-

puestos por qubits, en subespacios complejos bidimensionales. La teoria abordada

XI



en los primeros dos capitulos servira para llevar a cabo una exploraciéon de subes-
pacios. Esta consistird en analizar el entrelazamiento de estados puros en distintos
subespacios complejos bidimensionales, y realizar una busqueda de estados sepa-
rables en los mismos. Se comenzara por determinar la existencia de estados puros
separables en los subespacios de sistemas de dos qubits. Seguidamente, se evaluara
entrelazamiento en los subespacios por medio del célculo de la concurrencia [21] y
entropia [5, 8]. Con ello, se dara paso al desarrollo de un método que permita ubi-
car estados puros, con el grado de entrelazamiento que sea de interés. Finalmente,
para completar la exploracion, se van a tomar distintos casos de sistemas bipartitos
compuestos por tres y mas qubits. En esta ultima tarea, se volvera a realizar una
busqueda de estados separables para cada caso considerado en los nuevos subespa-
cios. Es asi como se invita a observar con més detalle, los calculos y resultados que

se presentan en los capitulos siguientes.
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1. CONCEPTOS PRINCIPALES

1.1. Introduccion

En el estudio de sistemas cuanticos, se necesita de una herramienta analitica que
pueda representar al estado en el que se encuentra el sistema en consideracion, ya que
con su ayuda puede obtenerse informacion variada y de interés. Esta herramienta es
de la que se hablara en la seccién 1.2, en donde primero se establecera la diferencia
entre estados puros y mixtos, lo que dara lugar a definir a la matriz densidad,
que es utilizada para describir ambos tipos de estados. Ademaés, también se estara
definiendo a la pureza, la cual depende de la matriz densidad y ayuda a determinar

si el estado que se tiene es puro o mixto, dependiendo de su valor.

Una vez teniendo conocimiento sobre los conceptos descritos en la primer parte,
se estara analizando la forma de la matriz densidad para sistemas compuestos en la
seccion 1.3, donde aparecera otra herramienta ttil al contar con varios subsistemas,
llamada matriz densidad reducida. A partir de aca se estara trabajando con sistemas
bipartitos y en la seccion 1.4, se analizaran a los estados puros de estos sistemas y
para los cuales se estudiara el entrelazamiento cuantico, que es uno de los objetivos
de este trabajo. Al terminar este capitulo, se contara con tres formas para distinguir
si un estado es separable o entrelazado; estas son: por medio del célculo de la pureza,

concurrencia y entropia de entrelazamiento.

1.2. Estados puros y mixtos

Para comenzar con la descripcion de estados cuanticos, es tutil presentar las
caracteristicas del wvector de estado. Si se considera que el estado de un sistema

es descrito por el vector complejo o ket [¢), de dimensiéon d, entonces este vector



conocido como vector de estado del sistema, sera de la siguiente forma

d

) = cilvi). (1.1)

i=1
En la expresion anterior, el conjunto de vectores {|v;) }, forman una base ortonormal
en el espacio de Hilbert o espacio de estado H, y ¢; son coeficientes complejos que

satisfacen la condicion de normalizacion [9),

(W) = Z leif? = 1. (1.2)

Si el estado de un sistema cuantico esta determinado por un tnico vector, de
la forma colocada en (1.1), entonces se trata de un estado puro. En este caso, los
célculos de interés pueden realizarse con ayuda de [1); pero existe otra forma de

representar a este estado y es por medio de la matriz densidad

p =Xyl (1.3)

que es una matriz de dimension d x d y que actta sobre H [9]. Ademas, los elementos

de p pueden calcularse con ayuda de la ecuacion (1.1)

pij = (vil plvg) = (vil) (Wlvy) = (iY) (v;]) = ;. (1.4)
—

Cq Cj

Se observa entonces que p depende de los elementos ¢; que acompanan a [¢); de
este modo, se tiene que puede utilizarse al vector de estado o a la matriz densidad

asociada a 1) en los anélisis a realizar.

Por otro lado, el sistema puede encontrarse en un ensamble estadistico de es-
tados puros {p;, |1;)} o también conocido como estado mizto. En cambio, ahora se
tiene a un conjunto de estados que pueden describir al sistema, por lo que ya no es

posible utilizar a un tnico vector de estado. Es por ello que se utiliza a la matriz

densidad
pP= Zpi |¢z><¢z| ) (1.5)

que corresponde a un estado mixto, siendo p; la probabilidad de que al medir, el



sistema se encuentre en el estado |1;)"; ademas, estas probabilidades deben cumplir

con lo siguiente [9]
0<p; <1, > p=1 (1.6)

Cabe notar también, que a partir de la ecuacion (1.5), puede obtenerse el caso puro;

esto se observa recordando que se tiene un solo elemento con una probabilidad p = 1

p=ploXe| = [¥XY]. (1.7)

Como ayuda para terminar de entender la diferencia entre estados puros y

mixtos, se presentaran dos ejemplos. Considerar a las siguientes matrices densidad,

p1 = z [¢1)(¢n] + \/73 |91)(¢2] + ? |G2)(d1] + % |G2)(¢a] (1.8)
pr = 3 el + 3 )l + 5 . (19)

La matriz densidad p;, describe a un estado puro; mientras que ps, corresponde a un
estado mixto. Para poder distinguir que p; es puro, puede reescribirse a la ecuacion

(1.8) como sigue

? [P1) <\/§<¢1‘ + <¢2|> + éll |ba) <\/§ (1| + <¢2|> (1.10)

= 1 (VB160 +102) (VB (on] + (60)) (1.11)
V3 1 V3 1
= (7 [é1) + 5 \¢2>) (7 (ol +5 (¢2|> : (1.12)

De la tltima igualdad, se observa que p; corresponde al estado puro \/73 |01) + 1 |ha);

p1=

mientras que el estado py es de la forma escrita en (1.5), con las probabilidades p; =
1/3, pa =2/9 y ps = 4/9, asociadas a los estados |¢1), |12) ¥ |1)3) respectivamente;
por lo que corresponde a un estado mixto.

La matriz densidad debe cumplir con ciertas propiedades que se expondran a

continuacion, donde se tomara como gufa al libro de Nielsen y Chuang [16].

Teorema 1.2.1. (Caracterizacion de operadores densidad). Un operador den-

sidad p es el operador densidad asociado a algin ensamble {p;, |;)} si y solo si

“Esto es cierto si el conjunto {|¢;)} es ortonormal, de lo contrario se tendra una expresion
distinta para la probabilidad de encontrar al sistema en el estado [1);).
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satisface las siguientes condiciones:
(1) (Condicion de traza) p tiene una traza igual a uno.
(2) (Condicion de positividad) p es un operador positivo.

Demostracion. Consultar [16, p. 101] O

La primer condicion establece lo mencionado en la ecuacion (1.6). La traza de la
matriz densidad viene dada por la suma de las probabilidades p;; que a su vez, son los
autovalores de p. Ademaés, de la segunda condicion, resulta que los autovalores de p
son reales no negativos, como se espera para los valores p; colocados en la ecuacion
(1.6). Teniendo lo anterior en consideracion, se debe destacar que al calcular la

transpuesta conjugada de p, se obtiene

T
= <sz |wz><1/)z|> = Z (pz W}z ¢z sz |¢z wz| - sz ’wz 1/12‘ = pP;

%

esto quiere decir que p satisface la condiciéon de hermiticidad, la cual es de impor-
tancia al trabajar con observables. Habiendo presentado estas dos caracteristicas de
la matriz densidad, un ejemplo en donde pueden verificarse es tomando al estado
p2, que se encuentra en la ecuacion (1.9). Se tiene que la suma de las probabilidades

p; es igual a 1 y luego si se calcula lo siguiente,

(6192100 = 5 (911) (116) + 3 (Blun) (ko) + 5 (6hs) (slg) (113

1 2 4
= §|01|2"‘§|02|2"‘§|03|2 > 0, (1.14)

en donde se ha denotado a ¢; = (¥|¢g;), se verifica que ps también cumple con la
condicion de positividad. Esto es porque para todo estado |¢), sobre el cual actia
p2, el resultado de (| p2 |¢) es mayor a cero.

Una forma de distinguir entre estados puros y mixtos, es por medio del calculo
de la pureza de p. Para un estado p, la pureza se obtiene al calcular la traza de la

matriz densidad al cuadrado

y = Tr(p?), (1.15)
la que su vez, esta acotada por los valores 1/d y 1, donde d es la dimension del

4



espacio de estado sobre el que actia p

<~y<1. (1.16)

IS

Cuando v = 1, se trata de un estado puro, pero si v < 1 el estado sera mixto [16].

La demostracion de la ecuacion (1.16), se realizara a continuacion.

Demostracion. Primero, considerar al caso finito en la desigualdad de Jensen [15,

p. 204], que establece lo siguiente:

Teorema 1.2.2 (Desigualdad de Jensen: Forma finita). Sea n € N, y sean
a<x <... <z, <bnimeros reales. Ademds, sean q,...,q, niumeros reales tales
que para todo k =1,....,n cumplan con Y, ¢; >0y 0<>" ¢ <> " q.

Si f:(a,b) = R es una funcion continua y convera, entonces

D i1 q,-:vi) < >y qif (i)
d ( Z?:l 4 N Z?:l ¢

Retomando la demostracion; sea p = > p; [¢;)(¢;| un operador densidad para

el cual se calcula la pureza,
=Tr ( E i [V )il E pj Wj><?/fj|>
i J
pip; i) (ily) (5]
£ S v )

=Tr (ZP? Wz)Wz’)
—prTr | )i} sz,

entonces, si se considera al teorema (1.2.2), con f =2% x; =p;, ¢; =1y n =d; se

tiene la siguiente desigualdad




pero y_.p; = 1y, de este modo

%lézi:p?zm

por lo que se ha encontrado la cota inferior para el valor de 7.
Por otro lado, para un estado puro, existe un tunico vector [¢) con probabilidad
p=1yasiy=>,p; =1 Por lo tanto, se ha encontrado un valor minimo y

maximo para la pureza, completando asi la demostracion. O

Como ejemplo, se calculara la pureza de los siguientes estados

(13 0 ([ 3/4 V3/4
2=V o0 o3) T \vBa s )

Al calcular el cuadrado de las matrices densidad se tiene

2= 1/9 0 7= 3/4 /3/4
° 0 4/9)’ \VB/4 14
y asi, la pureza resultante es

vs=Tr(p3) =5/9, 1= Tr(p]) = 1.

Se concluye entonces que, ps es un estado mixto y ps es un estado puro; en este
tltimo caso, se observa que py = p3, lo cual se cumple para todos los estados puros.
Para comprobarlo, se realiza el calculo de p? tomando a la matriz densidad colocada

en (1.3) y considerando la condicién de normalizacion en (1.2), obteniendo asi

p* = (XD (XeD) = [9) (1) (0] = [e)e] = p,
g

que es valido tinicamente al tratar con estados puros, ya que en general p? # p,

como se muestra en los calculos realizados para la demostracion de (1.16).

1.3. Matriz densidad reducida

Un sistema puede a su vez, estar compuesto por n subsistemas y a cada uno
de ellos, le corresponde su propio espacio de estado. Existen ocasiones en las que

se trabaja con sistemas de varias particulas, las cuales pueden ser consideradas en



distintas particiones, por lo que se contara con un espacio de Hilbert asociado a cada
subsistema. Es por ello que ahora es conveniente hacer mencion del cuarto postulado
de la mecanica cuédntica en el formalismo de la matriz densidad, presentado por
Nielsen y Chuang [16, p. 102].

Postulado 4: El espacio de Hilbert total Hy de un sistema fisico compuesto
es el producto tensorial de los espacios de Hilbert H,; de los n sistemas fisicos

componentes
Hr=HiQH:® ... ® H,.

Ademas, si el sistema ntmero 7 se prepara en el estado p;, entonces el estado

conjunto del sistema total es p; ® p; ® ... ® py,.

El postulado anterior permite conocer la forma que tienen los operadores que actiian
sobre Hr, ademas de ser la principal guia a la hora de trabajar con el operador pr

que representa al estado del sistema completo.

Una de las herramientas importantes, al trabajar con sistemas compuestos, es
la matriz densidad reducida, la cual posee informaciéon sobre uno de los subsistemas.
Con el objetivo de presentar este nuevo concepto, se tomara el caso en donde se
supondra que el estado que describe al sistema de interés es p4?; el cual esta com-
puesto a su vez, por los sistemas A y B. Entonces, la matriz densidad reducida del
sistema A, se define como

pt = Trp (p*P), (1.17)
donde Trp (pAB ) es la traza parcial de pAP sobre el sistema B [16]. En el calculo

de (1.17), el subindice B significa que se estara utilizando solamente a una base del

espacio de Hilbert asociado a este sistema [19]; es decir,

pt = Trp (PAB) = Z (bp| pt? 1bp) (1.18)

p

donde {|b;)} es una base ortonormal en Hp.

Para entender la importancia y la interpretaciéon fisica de la matriz densidad
reducida, se profundizara en el analisis presentado por Benenti en [4]. Para ello, se

retomara el caso en el que se tienen dos sistemas A y B, cuyo estado pAP estara
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descrito por

= 03 o Lt sl (119)

Im  kn

donde

pﬁrfkn = <albm| pAB |akbn>

son los elementos de la matriz p*? y {]a;)}, {|b;)} son bases ortonormales de los

espacios de Hilbert H4 y Hp respectivamente.

Como siguiente paso, se calculara el valor esperado del operador
M= M, ® 1,

que acttia sobre el sistema completo, mientras que M4 es un operador que actia
sobre el sistema A y 1p es la identidad en el espacio de Hilbert Hp. Por otro lado,
se tiene que si un sistema se encuentra en un estado p, entonces el valor esperado

de un operador P, que acttia sobre el espacio de estado de p, es
(P) ="Tr (pP).
Asi, el valor esperado de M es

(M) = Tr (papM) = Tr (papMa @ 1p)
=Y (bjail papMa @ 1glaiby)

ij

pero si se toma la expresion de la ecuacion (1.19) y se sustituye en la ecuacion

anterior, se obtiene

(M) = Z {bjail <Zzplmkn|al akbn|> (Ma @ 1p) |aib;)

Im kn
—Z (bjal <Zzplmkn|al akbn|> (Mala;)) @ [b;)
Im kn
—ZZZszzm al|al ) (b |b ) (ar| Malai) (balbs)
13 Im kn Sim 7:]_/



=> " p i (ar] Maas) . (1.20)

ijk

Cabe notar que se ha tomado solo a pAZ en los célculos realizados; pero ahora
se realizara otro andlisis que involucrara a p?. Si se toma la expresion para pAP

colocada en la ecuacion (1.19) y se sustituye en (1.18), se obtiene

pA = Z (Z Z plm km |al akbn|> |bp>

Im  kn

_Zzzplmkn ’al CLk|<b |b b ’b Zplpkp‘al ak|

p Im kn plk

donde los elementos de la matriz p* son

(IOA)T‘S = (a,| pA las) = (a,| <Z p;;lﬁcp ’alxakl) |as) (1.21)

plk
=" pithy (ar|ar) (arlas) = Z pAB (1.22)

plk

Entonces, retomando la ecuacion (1.20) y reescribiéndola,

-y (zpw ) (o] M ).

luego, si se compara con la ecuacion (1.22), (M) puede escribirse como sigue

(M) = {ail p* la) ar| Malas) =Y (al p* (Z!@k M) Malai)  (1.23)

ik 7

-~

1a

—Z aZ]p Mala;) = ( AMA) (1.24)

Las ecuaciones (1.20) y (1.24) indican que, es posible calcular el valor esperado de
un operador que actiia en el sistema A, utilizando a p?? o a la matriz densidad
reducida p. Es decir, que el operador de densidad reducida brinda las estadisticas

de medicién correctas para alguna medicion realizada en el sistema A |9, p. 106].

Muchas veces el célculo de la traza parcial, puede simplificarse dependiendo del
operador al que se aplique esta operacién. Por ejemplo, considerar un operador de

la forma |u ua| @ |v1 )ve|; donde {|uy) , |ug)} y {|v1), |v2)} son dos pares de vectores

9



en los espacios de estado de los subsistemas C' y D respectivamente. Entonces, la
traza parcial de este operador sobre el segundo subsistema, puede expresarse como

sigue

Trp (Jun ua| ® [vr)val) = (dif (|ur Yuz| @ [v1)(va]) |d;) (1.25)

7

= |ur us| ® Z (dilvr) (v2|di) (1.26)

= |urug| @ Tr (Jui)va|) = (valv1) [us)ual, (1.27)
—_———

(va|v1)

donde {d;} es la base ortonormal en el espacio de Hilbert del sistema D. La igualdad
colocada en (1.27), sera de utilidad en los calculos que siguen a continuacion.
También puede calcularse la pureza de los estados descritos por las matrices
de densidad reducidas. Cada una de ellas representa un estado que puede ser puro o
mixto, independientemente de la pureza del sistema completo. Por ejemplo, al tener

un estado puro

_ ’&1b1> + \/§ ’agbg>
\/g )

18) (1.28)

que corresponde a la matriz densidad

1
pan = 18)8) = 5 (JabiXarba| + VZlarbi)asbal + V2 azbo)asbr] + 2 azbo)asbs] ) :
se tiene que la matriz densidad reducida p4 es

pa = Trg (pap)

— %(w a1 Xa1| + V2 (ba|br) a1 Xaz| + V2 (b1]ba) [az)as| + 2 (ba|bo) as)as)| )

(|ar)Xar] + 2 |ag)asl) -

W =

Del mismo modo, para pg resulta

(102 )br| + 2 |b2){bal) ,

Ll

pp = Tra(pap) =

10



por lo que la pureza de los estados pa y pp son

a1 )ai +4|02><a2|> 0
9

|01)(01] +4\b2><52\) _ 9
9 9’

va=Tr () = Tr(

vp =Tr (pQB) = Tr(

las cuales corresponden a estados mixtos, mientras que el estado completo pap posee
una pureza igual a 1, debido a que es un estado puro como se plante6 al inicio en
(1.28).

1.4. Sistemas bipartitos

A los sistemas que se componen a su vez por dos subsistemas, se les conoce como
bipartitos, y son los que se trataran a continuacion. Si A y B son los subsistemas
que lo componen, existiran también espacios de Hilbert H 4, de dimension d4 v Hp,
de dimension dp, asociados a cada uno de ellos. Si {|a;)} , {|b;)} son bases de H 4
y Hp respectivamente, entonces un estado |¢) en el espacio de Hilbert del sistema

completo Hr, tendra la siguiente forma (9, p. 149|
|1/)> = Z Cij \aibj) s (129)
]

con ¢;; como coeficientes complejos. Ademas, la base de Hy es el conjunto de vectores
{la;b;) }, mientras que su dimension serd dadp.

Existe otra manera de expresar a los estados presentados en (1.29), que puede
encontrarse al utilizar la descomposicion de Schmidt. Gracias a esta herramienta,
es posible llegar a resultados que son de importancia al trabajar con estados puros
en sistemas bipartitos, como se vera més adelante. A continuacion se presentara el

teorema correspondiente a la descomposicion de Schmidt tomado de [16].

Teorema 1.4.1 (Descomposicion de Schmidt). Suponer que |1)) es un estado
puro de un sistema compuesto, AB. Entonces existen estados ortonormales |p;) para

el sistema A, y estados ortonormales |q;) del sistema B tales que
W) = Z Ailpigi) » (1.30)

donde X\; son nimeros reales no negativos que satisfacen Y, \ = 1, conocidos como

11



coeficientes de Schmidt.

Demostracion. Consultar |16, p. 109] O

Como ejemplo, se tomard a un sistema compuesto por los subsistemas C' y
D, cuyas bases en sus espacios de Hilbert son {|¢;)} v {|d;)}, respectivamente.

Considerar entonces al estado

1

312

que pertenece al espacio Hp del Sistema completo. La expresion para [¢cp) puede

lYep) = <2\/§\cld2> ~ 3eady) + yc2d2>) , (1.31)

reescribirse como [¢hep) = Y2 |u) \/g |v), donde se ha tomado a |u) y |v) como

|u) Zi <— le1dy) + |erds) — V2 |cady) + V2 |02d2>>

1 V2 1 1
- (—3 lc1) + % |C2>> ® (—E \dy) + E |d2>) 5

lv) = ! (\/_’C1d1> + \/§|C1d2> — |eody) — |C2d2>)

1 1 1
— (—3 lcr) — 73 |C2>) ® <E |d1) + 2 |d2>) :

Pero, por otro lado, si se definen a los siguientes vectores de estado,

)= e+ e, p) = L= L e
D1 \/—1 \/§C2, D2 \/—1 \/§2,

1
@) = —E |di) + E |da) |g2) = \/— |d1) + 7 |da) ;

entonces |)cp) puede escribirse como sigue

V2 1 V2 1
|Yep) = \/— lu) + \/§ lv) = % ID1q1) + % [P242) »

que es de la forma colocada en (1.30) y donde {|p;)}, {|g;) } son vectores ortonormales

)+ ) —

en Heo vy Hp respectivamente.
La descomposicion de Schmidt facilita el calculo de la matriz densidad redu-

cida para cualquiera de los dos subsistemas. Considerando al vector de estado |¢)

12



colocado en (1.30), se tiene que la matriz densidad es

ptP = [W)XY| = Z Aidj PigiXpigsl s (1.32)

ij

la cual posee dimension dadp X dadp y actiia sobre Hp. Entonces, si se realiza el

calculo de la matriz densidad reducida para el subsistema A, resulta

— TrB(PAB) = Z (b pP |br) = Z (O] (Z i \pz’qZ‘ij%’) lbg)  (1.33)
IZZMJ' |pi)(p;l (belgi) (g;1bx) (1.34)

—ZAA |Pi)(p;] (5] <Z|bk bk) |4:) (1.35)
\—,_/

_Z/\)‘ ‘pl pj QJ‘% Z)\Q |pz pz ; (136)

7
J 5]1
mientras que para la matriz densidad reducida del subsistema B se tiene

= Tra(p"?) :Z (ar] p* lar) = (ax| (Z Aidj |pin‘><pJ'Qj|) lak)  (1.37)

k ij

—ZZA A laiXas) {anlps) (pslax) (1.38)
=D lai)asl (psl (Z \%Xak!) i) (1.39)
ij

= i laia) (ilps) = Zﬂq@ gl (1.40)

ij 5gz

Al comparar la expresion para la matriz densidad en (1.5), con los resultados (1.36)
v (1.40), se observa que los autovalores para ambas matrices estan dados por A\?. La
importancia de lo mencionado anteriormente, es que ambos subsistemas compartiran

las propiedades que dependan de \?.

Luego de los resultados obtenidos para p? y p?, queda por analizar también a

la pureza de cada estado. Si ahora se toma la expresion en (1.36), entonces la pureza
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del subsistema A es

va =Tr ((p" ZAQAQIPZ ) (pilpy) (psl | = (ZX‘IPZ pz) (1.41)

= (a (Z A |pi><pi|> |ax) = Z Ai (pil (Z |ak><ak|> |p:) (1.42)
k i i k 1

_Z/\4 pz|pZ Z/\ (1.43)

mientras que para el cilculo de la pureza del subsistema B, se utiliza el resultado

colocado en (1.40), teniendo entonces lo siguiente

ve =Tr ((p° ZAQV\% (aila;) (s | = (ZX‘IQZ %) (1.44)

=> (bl <Z i |Qi><%"> Bk) = > N ail (Z !bk><bk\> |:) (1.45)
k % % k -

_ZX* quql ZX‘ (1.46)

De las igualdades colocadas en (1.43) y (1.46), se observa que la pureza para los
estados descritos por p? y pP es la misma; esto confirma lo mencionado anterior-
mente, ya que es una cantidad que depende de A\?. Debe seialarse también que, uno
de los motivos por los que se ha resaltado este resultado, es porque tomara un papel

importante en los cédlculos que se haran mas adelante.

En este trabajo se estudiara el entrelazamiento y separabilidad de estados puros
en sistemas bipartitos, y para empezar, se definirdn a los estados separables. Para
este tipo de estados, se tomara la descripcion hecha por Braunstein y Pati en [7].
En esta descripcion se establece que, si el estado completo [45) puede escribirse

como

[haB) = |6a) @ |¢8) (1.47)

donde |p4) v |pp) son estados de los subsistemas A y B, entonces se trata de un

estado no entrelazado o estado separable. Un ejemplo de un estado puro separable
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es el siguiente

\/— \/_ |CL1>
181) = 5 layby) + 5 layby) = 75 <\/_|bl> + \/_|b2>)

que puede escribirse como el producto tensorial de dos estados, mientras que un

ejemplo de un estado entrelazado es

V2
|Cl1b1> + — \a2b2> ,

1
V3 V3

el cual no puede ser factorizado como se indica en (1.47).

’52> =

Una forma de clasificar estados separables y entrelazados, es por medio de la
pureza. Para ello, es necesario notar que para un solo coeficiente de Schmidth, la

expresion en (1.30) se reduce a lo siguiente
= Z Ailpigi) = Alpq)

pero si se toma en cuenta que los coeficientes A; son reales no negativos, entonces el

estado [1)) puede escribirse como
[4) = VAlp) © VAlg) = |a) ® |b) ,

donde se ha tomado |a) = VA |p) v [b) = VA|q); esto quiere decir que cuando se
tiene solo un coeficiente de Schmidth, el estado es separable. Entonces si ahora se

analiza la pureza de p* en (1.36) para un solo \, se tiene
A=A = (22 =1,

en donde la dltima igualdad se debe a que Y, A\? = 1. Ademas, ya que se encontro
anteriormente que para un estado puro bipartito, la pureza de p? y p? es la misma,
se concluye entonces que un estado puro pA? es separable, si y solo si sus estados
reducidos p y p? son puros.

Seguidamente, para realizar el analisis de entrelazamiento de estados puros, es
necesario definir a la concurrencia y entropia de entrelazamiento. El criterio plan-
teado para la identificacion de estados separables también permite conocer si un
estado es entrelazado, ya que en este caso, el valor de pureza de los estados p? y p?
seréd distinto de 1. Sin embargo, existen otras formas de calcular el entrelazamiento

de un estado cuantico y una de ellas es la concurrencia, que fue introducida por
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primera vez al trabajar con estados puros de sistemas bipartitos de dos qubits™" [8].
Se tiene entonces que para un estado puro correspondiente a un sistema bipartito,

la concurrencia C' esta definida como [21, 23|

C=\/2(1-Tr [(0")]) = V20 - 72) = V21 - 72), (1.48)

donde un valor C' = 0, corresponde a un estado separable. Otra manera de medir
el grado de entrelazamiento de un estado puro de dos qubits™", es por medio de la
entropia de entrelazamiento; esta se define como la entropia de von Neumann (FE)

del estado p?, que es igual a su entropia de Shannon (S) [5, §]

E=5=-Tr [pA lnpA] — Tr [p lnp Zﬂl In 53; (1.49)
0<E<In(2), (1.50)

donde 3;, son los autovalores de p? y pP. Ademas, al igual que con la concurrencia,
un valor £ = 0 corresponde a un estado separable.

Ahora, se presentaran un par de ejemplos para encontrar la concurrencia y
entropia de entrelazamiento que se acaban de definir. A continuacién, se tomaran a
un par de estados, en donde se asumira que el espacio de estado de cada uno de los

subsistemas tiene dimension 2,

2 1 4
ptP = |a1b1><a1b1| + < |a2b2><a2b2| peP = = lcrdy)Xcrdy| + R |cady)(cads]

para los cuales, las matrices de densidad reducidas de los subsistemas A y C' son

1 2 1 4
pt = ’a1><a1|+ |az)az| , pe = |01><01|Jr |c2)cal;

lo que corresponde a las purezas v4 = g, Yo = ;—g Con esta informacion, puede

utilizarse la ecuacion (1.48) para obtener las concurrencias de cada uno de los estados

24/2
Cap = 2(1_7A):%_ Cep = 2(1—70):5,

mientras que para la entropia de entrelazamiento, se utilizan a los autovalores de p

““El qubit es definido como un sistema cuantico de dos niveles. Su definicion se profundizara en
el capitulo 2
“*También se utiliza para calcular la entropia de estados puros de sistemas bipartitos, que no
estan necesariamente compuestos por dos qubits. La diferencia seré el valor maximo de F.
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y p¢ en (1.49)

1. /1\ 2. /(2
=2l (=)+Zm(2)]=~o0.
Eup {3 n<3> +3 n(g)} 0.6365,

1 1 4 4

Si se comparan los resultados anteriores de la pureza, concurrencia y entropia, se
observa que el estado pA®Z posee un mayor entrelazamiento que p“?. Al tener pre-
sente las definiciones anteriores para el estudio de entrelazamiento y separabilidad
de estados puros en sistemas bipartitos, se cuenta ya con las herramientas necesarias

para los capitulos siguientes.
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2. ESTADOS PUROS SEPARABLES EN
SUBESPACIOS BIDIMENSIONALES

2.1. Introduccién

Como tema de partida en este capitulo, se abordara la teoria necesaria para
trabajar con sistemas de un qubit en la seccion 2.2. En ella se hablaré principalmente
sobre estados puros y su representacion en la esfera de Bloch. Seguidamente, en la
seccion 2.3, se planteara la pregunta que motiva la biisqueda de estados separables
de dos qubits. Esta idea se ira desarrollando a lo largo de la seccion, la que finalizara
con la presentacion del algoritmo a seguir, para la biisqueda de estados separables en
subespacios bidimensionales. Luego la seccién 2.4, contiene los resultados obtenidos
de forma numérica y analitica tras haber explorado diferentes subespacios. En ella
se describen las rutinas utilizadas para la parte numérica, ademés de mostrar una
forma analitica de resolver el problema. Por tltimo, en la seccién 2.5, se propone un
método que permita encontrar a los estados de un qubit, que a su vez componen a

los estados separables.

2.2. El qubit y la esfera de Bloch

Se comenzaré por explicar el concepto de qubit, que serd fundamental entender
para el desarrollo del problema méas adelante. En el estudio de la informacion y
computacion clésica, la unidad minima de informaciéon es conocida como bit, el cual
puede tomar uno de los dos estados posibles 0 o 1. De manera analoga, existe el
caso del bit cuéntico o qubit, que es definido como un sistema de dos niveles cuyos
estados base son |0) y [1)"; pero a diferencia del bit, el qubit puede estar en una

combinaciéon de ambos estados base, es decir que se encuentra en superposicion.

*Se utiliza la notacion de Dirac para representar a los estados 0 y 1, donde al simbolo | ), se le
llama “ket” y a ( |, se le conoce como “bra”.
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Matematicamente puede ser representado por el siguiente vector [16, p. 13|

) = al0) +B1), (2.1)

siendo a y B coeficientes complejos, conocidos como las amplitudes de probabilidad
correspondientes a |0) y |1), respectivamente. Es decir que al realizar una medicion
sobre el qubit, puede obtenerse al estado |0), con probabilidad |a|?, o al estado
|1), con probabilidad |3|%. Luego, al sumar las probabilidades, debe cumplirse con
|a|? + B> = 1, que también es la condicién de normalizacién para el estado |¢),

como se muestra a continuaciéon

(wlw) = lof® (0[0) +|B {1]1) = laf* + |8 =1, (22)
Y

mientras que los estados |0) y |1), son representados por los vectores

o) - (;) 1) - (2) 23)

El estado |¢)) puede pasar a depender de parametros reales al expresar a sus
dos coeficientes de manera conveniente. Como se ha indicado anteriormente, los
coeficientes « y 8 pertenecen a los complejos, por lo que es 1til mencionar que un

nimero z, con parte real e imaginaria, puede ser escrito de la siguiente manera |2,

p. 8]

con r = |z| y § = Arg(z). Entonces, al reescribir de esta forma a los coeficientes en
(2.1), se obtiene |22, p. 12]

) = rae™ [0) + rpe’® 1) (2.4)

pero un detalle importante a tomar en cuenta, es que un factor de la forma e, no
tiene consecuencias observables. Para notarlo, basta con calcular el valor esperado
de un observable M, para un sistema que se encuentra en un estado e |¢),
—i6 3 0 —if if
(M) = (ple™"Me™ ) = ¢ e (| M [¢p) = (Y| M |¢);

S—
1
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0

es decir que al multiplicar por €%, se obtiene un estado equivalente a [1). Lo anterior

permite multiplicar a (2.4) por e~ y expresarlo como

[9) = 7 [0) + rge(®=0) 1) = 1, 0) + rgei® [1) (2.5)

eligiendo a ¢ = 03 — 0, para tener tres parametros reales r,, rz y ¢.

Con ayuda de la condiciéon de normalizacién, es posible encontrar otra forma
de expresar a los tres pardmetros para el estado |1/). Al expandir el término ¢ en

la ultima igualdad colocada en (2.5), el estado [¢)) puede ser escrito como sigue
|Y) =74 ]0) + 15 (cos (0) +isin (0)) [1) = 14]0) + (x +iy) 1), (2.6)

donde se ha tomado a z = rgcos(6), y = rgsin (#). Por otro lado, de la condicion

de normalizacion (2.2), se tiene
[ral® + |z +iy[* = 1;
pero ya que 74, , y € R, entonces
ral® + o + iy =% + 2% +y* =1,

que es la ecuacion de una esfera con radio 1. Lo anterior puede apreciarse de mejor
forma al renombrar a r, = z, teniendo entonces a las coordenadas cartesianas x, v, z,

cuya transformacion a coordenadas esféricas es la siguiente [22, p. 13]

x = rsin (0) cos (¢),
y = rsin (0) sin (¢),

z =rcos(0),

siendo 6 el angulo polar, ¢ el &ngulo azimutal y r el radio de la esfera, que en este

casoes r = 1.

Una herramienta importante y de utilidad para visualizar estados de un qubit,
es la esfera de Bloch. Continuando con el analisis del estado |¢), al sustituir las

expresiones para z, y y z en (2.6), resulta
1) = cos (0) |0) 4 sin (8) (cos (@) + isin (¢)) [1) = cos (0) |0) +sin (9)e™ 1), (2.7)
del cual es importante resaltar que el estado |0) se obtiene cuando § = 0, mientras
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Figura 2.1. Visualizaciéon de estados puros de un qubit en la esfera de Bloch. Fuente:
elaboraciéon propia.

que en 0 = /2, el estado serd |1). Esto sugiere que si se desea recorrer a todos los
estados 1) de un qubit, solamente es necesario tomar a 6 en el rango [0, /2] o bien,

puede realizarse el siguiente ajuste

[4) = cos (g) |0) 4 €' sin (g) 1), (2.8)

donde 6 y ¢ son los angulos que recorren la esfera como se observa en la figura 2.1,

los cuales toman los siguientes valores
0<o<m 0<o¢<2m. (2.9)

Esta esfera es conocida como esfera de Bloch y permite representar geométricamente
al espacio de estado del qubit asi como visualizar a las transformaciones que se
realicen sobre él; en su superficie se ubican todos los estados puros de la forma
(2.8), como se muestra en la figura 2.2 para |0) y |1), mientras que en su interior
se encuentran los estados mixtos. El estudio del qubit y la esfera de Bloch seran de

utilidad para abordar el tema central de la siguiente seccion.

2.3. Sistemas de dos qubits

Luego de haber estudiado las definiciones del capitulo anterior, lo siguiente

seréd presentar el problema a resolver. Como se ha visto, existen cantidades que
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Figura 2.2. Estados |0) y |1) en la esfera de Bloch.
Fuente: elaboracion propia.

permiten conocer el entrelazamiento de un estado, cuyos valores son definidos dentro
de rangos especificos, como sucede con la concurrencia y entropia. Partiendo de este
hecho, podria considerarse un conjunto de estados y preguntarse si alguno de ellos
es separable, es decir que se buscaria a los que posean cero entrelazamiento. Esta
idea motiva a formular la siguiente pregunta: ;existiran estados separables en un
subespacio determinado?, la cual da lugar a comenzar con una bisqueda de estados
separables de sistemas bipartitos. Para ello, se delimitaré el problema al considerar
estados puros de sistemas bipartitos en subespacios complejos bidimensionales. Es

decir, que los estados tendran la forma
|0) = Alv) + Blvg), (2.10)

con A, B como coeficientes complejos, mientras que {|v;) } seré la base del subespacio
considerado. Ademas, debe agregarse que en el caso general, el entrelazamiento de
cada estado |v;), sera distinto de cero; esto es relevante en el problema propuesto
ya que, a primera vista, podria pensarse que todos los estados la forma (2.10) son

entrelazados, pero antes de dar una respuesta debe continuarse con el analisis.

Al considerar una base ortonormal para los estados en (2.10), se encuentra una
restriccion para los coeficientes A y B. Una de las propiedades de la matriz densidad,
es contar con traza unitaria como establece el teorema 1.2.1; es por ello que el estado

|W) en (2.10) cumple con
Tr(p) = Tr (JW)]) = 1,
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que a su vez, puede expresarse como
Tr (|UXP) = (¥|) = [[|)]* = 1.

Esta ultima igualdad es la condicion de normalizacion para el estado |¥), y al

sustituir la expresion (2.10), resulta
(T[T) = [AP (vi]v1) + AB (va|vr) + AB (vi]va) + [ BI* (va|va) = 1.

Para simplificar célculos, conviene resaltar que a partir de un conjunto de vectores
base, puede construirse otro conjunto ortonormal que genere al mismo espacio; es por
ello que se va elegir una base {|v;)} ortonormal, es decir que cumple con (v;|v;) = d;j,

de modo que la expresion para (V|W) se reduce a
AP+ 1B = 1 (2.11)

encontrando asi, una restriccién para los coeficientes A y B.

Los estados puros que se utilizarén en el anéalisis del problema, son para sistemas
de dos qubits. Asi como suele trabajarse con mas de un bit en el caso clésico,
también pueden tomarse sistemas compuestos de varios qubits para realizar distintos

estudios. Entonces un estado puro de dos qubits, tiene la siguiente representacion
|U> = 1 |00> +OZQ|0].> +043|10> +Oé4|]_]_>, (212)

con «; como coeficientes complejos y los estados base que ahora son

|00) = : 01) = : 110) = : 111) =

oS o o =
o O = O
o = O O
—_ o O O

Hay que notar que la dimension del espacio de estado asociado a sistemas de dos
qubits es 4, ya que estd compuesto por dos subsistemas de un qubit y en general,
para sistemas de n qubits, la dimensiéon de sus espacios de estado es 2". Estos
sistemas seran los considerados en el problema a resolver, de modo que al regresar
a la expresion en (2.10), los elemento de la base {|v;)} seran estados de dos qubits

como los colocados en (2.12).

La descripciéon de estados puros en la esfera de Bloch, serd una guia en la
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representacion de estados puros en subespacios bidimensionales. En la seccion 2.2,
se ha encontrado que a partir de la condiciéon de normalizacion, los estados puros
de un qubit pueden ser visualizados en una esfera con ayuda de los parametros 6 y
¢, como se observa en (2.8). Teniendo esto mente, si ahora se observa la restriccion
para A y B en 2.11, entonces es posible aplicar el mismo razonamiento utilizado

para los coeficientes en (2.1) y obtener

6 , 6
e — e ’L¢ 1 —
A = cos (2), B = e'"?sin (2), (2.13)

siendo 0 y ¢ los dngulos definidos en (2.9), que recorren una esfera de radio 1 similar
a la esfera de Bloch. Las expresiones en (2.13) permiten que el estado |¥) en (2.10),

pueda ser expresado de la siguiente forma

|T) = cos (g) lu1) + € sin (g) [vg) ; (2.14)

entonces, al ir variando los pardmetros 6 y ¢, se estaran obteniendo a los estados
puros que se encuentren en el subespacio generado por |v1) y |vg), asi como sucede
con el caso de un qubit.

A continuacién se enumeran los pasos a seguir para llevar a cabo la busque-
da de estados separables en los subespacios de interés. El criterio de separabilidad
mencionado en la seccién 1.4, puede aplicarse a todos los estados puros en los subes-
pacios bidimensionales, para determinar asi la existencia de estados separables. El

procedimiento para cumplir con este objetivo, se detalla en la siguiente lista.

1. Construir dos estados ortonormales |v1) y |vs) de dos qubits, para que sean la

base del subespacio.

2. Construir la matriz densidad para los estados en (2.14), y calcular la matriz
densidad reducida para uno de los quits; p4 para el primer qubit, o pp para el

segundo.

3. Calcular la pureza v4 del estado pa, la cual dependeré de los parametros 6 y

o.

4. Variar los valores de 6 y ¢, tomando en cuenta los rangos en (2.9). De esta

manera se evaluara la pureza v, de los estados puros en el subespacio completo.

5. Determinar si para algin estado, existe el valor de 74 = 1, que corresponde a

estados separables.
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6. En caso de encontrar 74 = 1 en el paso anterior, buscar para qué valores de

0, ¢ existen estados separables y sustituir en (2.12).

Teniendo listo lo que se debe hacer, se realizard una exploraciéon de forma
numérica en distintos subespacios. Debido a que se deben recorrer todos los valores
de 0 y ¢ colocados en (2.9), ademés de buscar en qué punto existe 74 = 1, se ha
decidido aplicar el algoritmo anterior de forma numérica. Para ello se necesitara crear
funciones que se encarguen de tareas especificas, como se explicaré en la siguiente

seccion.

2.4. Resultados

Se han programado las funciones necesarias para el calculo de la pureza de
uno de los subsistemas y asi explorar distintos subespacios. Para cumplir con cada
paso del algoritmo que se present6 en la secciéon anterior, se ha hecho uso del soft-
ware Wolfram Mathematica, con el que se crearon las funciones que se enumeran a

continuacion.

1. OrthonormalBasis[n]: construye dos vectores ortonormales de dimension 27,
para un sistema de n qubits, cuyas componentes son nimeros complejos pseudo

aleatorios con parte real e imaginaria dentro del rango de —1 a 1.

2. ReducedDensityMatrix[p, Qubits]: retorna la matriz densidad reducida al
tomar en consideracion a p y calcular la traza parcial sobre los qubits (o

subsistemas), indicados en la lista Qubits.

3. PurityOfSubsystemA([vl, v2, 6, ¢]: calcula la pureza v4 de los estados en

(2.14), que corresponden a los valores 0, ¢ y vectores base v1, v2.

4. MaximumPurity[vl, v2]: calcula los pares de valores {0, ¢} donde 74 es mé-
xima, asi como el valor de esta, luego de recorrer todo el subespacio generado

por vl y v2.

Se utiliza a OrthonormalBasis [n] para generar a los vectores base {|v1),|v2)} del
subespacio, y en el caso de dos qubits, se ingresa un valor n = 2; ambos vectores se
sustituyen en la ecuacion (2.14) para poder construir a la matriz densidad p, del es-
tado |1). Por otro lado, la funcion ReducedDensityMatrix [p, Qubits] es usada en
la estructura de PurityOfSubsystemA[vl, v2, 6, ¢] para calcular la matriz den-

sidad reducida del primer qubit, con el fin de obtener a la pureza como una funcién
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de dos variables y4 = 74(0, ¢). Finalmente, la rutina principal MaximumPurity[v1,
v2], retine a las dos funciones anteriores y recorre todos los valores de 6, ¢ en busca
de la pureza méaxima, asi como los pares {0, ¢} correspondientes a este maximo; con
ello es posible determinar la existencia de estados separables dependiendo del valor

méaximo de 74, como se mencion6 en la secciéon anterior.

Luego de ejecutar las funciones para cada parte del algoritmo, se logra ubicar
estados separables en diferentes subespacios. Se han considerado distintos pares
de vectores base ", con el fin de evaluar la pureza méxima mediante la funcion
MaximumPurity[v1l, v2]. Para visualizar los resultados, se ha generado un mapa
de contorno que muestra a 4 junto con los pares {6, ¢} que corresponden al méaximo
de pureza encontrado. Algunos de los resultados se muestran en las figuras 2.3 y 2.4,
donde cada color representa un valor distinto de 4, de modo que el maximo se asocia

al color rojo y el minimo al color violeta; la figura 2.3 corresponde a la base™”

|lvf) = {0.1651 + 0.0891 i,0.5203 + 0.1725 i,0.4474 + 0.3925 i,0.4233 + 0.3619 i},
|v3) = {0.7377 — 0.1324 i, —0.3009 + 0.4791 i,0.0170 — 0.0427 i,0.1825 — 0.2878 i},

mientras que en la figura 2.4 se tienen los resultados para dos estados de Bell,

1 1
2
v =N "= 07 07 Y~ )
) {\/5 V2 }
1 1
2
vy)=1<0,—,—,0,.
12 { V2 V2 }
En cada uno de los subespacios explorados, la pureza méxima encontrada fue de
Yamax = 1 para dos pares de valores de 6 y ¢, es decir que se cuenta con dos estados

separables; entonces todo lo anterior indica que existen dos estados separables en

subespacios complejos bidimensionales para sistemas de dos qubits.

Una forma teérica de encontrar estados separables de dos qubits, es estudiando
sus componentes. Teniendo en cuenta que en los resultados numeéricos se han encon-
trado dos estados separables, es apropiado realizar un anélisis teérico con el que se
pueda comparar lo obtenido numéricamente. Se comenzaré por recordar la expresion

para estados puros separables mostrada en (1.47), que en el caso de sistemas de dos

"En el repositorio https://github.com/Subadra-E/Tesis se encuentran otros resultados, junto
con un cuaderno interactivo para generar mas de ellos.
*kk . .
Se han colocado los primeros 4 decimales para cada componente.
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0.966 0.966
0.920 0.920
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0.736 0.736
0.690 0.690
0.644 0.644
0.598 0.598

0 0.552 0 0.552
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Figura 2.3. Valores 6, ¢ (puntos Figura 2.4. Valores 6, ¢ (puntos

blancos) en donde v4 es 1 para la blancos) en donde v4 es 1 para la
base !v%) y !v%) base ’v%) y ’v%)
Fuente: elaboracion propia. Fuente: elaboracion propia.

qubits, |p4) v |¢B) seran estados de un qubit de la forma

04) =2010) + 1 [1),  [dp) =00 |0) +01]1). (2.15)

Si se sustituye lo anterior en (1.47), los estados puros separables de dos qubits seran

[Yap) = |dadp) = (700) +71[1)) ® (60 [0) + o1 |1)) (2.16)
= 7000 [00) + Y001 [01) + 7100 [10) + 7161 [11) . (2.17)

Pero al mismo tiempo, si los estados base en (2.10), son

|U1> :Oéo|00> + oy |01> +052|].O> +C¥3|11>, (218)
[va) = 5 ]00) + 81 [01) + B2 [10) + B3 [11), (2.19)

entonces al igualar las componentes de los estados en (2.10) y (2.17) resulta

Y000 = Ay + By, (
Y01 = Aay + Bfy, (2.21
Y00 = Aay + Bfs, (
Y101 = Aaz + Bfs. (
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De estas ecuaciones puede tomarse la division de (2.20) y (2.21), lo que resulta

en

Y00 _ Aag+ BBy 0o

701 Ao +Bp 6y
pero a partir de (2.22) y (2.23), se encuentra otra expresion para dg/d;

1100  Aas + BBy do

716 Aas+Bps 6
si ambas expresiones para dy/d; se igualan, se obtiene

ACYO + Bﬂo . Aag + Bﬁg
Aoy + BBy Aas + BBs’

que al reescribir toma la forma
(ACYO + Bﬁg) (AOé3 + B/B3) = (AOél + Bﬁ1> (AO[Q + Bﬁg) . (224)

., . . kKKK , ,
Esta es la ecuacion principal que sera tratada de acé en adelante, pero antes es

necesario sefialar que el estado |¥) en (2.10) puede ser escrito como

Alvy) + B |vy)

VIAP+1BP

que es posible debido a la condicién de normalizacién en 2.11; ademas, recordando

(W) = Alv) + Blog) = (2.25)

a las expresiones para los coeficientes A y B en (2.13), se tiene que A € R y asi

|A]?> = A2, de modo que (2.25) pasa a ser

_ A |Ul> + B |?JQ>

Antes de continuar, se debe tomar en cuenta que si los estados base |v;) y |v2) no

V) (2.26)

son separables, entonces tanto A como B seran distintos de cero para los estados
separables |¥) buscados. Esto permite que pueda expresarse a (2.26) de la siguiente
forma

o) = v1) + % |v2) _ [v1) + B’ [va)

/1+|§_|22 \/1+|B/|2

En el apéndice A, se muestra otra forma de llegar a la expresion (2.24), la cual consiste en
realizar un analisis de pureza.

Hokkk
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con B’ = = valido para los valores A # 0. Al comparar esta expresion con la original

A 9
para |¥), los nuevos coeficientes A y B, serian

/
4=—L __  p-_Z__ (2.27)

V1+ B V1+|B2

Retomando a (2.24) y dividiendo entre A%

(ao + gﬂo) (as + gﬁ’s) = <a1 + 251) (042 + 252) ; (2.28)

da lugar a colocar todo en términos del parametro B’
(a0 + B'fo) (a3 + B'Bs) = (a1 + B'By) (a2 + B'fa)
que al expandir y agrupar toma la forma de una ecuacién cuadratica
B/2(50@3 — BiB2) + Bl(aoﬁs +azfo — a2 — azf) + apaz —ajaz =0 (2.29)

cuyas soluciones son

—b+Vb? — 4dac
2a ’

B =

(2.30)

con a = [yfs — 152, b = apfs + azfy — a1 fa — a1 v ¢ = apaz — ajaa. La ecuacion
(2.30) es valida para el caso de coeficientes complejos como se puede consultar en |2,
p. 4]; estas dos soluciones para B’ pueden sustituirse en (2.27) y asi obtener a los
estados |¥) separables. Sin embargo, existe la posibilidad de que b* — 4ac = 0, lo
cual implica una solucion B’ = —b/2a, y sugiere inicialmente la existencia de un

solo estado separable. Un ejemplo en el que b? = 4ac, se da al considerar a la base
v} = yoo +101) + [10) + [11)), |v3) = \00 111)), (2.31)

para la que se tiene a = 1/2, b =0 y ¢ = 0. De lo anterior resulta

0 , 0
AIlICOS(§), B:O:ewsin(é),

que corresponde a 6 = 0, para cualquier valor de ¢. Esto quiere decir que existen
multiples estados separables, como se puede observar en la figura 2.5, lo que de-

muestra que no siempre habra dnicamente un estado separable cuando b? = 4ac.
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Pureza

0.966
0.920
0.874
0.828
-0.782
0.736
0.690
0.644
0.598
0.552

0,
00 05 10 15 20 25 3.0
6

Figura 2.5. Pureza en el subespacio correspondiente a la base {‘vi”> , ‘v§’>} En este caso,
existen varios estados separables en § = 0 (area roja). Fuente: elaboracion propia.

Es importante destacar que en los resultados numéricos se han encontrado un total
de dos estados separables, lo cual coincide con el niimero de soluciones que propor-
ciona la ecuacion (2.30). El siguiente paso consistira en corroborar que los estados

encontrados por ambos métodos sean los mismos.

También se ha implementado una funcién que calcula los estados separables
utilizando el método analitico. Al tener a los vectores base |v1) y |vs), puede hacerse
uso de las ecuaciones (2.30) y (2.27), para encontrar a los estados separables en los
subespacios correspondientes; es por ello que se ha creado una funciéon que ayude a

realizar este calculo, cuya descripcion se presenta a continuacion.

e AnalyticalSeparableStates([vl, v2]: retorna los coeficientes A, B que se
indican en (2.27) y los estados de la forma (2.10), que dependen de las com-

ponentes de v1 y v2.

Contando con los pares {0, ¢} obtenidos de manera numérica, se hace uso de la
ecuacion (2.13), para luego realizar la comparacion con los coeficientes hallados por
AnalyticalSeparableStates([vl, v2]. En las tablas 2.1 y 2.2, se muestran los
resultados que corresponden a las bases {|v})} v {|v?)}, donde se han tomado los
primeros 8 decimales; en ellas se observa que los valores de los coeficientes, calculados
por ambos métodos, coinciden para ambos estados separables. Esto sucedié también
con los demas subespacios explorados, por lo que puede entenderse como una prueba
de la existencia de estados separables en subespacios complejos bidimensionales para

sistemas de dos qubits, respondiendo asi la pregunta planteada al inicio.
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No. Base Anumérico Aanalitico
1| {[oh), o)} 0.96267329 0.96267329
2 | {[o]), [o])} 0.32118751 0.32118751
3 {2, [v3)} 0.70710678 0.70710678
4 [ {3} 0.70710678 0.70710678

Tabla 2.1. Coeficiente A de los estados separables encontrados por ambos métodos para
algunos de los subespacios explorados. Fuente: elaboracién propia.

No. Base Bnumérico Banalitico
1| {[ol),[v)} [ 0.17405615 + 0.20727902 i | 0.17405615 + 0.20727902 i
2 | {[o), [vd)} [ —0.19996173 — 0.92566403 1 | —0.19996173 — 0.92566403 i
3 | {[03), [03)} 0.70710678 i 0.70710678 i
4 [ {2} —0.70710678 i —0.70710678 i

Tabla 2.2. Coeficiente B de los estados separables encontrados por ambos métodos para
algunos de los subespacios explorados. Fuente: elaboracion propia.

2.5. Estados puros de un qubit

Teniendo ubicados a los estados separables, se continuaréd por determinar a
los estados de un qubit que los componen. Después de haber encontrado estados
separables de dos qubits en los subespacios explorados, surge la tarea de ubicar a
los estados de un qubit, |p4) v |pp) en (2.15). Con este propoésito en mente, se
comenzaréa por recordar la expresion (2.8), en la cual el coeficiente que acompana
a |0) pertenece a los reales y al aplicarlo en (2.15), se establece que 7,00 € R.
Tomando en cuenta lo anterior y si se satisface que g, dg # 0, entonces junto con la

condicion de normalizacion (2.2), los estados |p4) v |¢p) pueden reescribirse como

6a) = 210) +7 () |0)+ 7 1) (2.32)
Vel VI[P
5o ]0) 46, (1) |0) + 48" [1)
¢B) = = L 2.33
95) 02+ 10117 T+[o] (2:33)

con ¥ = vi/v v 0 = 61/8. Por otro lado, con ayuda de las ecuaciones (2.20) y

(2.22), se encuentra

’}/150 _ AO{Q -+ Bﬁg _ ﬂ
Yodo  Aag+ BBy Yo

Y
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mientras que, de (2.21) y (2.23), se obtiene

7161 _ Aasz + Bps _m
Y01  Aar+ BB v

Al sumar ambas igualdades y despejar para 7, /o, resulta

(2.34)

ﬂ _1 |:AO[2+B/82 A&3+Bﬁ3:| .
Y 2 |Aag+ BBy Aai+ Bpi]’

de forma similar, al tomar (2.20) con (2.21) y luego (2.22) junto a (2.23), se llega a

op 1 [Aoq + Bf  Aaz+ 353] (2.35)

S0 2 |Aag+ BBy  Aas+ Bps
Las ultimas dos ecuaciones, corresponden a las expresiones para 71 y 5’1, que son
necesarias en el calculo de los estados (2.32) y (2.33).

Para la deduccion de los estados de un qubit, existe una correccién que debe
realizarse al comparar con los resultados numéricos. Otro detalle a tomar en cuenta,
se encuentra al analizar las componentes del estado |¢p4¢p) y compararlas con |);

con ayuda de (2.10), (2.32) y (2.33), se igualan los términos que acompanan a |00)

1

V) (1+[072)

con Aag+ Bfy como la primer componente de |¥). Del lado izquierdo de la igualdad

= AaD + Bﬁﬂ?

va a resultar un ntimero que pertenece a los reales; pero por el contrario, del lado
derecho podria tenerse un niimero complejo ya que en general, oy, 5y, B € C. Esta
aparente contradiccion, se explica de manera similar a la deducciéon realizada para
la expresion (2.8), es decir que se obtienen estados equivalentes al multiplicar por un
factor e~*. Lo anterior ha sido considerado en (2.32) y (2.33) al relacionar ambos
estados con (2.8); el paso que falta, es tomar en cuenta lo anterior para |¥), como se
explica en el apéndice B, en el que también se muestran que los resultados coinciden

luego de este arreglo.

Antes de aplicar las ecuaciones encontradas, se debe examinar bajo qué condi-
ciones son aceptables. Al observar los denominadores en los sumandos de (2.34) y

(2.35), se determina que las igualdades son validas cuando
AO&() + Bﬁo 7& 0, AOél + Bﬁl 7é 0, (236)
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para (2.34) y
AO{O + Bﬁo # O, AO(Q + Bﬁg 7é 0, (237)

en el caso de (2.35); si lo anterior no se cumple, se deben retomar las ecuaciones
(2.20) a (2.23) y realizar un anéalisis similar para encontrar las componentes de
los estados de un qubit buscados. Por ejemplo, los dos estados separables en el

subespacio correspondientes a la base {|v{), [vi)}, son

~]00) +101) +i[10) — [11)
_ . ,

~]00) —il01) —i]10) — [11)
- 5 :

|Uy) |Wy)

cuyas componentes son distintas de cero y da lugar a utilizar las expresiones ante-

riores, obteniendo

W)

(G d5m)e (G )

o) = (500 = 1) & (0 - = 1n).

En cambio, para la base siguiente (que es otro par de estados de Bell)

1 1
1y =——=100) + — |11),
1 1
vy) = —=]00) — —= |11},
los estados separables son

los cuales no satisfacen las restricciones (2.36) y (2.37); sin embargo es simple iden-
tificar a los estados de un qubit que los componen, aunque el grado de dificultad

variara dependiendo del caso.

Para finalizar el capitulo, se hard un resumen de lo encontrado hasta ahora.
En la exploracién de subespacios complejos bidimensionales de dos qubits, se ha
comprobado la existencia de estados separables. Hay dos maneras de identificarlos,
por medio del método numérico descrito en la seccién 2.4, o utilizando las ecuaciones
colocadas en (2.27). Si se desea conocer a los estados |¢4) v |¢p), que componen

a los estados separables encontrados, se puede hacer uso de las ecuaciones (2.32) y

34



(2.33). Con esta tltima tarea se da por terminada la busqueda de estados separables
para sistemas de dos qubits y se inicia con el estudio de estados entrelazados en el

capitulo siguiente.

35






3. ESTADOS PUROS ENTRELAZADOS EN
SUBESPACIOS BIDIMENSIONALES

3.1. Introducciéon

El capitulo inicia con el estudio de estados entrelazados en la seccion 3.2. Para
completar el anélisis de estados puros, se realizara el calculo de concurrencia y
entropia de entrelazamiento, en los subespacios tratados anteriormente. Se hara una
comparacion de ambas cantidades con la pureza 74, con el fin de determinar la forma
en que se relacionan. Lo anterior sera utilizado en la seccién 3.3, la cual comienza
con la bisqueda de los estados con mayor entrelazamiento en distintos subespacios.
Junto a esta tarea, se plantea un nuevo objetivo: construir estados que posean un
entrelazamiento especifico. En lo que resta del capitulo, se trabajara en un método
que permita obtener estados puros de dos qubits, con el grado de entrelazamiento

que sea de interés.

3.2. Concurrencia y entropia de entrelazamiento

Luego de trabajar con estados separables, es momento de continuar con el
estudio de estados entrelazados. Por ahora, se ha estudiado la separabilidad para es-
tados puros y se observo que, la mayoria de estados en los subespacios considerados,
son entrelazados. Es por ello, que también se realizara el calculo de concurrencia y
entropia para estados de dos qubits, cuyas definiciones fueron presentadas en la sec-
cion 1.4. Las ecuaciones (1.48) y (1.49), pueden ser utilizadas en los estados (2.14),
con el propésito de conocer el entrelazamiento entre los dos subsistemas de 1 qubit.
Entonces, similar a lo realizado con la pureza, se debe tomar cada valor de 8 y ¢
para examinar todo el subespacio.

Se hace uso de Wolfram Mathematica para facilitar el calculo de la concurrencia
y entropia de los estados en (2.14). Con el objetivo de conocer el entrelazamiento

de los estados mencionados, se han creado funciones en las que se ha implementado
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Concurrencia Concurrencia

0.940 0.940
0.846 0.846
0.752 0.752
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0.470 0.470
0.376 0.376
0.282 0.282
0.188 0.188
0 0.094 0 0.094
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
6 ]
Figura 3.1. Concurrencia en el Figura 3.2. Concurrencia en el
subespacio correspondiente a la ba- subespacio correspondiente a la ba-
se {|vl),|v3)} Fuente: claboracion  se {|v}),|v3)}. Fuente: claboracion
propia. propia.

a las ecuaciones (1.48) y (1.49), como se describe a continuacion.

e Concurrencel[vl, v2, 6, ¢]: retorna la concurrencia de un estado puro de
dos qubits de la forma (2.14), asociado a los valores 0 y ¢, cuya base es vl y
v2.

e EntanglementEntropyl[vl, v2, 0, ¢]: retorna el valor de la entropia de en-
trelazamiento correspondiente a un estado de la forma (2.14), para los valores

0y ¢, con estados base vl y v2.

Se ha reutilizado a Purity0fSubsystemaA[v1l,v2,0,¢] (descrita en la seccion 2.4),
en la estructura de Concurrence[v1,v2,0,], ya que en la ecuacion (1.48) se nece-
sita conocer a la pureza v4. Mientras que en el caso de la entropia, el paso principal
que realiza EntanglementEntropy[vl,v2,0,¢], es el calculo de los autovalores de
la matriz densidad p# como se indica en (1.49).

Al aplicar las funciones anteriores, se logra visualizar el entrelazamiento en dis-
tintos subespacios. Si se conoce la base {|v;)} del subespacio a explorar, se tendran
dos variables 6 y ¢, que permiten realizar mapas de contorno para las cantidades
buscadas. Es decir que, se utiliza Concurrence [v1,v2,0, ¢] para recorrer los valo-
res colocados en (2.9); dos de los resultados obtenidos, se muestran en las figuras 3.1
y 3.2. Similarmente, las figuras 3.3 y 3.4, presentan la entropia de entrelazamiento,
tras haber utilizado EntanglementEntropy[vl,v2,0,¢]. En las graficas anteriores,
el color morado corresponde a los estados con menor entrelazamiento, ya que es el

valor minimo de concurrencia y entropia; ademas, si se comparan con las figuras 2.3
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Entropia de Entrelazamiento Entropia de Entrelazamiento
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Figura 3.3. Entropia de entrelaza- Figura 3.4. Entropia de entrelaza-
miento en el subespacio correspon- miento en el subespacio correspon-
diente a la base {|v{),|v3)}. diente a la base {|vi),|v})}.
Fuente: elaboracion propia. Fuente: elaboracion propia.

y 2.4, se observa que los estados separables (que se sefialan con puntos blancos)
coinciden con estos minimos como se esperaba.

Luego de visualizar a la pureza, concurrencia y entropia en los subespacios, es
apropiado analizar teoricamente la relacion entre estas cantidades. Al observar la
ecuacion (1.48), se entiende el por qué los méaximos de 7,4 coinciden con los minimos
de concurrencia. Sin embargo, atun falta encontrar una expresion que describa a la
entropia en funcion de la pureza. Al expandir la sumatoria de la ecuacion (1.49), se

. , *
tiene que la entropia es

2
E==> pfilnpi=—(8np+ Bnp); (3.1)

pero por otro lado, hay que recordar que en la secciéon 1.4, se encontrd a la pureza

de los estados p? y p?, en términos de los autovalores f3;,
A== B
i

Ademas, de la propiedad de traza unitaria que se analiz6 en el teorema 1.2.1, se
tiene que ) . 3; = 1. Por lo tanto, f, = 1 — 1, de modo que la pureza vy, puede

escribirse como

va =B+ (1—p1)* =287 — 28 + L.

“Se consideran dos autovalores debido a que la dimension de p? y pP es 2 x 2, para estados de
un qubit.
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Figura 3.5. Concurrencia C(vy4) y entropia de entrelazamiento E(v4), para estados de
dos qubits. En este caso se tiene que % < v4 < 1. Fuente: elaboracién propia.

De esta ecuacion, se encuentran los dos valores para 51 y (52

IR EV T 1727 -1
2 )

61 62 =5

2

entonces, si se sustituye a alguno de los pares 31 y (s en (3.1), resulta que la entropia

€S

B =

ItV <1+ V27— 1) l-vmaT (1 — /21 1)
2 2 2 2

la cual muestra estar en términos de v4. A partir de este resultado, es mas sencillo
verificar que en el maximo v4 = 1, se tiene al minimo £ = 0, lo que concuerda con

lo observado en las graficas de pureza y entropfia.

Para concluir esta seccion, se realizard una discusion sobre las medidas utili-
zadas en el calculo del entrelazamiento. Se ha encontrado que tanto la concurrencia
como la entropia pueden ser expresadas en funcion de la pureza, lo que permite
compararlas por medio de una grafica, como se muestra en la figura 3.5. Un detalle
a tomar en cuenta, es que se ha utilizado “log,” en lugar de “In” en la expresion para
E, ya que hace posible que ambas cantidades, concurrencia y entropia, tengan los
mismos limites; ademas se usa “log, "con mayor frecuencia al trabajar con sistemas
de un qubit [8]. La grafica anterior ayuda a comprender que basta con estudiar a la
pureza 74, para determinar el entrelazamiento, debido a que equivale a algin valor
de C'y E. Por lo tanto, dependiendo del objetivo que se tenga en mente, el anélisis
de v4 podria simplificar el problema relacionado al entrelazamiento, como se podra

apreciar en la siguiente seccion.

40



No. | Base Y4 minima
1 B, 0.5560310517196909
2 B 0.5000904680155789
3 B 0.5291356249581232
4 By 0.5995180235292503
5 Bs 0.7095650472176688

Tabla 3.1. Valores de pureza minima, encontrados en los subespacios correspondientes a
las bases Bj;, presentadas en la tabla B.1 (ver apéndice B). Fuente: elaboracion propia.

3.3. Construccion de estados entrelazados

De acuerdo con los resultados obtenidos, se observa que en estos subespacios
existe un valor méximo de entrelazamiento, el cual también puede ser identifica-
do. En el capitulo anterior, se identificaron estados con cero entrelazamiento en los
subespacios considerados. Pero, ain queda pendiente abordar la contraparte que
consiste en determinar a los estados que correspondan al mayor grado de entrelaza-
miento en los subespacios. Para realizar lo requerido, podria pensarse en calcular el
valor méximo de concurrencia o entropia en los subespacios; pero antes de decidir
qué cantidad elegir, debe recordarse que ambas dependen de la pureza 74, como se
mostro en la seccion 3.2. De ello resulta que, un valor minimo de pureza es asociado a
estados con mayor entrelazamiento, como se ha observado en la figura 3.5. Entonces,
la siguiente tarea consistird en obtener el minimo de pureza en cada subespacio.

Se programa la funcion MinimumPurity [v1,v2], que determina numéricamente
el valor minimo de pureza. En la busqueda de estados separables, se disené un
algoritmo para ubicar a los estados con el maximo valor de pureza; este tltimo detalle
es el que debe modificarse antes de aplicarlo en la situacion actual. Se crea entonces
una funciéon analoga a MaximumPurity[vi, v2]", que cumple con lo solicitado,

como se describe a continuacion.

e MinimumPurity[vl, v2]: retorna el valor minimo de 74, junto con los pares
{0, ¢} asociados a este, que se encuentra en el subespacio generado por v1 'y
v2.

En la rutina anterior, se utiliza a PurityOfSubsystemA[vl, v2, 6, ¢] para el
célculo de la pureza v4, y luego se ubican a los pares {6, ¢} que identifican a los

estados en (2.14), con mayor entrelazamiento.

“La descripcion de MaximumPurity[v1l, v2] y PurityOfSubsystemA([vl, v2, 0, ¢], se en-
cuentran en la secciéon 2.4.
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Figura 3.6. Pureza en el subespacio correspondiente a la base {‘vi’> ‘v2>} En este caso,
existen varios estados con pureza YAminima = 0.75 en 6 = 7/2 (area violeta).
Fuente: elaboraciéon propia.

Los resultados muestran que, en general, el mayor grado de entrelazamiento no
seré el mismo en todos los subespacios bidimensionales. En la tabla 3.1, se presentan
los valores minimos de 4, para algunos de los subespacios considerados. En cada
caso, se observa que la pureza Yammima €S mayor a 1/2; que es el limite inferior
de v4 segun (1.16). Sin embargo, en subespacios donde la base es cualquier par de
estados de Bell, sucede que la pureza minima si coincide este valor. Esto significa
que el entrelazamiento maximo alcanzado iré variando, por lo que se tendran limites

distintos de concurrencia y entropia en cada subespacio.

Para verificar analiticamente que la pureza 7 mmima €n los subespacios, puede

ser mayor a 1/2; se presenta el siguiente ejemplo. Considerar a la base

f) |00) +]01) +|10) + |11) 3 - 00) — |10)
9 ’ Uy \/— )

cuya pureza resulta ser
1
VA= g (74 cos (20)) . (3.2)

Para obtener a aminima, €l término cos (20) debe alcanzar su valor minimo, el cual
sucede en § = /2. En consecuencia, Yaminima = 3/4, lo cual coincide con el resultado
presentado en la figura 3.6. De esta manera, se confirma que no existen estados con

pureza 74 = 1/2 en el subespacio generado por [v7) y [v3).

Al igual que se hizo con el maximo de pureza, también se han identificado a

los estados que poseen mayor entrelazamiento. En las figuras 3.7 y 3.8, se aprecia

42



Pureza Pureza
0.96

0.92
0.88
0.84
0.80
0.76
0.72
0.68
0.64

0 0.60 0
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 3.0
6 0

0.968
0.924
0.880
0.836
0.792
0.748
0.704
0.660
0.616
0.572

Figura 3.7. Valores 6, ¢ (punto ne- Figura 3.8. Valores ¢, ¢ (punto ne-

gro) en donde v4 es minima para la gro) en donde y4 es minima para la
base Bi. Fuente: elaboracion pro- base Bs. Fuente: elaboracién pro-
pia. pia.

un solo estado correspondiente al minimo de pureza encontrado, pero existen subes-
pacios que cuentan con varios estados asociados a este valor, como se muestra en
la figura 2.4. La base de este subespacio es un par de estados de Bell, y cada uno
cuenta con un entrelazamiento asociado a y4 = 1/2, que es el valor minimo que
alcanza v4. Por tal razon, existen distintos estados correspondientes a esta pureza,
la cual coincide con el valor de yam;, encontrado en el subespacio.

Al conocer los limites de 74 en un subespacio determinado, se puede realizar
una busqueda de estados que cuenten con un grado especifico de entrelazamiento.
Hasta ahora, se han encontrado los valores maximo y minimo de 4 en los subespa-
cios explorados; pero, existen ocasiones en las que se requiere trabajar con un grado
de entrelazamiento particular. Entonces, la pregunta que surge es: jcoémo localizar
estados con dicho entrelazamiento en subespacios bidimensionales? Para ello, hay
que recordar que 4 es tutil en el calculo de la concurrencia y entropia de entrelaza-
miento. Sin embargo, no es comun trabajar directamente con y4, y por esta razéon
se ha decidido utilizar a la concurrencia para continuar con el anélisis. La expre-
sion (1.48) sera usada en la construccion de estados puros asociados a una pureza 7,
la cual deberéd encontrarse dentro de los limites correspondientes, en el subespacio
seleccionado. Entonces, para los estados (2.14), v4 = v4(0, ¢), lo cual implica que
también la concurrencia estaré siendo expresada como una funcion de 6 y ¢.

Es momento de presentar la estrategia que se empleara en la construcciéon de
estados entrelazados. Hay que tener presente que el objetivo es encontrar estados con
cierto valor de concurrencia, en un subespacio conocido. A continuacion se enumeran

los pasos a seguir para cumplir con esta tarea.
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1. Calcular la pureza v, de los estados (2.14) y utilizar a (1.48), para tener a la

concurrencia C', en funciéon de 0 y ¢.

2. Ubicar a los maximos y minimos de concurrencia, con ayuda de las funciones

MinimumPurity[v1l,v2] y MaximumPurity[v1,v2].

3. Utilizar el método de interpolacion lineal con los puntos méaximos y minimos,

para buscar pares de {0, ¢}, asociados a la concurrencia de interés.
4. Sustituir devuelta en (2.14) para obtener a los estados |¥) de dos qubits.

El algoritmo que se acaba de exponer, se estara aplicando de manera numérica en
los subespacios que se han estado explorando hasta ahora. Es por ello que, sera
necesario desarrollar una rutina que realice la tarea descrita en el paso 3.

Con ayuda de Wolfram Mathematica, se crea a la funcion encargada de en-
contrar valores de 6 y ¢, que correspondan a una concurrencia especifica. Antes de
ejemplificar la manera en que trabaja el método anterior, resulta ttil implementar

una funcién que complete el proceso en la construccion de los estados requeridos.

e StatesWithConcurrenceC[C,v1,v2,maximos,minimos]: retorna pares de {6, ¢}
asociados a un valor especifico de C, que se encuentran en los segmentos de
rectas que unen a los maximos y minimos de concurrencia, en el subespacio

generado por {v1,v2}.

En los calculos que realiza StatesWithConcurrenceC[C,v1,v2,mdximos,minimos],
primero se hace uso de Concurrence[v1l,v2,60,¢] con el proposito de obtener a la
concurrencia C' = C(6, ¢), como se indica en el paso 1 del algoritmo. Luego, se
toman los pares {fmax, Pmax; Y {Omin, Pmin} de las listas maximos y minimos, con el
objetivo de utilizar el método de interpolacion lineal y ubicar un par {6, ¢} asociado

a C. Para ello se utiliza la expresion [14, p. 152]
P=(1-1)P+1P, (3.3)

que permite localizar un punto P sobre la recta que va desde P, hacia P;, dependien-
do del valor de [ (el cual varia desde [ = 0 hasta [ = 1). De esa manera, al aplicarlo
con Py = {Omin, Pmin} ¥ Pi = {Omax, Pmax}, s¢ obtiene a la recta que contiene a
los puntos P = {6, ¢}, asociados a los valores de concurrencia Cpjy < C' < Chyax.
En la figura 3.9, se muestra un ejemplo del paso que se acaba de describir, para

una de las bases de la tabla B.1 (consultar apéndice B). Al utilizar a (3.3), tanto
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Concurrencia
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Figura 3.9. Concurrencia y rectas que unen a los maximos con los minimos, en el subes-
pacio asociado a la base By. Cada valor de C' en el rango [Chyin, Ciax|, corresponde a algin
punto sobre ambas rectas. Fuente: elaboraciéon propia.

NO . Cmax { emax 9 (bmax } Cmin { emin ’ ¢min }

{0.9614,0.7674}
1 0.894966 {2.0167,2.4991} 0 {1.8309, 4.6479}

Tabla 3.2. Concurrencia méxima y minima, en el subespacio generado por la base By.
Fuente: elaboraciéon propia.

6 como ¢ dependeran del parametro [, y la concurrencia podra ser expresada como
C = C(l). El proposito de hacer lo anterior, es que ahora es posible buscar el valor
de [ correspondiente a C. Una vez que se conozca a [, debe de sustituirse de vuelta
en (3.3), para finalmente determinar al par {f, ¢} asociado a esta concurrencia. El
procedimiento se repite para todos los puntos de las listas maximos y minimos. Con
esta descripcion més detallada, se tiene todo lo necesario para poner en marcha la

construccién de estados entrelazados.

A continuacién se expone un ejemplo que ayuda a entender de mejor manera el
funcionamiento del algoritmo. Para iniciar, considerar a la base B4 que se muestra en
la tabla B.1 del apéndice B; con ella se procede a calcular el méximo de concurrencia,
el cual se muestra en la tabla 3.2. Resulta entonces que el rango de concurrencia
véalido en el subespacio es 0 < C' < Chay, lo que permite trabajar con C' = 0.42.
Al realizar estos célculos, se han encontrado también los valores de {Omax, Gmin} ¥
{Omin, Pmin} (colocados en la tabla 3.2), por lo que ahora es posible usar la funcion
StatesWithConcurrenceC[C,v1,v2,maximos,minimos]. En este caso, el resultado
fue de 2 estados con concurrencia de 0.42, que son los mostrados en la figura 3.10. Por

ultimo, se utiliza la ecuacion (2.14) para obtener de manera explicita a los estados
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Concurrencia
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Figura 3.10. Concurrencia en el subespacio asociado a la base By. Algunos de los pares
{0, ¢}, que corresponden a estados con una concurrencia de 0.42, se sefialan con puntos
rojos. Fuente: elaboracién propia.

de dos qubits

1W;) = {0.1998 + 0.1624 1,0.4846 + 0.5505 1, —0.1785 + 0.0226 i,0.0137 + 0.6026 i},
1W,) = {0.3601 + 0.2959 i, —0.1270 + 0.1955 i,0.8319 — 0.0968 i, —0.1605 + 0.0366 i};

de esta forma, se puede realizar distintas pruebas en los subespacios que se elijan. Es
importante enfatizar que solo se han ubicado algunos de los estados con concurrencia
de 0.42; en la figura 3.10, se aprecia que existen més valores de 6 y ¢ que corresponden
a esta concurrencia. Por tltimo, vale la pena mencionar que este método es valido
para cualquier nimero de qubits que hayan en los sistemas A y B, debido a que la
ecuacion (1.48), es aplicable a cualquier estado puro bipartito (como se menciona
en [21, p. 169]). Dependiendo del caso, deben de realizarse las modificaciones en la
funciéon Concurrence[vl,v2,6,¢] al calcular a 4. Con la anterior demostracion
en el subespacio generado por By, se completa el contenido de la presente seccion;
pero, si se desea probar con otros ejemplos, consultar el repositorio de GitHub™"™".
Para concluir el capitulo, se hara una breve recapitulaciéon de los resultados en-
contrados. En el estudio del entrelazamiento cuantico, se ha mostrado que solamente
es necesario analizar la pureza 74, debido a que la concurrencia y entropia dependen
de ella. Ademas, al calcular los minimos de 74, se encontré que el entrelazamiento
maximo no es el mismo en todos los subespacios bidimensionales. En base a ello, se

plante6 la pregunta de como encontrar estados con un entrelazamiento especifico.

“*Para producir nuevos resultados, ingresar a https://github.com/Subadra-E/Tesis, abrir el ar-
chivo nombrado “Cuadernolnteractivo.nb” y ubicarse en la subseccién “Construccion de estados
entrelazados”, dentro de la seccion “Estados puros de 2 qubits”.
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Esto llevo al desarrollo de un método que permite ubicar estados puros de dos qu-
bits, a partir de un valor de concurrencia especifico. Es asi como se da cierre a la
exploracion de subespacios para sistemas de dos qubits, y se continuara con el caso

de sistemas compuestos por tres y mas qubits.
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4. SISTEMAS BIPARTITOS DE TRES Y MAS
QUBITS

4.1. Introducciéon

La seccion 4.2, que se presenta a continuacion, estéd dedicada a la busqueda
de estados separables para sistemas bipartitos compuestos por més de dos qubits.
Lo primero sera recorrer subespacios bidimensionales de tres qubits, con ayuda del
método numérico. Seguidamente, se realizarda un analisis de pureza para lograr una
mejor comprension de los resultados. Por tdltimo en la seccion 4.3, se trabajara con
sistemas de cuatro, cinco y seis qubits. En cada caso, se llevaré a cabo una busqueda

numérica de los estados separables que son de interés.

4.2. Estados de tres qubits

El analisis de separabilidad se aplicara a sistemas de més qubits, lo que da
lugar a explorar nuevos subespacios. En la seccion 1.4, se encontré que un estado
puro asociado a un sistema bipartito, es separable si 74 = 1. Este criterio volvera a
utilizarse, aunque ahora uno o ambos de los subsistemas estaran conformados por
més de un qubit. Aunque la forma de los estados que se van a considerar continuaré
siendo la mostrada en (2.10), habra un cambio en la dimension de los elementos de
la base”. Tomando en cuenta lo anterior, ya es posible iniciar con la busqueda de

estados separables en subespacios bidimensionales de varios qubits.

“Es decir que al trabajar con n qubits, entonces |v;) , [vs) € C*".
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No. | Base Y4 Mmaxima
1 Bg 0.8164588268275463
2 B 0.9694063810500124
3 Bg 0.9414918212691143
4 By 0.9234560914468197
5 B 0.925150617814293

Tabla 4.1. Valores de pureza maxima, encontrados en los subespacios correspondientes a
las bases B;, presentadas en la tabla C.1 (ver apéndice C). Fuente: elaboracion propia.

Se comenzara a trabajar con estados de tres qubits, para los cuales se debe
calcular el valor de v4. En el primer caso a tratar, se va a considerar un qubit en el
subsistema A y dos qubits en el subsistema B. Se utilizard nuevamente el algoritmo
presentado en la seccion 2.3, pero se realizaréan las modificaciones correspondientes.
La mas importante es que en el calculo de p?, se debe de trazar parcialmente sobre
el segundo y tercer qubit. Ademas, hay que tener presente que la tarea principal es

la misma: determinar los valores de 6 y ¢, asociados al valor maximo de 4.

Para llevar a cabo la buisqueda de estados separables, se hard uso de las fun-
ciones que se emplearon en el caso de dos qubits. La exploraciéon en los distin-
tos subespacios, se realizard con ayuda de las rutinas OrthonormalBasis[n] y
MaximumPurity[v1,v2], que se presentaron en la seccion 2.4. Con la primera, se
construyen a los vectores base al ingresar n = 3, mientras que la segunda devuelve a
Yamax Y 108 pares {Omax, Pmax }- Se debe mencionar también que, en la estructura de
MaximumPurity[v1,v2], se aplica ReducedDensityMatrix[p,Qubits], para reali-
zar la traza parcial sobre los qubits 2 y 3. Luego de explicar como funcionan estas

dos herramientas, se procede a la presentacion de resultados.

La primer idea que se obtiene de los resultados, es que no existen estados sepa-
rables en ninguno de los subespacios. Algunos de los vectores base que se utilizaron
en la exploracion, se encuentran en la tabla C.1 (ver apéndice C). De nuevo, la
pureza 4 puede visualizarse por medio de graficas, como se logra apreciar en las
figuras 4.1 y 4.2. En esos y otros subespacios, se encontré que el valor maximo de 4
es menor a 1, lo cual se confirma también en los ejemplos de la tabla 4.1. Lo anterior

quiere decir que no se logré localizar estados separables de la forma requerida.

Como complemento, se calcula de manera analitica el maximo de pureza en
un subespacio especifico. Para corroborar lo encontrado hasta ahora, se tomara una

base especifica con el fin de demostrar que el valor maximo de v4 no llega a ser 1.
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Pureza Pureza

0.931 0.896
0.893 0.864
0.855 0.832
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Figura 4.1. Valores 6 y ¢ (punto Figura 4.2. Valores 6 y ¢ (punto
blanco), correspondientes a la pure- blanco), correspondientes a la pure-
za YAmax =~ 0.97, para la base By Za YAmax ~ 0.93, para la base Bjg
de la tabla C.1. Fuente: elaboracion de la tabla C.1. Fuente: elaboracion
propia. propia.

Si se trabaja con los estados

ot — 1010) + [011) + [100) + |101) ) _|010) — |100)
- 2 ) - \/5 )

y se sustituye en la expresion (2.14), resulta que v, es

(2 + sin® (0) cos® (¢)) - (4.1)

FNH

YA =

En la ecuacién (4.1), el término sin® () cos? (¢), es el que permite encontrar al
maximo de pureza. Al tener en cuenta los valores de 6 y ¢ colocados en (2.9), se
concluye que 74 es maxima cuando sin® (0)cos® (¢) = 1. Por lo tanto, Yamax =
3/4, que a su vez coincide con lo obtenido numéricamente, como se observa en la
descripcion de la figura 4.3. El resultado anterior indica que en este subespacio, no
es posible ubicar estados separables bipartitos de tres qubits.

Sin embargo, se encontr6é que en determinados subespacios existen estados se-

parables. Al tomar otro ejemplo, en el que la base es

000) -+ [101) 001) — |100)

{ 5> o \/§ ’ > \/§ ) (4-2)
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Pureza Pureza

0.715 0.966
0.693 0.920
0.671 0.874
0.649 0.828
0.627 0.782
0.605 0.736
0.583 0.690
0.561 0.644
0.539 0.598
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Figura 4.3. Valores de {6, ¢} (pun- Figura 4.4. Valores de {6, ¢} (pun-
tos blancos), correspondientes a la tos blancos), correspondientes a la

pureza Yamax = 0.75, para la ba- pureza Yamax = 1, para la ba-
se {|v]),|v3)}. Fuente: elaboracion  se {|v}),|v3)}. Fuente: elaboracién
propia. propia.

se encuentra que la pureza maxima es 1 y corresponde a los estados separables

W) = |000) 4-1]001) ;i|100> + [101) _ <|O> \—/51\1)) 2 <|OO>—|\;§i|Ol)) ,
~ 000y —i[001) +1i[100) + [101)  /]0) +1i|1) 00) —i]01)
e 2 (M) (MR

que también se muestran en la figura 4.4. Esto prueba que es posible ubicar a los

(4.3)

estados separables de tres qubits descritos al inicio, pero no en todos los subespacios,
a diferencia de lo que sucede con los sistemas de dos qubits. Por otro lado, algo
interesante a notar es el numero de estados separables que se han localizado en
el ejemplo de la base (4.2), ya que da lugar a preguntarse: ;jpor qué dos estados
separables?. La incégnita anterior se intentara responder de aca en adelante, lo cual

serd de utilidad para comprender los resultados de la exploracion.

Con ayuda del anélisis de pureza, se encuentra una forma tedrica para obtener
a los estados separables. Al calcular primero a 4, en términos de los elementos p;;

de la matriz densidad del sistema completo, se obtiene

2

3 2 ;
YA = (Z pii) + 2(pos + p15 + p26 + p37)(pao + ps1 + pe2 + pr3) + (Z ,%')
=0 i=4

Si se reescribe a la pureza 74, de forma similar a como se hizo para llegar a la
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ecuacion (A.4) (consultar apéndice A), resulta

YA = 1 — 2 (|OéoOé5 — 041064|2 —+ ’040056 — 042044|2 -+ |OéoOé7 — 043064’2+

) ) ) (4.4)
larag — awas|® + |onar — azas|® + |asar — azae)?) ;
entonces, para un valor v4 = 1 se debe cumplir que
lagas — aray|® + |apas — aoaul® + |apar — azay|? + |arag — asas|*+ (45)

|y — asas)?® + |asar — asagl? = 0.

Al sustituir las componentes del estado (2.10) en la igualdad anterior, se tiene lo

siguiente

| (AOZO + Bﬁo) (AO(5 + B65) — (AOél + Bﬂl) (AO[4 -+ Bﬂ4) |2 4+ ...

(4.6)
+[(Aaz + Bfs) (Aag + Bpr) — (Aag + Bfs) (Aag + Bf) | = 0;
esta ecuacion puede depender de una sola variable al dividirla por |A?|?, de manera
similar a como se traté con (2.28),
| (o + B’Bo) (a5 + B'B5) — (o1 + B'1) (au + B'By) > + ... wn)

+ | (a2 + B’3s) (e + B'37) — (a3 + B’B3) (as + B’B6) |* = 0,

con B’ = B/A. Conviene notar que cada término en (4.7), necesita ser 0 para

que la igualdad sea valida, lo cual implica resolver cada una de las seis ecuaciones

cuadraticas,
B"(505 — 154) + B’ (afs + asfo — a1y — aufh) + agos — aqay = 0,
B" (508 — B2fs) + B (s + afo — aafls — caf2) + g — vz = 0,
B" (807 — Bs4) + B’ (a7 + azfo — asfs — cufBs) + agor — gy = 0, (4.8)
B (8185 — Bofs) + B’ (185 + a1 — 285 — a5 2) + aycg — asas =0,
B (8187 — B3f5) + B’ (a1 87 + a1 — a3fls — as3) + arerr — azas = 0,
B" (8287 — B3f3s) + B’ (0237 + cr B2 — 386 — a6 f3) + oy — asag = 0.

Las soluciones se obtienen por medio de (2.30), luego de identificar correctamente
a los coeficientes a, b y c¢. Sin embargo, para que (4.7) se cumpla, es necesario que
ambas raices (Bj y B}) sean compartidas por las seis ecuaciones. Si es posible en-

contrarlas, deben sustituirse en (2.27), y se tendran entonces dos estados separables
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en el subespacio generado por |v1) v |vg).

Es momento de comparar el método recién estudiado con el numérico, y com-
pletar la discusion para el caso de sistemas bipartitos de tres qubits. De acuerdo con
el analisis realizado, no siempre existira solucion para (4.7), debido a que B’ debe
satisfacer mas de una ecuacion. Es por ello que no se encontraron estados separables
en varios de los subespacios, que se exploraron numéricamente. Para determinar la
existencia de estados separables con el método anterior, se ha creado una funcion

que realice los calculos descritos anteriormente.

e AnalyticalSeparableStates3Qubits[vl, v2]: retorna los coeficientes A y
B (si existen), indicados en (2.27), para la base v1 y v2, asi como a los estados
separables (2.10).

Luego de emplear esta funcién en los subespacios asociados a las bases B;, de
la tabla C.1, no se obtuvo ningin estado separable. El resultado coincide con lo
encontrado por medio del método numeérico; ademas, al ingresar la base (4.2) en
AnalyticalSeparableStates3Qubits[vl, v2], se obtiene
0y = \}_‘U1>+\/_| §> |000) +1|001) 21|100)+|101>7
‘ 5> | o3 |OOO> 1]001) +1100) + ]101)7
\/_ 2

que también coincide con los estados en (4.3). Para concluir, debe mencionarse que

existe la opcion de contar con un solo valor de B’ cuando los discriminantes en (4.8)
son igual a 0. Dependiendo de la situacion, podria existir solo un estado separable
o varios, como se mostré en el ejemplo asociado a la base (2.31). Con este tultimo

comentario, se da paso a la bisqueda de los estados separables que falta considerar.

4.3. Casos de cuatro y mas qubits

Finalmente, se presentan los resultados numeéricos luego de trabajar con sis-
temas de méas qubits. En los casos restantes de la tabla 4.2, se vuelve a utilizar la
funcién OrthonormalBasis[n], para obtener distintos estados base compuestos por
n = 4,5y 6 qubits. Luego de modificar la funcién MaximumPurity[vl,v2] y apli-
carla en cada caso, se obtuvo que el maximo de pureza en los distintos subespacios
no llega a ser 1. Asi como sucedié con el caso de tres qubits, no se localizaron esta-

dos separables para ninguna de las bases que se generaron de manera aleatoria. Las
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No. de Qubits en Qubits en Ql_lblts en
i : sistema
Caso sistema A sistema B
completo
1 1 3 1
2 2 9 1

Tabla 4.2. Casos que seran considerados en la busqueda de estados separables, para
sistemas bipartitos. Fuente: elaboracién propia.

Pureza Pureza

6 0.851 0.390
0.805 0.384

S 0.759 0.378
4 0.713 0.372
s, 0.667 0.366
0.621 0.360

2 0.575 0.354
0.529 0.348

1 0.483 0.342
0 1 §0.437 0 0.336

00 05 10 15 20 25 3.0 00 05 10 15 20 25 3.0
6 6

Figura 4.5. Valores de 0 y ¢ (punto
blanco), correspondientes a la pure-
za Y Amax =~ 0.89, para el caso 2 de la
tabla 4.2. Fuente: elaboraciéon pro-
pia.

Figura 4.6. Valores de 6 y ¢ (punto
blanco), correspondientes a la pure-
za YAmax =~ 0.39, para el caso 4 de la
tabla 4.2. Fuente: elaboraciéon pro-
pia.

figuras 4.5, 4.6, 4.7 y 4.8, muestran algunos resultados de la exploracion; pero, si se
desea continuar con la bisqueda de estados separables en mas subespacios, puede
hacerse uso del cuaderno interactivo”™ que se ha mencionado en capitulos anterio-
res. Cabe senalar que no se descarta la existencia de estados separables en todos los

subespacios, ya que podrian encontrarse ejemplos como el presentado en (4.2).

A continuacion se van a presentar dos ejemplos en los cuales, si existen estados

“Ingresar a https://github.com/Subadra-E/Tesis para encontrarlo.
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Pureza Pureza
0.5809

0.5735
0.5661
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-0.5513
0.5439
0.5365
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0.5217

0 0.5143 0
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0.2635
0.2601
0.2567
0.2533
0.2499
0.2465
0.2431
0.2397
0.2363
0.2329

Figura 4.7. Valores de 0 y ¢ (punto Figura 4.8. Valores de 0 y ¢ (punto

blanco), correspondientes a la pure- blanco), correspondientes a la pure-
Za YAmax ~ 0.59, para el caso 5 de la za YAmax ~ 0.27, para el caso 7 de la
tabla 4.2. Fuente: elaboraciéon pro- tabla 4.2. Fuente: elaboracién pro-
pia. pia.

separables. Considerar la siguiente base compuesta por cuatro qubits,

0000) + |0111) + [1000) 4 |1111)

|o7) = ,
2

) = 0011) + |0100) + [1011) 4 |1100)

_ . ,

con la que se trabajara el caso 2 de la tabla 4.2. Al calcular v,4, resulta

va = = (14 sin® (0) cos® (¢)) ,

[\')I»—t

que es maxima cuando sin? () cos? (¢) = 1. Con lo mencionado, se obtiene un valor
Yamax = 1, 1o que a su vez implica la existencia de estados separables. El resultado
anterior coincide con lo obtenido numéricamente, como se muestra en la figura 4.9.

Ahora se tratard un ejemplo para el caso 4, con la siguiente base

o) = 00000) + |11111) ) = 00001) + [00100)
B V2 S V2 '

Nuevamente, se calcula la pureza

(14 sin*(6/2)) ,

l\DIr—l

YA =

cuya expresion indica que el valor maximo se alcanza cuando sin(/2) = 1. De
esa manera, Yamax = 1, al igual que en los resultados numéricos mostrados en la
figura 4.10.
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Pureza Pureza

0.966 0.966
0.920 0.920
0.874 0.874
0.828 0.828
0.782 0.782
0.736 0.736
0.690 0.690
0.644 0.644
0.598 0.598

0 \ 0.552 0 0.552

00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
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Figura 4.9. Caso 2 de la tabla 4.2. Figura 4.10. Caso 4 de la tabla 4.2.

Se muestran los valores 6 y ¢ (pun- Pureza en el subespacio correspon-
tos blancos), correspondientes a la  diente a la base {|v]),|v])}. En este
pureza Yamax = 1, para la ba- caso existen varios estados asociados
se {|[v?),[v§)}. Fuente: elaboracion ~ a yamax = 1, en 6 = 7 (4rea roja).
propia. Fuente: elaboracién propia.

Si se desea profundizar en el estudio de 74, debe tomarse en cuenta que la
dificultad de cada caso sera diferente. Para completar la discusion de resultados, seria
apropiado realizar un analisis de pureza, como se hizo en el caso de tres qubits de la
seccion anterior. Sin embargo, es importante destacar que la cantidad de términos
en 4 aumentara a medida que se trabaje con més qubits, como se observa en (A.2)
(consultar apéndice A) y (4.4). Esto implica que cada vez serd més complicado
reescribir a 4 y obtener expresiones similares a (A.4) y (4.4), que faciliten el estudio
de las distintas situaciones que se han abordado de manera numérica. Es por ello
que, en este trabajo, no se tratara analiticamente a los estados de cuatro y mas
qubits. Aunque, si se toma como referencia el caso de tres qubits, podria suponerse
que la razon por la cual no se encontraron estados separables, sigue siendo el nimero

de ecuaciones que surgen de 74, como las colocadas en (4.8).
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CONCLUSIONES

En este trabajo se abord6 el tema de separabilidad [7] y entrelazamiento cuan-
tico, aplicado a estados puros bipartitos en subespacios complejos bidimensionales.
Una de las tareas propuestas fue la biisqueda de estados separables, los cuales cum-
plen con lo siguiente: si un estado puro bipartito es separable, la pureza de uno
de sus operadores de densidad reducidos es igual a 1. En base a ello, se desarrollo
un método numérico que permite determinar la existencia de estos estados, en los
subespacios mencionados. Los resultados indicaron que, en todos los subespacios
correspondientes a sistemas de dos qubits, es posible encontrar estados separables.
Lo anterior se verific6 de manera analitica, lo que a su vez permitié6 determinar a
los estados de un qubit que conforman a los estados separables encontrados. Por
otro lado, para sistemas bipartitos de tres qubits, no existen estados separables en
todos los subespacios. En esta ocasion, el analisis de pureza realizado mostroé que
los estados separables se hallardn solo en ciertos subespacios y, al mismo tiempo,
proporciona un método que ayuda a identificarlos. Para los casos de cuatro, cinco
y seis qubits, los resultados fueron similares al anterior; es decir que existen esta-
dos bipartitos separables, aunque no en todos los subespacios. Sin embargo, ain
es necesario realizar un analisis de pureza, que ayude a comprender mejor lo que
se ha encontrado. Finalmente, la segunda tarea que se plante6 fue el estudio del
entrelazamiento por medio de la concurrencia [21] y entropia |5, 8. Luego de haber
profundizado en estas definiciones, se realiz6 el calculo de ambas cantidades para
estados puros de dos qubits, y se encontré que los limites del entrelazamiento varian
en cada subespacio. A partir de ello, se disené un método encargado de construir
estados con el grado de entrelazamiento que se requiera y que pertenezcan al subes-
pacio en el que se esté trabajando. Aunque solo se haya probado con dos qubits, el
método puede ser aplicado en diversos casos de sistemas bipartitos conformados por

varios qubits, luego de tomar en cuenta las consideraciones mencionadas.
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TRABAJO FUTURO

A partir de la exploraciéon que acaba de realizarse, surgen nuevas propuestas
para continuar con el estudio de entrelazamiento y separabilidad en méas subespacios.

Cada una de ellas se describe en la siguiente lista:

e Profundizar en el anélisis de estados puros bipartitos de cuatro y mas qubits.
En la seccion 4.3, se mostraron los resultados numéricos luego de buscar dis-
tintos estados separables de varios qubits, en subespacios complejos bidimen-
sionales. Sin embargo, atun queda pendiente abordar el problema de manera
analitica, para entender y completar los diferentes casos que fueron tratados

en la seccién.

e Ubicar a los estados con el mayor y menor grado de entrelazamiento, en subes-
pacios bidimensionales, para sistemas de dos qutrits. Debe recordarse que la
teoria estudiada en el primer capitulo, puede ser aplicada a distintos tipos
de sistemas cuanticos. En este trabajo se utilizaron qubits, pero lo siguiente
es considerar qutrits, que son sistemas cuanticos de tres niveles. Con ello, se
propone una nueva exploraciéon en subespacios complejos bidimensionales, al
considerar inicialmente dos qutrits. La tarea principal en la exploracion seria
localizar a los estados puros, que posean el mayor y menor grado de entre-
lazamiento. De lo anterior, también seria posible determinar la existencia de

estados separables en estos subespacios.

e Trabajar con estados puros de dos y méas qubits, en subespacios tridimensio-
nales. El objetivo es realizar una buisqueda similar a la descrita en el punto
anterior, pero tomando en cuenta a un tercer estado base en la expresion (2.10).
Con el caso inicial de dos qubits, se pretende extender la exploracion a siste-
mas bipartitos de varios qubits y comparar con los resultados presentados en

los capitulos 2, 3 y 4.

Existen otros temas que podrian incluirse en la exploraciéon de subespacios, como

el estudio de separabilidad para estados de sistemas multipartitos. Sin embargo, se
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han colocado las tres tareas centrales con las que se planea trabajar en un futuro

proximo.

62



1]

2]

131

4]

15]

[6]

7]

18]

19]

[10]

BIBLIOGRAFIA

A. Aspect, P. Grangier, and G. Roger. Experimental realization of einstein-
podolsky-rosen-bohm gedankenexperiment: A new violation of bell’s inequali-
ties. Phys. Rev. Lett., 49:91-94, Jul 1982.

J. Bak and D. Newman. Complexr Analysis. Undergraduate Texts in Mathe-
matics. Springer New York, 2010.

J. S. Bell. On the einstein podolsky rosen paradox. Physics Physique Fizika,
1:195-200, Nov 1964.

G. Benenti, G. Casati, and G. Strini. Principles of Quantum Computation and
Information: Basic tools and special topics. Principles of Quantum Compu-
tation and Information. World Scientific, 2004.

I. Bengtsson and K. Zyczkowski. Geometry of Quantum States: An Introduction
to Quantum Entanglement. Cambridge University Press, 2nd edition, 2017.

C. H. Bennett, G. Brassard, C. Crépeau, R. Jozsa, A. Peres, and W. K. Woot-
ters. Teleporting an unknown quantum state via dual classical and einstein-
podolsky-rosen channels. Phys. Rev. Lett., 70:1895-1899, Mar 1993.

S. Braunstein and A. Pati. Quantum Information with Continuous Variables.
Springer Netherlands, 2012.

N. Chandra and R. Ghosh. Quantum Entanglement in Electron Optics: Gene-
ration, Characterization, and Applications. Springer Series on Atomic, Optical,

and Plasma Physics. Springer Berlin Heidelberg, 2013.

C. Cohen-Tannoudji, B. Diu, and F. Laloé. Quantum Mechanics, Volume 1:
Basic Concepts, Tools, and Applications. Wiley, 2019.

A. Einstein, B. Podolsky, and N. Rosen. Can quantum-mechanical description
of physical reality be considered complete? Phys. Rev., 47:777-780, May 1935.

63



[11] S. J. Freedman and J. F. Clauser. Experimental test of local hidden-variable
theories. Phys. Rev. Lett., 28:938-941, Apr 1972.

[12] S. Gharibian. Strong np-hardness of the quantum separability problem. Quan-
tum Inf. Comput., 10:343-360, 2010.

[13] N. Gisin, G. Ribordy, W. Tittel, and H. Zbinden. Quantum cryptography. Rev.
Mod. Phys., 74:145-195, Mar 2002.

[14] R. Goldman. An Integrated Introduction to Computer Graphics and Geometric
Modeling. Chapman & Hall/CRC Computer Graphics, Geometric Modeling,
and Animation Series. CRC Press, 2009.

[15] M. Kuczma and A. Gilanyi. An Introduction to the Theory of Functional Equa-
tions and Inequalities: Cauchy’s Equation and Jensen’s Inequality. Birkhauser
Basel, 2009.

[16] M. A. Nielsen and I. L. Chuang. Quantum Computation and Quantum In-
formation: 10th Anniversary Edition. Cambridge University Press, USA, 10th
edition, 2011.

[17] J. J. Sakurai and J. Napolitano. Modern Quantum Mechanics. Cambridge
University Press, 2nd. edition, 2017.

[18] S. Salimi, A. Mohammadzade, and K. Berrada. Concurrence for a two-qubits
mixed state consisting of three pure states in the framework of su(2) coherent
states, 2012.

[19] M. Schlosshauer. Decoherence: And the Quantum-To-Classical Transition. The
Frontiers Collection. Springer, 2007.

[20] E. Schrodinger. Discussion of probability relations between separated sys-
tems.  Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society,
31(4):555-563, 1935.

[21] W. van Dam, V. Kendon, and S. Severini. Theory of Quantum Computation,
Communication and Cryptography: 5th Conference, TQC 2010, Leeds, UK,
April 18-15, 2010, Revised Selected Papers. LNCS sublibrary: Theoretical com-

puter science and general issues. Springer, 2011.

[22] C. Williams. Ezplorations in Quantum Computing. Texts in Computer Science.

Springer London, 2010.

64



[23] W. K. Wootters. Entanglement of formation and concurrence. Quant. Inf.

Comput., 1(1):27-44, 2001.

65






A. Pureza v 4 para estados puros de dos qubits

Por medio del analisis de pureza, también es posible encontrar a los estados
separables de dos qubits que existen en subespacios complejos bidimensionales. Para

realizar lo anterior, se comenzara por considerar al estado de un sistema de dos qubits

3 3
p=2_2 riylaial,

=0 7=0

con {l|a;)} como
|ag) =[00),  Ja1) =[01), laz) = [10), lag) = [11).
Del cual se obtiene a la pureza de p*

Ya = (poo + ,011)2 + 2 (po2 + p13) (P20 + ps1) + (pa2 + ,033)2 ; (A1)

que puede ser reescrita tras aplicar las condiciones de traza unitaria, » . p; =1y

de hermiticidad, p;; = pj;

YA = (Poo + p11 + P22 + ,033) —2 (poo + p11) (p22 + p33) + 2 (po2 + p13) (P20 + p31)
e

=1—=2(poo + p11) (p22 + p33) + 2 (poz + p13) (Poz + pr3) - (A.2)

Por otro lado, para un estado puro de la forma (2.12), los elementos p;; en (A.2),

son
Poo = Gy,  Po2 = Qpliz, P11 = 1Qq, P13 = 103, P2g = Qali, P33 = A30:3;
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entonces al sustituir en (A.2) se llega a”

va =1—2(paz — ajas) (@paz — aqdz) (A.3)

=1- 2‘@0@3 — 061062|2. (A4)
Después de colocar a las componentes del estado (2.14) en (A.4), resulta
va=1—2|(Aag + BBy) (Aas + Bfs) — (Aoy + BBy) (A + BB)|*,  (A.5)

que utiliza a los coeficientes A y B presentados en (2.13), junto a las componentes
a; v B; de los estados base |v1) y |vg), respectivamente. Para un estado separable,
la pureza v4 es 1, lo cual implica que el término dentro del valor absoluto en (A.5)

debe ser cero
(AO[O + Bﬂo) (AOég + Bﬂg) — (AOq + Bﬁ1> (AOCQ + BBQ) = 0,

que es la misma expresion en (2.24). Por lo tanto, a partir de acé se puede aplicar
el mismo procedimiento para llegar a (2.30) y obtener los estados separables; la
diferencia consiste en que el analisis expuesto en la seccién 2.4, es mas directo y

sencillo en comparaciéon con el realizado previamente.

“Se utilizo6 como guia la expresion para la concurrencia en [18, p. 3] y la ecuacion (1.48).
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B. Estados |¢p4) y |¢B) de un qubit

A continuacion se presenta el analisis para la comparacion de resultados entre
V) v |¢padp). Como se menciond en la seccion 2.2, uno de los pasos para llegar
a (2.1), ha sido multiplicar el estado original por un factor de la forma e=%. Al
haber considerado esta representacion para los estados en (2.32) y (2.33), debe de
tomarse en cuenta un factor similar en los estados separables |U), antes de comparar
con |pa¢p). Es decir que en los estados separables encontrados, falta multiplicar por

un término “K” para que se cumpla lo siguiente
K|V) = [¢495) -

De la igualdad anterior, basta con observar la primer componente

1
VOB A +16P)

K (ACYO + Bﬁo) =

de la cual puede encontrarse a K

1
(Aag + BBo) L+ W) (L+[07)

En la tabla B.2 se muestran los resultados, luego de considerar a K, para los estados
separables obtenidos en distintos subespacios; ademés se han colocado a los estados
|pa) v |¢B) que los componen. Si se realiza el célculo de |¢pa¢p) para cada par de
estados, se comprueba que coincide con el estado K |¥), lo cual ayuda a confirmar

la validez de lo encontrado en la seccion (2.5).
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Nombre
No. de la {lv1), |v2)}
Base
1 B1 {{0.4699697 + 0.2756063 i, 0.2428346 + 0.3048765 i, 0.0033050 + 0.6039944 i, 0.4063543 + 0.1459701 i},
{—0.1802715 + 0.1366480 i,0.1967334 + 0.0573147 i, 0.4010443 — 0.4640140 i, 0.4306037 4 0.5876014 i}}
2 By {{0.1650553 + 0.0890521 i,0.5202650 + 0.1725126 i, 0.4474433 + 0.3924488 i, 0.4233202 + 0.3618961 i},
{0.7376704 — 0.1323703 i, —0.3008786 + 0.4791159 i, 0.0169760 — 0.0426911 i, 0.1824498 — 0.2878227 i}}
3 Bs {{0.5071222 + 0.4780076 i, 0.1225223 + 0.0000561 i, 0.4438237 + 0.3440990 i, 0.1817615 + 0.3884627 i},
{0.3229780 — 0.2669934 i, 0.5331478 + 0.1074318 i, —0.5300564 — 0.0858927 i, —0.1181942 4 0.4757145 i}}
4 Ba {{0.3418340 + 0.3579435 i, 0.3704688 + 0.4632135 i,0.3766409 + 0.1735873 i, 0.0060128 + 0.4808170 i},
{—0.2124403 + 0.0714651 i,0.3579747 — 0.2462359 i, —0.3358414 + 0.7182625 i, 0.3589849 + 0.0585087 i}}
5 Bsg {{0.3413848 + 0.3928049 i, 0.3645341 + 0.3607251 i, 0.2566342 + 0.3526795 i, 0.3850499 + 0.3572753 i},
{—0.0960352 — 0.1355080 i, —0.3596233 — 0.5908397 i,0.0421117 + 0.5529809 i, 0.3557361 + 0.2447141 i}}
Tabla B.1. Cinco de los estados base (de dos qubits) utilizados en la exploracion de

subespacios bidimensionales. Fuente: elaboraciéon propia.

No.| Base K1 |1), K2 |P2) {l¢1) 5 192)} {l¢3),1Pa)}
{0.3331764, —0.0765609 +0.1584892 i, 0.3768115, —0.2899237 0.5571541, 0.8266150
. | B —0.2563503 + 0.7778727 i, —0.3111206— o 5, =0 + | o ', 0. +
1 ) 0.8797484 i}, 0.0792905 i},
0.3006918 i},
{0.8841991, —0.2031809+ {0.6218837, 0.7764940+
{0.3464850, 0.4326268 + 0.0565935 i, 0.4206061 i}} 0.1015760 i}}
0.5140584 + 0.0493094 i, 0.6338076+
0.1455328 i}
{0.3814885, 0.3937975 — 0.0429667 i,
) . 0.5763964 4 0.0583605 1. 0.6015673— {{0.54996q1,0.8309425+ {0.9735573., —0.2129443+
0.0046754 i}, 0.0841334 i}, 0.0827093 i},
{0.6936658, 0.7160474— {0.6822590, —0.4562753+
{0.6642182, —0.4442101 + 0.5561523 i, 0.0781269 i}} 0.5712579 i}}
—0.1452831 + 0.0564292 i, 0.0499128—
0.1593843 i}
{0.3507294, 0.4013459 — 0.2505314 i,
s B  0.0053044 + 0.4812558 i, 0.3576986 {{0.588944.5, —0.0089071+ {{0.7831394, 0.4649753—
0.5544987 i}, 0.8081244 i}, 0.4129051 i},
{0.5955219, 0.6814664— {0.9707438, 0.0920248+
{0.7602277, 0.0720683 + 0.1736875 i, 0.4253906 i}} 0.2217836 i}}
0.4513719 — 0.4008251 i, 0.1343649+
0.0651264 i}
{0.3440599, 0.6726159 — 0.1477362 i, 151 04047152 1804 .
4 Ba 0.2211072 + 0.1802451 i, 0.5096466+ é{fd;g::; »0.4947152+ ({){4065;2:3 19, 0.7486088—
0.2574266 i}, : i} : i},
{0.4469383, 0.8737369— {0.9993341, 0.0357482—
{0.4715807,0.0168694 — 0.0034475 i, 0.1919113 i}} 0.0073058 i}}
0.7481103 — 0.4654152 i, 0.0233590—
0.0221180 i}
{0.5410788, 0.6316327 + 0.0155021 i, 154 42 o154 0.2571
5 Bs 0.3539955 — 0.0708097 i,0.4152683— é{fd:sﬁf;&(m 66— ({){607‘?24295 »0.2571380+
0.0725181 i}, : i : i
{0.6504561, 0.7593152+ {0.5853818, 0.6405544—
{0.4067908, 0.4451311 — 0.3453794 i, 0.0186358 i}} 0.4970093 i}}
0.1505239 + 0.3931102 i, 0.4984749+
0.3023611 i}

Tabla B.2. Estados separables de dos qubits, K1 |¥1) y Ko |¥s), encontrados en los subes-
pacios correspondientes a las bases B; de la tabla B.1. Se muestran los estados de un qubit
|¢;) calculados para cada estado separable, K1 |U1) = |¢1¢2) v K2 |V2) = |¢3¢4). Con-
sultar el repositorio https://github.com/Subadra-E/Tesis para obtener mas resultados y
continuar con la exploracion de subespacios bidimensionales. Fuente: elaboracién propia.
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C. Estados base de tres qubits

Nombre
No. de la {lv1), |v2)}
Base

{{0.2199862 + 0.0467456 i,0.3130049 + 0.1905444 i, 0.4430467 + 0.2029295 i, 0.0554928 + 0.0432195 i,

1 Be 0.2864621 + 0.0931087 i,0.4313524 + 0.3522241 i, 0.0378183 + 0.1605296 i, 0.3045529 + 0.2278478 i},

{0.0309249 — 0.0485635 i, 0.2642739 — 0.1782316 i,0.2654397 + 0.2397479 i, —0.0340339 + 0.3625942 i,
—0.3717866 + 0.1045999 i, —0.4309146 — 0.0428341 i, 0.3657264 + 0.2938929 i,0.1740226 — 0.2177304 i}}

{{0.0054976 + 0.3996485 i,0.0231557 + 0.1736303 i,0.1085761 + 0.2661369 i, 0.0528467 + 0.3721803 i,

2 Br 0.4005266 + 0.0372615 i, 0.3809823 4 0.1693144 i, 0.0520311 + 0.2925743 i, 0.3102387 + 0.2558492 i},

{0.3829890 + 0.1692272 i,0.3075748 — 0.0011934 i, —0.1022603 + 0.3050425 i, 0.2694068 + 0.1427232 i,
0.1179697 + 0.3868298 i, —0.3860976 — 0.1476291 i, 0.0105662 — 0.3693502 i, —0.1517655 + 0.1990878 i} }

{{0.2876631 + 0.4399469 i, 0.1594595 + 0.2436310 i,0.1002957 + 0.2325960 i, 0.2378991 + 0.1173518 i,

3 Bs 0.2105925 4 0.0978453 i,0.0735178 + 0.0361565 i,0.4103327 + 0.3986263 i,0.0154100 + 0.3409361 i},

{—0.1043526 — 0.3605516 i, 0.0469031 + 0.2290278 i,0.2194014 — 0.0926472 i, 0.1059156 + 0.4646980 i,
—0.1174632 + 0.4623611 i, —0.0593698 + 0.3935138 i,0.0019401 — 0.1717105 i, 0.2269077 + 0.2316204 i}}

{{0.1824092 + 0.0333435 i, 0.0990345 + 0.3022945 i,0.0839918 + 0.1701136 i, 0.2317438 + 0.3254967 i,

4 Bo 0.3356296 + 0.3796149 i, 0.2457266 + 0.0917668 i, 0.1490847 + 0.3657340 i,0.3068304 + 0.3051046 i},
{0.2390384 + 0.5926376 i,0.1688511 — 0.0885881 i, 0.1895446 — 0.1752067 i, 0.2271463 — 0.2007493 i,
0.0464195 — 0.2448676 i, 0.3065785 4 0.3856531 i, —0.2524531 + 0.0278930 i, —0.1574184 + 0.0513586 i}}

{{0.0204730 + 0.1609774 i,0.3808351 + 0.0993664 i, 0.0844949 + 0.1731081 i, 0.0459840 + 0.2339049 i,

5 Bio 0.0706812 + 0.1420923 i,0.2723243 + 0.1613153 i, 0.4906075 + 0.3181822 i, 0.4132247 + 0.2945621 i},

{0.4875829 4 0.0053643 i, 0.0915525 + 0.2914376 i, 0.3272383 + 0.2944089 i,0.4418391 — 0.0051443 i,
0.0994364 + 0.1525748 i, —0.1619722 + 0.2763959 i, —0.1948474 — 0.2749938 i, —0.1288561 + 0.1179795 i} }

Tabla C.1. Cinco de los estados base de tres qubits, que fueron utilizados en la exploracién
de subespacios bidimensionales. Fuente: elaboracion propia.
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