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OBJETIVOS

Objetivo general

Explorar los fundamentos de la topologia y el analisis funcional, y su intersecciéon
con la teoria de eleccion social, con un enfoque en técnicas modernas de

agrupamiento suave basadas en modelos electorales convexos.

Objetivos especificos

1. Desarrollar los conceptos fundamentales de topologia y anélisis funcional, dan-

do especial énfasis a puntos fijos y homotopfias.

2. Aplicar la teoria de puntos fijos en el analisis de contracciones y mapas no

expansivos.
3. Evidenciar la conexion entre reglas de votacion y la teoria de puntos fijos.

4. Resolver ejercicios practicos relacionados con puntos fijos y homotopias para

solidificar la comprension de estos conceptos.






INTRODUCCION

La topologia y el anélisis funcional son dos pilares fundamentales de las
matematicas que han influido en numerosas areas del conocimiento. A lo largo del
tiempo, conceptos como puntos fijos y homotopias han sido explorados y aplicados

en diversas disciplinas, desde sus raices con Henri Poincaré hasta las
revolucionarias contribuciones en teoria de juegos de figuras como John Nash.
Este trabajo de graduaciéon no solo profundiza en la topologia y el anélisis
funcional, sino que también aborda teorias como la de puntos fijos y homotopias,
explorando sus propiedades, aplicaciones y algunos teoremas relacionados.

Asi mismo, se presentan una serie de ejercicios de aplicacion a los teoremas
estudiados a lo largo del trabajo y, finalmente, se estudia la optimizacion de
modelos electorales que se basan en la convergencia y divergencia de preferencias
individuales, introduciendo una novedosa técnica para el agrupamiento suave de

datos multidimensionales basada en un modelo electoral convexo.

VII






1. FUNDAMENTOS DE TOPOLOGIA

1.1. Espacios métricos

Definicién 1.1. Métrica.
Una métrica sobre un conjunto X es una funcion d : X x X — [0, 00) que satisface

las siguientes propiedades para todo x,y, z € X:
e d(z,y) > 0 (No negatividad)
e d(x,y) =0 siy solosiz=y. (No degeneracion)
e d(x,y) = d(y,x). (Simetria)
o d(z,y) <d(z,z)+d(z,y). (Desigualdad triangular)

Ejemplo 1.1. Métrica euclidiana.
La métrica euclidiana es la que comtinmente se asocia con la distancia geométrica en
los espacios euclidianos. Dados dos puntos = (21, g, ..., 2Z,) Y ¥ = (Y1,%2, - - -, Yn)

en R”, la distancia euclidiana d entre ellos esta dada por:

Ejemplo 1.2. Métrica de Manhattan. Dados dos puntos © = (z1,%2,...,2,) ¥
y = (y1,Y2,.--,Yn) en R" la distancia de Manhattan d; entre ellos es:

n

di(z,y) = Z |2 — yil.

=1

Ejemplo 1.3. Métrica discreta.
La métrica discreta es una métrica simple que distingue solamente entre puntos

coincidentes y no coincidentes. Dados dos puntos cualesquiera x y v, la distancia d

1



entre ellos esta definida por:

0 six=wy,
1 siz#y.

d(z,y) =

Definicion 1.2. Espacio métrico.
Un par (X,d), donde X es un conjunto y d es una métrica sobre X, se denomina

espacio métrico.

1.1.1. Conjuntos abiertos, cerrados y vecindades

En esta seccion, se introduciran conceptos fundamentales relacionados con espacios
métricos, que seran de utilidad en el desarrollo del presente documento. Para sim-

plificar la notaciéon, denotaremos un espacio métrico (X, d) simplemente como X.

Definicion 1.3. Bola abierta. Consideremos un punto zo € X y un ntmero real
positivo r. Se define la bola abierta centrada en xy de radio r, denotada por B,.(x),

como el conjunto de puntos z en X que satisfacen la siguiente condicion:

B.(xg) ={z € X : d(x,x0) <r}.

7 r
Figura 1.1. Bola abierta con la métrica Figura 1.2. Bola abierta con la métrica
euclidiana de Manhattan



De manera similar, podemos definir una bola cerrada.

Definiciéon 1.4. Bola cerrada. Una bola cerrada centrada en xq de radio r, denotada

por B, (z), se define como:
B.(xg) ={z € X : d(z,x0) <r}.

Definicion 1.5. Esfera. El conjunto de puntos en X que estan exactamente a una

distancia r de xy se conoce como esfera de radio r centrada en xg, y se denota por
Sr (1‘0)1

Sr(xo) ={z € X : d(z,x0) =1}.

Utilizaremos los conceptos de bola y wvecindad como sinénimos, manteniendo en
mente que, al decir solamente vecindad de un punto, nos referimos a la bola abierta
del punto. Ahora que ya hemos desarrollado estos conceptos, podemos clasificar un

conjunto de acuerdo a si sus puntos cumple ciertas condiciones.

Definicion 1.6. Conjunto abierto. Dado un espacio métrico X y un subconjunto
Y de X, decimos que Y es abierto si para cada uno de sus puntos, Y contiene una

bola abierta centrada en dicho punto.

Definicién 1.7. Conjunto cerrado. Un subconjunto del espacio métrico se dice

cerrado si su complemento es abierto.

Definicién 1.8. Punto interior y conjuntos abiertos. Consideremos un conjunto
A C X. Decimos que un punto xg € A es un punto interior de A si existe una bola

abierta B, (z) tal que B,(x¢) C A. Formalmente,

xo es un punto interior de A <= Ir > 0 tal que B,(zo) C A

Un conjunto A se dice que es abierto si y solo si todos sus puntos son puntos
interiores.

De forma complementaria, se define un punto de acumulacion de un conjunto A
como un punto zp en X tal que, para todo r > 0, la bola B,(z() contiene al menos

un punto y # x¢ que pertenezca a A. Es decir,

zg es un punto de acumulacion de A <= Vr > 0, B,.(x9) N (A \ {zo}) # 0.



Se puede mostrar que un conjunto es cerrado si y solo si contiene todos sus puntos

de acumulacion.

Definiciéon 1.9. Punto limite o punto de frontera.
Un punto z es punto limite o punto de frontera del conjunto X si toda vecindad de

x se intersecta con X y con X¢.

Definiciéon 1.10. Clausura de un conjunto. Dado un conjunto F, definimos la clau-

sura de E, y la denotamos por E, como
E=EUE,
donde E’ denota el conjunto de puntos de acumulacion de E.

Lema 1.1. Conjuntos cerrados y sucesiones.
Un conjunto X es cerrado si y solo si el que una sucesion (x,) en X converja a x

implica que x € X.

Demostracion. En primera instancia, si suponemos que X es cerrado, entonces X
contiene todos sus puntos de acumulacion. Sea (z,) una sucesion en X que converge
a z. Entonces, para todo ¢ > 0, existe N € N tal que para n > N, se cumple que
|z, — x| < €, lo que significa que B.(x) se intersecta con la sucesion, que esta en X,
por lo que x es punto de acumulacién de X, y como X es cerrado, x € X.

Para el converso, tomemos un punto de acumulacion x de X. Mostraremos que
x € X demostrando que existe una sucesion (x,,) en X que converge a x. Para cada
entero positivo n, tomemos By/,(x), y elijamos x, como un punto de interseccion
entre By, (x) y X. Luego, para € > 0 dado, si tomamos N € N tal que 1/N < ¢,

entonces Byy () contiene a x; para i > N.

Lema 1.2. Unicidad del limite.

El limite de una sucesion en un espacto métrico, si existe, es unico.

Demostracion. Supongamos que (z,) es una sucesion convergente en un espacio
métrico X. SEan z, y dos limites distintos de (z,,). Entonces, ¢ = %d(x,y) >0,y

podemos tomar enteros positivos N; y Ny tales que

d(zp,z) <e,n> N

d(x,,y)ze,n > Na.



Tomando N = max Ny, N, tenemos que
% = d(z,) < d(zn, 7) + d(z,y) < 2,

una contradiccion. Entonces, z = y.

1.1.2. Convexidad, conexidad y compacidad

A continuaciéon establecemos la definicion de un conjunto convexo. Esta concep-
tualizacion no sélo resulta fundamental para entender las definiciones y teoremas
que abordaremos a continuacion, sino que también desempena un rol clave en una
aplicacion significativa relacionada con el tema central de nuestro estudio, la cual
exploraremos en detalle méas adelante. Asi mismo, definiremos otro tipo de conjuntos

més adelante.

Definicién 1.11. Conjunto convexo.
Sea A un conjunto no vacio. Decimos que A es convezo si para todo par de puntos
x,y € Ay para todo escalar « en el intervalo [0, 1], la recta que une a = con y esta

completamente contenida en A. Matemaéaticamente, esto se expresa como
ax + (1 —a)y € A, para todo « € [0,1];z,y € A.

Definicion 1.12. Conexidad.
Sea X un espacio topologico. Una separacion de X es un par U y V' de subconjuntos
no vacios disjuntos abiertos de X cuya union es X. Un espacio X se dice conexo si

no tiene separacion.

Lema 1.3. Un espacio X es conexo si y solo st los unicos subconjuntos de X que

son abiertos y cerrados simultdineamente son el vacio y X.

Demostracion. En primera instancia, supongamos que X es un espacio topologico
conexo. Tomemos A C X un subconjunto abierto y cerrado en X. Luego, X\ A C X
es abierto y claramente A U (X \ A) = X, pero X no tiene separacion, por lo que
A=0o0 X\ A=10. Segtn el caso, concluimos que A =0 o0 A= X.

Ahora, supongamos que los tinicos subconjuntos de X que son abiertos y cerrados
son el vacio y X. Tomemos U y V una separacion de X. Entonces, U UV = X, por
lo que V' es el complemento de U en X, de donde V es cerrado, pero esto implica

que V =0 0oV = X. En cualquier caso, no existe separacion para X.



La compacidad representa un concepto fundamental en la topologia, esencial para el
analisis de espacios topologicos. La definicion formal de compacidad, que se expone

a continuacion, es clave para su comprension y aplicacion en este campo.

Definiciéon 1.13. Compacidad.
La nociéon de compacidad es uno de los conceptos mas importantes en topologia
y analisis mateméatico. Es una generalizaciéon del concepto intuitivo de cerrado y

acotado en espacios euclidianos.

Definiciéon 1.14. Compacidad por sucesiones.
Un conjunto A en un espacio métrico (X, d) es secuencialmente compacto o com-
pacto por sucesiones si toda sucesion {z,} de elementos en A tiene una subsucesion

convergente que converge a un punto en A.

Definicion 1.15. Cubierta.
Dado un conjunto A, una cubierta abierta de A es una coleccion de conjuntos abiertos

tales que su union es A. Decimos que la coleccién de conjuntos abiertos cubren a A.

Definicion 1.16. Compacidad por cubiertas.

Un conjunto A en un espacio topolégico X es compacto por cubiertas si para cada
coleccion {U; }ier de conjuntos abiertos en X que cubren a A, existe una subcoleccion
finita {U;,,U,,, ..., U, } que también cubre a A.

Por simplicidad, de ahora en adelante nos referiremos a compacidad por sucesiones
solamente con la palabra compacidad.

Finalmente, mostramos el teorema de interseccion de Cantor, que aborda la natu-

raleza de las intersecciones anidadas en conjuntos cerrados.

Teorema 1.1.1. Teorema de interseccion de Cantor.
Sea E un espacio métrico. Entonces, toda sucesion decreciente de subconjuntos ani-

dados no vacios, cerrados y compactos de E tiene una interseccion no vacia.

Demostracion. Sea (Cy) una sucesion decreciente de conjuntos anidados no vacios,

cerrados y compactos de E. Supongamos que

ﬂ Cr = 0.
k=1

Sea

Uy = Cy \ Ch.



Entonces,

Uu.=a\c. =
n=1 n=1

Dado que C} es cerrado en S, entonces es cerrado en C1, por lo que U, es abierto.
Por otro lado, dado que C; es compacto y {Ui} es una cubierta abierta para Cf,
podemos tomar una subcubierta finita {Um, Ungy ,Unp} de (', para subindices

ordenados, es decir, n; < ng < --- < n,. Luego, notemos que
UcUycUs---U, C---

Entonces,

k
U Unp = Unk - 017

p=1

por lo que
Unk = C(1 \ an = 01,

de donde C,,, N Cy = ), lo que contradice el hecho que C,, C C;. Luego,
() Cr # 0.
k=1

El teorema de interseccion de Cantor, que destaca por su papel en la comprension
de la estructura y las propiedades de conjuntos en espacios topologicos, nos prepa-
ra para abordar un concepto relacionado: los conjuntos totalmente acotados. Este
concepto es esencial para profundizar en las caracteristicas de la acotacion en dichos

espacios.

Definicién 1.17. Conjuntos acotados y totalmente acotados.

Un subconjunto A de un espacio métrico (X, d) se dice acotado si existe un niumero
real 7 > 0 tal que para todo a,b € A, se cumple que d(a,b) < r. Por otro lado,
decimos que un conjunto F es totalmente acotado si y solo si para todo € > 0, existe

una cubierta finita de bolas abiertas de radio £ cuyo centro es un punto en E.

Lema 1.4. Totalmente acotado implica acotado.



Demostracion. Se omite.

Teorema 1.1.2. Todo subconjunto completo y totalmente acotado de un espacio

métrico es compacto.

Demostracion. Sea M un conjunto completo y totalmente acotado en el espacio
métrico (X, d). Dado ¢ = 1, sabemos que hay una cubierta finita de M compuesta
por bolas de radio 1 centradas en puntos de M. Consideremos una sucesion ()
en M. Por el principio de las casillas, al menos una de estas bolas, digamos By,
contiene infinitos términos de (z,). Llamemos S; al conjunto de indices de (z,,)
cuyos términos estan en Bj.

Inductivamente, definimos Bj, como una bola de radio % que contiene infinitos tér-

minos de (x,,), y Sk como el conjunto de indices de (x,) que estan en By. Dado que
S12852--285,2---

y cada Sy, es infinito, para todo e > 0 existeun N € N tal quesii,j > N, los términos
Ty, ¥ T, estén ambos en By, es decir, |z,, — z,;| < 1/N < ¢, por lo que (z,,) es
una sucesion de Cauchy en M y, dado que M es completo, (x,, ) converge en M.

Luego, (z,) tiene una subsucesion convergente, demostrando que M es compacto.

1.2. Sucesiones y continuidad de funciones

Definiciéon 1.18. Mapa continuo.
Sean X = (X,d) y Y = (Y, d') espacios métricos. Una mapa T : X — Y es llamado

mapa continuo en el punto xy € X si para todo £ > 0 existe § > 0 tal que si
d(z, o) < 9,
entonces

d'(f(x), f(x0)) <e.

Decimos que T' es continuo en X si es continuo en todos los puntos de X.

Lema 1.5. Test de continuidad para funciones
Una funcion f: X — Y es continua en x € X si y solo si para toda sucesion {x,}

en X tal que x, — x, la sucesion {f(x,)} en'Y converge a f(z).

8



Demostracion. Supongamos que f es continua y que z, — x. Entonces, f es de

Cauchy, por lo que para todo € > 0 existe N tal que para n,m > N, se cumple que

Teorema 1.2.1. Teorema de Bolzano-Weierstrass

Toda sucesion acotada en R™ tiene una subsucesion convergente.

Demostracion. Se omite.

Teorema 1.2.2. Teorema de Weierstrass.
Toda funcion continua en un intervalo cerrado y acotado de los reales alcanza su

mdzximo y minimo en el intervalo.

Demostracion. . Sea [a,b] un intervalo cerrado y acotado en R, entonces [a,b] es
compacto y, dado que f es continua en [a,b], el conjunto f([a,b]) es compacto, y
por tanto, acotado. Por el axioma del supremo, f([a,b]) tiene un supremo M y un
infimo m. Considerando que para cada n € N, el ntmero M — % no es un supremo
de f([a,b]), existe z,, € [a,b] tal que f(z,) > M — . Como la secuencia (z,) esta
acotada, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass , podemos concluir que (z,,)
tiene una subsucesién convergente (z,,) que converge a xy en [a,b]. Como f es
continua, por el teorema la secuencia {f(z,,)} converge a f(x), y dado que
cada f(x,,) esta arbitrariamente cerca de M, deducimos que f(z) = M. De manera
similar, se puede demostrar que f alcanza su valor minimo m en [a, b]. Por lo tanto,

f alcanza sus valores maximo y minimo en |a, b].

1.2.1. Sucesiones de funciones

En mateméticas, las sucesiones de funciones desempenan un papel crucial en varios
campos, como el andlisis real, el analisis funcional y la teoria de la aproximacion.
Estas sucesiones permiten estudiar el comportamiento de funciones en un contexto
mas general y ofrecen un puente para entender conceptos como la convergencia
puntual y la convergencia uniforme. En esta seccién, introduciremos el concepto
bésico de una sucesion de funciones y discutiremos las diferentes formas en que
estas sucesiones pueden converger. Este conocimiento serda fundamental para los

temas que se abordaran posteriormente en este trabajo.

Definicién 1.19. Sucesion de funciones
Analogo a las sucesiones de numeros reales, una sucesion de funciones es una colec-
cién numerable y ordenada de funciones. Generalmente, utilizaremos a N como el

conjunto de indices. A continuaciéon algunos ejemplos de sucesiones de funciones.



Ejemplo 1.4. Las funciones f, : [0,1] — R, definidas por f,(z) = 2"

Ejemplo 1.5. La sucesion de funciones sobre los reales, tales que

1'2

fa(z) = 12

Definicion 1.20. Convergencia puntual

Sea (f,) una sucesion de funciones, cada una definida en un conjunto E. Si para
todo x € E, la sucesion {f,(x)} converge, entonces podemos definir una funcion
f: E — R dada por

f(z) = lm f,(z),

n—o0

para cada = € E. En este caso, decimos que la sucesion (f,,) converge puntualmente
afen k.

flz)+e

f(z)

v

[
[
[
|
[
[
|
b

Figura 1.3. Limite puntual de una sucesién de funciones. Fuente: elaboracién propia en
Inkscape.

Una pregunta natural a plantearse ahora seria si las propiedades de las funciones
en la sucesion se conservan bajo el limite puntual. Por ejemplo, jes correcto afirmar
que si se tiene una sucesion de funciones diferenciables, entonces el limite sera una
funcién diferenciable? ;y si la sucesion es de funciones continuas, el limite seré

continuo?
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Recordemos que una funcién f(x) es continua en un punto z si

lim f(t) = (o),

t—xg

por lo que preguntarse si, dada una sucesion de funciones continuas, el limite sera

continuo, es equivalente a preguntarse cuando ocurre que

lim lim f,(¢) = lim lim f,(?).

n—oo t—axo t—xg n—oo

A fin de ejemplificar que el orden en el que se toman los limites si es importante,

consideremos, param = 1,2,3,.. yn =1,2,3, ..., lo siguiente:

3m
S = —.
" 9m4n
Entonces, para n fija tenemos que
i 3
lim s,,, ==,
m—00 ’ 2

por lo que

lim lim s,,, = =
N—00 M—+00 ’

Sin embargo, si tomamos el limite en el otro sentido, para m fija tenemos que

lim s,,, =0,
n—00 ’

por lo que

lim lim s,,, =0.
M—00 N—+00 ’

Definicion 1.21. Convergencia uniforme.
Decimos que una sucesion de funciones (f,,) converge uniformemente en £ a una

funciéon f si para todo £ > 0 existe un entero N tal que para n > N, se cumple

|fn(x) — f(2)| <&, para todo z € E.

11



Teorema 1.2.3. Criterio de Cauchy para convergencia uniforme.
La sucesion de funciones (f,) definidas en E converge uniformemente en E si y solo

st para todo € > 0 existe un N tal que para n,m > N yx € E, se cumple

|[fu(@) = fn(2)| <&

v

]
-

Figura 1.4. Fuente: elaboracion propia en Inkscape.

Demostracion. En primera instancia, supongamos que (f,,) es una sucesion de fun-
ciones definidas en E que convergen uniformemente a una funcion f en E. Entonces,

para todo € > 0 existe N € N tal que para n > N se cumple
€
|fu(z) — f(2)] < 5 bara todo z € E.

De esto que param >n > N y cada x € F,

(@) = fa(2)] < |fn(2) = F(@)] + [ful2) = f(2)]

<€—|—8_<€
2 2 7

Por otro lado, supongamos que se cumple el criterio de Cauchy. Entonces, la sucesion
(fn(x)) converge para cada x. Sea f(x) el limite. Luego, f, — f y solamente hace
falta probar que la convergencia es uniforme. Sea ¢ > 0 dado, entonces existe N tal

que para n,m > N,

[fn(2) = fm(z)] <e.

12



Dejando n fijo y haciendo m — oo, tenemos

para cadan > N y cada x € E, lo que concluye la prueba. A continuacién explora-
remos la relacion entre la convergencia uniforme de una sucesién de funciones y la
continuidad de sus limites. En particular, estudiaremos condiciones bajo las cuales
la convergencia uniforme preserva la propiedad de continuidad, asi como teoremas

que establecen estas condiciones de manera precisa.

Teorema 1.2.4. Convergencia uniforme de sucesiones de funciones.
Supongamos que (f,) es una sucesion de funciones que converge uniformemente a
una funcion f en E, un espacio métrico. Sea x un punto limite de E y supongamos

que
lim f,(t) = A, paran > 1.
t—x
Entonces, (A,) converge y
lim f(¢t) = lim A,.
t—x n—00

En otras palabras,

lim lim f,(¢) = lim lim f,(¢).

t—x n—00 n—oo t—x

Demostracion. Sea ¢ > 0. Dado que (f,) converge uniformemente a f, entonces

existe N tal que para n,m > N y cada t € F, se cumple

|[fn(t) = fm(B)] <e.

Tomando el limite cuando ¢ — x tenemos
A, — A < e,
de donde (A,,) es una sucesion de Cauchy y por tanto, converge, digamos a A. Luego,
[f(t) = Al < |f() = fa®)] + [fn(t) — An| +[An — Al

13



Tomemos n de manera que

[F(8) = ful®)] <
A, — A <

» Y

Wl mMmw| M

Ademas, podemos tomar una vecindad de z de manera que para todo t # = en la

vecindad,
€
|fn(t) - An| < §

Entonces,

9 g 9
A<+t
[ft) —Al<g+g+5=¢

Corolario 1.1. Convergencia uniforme de una sucesion de funciones continuas.
Si (fn) es una sucesion de funciones continuas definidas en un conjunto E tales que

fn — [ en E uniformemente, entonces f es continua en E.
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2. FUNDAMENTOS DE ANALISIS FUNCIONAL

2.1. Espacios normados y espacios de Banach

Definicién 2.1. Norma.
Una norma en un espacio vectorial X es una funcion ||-|| : X — [0, 00) que satisface

las siguientes propiedades para todo x € X y para todo escalar «:

o [lz]l > 0.
e ||z|| =0siysolosiz=0.
o [Jaz|| = |o]]x]].

o |lz+yll <flzll + [yl

Definiciéon 2.2. Espacio normado.

Un espacio vectorial X con una norma es llamado espacio normado.

Definicion 2.3. Espacio de Banach.
Un espacio normado que es completo se denomina espacio de Banach.

Una norma en un espacio vectorial X induce la métrica d en X dada por
d(l’,g) = ”33 - y”v para I,y € X.

A esta métrica se le llama métrica inducida por la norma.
A continuacién se muestran unos ejemplos que ilustran la variedad de espacios nor-

mados, incluyendo tanto espacios completos como no completos.

Ejemplo 2.1. R"

El espacio vectorial R™ es un espacio normado completo con la norma definida por

n 1/2
=l = (Z |§,-|2> = V]Gl +- + &l
i=1

donde x = (&, ..., &) -
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Para demostrar que R™ es un espacio normado completo, haremos uso del lema de
la rama de anélisis real que dice que el espacio métrico R es completo.

Con lo anterior en mente, podemos demostrar que R" es completo. Para ello, to-
memos una sucesion de Cauchy (z,) € R". Por facilidad de notacion, digamos que

T = (&, &5, ..., &), Entonces, se cumple que

2 2
||a:k—$m||=\/<§§k)—§{”> +---+<7(zk)—§’{‘> < e, para k,m > N.
Notemos que esto implica que

< g2

7 -¢

Luego,

1 m
SJ( )763('2)7 "'75]‘ e

es una sucesion de Cauchy para cada j7 > 1. Por el lema anterior, sabemos que existe

d; tal que fj(-") — 0; cuando n — oo. De esto que
Ty — (01, ...,0,) cuando n — oo.

Concluimos que R™ es completo.

Ejemplo 2.2. Funciones continuas en un intervalo cerrado.
El espacio de funciones continuas definidas en el intervalo [a, b], al cual se le asigna

la notacion Cfa, b], es un espacio normado completo bajo la norma
= max |f(t)].
1711 = mx |0

Por el teorema y la definicién de norma del maximo, tenemos que si (f,) es

una sucesion de Cauchy en Cfa, b], entonces para todo € > 0 existe N € N tal que

e > max |fu(t) = fm(D)] 2 |fa(®) = fm(@)] para todo z € [a, ]

De esto que (f,,) converge uniformemente a una funcion f definida en [a, b] y, como
fn es continua para cada n, entonces f es continua en [a, b]. De esto que f € C|a, b]

y Cla,b] es completo.

Ejemplo 2.3. Subespacio de polinomios definidos en el intervalo [0, 1]
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El subespacio de polinomios definidos en el intervalo [0, 1] es un subespacio vectorial
de C[0,1]. Sin embargo, este espacio no es completo. Para mostrar que no lo es,

podemos tomar la sucesion de polinomios {p,} dada por

Esta es una sucesion de Cauchy pues para todo ¢ > 0 existe N € N tal que para
m>n2>N,

m

1
27

i=n-+1

Hpn_pmH = <Eé&.

Sin embargo, notemos que si la sucesion convergiera a un polinomio p(x) = ag +

a;r + - - + a,r, entonces con N lo suficientemente grande y R fijo,

N N
1 1
— = — — — | — —
I =l = foo = 1 fon = 17204t o =1/l + 3 5> 3

De esto que

|
{ —plze-> =
Jim lpn —pll 2 e -l

Para cualquier n finito, esta tltima expresion serd positiva, por lo que py no puede

converger a ningin polinomio.

Lema 2.1. La norma es continua.
Demostracion. Por desigualdad triangular sabemos que

[zl =Nyl < llz = vl

De esto que d = ¢ es suficiente.

Lema 2.2. Invarianza de traslacion por métrica inducida.

Una métrica d inducida por una norma en un espacio normado X satisface

d(z+a,y+a) =d(z,y), para a € X.
d(az, ay) = |ald(z,y), para o € R.
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yta

/y {i-a
e

T

Figura 2.1. Invarianza de la métrica inducida bajo traslaciones

Demostracion.

dz+a,y+a)=llz+a—y—al=lr—y|=dxy
d(az, ay) = [lax — ay|| = |af ||z =yl

2.1.1. Propiedades de los espacios de Banach

La completitud confiere a los espacios de Banach propiedades mateméticas profun-
das y utiles, lo que los convierte en el escenario ideal para el estudio de una amplia
variedad de problemas. En esta seccion, exploraremos algunas de las propiedades
esenciales de los espacios de Banach, tales como su estructura, unicidad, y las con-
diciones bajo las cuales ciertos subconjuntos pueden ser considerados también como

espacios de Banach.

Teorema 2.1.1. Subespacio de un espacio de Banach.
Un subespacio Y de un espacio de Banach X es completo si y solo si'Y es cerrado

en X.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach e Y un subespacio de X. En primera
instancia, supongamos que Y es completo. Tomemos una sucesion (y,) en Y tal que
Yy, — x € X. Dado que (y,) converge en X, es una sucesion de Cauchy y como Y
es completo, entonces (y,) converge a un punto y € Y. La unicidad del limite en
espacios métricos (lema , nos permite concluir que r = y.

Por otro lado, supongamos que Y es cerrado y tomemos (y,,) una sucesion de Cauchy
en Y. Dado que X es completo, (y,) converge en X, pero como Y es cerrado, (y,)
converge en Y.

Las bases de Schauder son un concepto esencial en el analisis funcional y especifi-
camente en el estudio de espacios de Banach. Estas bases ofrecen una manera de
representar de forma tnica a cada elemento del espacio en términos de una sucesion
convergente. Esto es especialmente ttil para entender la estructura interna del es-

pacio y para trabajar con operadores lineales en estos contextos.
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Definiciéon 2.4. Base de Schauder.
Si un espacio normado X tiene una sucesion {e, } que satisface que para todo x € X

existen escalares tnicos (o) tales que
|z — (a1e1 + ages + -+ + ape,)|| — 0 cuando n — oo,

entonces decimos que X tiene una base de Shauder y a la sucesion {e,} le llamamos

base de Schauder del espacio X.

Lema 2.3. Desigualdad til.
Sea {x1, 9, ..., x,} un conjunto de vectores linealmente independientes en un espacio
normado X (de cualquier dimension), entonces existe un nimero ¢ > 0 tal que para

cualquier eleccion de escalares aq, s, ..., o, se cumple

larzy + -+ + apzal| 2 cfar] 4+ -+ - + |an]).
Demostracion. Definamos la suma de los valores absolutos de los escalares «; como

=1

Si S = 0, entonces no hay nada que demostrar. Supongamos que S > 0 y dividamos

la desigualdad entre S para obtener

n
Z 52‘1’1'
i=1

donde cada 3; = %. Asi, camplimos que

Z |Bz| =1
i=1

Supongamos, por contradiccion, que la desigualdad es falsa. Consideremos una su-

> ¢,

cesion de vectores (y,,) donde

n
_ m
Ym = § ﬁz T,
=1
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sujeta a la condicion de que
n
D 18" =1,
i=1
de manera que ||y,,|| — 0 cuando m — co. De esto que
‘Bjm} <1, para cada j,

y la sucesion

8;) = (B, 87, ..)

es acotada. Por el Teorema de Bolzano-Weierstrass, (3;) tiene una subsucesioén con-
vergente. Sea (7 el limite de la subsucesion convergente. Consideremos la sucesion

de vectores yr(,{) definida como

Yy = Z/anxi + Bjx;.
i#]
Conforme m — oo, tenemos que y,(n,{) — y. Esto implica que no todos los /3 son

es una subsucesion de

nulos y, por lo tanto, y # 0. Sin embargo, dado que Hy,,(,{)

lYmlls ¥ que ||ym|| — 0, tenemos que Hyﬁ,{) — 0. Esto contradice la independencia

lineal del conjunto de vectores x;.

Teorema 2.1.2. Teorema de completitud.
Todo subespacio finito dimensional Y de un espacio normado X es completo, siempre

que el campo subyacente del espacio sea completo.

Demostracion. Sea n < oo la dimension de Y. Tomemos una base {eq, ...,e,} de YV,
donde ||¢;|| = 1 para 1 < i < n. Sea (y,,) una sucesion de Cauchy en Y. Entonces,

para cada n, existen escalares tnicos 87", 55", ..., B tales que
m m m
Ym = Be1+ Bylea + -+ Brlen.

Dado que (y,,) es de Cauchy, entonces para todo € > 0 existe N € N tal que para
k,m > N se cumple

e > o =l = || (8 = B ) 1 + -+ (B9 = B7) e

> c (|61 = 8|+ + |89 - ).
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para alguna constante ¢ (aplicando el lema [2.3)). De esto que, para j fija,

£
< -,
C

8"~ 8

Luego, (5;) = (ﬂ;l),ﬁf),...> es una sucesion de Cauchy sobre R o C, entonces

converge en R o C, digamos a ;. Definamos y de la siguiente manera

y=pBie1+ -+ Bren

Es claro que y € Y. Més atn,

> B —=8)e

=1

|Yym — yll =

n
<> 18" =Bl el
=1

pero como (" — f7, entonces y,, — y, de donde concluimos que (ym) converge en

Y, lo que concluye la prueba.

Corolario 2.1. Teorema de cerradura.

Todo subespacio Y finito dimensional de un espacio normado X es cerrado en X.

Demostracion. Se sigue de los teoremas y2.1.2

El lema de equivalencia de normas establece que en espacios normados de dimension
finita, todas las normas son equivalentes entre si. Esta propiedad es fundamental

para asegurar que los resultados obtenidos son independientes de la norma escogida.

Lema 2.4. FEquivalencia de normas.

En un espacio finito dimensional, todas las normas son equivalentes entre si.

Demostracion. Sea X es espacio normado de dimension n < oo y {ey,...,,e,} una
base de X. Sean ||-|| y ||-||, dos normas sobre X. Entonces, para todo z € X existen

escalares tnicos oy, ...., a, tales que
r=aoa1e; + -+ apén.
Por el lema [2.3] existe una constante ¢ positiva tal que
[zl = e (ol + -+ + |om]).
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Por otro lado,
n n
lzlly < > lawlllexlly < MY |axl, para M = méx |le]|,.
k=1 k=1

Luego,

¢zl

LR

La otra desigualdad se obtiene al intercambiar ||-|| por ||-||, en la demostracion previa.

Definiciéon 2.5. Espacio de Banach uniformemente convexo.
Sea X un espacio de Banach. Decimos que X es uniformemente convexo si para

cada 0 < ¢ < 2, existe () > 0 tal que si se cumple
lzl =1yl =1 lle—yll =e

entonces

r+y

|<1-06.

Es facil probar que todo espacio que satisfaga la identidad del paralelogramo es

uniformemente convexo.

2.1.2. Espacio dual

En el analisis funcional, es comun encontrarse con aplicaciones que asignan a cada
vector en un espacio determinado un tinico escalar. Estas aplicaciones son conocidas
como funcionales. En particular, es esencial entender la naturaleza de los funcionales
que son lineales y, entre ellos, aquellos que ademéas presentan la propiedad de ser
acotados. En esta seccion, definiremos y exploraremos estas clases de funcionales,
estableciendo una base para discusiones mas profundas sobre su estructura y pro-

piedades.

Definiciéon 2.6. Funcional lineal.
Un funcional lineal es un operador lineal con dominio un espacio vectorial X y con

rango el campo K de X.
Definicién 2.7. Funcional lineal acotado.

22



Un funcional lineal se dice acotado si existe ¢ € R tal que
[f(@)] <cllz|.

Mas atin, la norma de f la definimos como

If( )|

1P = P

o de forma equivalente,

Esto implica que un funcional lineal acotado es aquel que satisface

[f (@) < [[fI =] -

A continuacion estudiaremos un resultado que permite establecer una relacién entre

los funcionales lineales acotados y la continuidad.

Teorema 2.1.3. Continuidad y acotamiento.

Un funcional lineal en un espacio normado es continuo si y solo si es acotado.

Demostracion. Supongamos que f es un funcional lineal acotado. Entonces, para

todo € > 0,

|f(@) = fWl =[f@ =yl < fllHllz -yl <e
siempre que

—y|| < — =6.
o=l < 17

Por otro lado, ahora supongamos que f es un funcional lineal continuo definido sobre
un espacio normado X. Tomemos una vecindad U de 0 tal que f(U) C (—1,1).
Tomemos § > 0 tal que Bs(0) C U. De esto que para x € Bs, |f(z)] < 1. Luego,
para todo x € X, dado que HIIJTIIIH = 0, entonces

2|1 ()= i
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de donde se sigue que

[f()] < < |-

Ejemplo 2.4. Integral definida.

Definamos
b
f(x) :/ x(t)dt, para x(t) € Cla,bl.
Entonces, f es un funcional lineal acotado pues

rl= [ bx<t>dt\

< (b—a) max [ (t)]

= (b—a) [l

Tomando el supremo sobre todos los x con norma 1, tenemos || f|| < b — a. Por otro

lado, si tomamos z(t) = 1 llegamos a

A= f(1) = b—a.

Luego, la tnica forma en que ambas desigualdades se cumplan es que ||f|| = b — a.
El conjunto de todos los funcionales lineales definidos sobre un espacio vectorial X
recibe el nombre de espacio dual de X, y lo denotamos por X* y es en si mismo
un espacio vectorial con las operaciones definidas como usualmente lo hacemos con
funciones. Es decir, dados dos funcionales lineales f; y fo de X*, definimos su suma
f1 + fo como

s(x) = (fi + f2)(z) = fi(z) + fa().

El producto por escalar estd dado por

p(x) = (afi)(x) = afi(z).

Podemos profundizar més y considerar el espacio dual del espacio dual de X, al que
llamamos segundo espacio dual de X y denotamos por X**. El espacio X** tiene por

dominio los funcionales lineales definidos en X. Podemos obtener elementos g € X**

24



fijando x € X de manera que

9(f) = g:(f) = f(2).

Es importante notar que en este caso, la variable es el funcional lineal f de X*.
Para cada x € X corresponde un tnico g, € X**, por lo que podemos decir que esto

define un mapa

C: X —X"

Llamamos a este mapa C', el mapa canénico de X en X** o mapa de incrustamiento
de X en X**. Es facil verificar que C' es un mapa lineal. En el caso en el que C' sea

sobreyectivo, decimos que X es un espacio algebraicamente reflexivo.

2.2. Espacios de Hilbert

Definicion 2.8. Producto Interno.
Dado un espacio vectorial X sobre el campo K, un producto interno en X es una
funcion

() X x X - K,

que asigna a cada par (z,y) de elementos de X un elemento (x,y) de K, de manera

que para todo x,y, z en X y todo escalar o en K, se cumple:

1. Linealidad en la primera entrada:

(x+y,2) = (x,2) + (y, 2).

2. Homogeneidad en la primera entrada

(ax,y) = afz,y).

3. Hermiticidad
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4. Definicién positiva

(x,z) >0y (x,x) =0siysolosiz=0.

Un producto interno en X define una norma en X dada por
lz])* = (z, )
y una métrica en X dada por
d(z,y) = |z =yl = V{z —y,z —y).

Un espacio X con producto interno es un espacio vectorial con un producto interno
(x,y) definido en él. Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno com-
pleto (completo con la métrica inducida por el producto interno). De esta manera,
todo espacio con producto interno, es un espacio normado y todo espacio de Hilbert,

es un espacio de Banach. Ademas, para todo z,y,z € X y «, 8 € K tenemos

1. Linealidad en la primera entrada.

(ax + By, 2) = afx, 2) + By, 2).

2. Linealidad conjugada en la segunda entrada

(@, 0y + Bz) =a(z,y) + Bz, 2)

Normalmente, se suele referirse a estas dos propiedades en conjunto diciendo que el

producto interno es sesquilineal.

Teorema 2.2.1. Norma inducida por producto interno.
Toda norma inducida por un producto interno satisface la identidad del paralelogra-

mo:
2 2 2 2
lz +yll” + llz = ylI* =2 (2 ]* + [ly[I") -

Demostracion. Sea ||-|| una norma inducida por un producto interno en un espacio
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E. Entonces para x,y € E se cumple

+{z—y,z—y)

=(r,z+y) +{yz+y) +{zz—y —(y,z—y)
= (z,2) + (2, y) + (¥, 2) + (v, y) + (z,2) — (x,9) — (¥, 2) + (y,9)
=2l +1lyll) -

lz+yl” + lle = yl* = &+ y,a+y

)
(

Definicion 2.9. Ortogonalidad.

Un elemento x de un espacio con producto interno X se dice ortogonal a un elemento
y € X si (z,y) = 0. Si esto se cumple, decimos que z e y son ortogonales y escribimos
x L y. Similarmente, dados dos subconjuntos A, B C X decimos quez | Asiz | a
paratodoa € Ay ALl Bsia lbparatodoae Aybe B.

Ejemplo 2.5. Espacio euclidiano R".

El espacio R™ es un espacio de Hilbert con el producto interno definido por
<1],y> - §1V1 +oee +§n7/nu
donde z = (&, ...,&,) ey = (v1, ..., 1,,) . En este caso, tenemos que

d(z,y) = V{(x —y,z—y)
=V )2+ (& — )2

Sabemos por resultados anteriores que bajo esta métrica, R"” es un espacio métrico

completo.

Ejemplo 2.6. Espacio L*[a, b].

El espacio de todas las funciones continuas reales en [a, b] con la norma dada por

]| = (/abx(t)2dt> "

es un espacio de Hilbert. En este caso, la norma puede obtenerse del producto interno

definido por

b
(@) = [ ooy
A continuaciéon mostramos un ejemplo para evidenciar que no todos los espacios son
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espacios con producto interno y por tanto, no todos los espacios son espacios de

Hilbert.

Ejemplo 2.7. Espacio Cla, b]

La norma en C|a, b] esta dada por

= ma4 ).
o] = mix Ja(t)

Tomemos x(t) = 1, y(t) = (t — a)/(b— a). Entonces, ||z|| = ||y|| = 1. Luego,

ﬂﬂ+M®=1+z:Z
t—a
x(t)—y(t)zl—b_a.

De esto que
lz + yl* + o —ylI* = 5,
pero
2([|1” + [lyl*) = 4,

entonces no se cumple la identidad del paralelogramo y por tanto, la norma no puede
ser inducida por un producto interno.

Después de examinar ejemplos concretos de espacios de Hilbert, es pertinente aden-
trarse en sus propiedades fundamentales. Estas propiedades son esenciales para com-
prender la naturaleza y comportamiento de estos espacios. A continuacién, discuti-
remos aspectos clave como la desigualdad de Schwarz, la desigualdad triangular y
la continuidad del producto interno, asi como teoremas relevantes sobre subespacios

en el contexto de espacios de Hilbert.

Teorema 2.2.2. Desigualdad de Schwarz y desigualdad triangular.

El producto interno y su norma asociada satisfacen

{x, )| < ||z|l ||lyl| Desigualdad de Schwarz.
|z +yl| < |lz|| + ||lyl| Desigualdad triangular.

Ademds, la igualdad se da si y solo si x ey son linealmente dependientes.

Demostracion. Primero demostraremos la desigualdad de Schwarz. Notemos que si
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y = 0 es clara. Supongamos que y # 0 y tomemos a € K, el campo. Entonces,

0< [l —ayl* = (z — ay,z — ay)
= (z,7) —a(z,y) — afy, r) + ad(y,y)
= (z,7) —a(z,y) —a({y,7) —a(y,y)) -

Notemos que si tomamos

a—=
entonces la desigualdad se transforma en

0< <x,x>—%<x,y>

2
2 _ (=, 9)]
= [lel” = =5

1yl

de donde obtenemos

2 2 2
[z ) |7 < M= lI™ flyl™

Sacando raiz cuadrada de ambos lados llegamos al resultado deseado.

Para probar la desigualdad triangular tenemos que
2 2 2
2 +yl” = [zl + (z, y) + {y, 2) + [lylI”-

Aplicando la desigualdad triangular para niimeros reales y la desigualdad de Sch-

warz, tenemos

2 2 2
[z +yll™ < llzll” + [lylI” + [{z, )| + [y, )]
2 2
<l + Iyl + 2l lyll -

De esto que sigue que
2 2
[z +yl” < (=l + llyl})”
Sacando raiz cuadrada de ambos lados llegamos al resultado deseado.

Habiendo demostrado las desigualdades de Schwarz y triangular, es directo con-
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siderar la continuidad del producto interno. A continuacién, estableceremos este

resultado clave en el contexto de espacios de Hilbert.

Teorema 2.2.3. Continuidad del producto interno.

Si en un espacio con producto interno, x, — x y y, — y entonces (T, y,) — (x,y).

Demostracion. .

’<xmyn> - <x,y>| = ’<xnayn> - <5Un,y> + <l'n7y> - <$7y>‘
= [{@n, Yo — y) + (0 — 2, )|
< [lzall llyn = yll + [l2n — ([ [yl = 0 cuando n — oco.

Con la demostracion de que el producto interno es continuo, hemos consolidado
una de las propiedades fundamentales en el estudio de espacios de Hilbert. Esta
continuidad garantiza que las operaciones en estos espacios sean coherentes y bien
comportadas, sentando las bases para explorar propiedades méas avanzadas y aplica-
ciones en analisis funcional y areas relacionadas. Por otro lado, tras haber abordado
teoremas anélogos en el contexto de espacios de Banach, es relevante extender nues-
tro analisis a los espacios de Hilbert. Aunque ciertos resultados presentan similitudes
entre ambos contextos, los espacios de Hilbert, dotados de un producto interno, po-
seen caracteristicas adicionales que merecen un tratamiento particular. El siguiente
teorema, referente a subespacios en espacios de Hilbert, se refuerza algunas de las

propiedades ya discutidas en el ambito de espacios de Banach.

Teorema 2.2.4. Subespacios.

Sea Y C H un subespacio de un espacio de Hilbert H. Entonces,
e Y es completo si y solo si es cerrado en H.
e Si'Y es finito dimensional, entonces es completo.

Demostracion. Para la demostracion del primer inciso, supondremos en primera
instancia, que Y es completo y tomaremos (¥, ) una sucesion convergente de puntos
en Y. Dado que Y C H y H es de Hilbert, y, — y para y € H. Hay que probar que
y € Y. Notemos que para todo € > 0 existe N € N tal que para n > N se cumple
€

n — vyl <
lyn — Yyl 5
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De esto que para n,m > N

Hyn - ymH = ”yn —Yy+y— ymH
< |lyn =yl + llym — yll
<e,

de donde (y,) es de Cauchy y como Y es completo, podemos aprovechar la unicidad
del limite para concluir que y € Y.

Por otro lado, si Y es cerrado, podemos tomar una sucesion de Cauchy (y,) en
Y. Dado que H es de Hilbert, (y,) converge en H, pero como Y es cerrado, (y,)
converge en Y. Luego, Y es completo.

Para mostrar que si Y es finito dimensional, entonces es completo, podemos apelar

a la demostracion del teorema [2.1.21

2.2.1. Complemento ortogonal y suma directa

En un espacio métrico X, la distancia ¢ desde un elemento x € X a un subconjunto

M C X no vacio se define como
0= inf d .

En espacios normados, utilizamos la métrica inducida por la norma.

Teorema 2.2.5. Vector minimizador.

Demostracion. Sea X un espacio con producto interno y M C X, un subconjunto
no vacio convexo y completo. Entonces, para todo x € X existe un tinico y € M tal

que
0= inf ||z —7y| = ||z —y|.
Inf |z — gl =llz —yll

Primero probaremos la existencia. Por definicion de infimo, existe una sucesion (y,,)

en M tal que
0, — 9, donde 0, = ||y, — z|| .

Probaremos que esta sucesion es de Cauchy. Sea p,, = y, — x, entonces ||p,|| = 0,-
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Ademés,

> 26,

1
”:un + :umH =2 §(yn + ym) -

esto pues M es convexo, de donde %(yn + ym) € M. Aplicando la identidad del

paralelogramo, tenemos

2 2 2 2 2
19n = Ymll” = llttn = pinll” = = [t + o I” + 2 (0l + e %)
<20 42 (0, + 0p) — 20,

de donde (y,,) es de Cauchy y como M es completo, y, — y para y € M. Dado que

y € M, entonces ||z — y|| > 4, pero también tenemos que

|z —yll <z = ynll + [y — |

Luego, la tnica manera en que ambas desigualdades se den es si ||z — y|| = .

Para probar unicidad, supongamos que existe z € M tal que
|z —yll = [lz— 2] = 0.

Aplicando la identidad del paralelogramos tenemos
ly = 21° = Ity — 2) = (= = )|

=2|ly —a|* + 2|z — 2|’ — Iy —2) + (= = 2)|I"

2

I

:2ﬁ+2y—4H;y+@—m

pero 3(y + z) € M, entonces

de donde se sigue que
ly — =||* = 46° — 46%,

de donde necesariamente y = z.
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Figura 2.2. Distancia de punto a conjunto

Una pregunta natural que podria surgir a partir del teorema es el como encontrar
el punto en el subconjunto para el cual se alcanza la distancia desde el elemento del

espacio con producto interno. El siguiente lema nos da una caracterizacion de esto.

Lema 2.5. En el teorema [2.2.5, tomemos © € X fijo. Entonces, z = © — y es

ortogonal a M.

Demostracion. Supongamos que z L M es falso. Entonces, existe m € M tal que

(zm) = B #0.
Es claro que m # 0, entonces para todo escalar «,

|z — am|® = (z — am, z — am)
= (z,2) —alz,m) — a((m, z) —alm,m))

=(z,2) —af —« (B—a<m,m>) )
Tomando

B

= Ty

llegamos a

ik
(m, m)

donde 4 esté definido como en [2.2.5] Esto es imposible pues z—am = z—(y—am) €

2 2
Iz = am|]” = [|2]]" - <9,

M, por lo que

|z — am| > 0.
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Entonces, no puede ocurrir que § # 0, por lo que z =x —y 1L M.
Nuestro objetivo es representar un espacio de Hilbert como una suma directa que

sea especialmente sencilla y adecuada, aprovechando la ortogonalidad.

Definicién 2.10. Suma directa.
Un espacio vectorial X se dice estar en suma directa con dos subespacios Y y Z de

X, y escribimos
X=Y®oZ

si para cada x € X existen tnicos y € Y y z € Z tales que
r=1y-+z.

Definicion 2.11. Complemento ortogonal.
Dado un espacio X y un subespacio Y de X, definimos el complemento ortogonal

de Y, y lo denotamos por Y+ al conjunto

Y+ ={re€ X |{z,y) =0 para todo y € Y}
={reX |z LlY}.

Como veremos, los espacios de Hilbert estdn en suma directa con sus subespacios

cerrados y sus complementos ortogonales.

Teorema 2.2.6. Suma directa en espacios de Hilbert.

Sea Y cualquier subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Entonces,
H=Y®oY"

Demostracion. Dado que H es completo y Y es cerrado, entonces Y es completo.
Ademés, como Y es un subespacio vectorial, es convexo. Aplicando tenemos

que para cada h € H, existe un tnico y € Y tal que
h=y+z parazec Y™t (2.1)

Supongamos que esta combinacién no es tnica, entonces existen 1, € Y y 2 € Y+

tales que
h=y+z=uy+ 2,
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pero esto implica que
Yy—hn=~xs —%,

peroy —y; €Y y z; — 2z € Y+, por lo que la tinica posibilidad para que se dé la
igualdad, dado que y —y; € Y NYL = {0}, esquey—y—1 =2 — 2 =0, lo que
concluye la prueba.

La ecuacion [2.1| se relaciona con un concepto muy importante. El elemento y en
[2.1] recibe el nombre de proyeccion ortogonal de h en Y. De esta manera, podemos

definir el mapa

P:H—=Y

xr+—y= Px.

El mapa P recibe el nombre de proyeccion de H en Y y satisface P? = P, es decir,

es idempotente.

Figura 2.3. Proyeccion

El complemento ortogonal Y+ de un subespacio cerrado Y de un espacio de Hilbert

H es el espacio nulo N(P) de la proyeccion ortogonal de H en Y.

Lema 2.6. Proyeccion en subespacios cerrados.

S1Y es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H, entonces
Y =Y+t

Demostracion. Sea y € Y, entonces y L. Y+, de donde y € Y++. Ahora tomemos
r € Y Entonces,z =y+zparay €Y yze Y+t Deestoquer—y =2 € Y,
por lo que z L. Y*. Dado que z € Y+, tenemos que z L z, por lo que z = 0, y
concluimos que x = g, por lo que C Y+ C Y. Por doble contencién, concluimos
que Y = Y+t
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3. PUNTOS FIJOS

Definicion 3.1. Punto fijo
Un punto zg € X se dice que es punto fijo de un mapa T : X — X si Txg = xp.

Definiciéon 3.2. Funciéon Lipschitz continua
Una funcién F : X — X se dice Lipschitz continua si existe una constante a > 0

tal que para todo =,y € X,
d(F(z), F(y)) < ad(z,y).

A la menor constante para la cual se cumple la desigualdad se le llama constante
de Lipschitz y decimos que la funciéon es a— Lipschitz. Ademas, si dicha constante
es menor a uno, decimos que el mapa es una contraccion; si es igual a uno, decimos

que es no expansivo.

Lema 3.1. Todo mapa Lipschitz continuo es continuo.

Demostracion. Sea € > 0y f una funcion a-Lipschitz. Entonces, tomando § = £,

tenemos que

d(z,y) <6 = d(f(x), f(y)) < ad(z,y) <e.

3.1. Puntos fijos en contracciones

A continuacién, se abordara uno de los pilares de este trabajo: el Teorema del
Punto Fijo de Banach. Este teorema fue publicado por el matematico polaco Stefan
Banach en 1922, y se ha utilizado desde ecuaciones diferenciales hasta ciencias de la
computacion. El teorema establece condiciones bajo las cuales un operador definido
en un espacio métrico completo tiene un punto fijo. Lo notable de este teorema
es que no solo garantiza la existencia de tal punto, sino que también proporciona
un método constructivo para encontrarlo, conocido como el método de iteracion de

punto fijo.

37



Teorema 3.1.1. Teorema de punto fijo de Banach
Sea (X, d) un espacio métrico completo y f : X — X una contraccion con constante

de Lipschitz a < 1. Entonces, existe un unico punto fijou € X tal que, para cualquier
reX,

lim f"(x) = u,

n—oo

y la convergencia satisface la desigualdad

d(f"(x),u) <

Figura 3.1. Contraccién en conjunto cerrado

Demostracion. .

Tomemos un punto r € X y denotemos por z, = f"(z), con 7y = f%(x) = .
Entonces,
d(xna anrl) S ad(mnflawn)
S a2d(xn727 xnfl)
< o™d(zg, x1).

De eso que, si suponemos n < m,

[y

3

d(xp, ) < d(xg, Tprr) < Zakd(xg,xl) =
k=n

an
11—«

d(xg, 1), (3.1)

>
Il

n
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Tomando el limite cuando n y m tienden a infinito, tenemos
d(xp, Tm) — 0,

por lo que {z,} es de Cauchy y, como X es un espacio métrico completo, entonces

existe un punto z € X tal que x,, — z. Entonces,

2= lm [ (2) = lim f(f"(x)) = f(2).

n—o0

de donde concluimos que z es punto fijo. Para mostrar unicidad, supongamos que

existe otro punto w € X tal que f(w) = w, entonces
d(z,w) = d(f(z), f(w) < ad(z,w),

de donde necesariamente d(z,w) = 0 y z = w. Finalmente, retomando , y ha-

ciendo que m tienda a infinito, llegamos a

d(f”(x),z) = d(f(x),z)

El teorema de punto fijo de Edelstein es un resultado notable que aborda la existencia
y unicidad de puntos fijos en espacios métricos compactos bajo condiciones de no

expansividad.

Teorema 3.1.2. Teorema de punto fijo de Edelstein
Sea (X, d) un espacio métrico compacto y f : X — X una funcidn tal que para todo

x,y € X, se satisface

d(f(x), f(y)) < d(z,y).

Entonces, f tiene un unico punto fijo en X.

Demostracion. . Para probar la existencia del punto fijo, consideremos la funcién
g : X — R definida como g(z) = d(z, f(x)). La funcién g es continua porque d y f
son continuas. Dado que X es compacto, g alcanza su valor minimo en algin punto

l'oeX.

Supongamos para llegar a una contradiccion que d(xg, f(z¢)) > 0. Consideremos
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entonces el punto f(xy) y evaluemos g en f(xo):

9(f(x0)) = d(f (o), f(f(20)))
< d(zo, f(0))
= g(wo),

lo cual es una contradiccion porque g(zg) es el valor minimo de g en X.
Por lo tanto, d(zq, f(zo)) = 0, lo que significa que zy es un punto fijo de f.
Para probar la unicidad, supongamos que x; es otro punto fijo de f, es decir, f(z1) =

1. Entonces

d(z1,20) = d(f(xl)v f(xo))

< d(Il, l’o),

lo cual es una contradicciéon a menos que d(xy, o) = 0, es decir, x; = .
Consideramos ahora una variante del Teorema del Punto Fijo de Banach, en el que
la funciéon f es una a-contraccion definida en una bola cerrada B, (z¢) de un espacio

métrico completo (X, d).

Teorema 3.1.3. Contraccion en bola abierta.
Sea (X, d) un espacio métrico completo y f : B.(x9) — X una a-contraccion para

algin o € X fijo. Supongamos que

d(f(z0), w0) < (1 —a)r.

Entonces, f tiene un tinico punto fijo en B,.(zg).

Figura 3.2. Contraccién en bola abierta
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Demostracion. . Sea ro < r tal que

d(zo, f(z0)) < (1 — a)ro.

Para x € B,(zy), tenemos

d(wo, f(x)) < d(wo, f(20)) + d(f(w0), f(x))

lo cual implica que f : B.(zg) — B,(xy). Dado que (X, d) es completo y f es una
a-contraccion, podemos aplicar el Teorema de Punto Fijo de Banach para concluir

que f tiene un unico punto fijo en B,(xq), y por lo tanto en B, (zy).

3.2. Puntos fijos en mapas no expansivos

Los mapas contractivos y sus correspondientes teoremas de puntos fijos, como el
Teorema del Punto Fijo de Banach, son bien conocidos y estudiados, menos atencion
se ha prestado a los mapas no expansivos, que presentan sus propios desafios.

En este capitulo, exploraremos el concepto de puntos fijos especificamente en el
contexto de mapas no expansivos. Aunque los mapas no expansivos no garantizan la
existencia de un punto fijo inico, como es el caso en las contracciones, hay situaciones
y condiciones bajo las cuales si pueden existir puntos fijos.

El objetivo es ofrecer una introduccién accesible pero completa a la teoria de puntos
fijos en mapas no expansivos, presentando los principales conceptos, propiedades y

ejemplos.

Definicién 3.3. Mapa no expansivo.
Dado un espacio métrico (X,d) con C' C X. Un mapa F': C'— X es no expansivo

si
d(F(z), F(y)) < d(z,y), para todo x,y € C.

Es decir, un mapa no expansivo es una funcion Lipschitz continua con constante de

Lipschitz igual a 1.

Teorema 3.2.1. Teorema de Schauder.
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Sea C un subconjunto no vacio, cerrado y convexro de un espacio normado E y
F : C — C un mapa no expansivo. Supongamos que F(C') es subconjunto de un

conjunto compacto de C. Entonces, F' tiene punto fijo.

Demostracion. Tomemos zy € C'y formemos la sucesion

1 1
n n

Dado que C' es convexo, entonces F}, : C' — C. Ademés,

15 = il = (1- 1) Fa - (1- 7)) P

n

_ (1 _ %) |F(z) — F(y)|

1
< (1——) o=yl
n

de donde concluimos que F), es contraccién para todo n € N.
Luego, podemos aplicar el Teorema de Punto fijo de Banach para F,, y concluir que

tiene un tnico punto fijo, digamos x,, en C'. De eso que

n

1 1
(1 — —) F(z,) + —x9 = x,.
n

Dado que F'(C) esta sobre un conjunto compacto de C', entonces existe u € C' y una

sucesion de enteros {n;} tales que
F(xy,) — u cuando ng — 0o.

Finalmente,

1 1
T, = <1 — —) F(zy,,) + —x¢ — u cuando ny — oo.
n n

Por continuidad de F', podemos afirmar que
F(z,,) — F(u) cuando ny — oo.

Luego, F(u) =u
Los siguientes teoremas seran ttiles para demostrar un teorema principal posterior

de esta seccidn.
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Teorema 3.2.2. Sea H un espacio de Hilbert con u,v € H, y r, R constantes tales
que 0 <r < R. Si existe x € H tal que

Ju—| < R Jo—al <R, | “5°

—x||l>r

)

entonces

|lu—v| <2VR%—r2.

Figura 3.3. Puntos especiales en bola cerrada

Demostracion. Aplicando la identidad del paralelogramo,

lu—o))* =2(Jlu—2|* + [|lv — z[|*) = ||(u — 2) + (v — 2)|?
< 2R?> 4+ 2R? — 4r?
= 4(R* —1?).

Teorema 3.2.3. Sean H un espacio de Hilbert, C C H un conjunto acotado vy
F : C — C un mapa no expansivo. Suponga que x € C', y € C ya = %ﬂ’ e C.
Sea 6(C) el didmetro de C ye < 6(C) con ||z — F(z)|| < ey lly—Fy)| < e.

Entonces,

la — F(a)]| < 2vE/26(C).
Demostracion. Dado que

a+ F(a)

— <
e~y < ;

T — )

e
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podemos asumir sin pérdida de la generalidad que

a+ F(a)
2

Xz

1
> 5z =yl
Luego,

[F(a) — x| <[[F(a) = F(@)[| + [ F(z) — |

<lla—zl+e

S
=— |z — €.
B )

Tomando R=1 |z —yl|+eyr=3%|z—yl,u=ayv=F(a) enel teoremam,

obtenemos
1 A 2
o= F@l < (31e -l +2) = (G- o)

=2z —ylle+e
=2veVfz —yl e
< 2v/24/26(C).

Con estos tltimos dos teoremas, estamos listos para enunciar uno de los resultados
més importantes que se estudiaran en esta secciéon. El proximo teorema garantiza la
existencia de un punto fijo en conjuntos no vacios, cerrados y acotados de espacios

de Hilbert bajo mapas no expansivos.

Teorema 3.2.4. Sea C' un conjunto no vacio, cerrado, acotado y convexo en un
espacio de Hilbert H. Entonces, todo mapa no expansivo F': C — C' tiene al menos

un punto fijo.

Demostracion. Sin pérdida de la generalidad, vamos a asumir que 0 € C' y para

n > 2, definimos

Fn:(l—l>F:C%C.

n

Entonces, tenemos que F), es una contracciéon y por el teorema de punto fijo de
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Banach (teorema (3.1.1)), tenemos que existe un unico x,, € C' tal que

T = Fo(zn) = <1 - 1) Flz).

n

De esto obtenemos que

o — Faa)ll = 5 ()]

1
< =
< nd(C’),

donde §(C) es el diametro de C. Por otro lado, definimos, para n > 2,

1
Qn = {x eC: |lz—F(o)] < ;(5(0)} .
Notemos que

20Q320--2Q, 2"

por lo que tenemos una sucesiéon decreciente de conjuntos no vacios y cerrados.

Definimos d,, como
d, = inf{||z]| z € Q.}.
Luego,
dy <ds<---<d,<---, cond; <6(C).

De esta podemos concluir que d,, — d con d < §(C'). Finalmente, definimos

A, = Qg2 N Bd+%(0).
Estos conjuntos son tales que
Ay C A3 C---CA,C---
Tomemos u,v € A,, luego

1 1
lu—0ff<d+—y [o-0)<d+—.
n n
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Ademas, como u,v € Qg,2, entonces

1

1
5,200y llv = F)l < o0

—F <
Ju - Fu)] < -

De esto que

u+v_F(u—|—v)H < 2/20(C) 8%5(0)

2 2
1
= -9 .
~5(C)
Lo anterior implica que
1\ 2
|lu—v] <2 <d+—> —d?
n
= 0(An)
2d 1

<24 —+ =+ (d>—d?).
- n n? ( n)
Con esto concluimos que

lim §(A,) =0.

n—oo

Por el teorema [1.1.1} existe z( tal que

00 0
$0€ﬂAn:>x0€ﬂQ8n2,
n=2 n=2

pero como

entonces ||zg — F(xo)|| = 0.

46



4. HOMOTOPIAS

Las homotopias ofrecen una forma de analizar las transformaciones entre funciones.
Este capitulo se dedica a presentar los conceptos fundamentales relacionados con
homotopias, comenzando con la definiciéon de un camino y evolucionando hacia la

nocion de homotopias, homotopias de caminos y su relaciéon con puntos fijos.

Definicién 4.1. Camino.
Decimos que una funcion f : [0,1] — X es un camino en X de zp a x; si f(0) = xg

y f(1) = z1. Al punto ¢ lo llamamos punto inicial y al punto z;, punto final.

f$1

~S

Zo

Figura 4.1. Camino

Definicion 4.2. Homotopia.
Si f y g son mapas continuos del espacio X al espacio Y, decimos que f y g son

homotopicos si existe un mapa continuo F : X x [0,1] — Y tal que
F(z,0) = f(x)  F(x,1) =g(z), paratodo z € X.

Definiciéon 4.3. Homotopia de caminos.
En un espacio métrico X, consideramos dos caminos f y ¢g. Decimos que f y g son
homotdpicos de camino si comparten tanto un punto inicial £y como un punto final

x1, y existe una funcion continua F': [0,1] x [0,1] — X que satisface:

F(s,0) = f(s),
F(s,1) = g(s),
F(0,t) = xo,
F(1,t) = x;.



Figura 4.2. Dos caminos homotépicos

4.1. Homotopias y puntos fijos

Una interrogante relevante en el estudio de las homotopias se relaciona con la exis-
tencia de puntos fijos en mapas contractivos. ;Qué sucede si dos contracciones son
homotopicas y una de ellas posee un punto fijo? En esta subseccion, exploraremos
esta relacion y estableceremos propiedades invariantes bajo homotopias en el con-

texto de contracciones en espacios métricos completos.

Definiciéon 4.4. Homotopia entre contracciones.

Sean F : U - X vy G : U — X dos contracciones, donde U es un subconjunto
abierto del espacio métrico completo (X, d). Decimos que F'y G son homotdpicos
si existe H : U x [0,1] — X tal que

o H(,0)=Gy H(-,1)=F
e v # H(x,t) para todo z € OU

e Existe a con 0 < a < 1 tal que

d(H(x,t), H(y,t)) < ad(z,y)

e Existe M > 0 tal que

d(H(x,t),H(x,s)) < M|t — s|, para todo x € U.
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Teorema 4.1.1. Euxistencia de punto fijo es invariante bajo homotopias.

Demostracion. Sea (X,d) un spacio métrico completo y U C X un subconjunto
abierto de X. Suponga que F : U — X y G : U — X son dos contracciones

homotoépicas y G tiene punto fijo en U. Entonces F' tiene punto fijo en U.

Demostracion. Consideremos el conjunto
A={X€0,1] : x = H(z,\) para algin z € U} .

Buscaremos probar que A es simultaneamente abierto y cerrado, e invocaremos el
lema para concluir que A = [0, 1].

En primera instancia, notemos que A no es vacio pues
H(z,0) = G(z)

y sabemos que G tiene punto fijo, por lo que 0 € A.
Para probar que A es cerrado, tomemos una sucesion (A,) en A tal que A, — A.

Dado que A\, € A, para cada n existe x,, tal que
Ty, = H(xp, A\y).
Luego,

A2, Tm) = A(H (20, An)s H(Zms Am))
< d(H (20, M)y H(p, Am)) + dCH (20, M) H (T A )
< M\ — A + ad(, 2),

de donde tenemos que

M\, — A\

l1—«

d(@n, Tm) <

Y

lo que implica que (x,) es una sucesion de Cauchy. Digamos x, — =, para x € U.

Finalmente,

d(xp, H(x, ) = d(H(xp, \n), H(z, \))
< d(H(xp, M), H(xp, ) + d(H (25, N), H(x, X))
< |\ = Al + ad(zy,, ),
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de donde x = H(z,\) y A € A, por lo que A es cerrado en [0, 1].

Para probar que A es abierto, tomemos \g € A, por lo que existe zy € U tal que
o = H(ZB(), )\0)

Fijemos € > 0 de manera que

(1—-«a)

e < 7 T, donde r < d(z,0U).

Luego, para A € (A\g — &, A\g + €) tenemos que

d(H(z,\), o) = d(H (z,\), H(z0, \o))

d(H(xz,\), H(zo, \)) + d(H (x0, A), H(z0, \o))
ad(z, x9) + MIXA — Xo|

ar+ Me=ar+ (1 —a)r

H
H

ININIA

r.

De esto que H(z,\) € B,(xg), por lo que H(-,\) : B.(z9) — B,(xo) y por el
teorema concluimos que H(-, \) tiene punto fijo. Luego, A\ € A para todo
A€ (Mo —&,A+¢)y A es un conjunto abierto. Luego, por el lema[l.3] A =[0,1]y
F' tiene punto fijo.

El teorema presentado destaca la invarianza de la existencia de puntos fijos bajo
homotopias en espacios métricos completos. Esta propiedad senala que las relaciones

entre mapas contractivos se mantienen a pesar de las deformaciones continuas.

Teorema 4.1.2. Teorema.

Demostracion. Suponga que U es un subconjunto abierto de un espacio de Banach
X,0€Uy F:U — X es una contracciéon con F(U) acotada. Entonces se cumple

ya sea una o la otra de las siguientes:
e F tiene punto fijo en U
e Existe A € (0,1) y u € OU con u = A\F(u).

Demostracion. Supongamos que no se cumple el segundo inciso y F' no tiene puntos

fijos en QU (si los tuviera, hemos concluido). Entonces,
u # A\F(u) para todo uw € U y A € [0, 1].
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Tomemos H : U x [0,1] — X definida por
H(z,t) =tF(z)

y G el mapa nulo. Es claro que G tiene punto fijo en U pues G(0) = 0. Por otro

lado, notemos que
o H(,0)=0=GyH(,1)=F
e © # H(x,t) para todo = € QU por hipotesis
e Para 0 <t <1 fijo,
d(H(z,t), H(y,t) = d(tF(z),tF(y))
= td(F(z), F(y)), por ser d una métrica inducida.

< tad(z,y), por ser F' una contraccion.

< ad(z,y), por ser t € [0,1].

e Para z € U fijo,

d(H(z,t),H(z,s)) = d(tF(z),sF(x))
= [[F(z)||d(s, )
= M|t — s|, para M = ||F(x)] .

De esto que F' y G son contracciones homotopicas, luego por [£.1.1] tenemos que F

tiene punto fijo y se cumple el primer inciso.
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5. APLICACIONES

Este capitulo se divide en dos secciones principales. La primera seccién contiene
una serie de ejercicios disenados para aplicar los teoremas y conceptos discutidos
en los capitulos anteriores. Estos ejercicios tienen como finalidad proporcionar una
comprension practica de como los teoremas de puntos fijos y homotopias se pueden
aplicar en distintas areas de la matematica. Los ejercicios fueron tomados del libro
Fized Point Theory and Applications, de Donal O’Regan, Ravi Agarwal y Maria
Meehan, publicado en 2001. La segunda secciéon se centra en la aplicacion de la
teoria de puntos fijos y homotopias en la teoria de elecciéon social. Se explorara
como estos conceptos matemaéticos se utilizan en el estudio de modelos de votacién
y en problemas relacionados con la agregacion de preferencias y la toma de decisiones

colectivas.

5.1. Ejercicios

Ejercicio 1: Sea B,(0) la bola cerrada de radio r > 0, centrada en cero, en un

espacio de Banach E con F' : B,(0) — E una contraccion tal que F(—z) =

—F(x) para todo = en 0B,(0). Mostrar que F' tiene un punto fijo en B,(0).
Solucion.
Sea o < 1 la constante de Lipschitz de la contracciéon. Primero, probaremos

que F(0B,(0) C B,(0). Para ello, tomemos x € 9B,(0). Entonces,

|F(x) = F(=z)|| = 2||F(z)[| < allz = (=2)[| = 2afl|] < 2r
de donde concluimos que

|E(@)]| <.

Luego, F(z) € B,(0) C B,(0) y, como z es arbitrario, F'(0B,(0) C B,(0).
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Consideremos la funcion G : B,.(0) — E dada por

Tomemos z € B,(0) distinto de cero y definamos

x
y=r—:.
1ed|
Entonces,
1F(z) = F(y)l| < allz—yl|
r
allel (1)
= a(r —|[z[])
Luego,

[1F(@)]| < ||[F(z) = F)ll + [|Fw)]]
<alr—|lz|])+r
< 2r — |[|z|].

Finalmente, tenemos que
1 1
1G@)I < SIIE@)]+ 5l
1 1
< 5@ —lall) + 5llll = 7.

Mas atin, por continuidad de G podemos afirmar que G(0) < r. Concluimos

que G(z) : B,(0) = B,(0) y G es contraccion pues

16() = Gl < I1F () — FOII+ 5z~ ]

1
< Sla+ 1l -yl

<lz —yll.

Aplicando el Teorema de Punto fijo de Banach, concluimos que G tiene un
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tnico punto fijo en B,.(0), digamos w. De esto que

lo que implica que F(w) = w.

Ejercicio 2: Sea (X, d) un espacio métrico completo y F': X — X una funcion tal
que FV : X — X es una contracciéon para algin N. Mostrar que F' tiene un

Unico punto fijo u € X y que para cada x € X,
lim F"(x) = u.

n—00

Solucion.
Sea o < 1 la constante de Lipschitz de F'V. Por el teorema de Punto fijo de
Banach, aplicado a F'V, concluimos que FV tiene un tnico punto fijo w € X.

Consideremos la sucesion {w,} dada por
w, = F™(w).

Dicha sucesion es ciclica, pues

w1k = FN*(w) = F¥(w) = wy, para todo k € N,
Notemos que

d(F™(w), F" (w)) = d(F""(w), F¥* (w)) < ad(F™(w), F'(w)).  (5.1)
Supongamos que d(F™(w), F"(w)) # 0, entonces de [5.1] tenemos que
1 <a,

lo que es una contradiccion pues o < 1. Entonces,

Wy, = F™(w) = F"(w) = w,, para todo m,r € N.

En particular, para m = N y r = 1 tenemos



de donde F' tiene punto fijo. Para probar que es tnico, supongamos que z € X

es punto fijo de F', entonces

lo que implica que

y como el punto fijo de FV es tinico, concluimos que w = z y F tiene un tnico
punto fijo. Finalmente, por el teorema de Punto Fijo de Banach, para todo
r e X,

It "(x) = w.
i (@) = w
Ejercicio 3: Sea U un subconjunto abierto de un espacio de Banach Ey F': U — E

una contraccion. Demostrar que (I — F)(U) es un conjunto abierto.
Solucion.

Para demostrar que (I — F')(U) es un conjunto abierto, vamos a probar que
I — F es un homeomorfismo entre U y Im(/ — F)(U). Esto requerirda que

verifiquemos tres propiedades:

1. Continuidad de I —F'. La continuidad de I — F' es evidente porque tanto
la funcion identidad I como la funcién F' son continuas. Por lo tanto, la

combinacion de estas dos también serd continua.

2. Biyectividad de I — F'. Sea z,y € U. Entonces,
(I—Flx=(I-F)y

siy solo si x —y = F(z) — F(y). Dado que F es una contraccion, la inica
posibilidad es que x = y. Por lo tanto, I — F’ es inyectiva. Si restringimos el
codominio de [ — F' a su imagen, entonces [ — F' es también sobreyectiva.

Esto implica que I — F es biyectiva y su inversa (I — F)~! existe.

3. Continuidad de la inversa (I — F))~'. Consideremos una sucesion (z,,)
en U que converge a x y otra sucesion (y,) en E que converge a vy, tal
que

(I — F)z, = yn.

56



Entonces, para un € > 0 dado, tenemos
|(I = F) 'y — (I = F)y|| = [lon — 2] <

cuando n es suficientemente grande. Esto demuestra la continuidad de

(I—F)",

Luego, I — F' es un homeomorfismo entre U y Im(/ — F')(U). Por lo tanto,
(I — F)(U) es un conjunto abierto.

Ejercicio 4: Sea C' un subconjunto no vacio, cerrado, acotado y convexo de un
espacio de Banach E' y F': C' — C' un mapa no expansivo. Muestre que para
todo € > 0 existe z(e) € C tal que ||F(z(e)) — z(e)]| < e.

Solucién.

Dado que C' es un subconjunto cerrado de un espacio de Banach, entonces C'
es completo. Ademas, por hipdtesis tenemos que C' es acotado, por lo que estas
dos propiedades nos llevan a concluir que C' es totalmente acotado (teorema
1.1.2). Por tanto, dado que C' es totalmente acotado y completo, podemos
decir que C' es compacto. Por tanto, F'(C') yace sobre un conjunto compacto y,
aplicando el teorema [3.2.1] concluimos que F' tiene punto fijo, digamos z*. Sea
(x,) una sucesion de Cauchy en C' tal que x,, — z*. Luego, por continuidad

de la norma,
[1F(zn) = anll = [|F(z") — 27| = 0.

Por tanto, para todo € > 0 podemos tomar un N lo suficientemente grande,

de manera que z(¢) = xy € (z,,) satisfaga

[F(x(e)) = 2]l < e

Ejercicio 5: Sea H un espacio de Hilbert y C' C H un conjunto cerrado y convexo.
Defina Po : H — C' el mapa que envia a cada x € H al punto mas cercano en
C. Mostrar que P, es no expansivo.
Solucién.
Por el teorema y el lema [2.5, sabemos que P, es la proyeccion ortogonal
de H en C. Por tanto, debemos probar que la proyeccién ortogonal es un
mapa no expansivo. Para ello, probaremos que el mapa de proyeccion es lineal

y luego, probaremos una desigualdad importante.
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Por el teorema [2.2.6, sabemos que H puede escribirse como
H=Co®C.
Luego, para z,y € H existen ¢y, cy € C'y 21, 2o € C* tinicos tales que

r=c + 2

Y = Co + 29.
Notemos que para « y 3 escalares, tenemos

P.(ax + By) = P.(acy + oz + By + Bza)
= P, ((acy + Bea) + (az + B22))
= acy + fe
= aP(r) + BP.(y),

donde las igualdades se han seguido por cerradura de H bajo combinaciones
lineales y la unicidad en la representacion de cada elemento por la suma directa.
Concluimos que P, es un operador lineal.

Por otro lado, sean h = ¢+ z € H, donde ¢ € C' y z € C*. Entonces,

IP(R)II* = fell®
2 2
< [lef]” + [l=]l
= Jle+ =]
2
= [InI"

donde nos hemos aprovechado del hecho que ¢ L z para concluir. De esto que
2
[P(h) || < [[R]]”.
Finalmente, tomando h = x — y, para z,y € H tenemos

[Pe(x = y)ll = [ Pe(x) = Pe(y)l] < [l =yl

lo que significa que P, es no expansivo.
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5.2. Modelo electoral convexo

En esta seccién, nos inspiraremos en el trabajo de Yurii Nesterov titulado "Soft
clustering by convex electoral model", publicado en la revista Soft Computing en el
ano 2020 [Nesterov, 2020].."" articulo de "Soft clustering by convex electoral model",
al cual de ahora en adelante llamaremos el articulo, propone una nueva técnica para
el agrupamiento suave (soft clustering) de datos multidimensionales, basada en un
nuevo modelo de votacion convexa. En este modelo, las partes (o grupos) pueden
adaptar sus posiciones segtn los resultados de las encuestas, y se demuestra que, bajo
ciertas suposiciones, este sistema tiene un punto fijo inico que da una solucién tinica
para el agrupamiento suave. Se presentan métodos para encontrar esta solucion, que

convergen linealmente, y se proporcionan limites de complejidad en el peor de los

RSTacISRL) letion REres paies Wiadsdln someltidat potivadca en este campo.

Denotaremos con E a un espacio normado finito dimensional y con E* a su espacio

dual. Dado s € E*, denotamos el valor de s en x € E por

(s, ).

En caso que no tengamos ambigiiedad sobre a qué espacio pertenece x, omitiremos

el subindice. Definiremos la norma dual por
sl = max {(s,2) : flallp < 1)

Esta manera de definir la norma dual nos garantiza que se cumpla la desigualdad

de Cauchy-Schwartz:

(s;2)e < |sllg - llzllz, s € EY, v € E.

Lema 5.1. (-,-) es bilineal.

Sean s,q € E*, v,y € E y A\, u,a,b escalares. Entonces,

(As + pg, ax + by) = (As + uq)(azx + by)
= As(ax + by) + pg(ax + by)
= aAs(x) + bAs(y) + apq(z) + buq(y)
= a(s,z) + bA(s,y) + aplq, x) + bu{g, y).
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Definicion 5.1. Funcién fuertemente convexa.
Una funcion continua f(z) se dice fuertemente convexa en Q C FE si existe una

constante o > 0 tal que para todo z,y € Q y a € [0, 1], se cumple que
o
flaz + (1 -a)y) < af(z) + (1 -a)f(y) - ga(l—a) |z - yll- (5.2)

Teorema 5.2.1. Sobre un conjunto convexo y cerrado, toda funcion fuertemente

conveza alcanza su minimo. Mds aun, el minimizador es unico.

Demostracion. Consideremos el conjunto
A={ze@: f(z) < M},

para algin M. Por la continuidad de f, podemos concluir que A es cerrado. Entonces,
dado que f satisface A # (). Supongamos que A no es acotado, entonces existe
una sucesion (x,) C A no acotada y, sin pérdida de la generalidad, podemos asumir

que
oy — zpal] > 1, k> 1.

Consideremos

1

- _c0,1].
Tz € 1

Qg
Entonces ap — 0. Definamos 1 como

Y = g + (1 — ag)xo.
Se cumple que [lyx — zof =1y

o
Flye) = anfar) + (1 =) fzo) — Sall —a) llay — woll%
o
< oM+ (1 —ap)M — 504(1 —a) ||z, — onij
o
=M — Ea(l —a) ||z, — :E0||% — —00,
pero esto contradice la continuidad de f. Luego, A es acotado y cerrado, por lo que

es compacto y, aplicando [1.2.2] podemos concluir que existe x* € A tal que z* es

minimizador en A, pero por la definicion de A, esto implica a su vez, que x* es
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minimizar en (). Luego,
f(z*) < f(z), para todo z € Q.

Para probar unicidad, supongamos que z*,y* € son minimizadores de f en Q).
) b

Entonces,

g

F(ge+3r) £ 506+ 3100 - Ja -l ~ I
f

* 9 * *
(+) = ga(t =) =" =y

entonces necesariamente
o
a(t—a)lle* =yl =0

para todo «a. De esto y el hecho que o # 0, concluimos que ||z* — y*Hé =0, lo que

concluye la prueba.

Notemos que esto implica que para todo x € (@),
f@) < flaz® + (1= a)a) < af(@’) + (1 - a)f(2) = Sa(l —a) [a" — 2]}
Dividiendo entre (1 — «) y haciendo que o — 1 concluimos
f@) 2 f@) + gl =l v € Q (53)

Costo de interacciéon multiplicativo
Denotaremos por F, E; v Es a tres espacios vectoriales finito dimensionales sobre el

campo de los reales.

Definicién 5.2. Funcién cerrada.
Una funcién f : R" — R es llamada cerrada si para cada o € R, el conjunto
de nivel {z € R" |f(x) < a} es cerrado. Consideremos la funcién en dos variables

¢(x,p) dada por

¢(x,p) = f(x) +g(x,p) + h(p), © € Er,p € By, (5.4)
donde f,h son funciones cerradas y convexas en sus dominios. Se asumira que la
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funcion de interaccion g tiene una forma multiplicativa. Es decir,

9(x,p) = (Gi(z), Ga(p)) i,
G11E1—>E*,G22E2%E1.

La seccion se dedica a explorar condiciones bajo las cuales la funcién ¢ es convexa.
También se analizara un método de minimizacioén alternativa para resolver proble-
mas de optimizacion relacionados con esta funcién. Denotaremos por ()1 y ()2 a los
conjuntos cerrados y convexos de las soluciones alcanzables al problema de opti-
mizacion en los espacios Fy y Es respectivamente. Definimos ) como el producto
cartesiano de ()1 con ().

De ahora en adelante, asumiremos que para cada = € Q1, g(z,-) = (G1(x), Ga(+))
se cerrada y convexa en (Qo, y para cada p € @2, la funcion g(-,p) = (G1(+), Ga2(p))
es cerrada y convexa en (1. Un ejemplo de funciones que satisfacen esta suposicion
son los operadores lineales. Esta suposiciéon tiene una consecuencia importante que

se evidencia en el siguiente lema.

Lema 5.2. Para cualesquiera dos puntos zg = (xo,po) y 21 = (z1,p1) de Q y para

todo v € [0, 1], tenemos que

(G1((1 — a)ro + amy), G2((1 — a)po + apr))
<A{(1 = a)G1(w0), aG1(z1), (1 — a)Ga(po) + aGa(p1)).

Demostracion. Sea zq = (o, pa) = (1 — a)2p + az;. Dada la suposicion anterior de

convexidad para g(z,-) v g(-,p), tenemos que
(G1(2a), G2(pa)) < (Gi(2a), (1 — a)Ga(po) + aGa2(p1))-
Asi mismo,
(G1(2a), G2(pa)) < (aGi(z1) + (1 — a)Gi(z0), G2(pi)), 1 =0, 1.
Uniendo estas dos desigualdades obtenemos
(G1(2a), G2(pa) < (aGi(z1) + (1 — a)Gi(m0), aG2(p1) + (1 — @)G2(po))-

Tal y como se habia mencionado antes, uno de los propoésitos de esta secciéon es

explorar condiciones bajo las cuales ¢ es convexa. El teorema que veremos a conti-
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nuaciéon nos da una condiciéon necesaria para que ¢(-, -) sea convexa.

Teorema 5.2.2. Condicion para convexidad.

Considere la funcion ¢ dada en la definicion [5.4] Suponga que f es fuertemente
conveza en Q1 con parametro o1 y g es fuertemente convexa en Qs con pardmetro
oq. Si las funciones G1(-) y Ga(-) son Lipschitz continuas con constantes Ly y Lo
que satisfacen L2L3 < 0,04, entonces ¢ es convexa en Q = Q1 X Qy. Ademds, si la

desigualdad se cumple de forma estricta, ¢ es fuertemente convexa.

Demostracion. Sean zy = (xo,po) v 21 = (x1,p1) en Q. Consideremos z, = az; +

(1 — )z, para « € [0, 1]. Luego,

0(z0) = f(xa) + (G (2a), Calpa)) + h(pa)
< f(za) + (aGi(z1) + (1 — @)Gi(w0), aGa(p1) + (1 — @)Ga2(p1)) + h(pa)
< af(@r) + (1= a)f(x0) = Fa(l = a) o — o

+ (aG1(z1) + (1 — @)G1(x0), aGa(p1) + (1 — @)Ga(p1))
+ah(p) + (1= a)h(p) = Za(l = a) [po = pi]

= (1 —a)(é(20) — (G1(20), G2(po))) + a (¢(21) — (G1(z1), Ga(p1)))
+((1 = @)Gi(zo) + aGi(z1), (1 — @)Ga(po + aGa(p1))

04(12
= (1 —a)p(20) + ad(z1) — a(l — a)d(z0, 21),

(o1 [|z1 — zo|* + o2 Ip1 — pol|?)

donde 0(29, 21) = % [|x1 — $o||2+% Ip1 — pol|* + (Gr (1) — Gi(0), Ga(p1) — Ga(po)).-
Si ahora suponemos que

LiL5 < (01 —€)(0y — €), para algtn € > 0,
entonces

o oX
0(20,21) > 51 |21 — @ol|” + 32 Ip1 = pol|* = (o1 — &)Y*(02 — €)/* [|zo — 21| - |lpo — 11|

(01 — &) |lmo — 21| + (02 — €) |Ipo — p1|”
2

v

01 2 02 2
5 lor = zol* + 3 lIpy = ol

£
25 (lwo — z1]1* + llpo — p1]?) -

De esto que si € > 0, entonces ¢ es fuertemente convexa. Si € = 0, entonces ¢ es

convexa solamente.
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Si ahora consideramos el problema de minimizar ¢(z) en @, y si suponemos que
se cumple, entonces ¢ es fuertemente convexa y por tanto, existe un tnico
minimizador z* = (z*,p*) € . A continuaciéon mostraremos una forma en la que
dicho minimizador puede ser encontrado.

Inicializacion:  Escoger o € Q4

Iteracion ¢t > 0:  a) Determinar p; 1 = arg min,eq, ¢(x+, p)

b) Determinar x;1 = arg mingeq, ¢(x, prr1)-
Con el fin de analizar la convergencia de este método, definiremos los siguientes

operadores

u(r) = arg min ¢(z, p) € Q2
PEQ2

v(p) = arg féénl P(z,p) € Q1.

Dado que estamos asumiendo que ¢(z) es fuertemente convexa, u(-) y v(-) estan
bien definidos.

Lema 5.3. Supongamos que se cumple. Entonces, para todo x1, x5 € ()1 tene-

mos que
u(n) — ()| < 22 Y2y — o]
Andlogamente, para todo pi,ps € Qa,
() — vl < 222 |1py — ol

Demostracion. Notemos que, por la forma en la que esta definido ¢ y el hecho que

x es fijo en (G1(z), Ga(p)) + h(p), entonces u(x) es la solucion al problema

min (G1(x), Ga(p)) + h(p),

PEQ2

con funcién objetivo fuertemente convexa. Luego, por 5.3 se cumple que

(G1(z1), Ga(u(2))) + h(u(r2))
> (G1(21), Ga(u(r1)) + h(u(r1)) + % [u(2) — u@)]|”
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Anéalogamente,

(G1(x2), Ga(u(1))) + h(u(x1))
> (G1(72), Ga(u(w2)) + h(u(r2)) + % [u(za) — u(z1)||.

Sumando las desigualdades, aplicando la propiedad de bilinealidad y la desigualdad

de Cauchy-Schwartz, tenemos

o3 [[u(1) — u(ws)|* < (Gi(ws), Ga(u(w1)))
H(G1(21), Ga(u(x2))) — (Gi(22), G2 (u(22))) — (Gi(z1), Ga(u(z1)))
—(G1(z2), Ga(u(x2)) — Ga(21))) + (Gi(21), Ga(u(z2)) — Ga(u(z1)))
= (G1(21) — Gi(x2), Ga(u(z2)) — Ga(u(z1)))

(

< NG1(21) = Gr(@2) || - 1G1(u(22)) — Gaolu())| 5 -

Es decir,
o [Ju(z1) — w(@s)||* < [|Gi(a1) = Gu(x2)|| - |G (u(@2)) — Go(u(z1)) | -

Aplicando el hecho que GG1, G son Lipschitz con constantes L, y Lo respectivamente,

concluimos que

Ly Ly

[u(z1) = u(za)]| < [y = |

Con un argumento analogo concluimos que

LiL,
|v(p1) — v(p2)|| £ —[Ipr — p2l|.-

Teorema 5.2.3. Sean T(x) = v(u(z)) , S(p) = u(v(p)) y A = Ll . Entonces,

0102

T(-) y S(-) son mapas contractivos con constante \.
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Demostracion.

De forma analoga concluimos que S(-) es contraccion con constante A.
Retomando el procedimiento iterativo para encontrar el minimizador de ¢, notamos

que este puede ser reescrito como

Ti41 = T(ft)

Pey1 =S (pt>‘
De esto que para todo t > 0 se cumple

|zep1 — 2| = |T'(2,) — T'(2")]|
S|z — 2|

<A lag — 27
Anélogamente podemos concluir que

|pe1 — P < AP lpo — || -

De esto que el proceso iterativo para encontrar el minimizador converge.

Modelo electoral

Utilizando la teoria que se ha desarrollado previamente, justificaremos un modelo
de agrupamiento suave basado en un procedimiento electoral. Los elementos basicos
para el modelo electoral seran los votantes que poseen ciertas opiniones y seran aso-
ciados a diferentes grupos (partidos) que representen sus opiniones de mejor manera.
En el modelo, tendremos N votantes y K partidos. Asumiremos que los resultados
(k)

de la votacion son aleatorios. Ademas, denotaremos con p,; ’ la probabilidad de que el

i-ésimo votante elija al k-ésimo partido. Colocaremos las probabilidades del i-ésimo

66



votante en un vector

T
pi = (pz(-l),pf),--‘ ,p§K)> -

Todos estos vectores los colocaremos en una matriz, llamada matriz de votacion
— KxN
P_(phup]\f)ER .

Al inicio del procedimiento, nuestra matriz de votacion es desconocida, pero al final
de una secuencia de votacion, serd encontrada. Adicionalmente, supondremos que
la opinién del i-ésimo votante puede ser representada con m valores reales distintos,
los cuales colocaremos en un vector v; € V.C R™, i = 1,--- | N, donde V es un
conjunto cerrado y convexo. Estos vectores son fijos y conocidos. Asi mismo, las
posiciones de los partidos xp € V son flexibles, puesto que luego de cada ronda
de elecciones, estos valores seran ajustados para representar de mejor manera las
posiciones de los votantes asociadas al partido. Estos vectores seran colocados en

una matriz
X = (vy, -+ ,7x) € R™HE,

Para medir la distancia entre la opinion v € V de un votante y una posicion de un
partido z € V, usaremos la métrica p(v, x). Asumiremos que para cualquier v fija,
la funcion ¢(v,-) es convexa.

Es claro que mientras mayor sea la distancia entre v y x, menor es la probabilidad
de que el votante elija a ese partido. Para el modelo que estaremos trabajando,
tomaremos el modelo de regresion logistica para las probabilidades pl(-k). Es decir,
asumiremos que

—p(vi,xK)/ 1
7 (X) = Zke (—p(vz,/xj)/u’k =ho Ky

j=1¢

donde i > 0 es un parametro flexible que representa la volatilidad de las opiniones de
los votantes. Por otro lado, los valores fundamentales de un partido, los denotaremos
porci, k=1,---, K. Es claro que un partido tiene la posibilidad de modificarse para
atraer votantes, pero no deberé alejarse de sus valores fundamentales. Para medir la
distancia entre la posicion de un partido y sus valores fundamentales, utilizaremos
la funcion d(z,y), a la que llamaremos funcion de prorimidad que, ademas de ser

no negativa, debera cumplir que para cada x € V, la funcion d(z, -) es fuertemente
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convexa en el segundo argumento:
1
d(x,0) > d(z,y) + (Vad(z,y),v —y) + 5 [[v —y|*, Yoy € V.

Un ejemplo de funciéon de proximidad que satisface estas condiciones es la distancia

euclidiana

1
b(wy) = 5l =yl

Asumiremos que para una matriz de votacion dada P = (py,- -, pn), cada partido

elige su posicion actual 6ptima minimizando la funciéon

N
1
k
V(P ax) = ZPE 'p(vi, i) + Zd(cr,mi), k=1, K,
i=1 T
donde 7 > 0 es el pardmetro de tolerancia grupal. Finalmente, también asumiremos
que dada una matriz P = (py,--- ,py) de votacion , cada partido elige su posicion

6ptima actual minimizando la funcion
1
(P, xy) Zpl p(vi, xy) + d(ck,xk) k=1,.. K. (5.5)

En este caso, 7 > 0 es un parametro de tolerancia grupal. Podemos interpretar
como la distancia esperada entre las opiniones de todos los votantes y la posicion
actual del k-ésimo partido. Ademas, dado que ¢ (P, ) es fuertemente convexa, existe
un minimo tnico z;(P) sobre V. Sea X} (P) = (z(P),--- ,xy(P)).

Consideremos el proceso dado por

Fijar XO = (Cl, e ,Ck).
Repetir Pt+1 = P*(Xt), Xt+1 = X*(Pt+1), t 2 0.

Podemos interpretar este proceso como que, dadas las posiciones de los partidos X,
los votantes dicen sus preferencias P, durante las votaciones. Después de observar
los resultados, los partidos actualizan sus posiciones X, para las proximas eleccio-

nes.

Definicién 5.3. Un sistema electoral se denomina estable si el proceso tiene un
punto limite tnico, que es independiente de la posicién inicial X, € VX,

El enfoque basado en un modelo de votaciéon convexa para el agrupamiento suave
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de datos multidimensionales presentado en esta seccién representa un avance signi-
ficativo en el estudio de sistemas electorales. La capacidad de adaptarse segun los
resultados de las encuestas y la garantia de una soluciéon tnica para el agrupamiento
suave son aspectos que destacan la relevancia y potencial de este modelo en aplica-
ciones practicas. La profundidad técnica y matematica con la que se aborda el tema
demuestra un compromiso con la rigurosidad cientifica y brinda una herramienta

valiosa para investigadores y profesionales en el campo.
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CONCLUSIONES

1. Se investigaron conceptos fundamentales de topologia y analisis funcional. Es-
tas bases tedricas establecieron el marco para exploraciones mas profundas en

homotopias y puntos fijos.

2. Se estableci6é una relacion significativa entre la teoria de eleccion social y los
conceptos de puntos fijos y homotopias. Esta conexiéon proporciond conoci-
miento valioso sobre problemas inherentes en sistemas de votacion democrati-

ca y la busqueda de reglas de votacién 6ptimas.

3. A través de ejercicios practicos y resolucion de problemas, se logré6 una com-

prension solida y aplicable de los topicos discutidos.
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RECOMENDACIONES

1. Profundizar en los conceptos de homotopias y su relacion con sistemas demo-
craticos de votacion, para obtener una comprensiéon més robusta del campo y

mejorar la capacidad de interpretacion en contextos aplicados.

2. Considerar la revision y analisis de otros modelos matematicos relacionados
con sistemas de votacion, con el fin de expandir el alcance y aplicabilidad del

presente trabajo.

3. Promover la utilizacion del presente trabajo como material de referencia y
apoyo en cursos avanzados de matematicas, en particular aquellos relacionados

con topologia, analisis funcional y teoria de eleccion.
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