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OBJETIVOS

General

Resolver las ecuaciones de Euler de la dinamica de fluidos para un gas ideal,

con el método de volimenes finitos, utilizando el esquema de Roe.

Especificos

1. Describir el método de voltimenes finitos y la motivacién de su uso.

2. Describir el funcionamiento del esquema de Roe y su implementacion en el

lenguaje C++.

3. Comparar las soluciones obtenidas a través del programa implementado en

C++ con las soluciones producidas con la libreria PyClaw del lenguaje Python.

4. Analizar la diferencia entre simulaciones considerando gases con distintos gra-
dos de libertad, aprovechando la soluciéon numérica obtenida a través del pro-

grama escrito en C++.
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INTRODUCCION

El estudio de las ecuaciones diferenciales es de gran importancia en las ciencias
fisicas, ya que cada teoria fisica se sustenta en ecuaciones diferenciales que describen
el comportamiento a través del tiempo de cualquier sistema que dicha teoria bus-
que explicar. La motivacion del estudio de las ecuaciones diferenciales es encontrar
soluciones generales de las mismas, principalmente a través de métodos analiticos
que buscan soluciones exactas de las ecuaciones diferenciales. Sin embargo, no todas
las ecuaciones diferenciales poseen soluciones exactas, lo cual motiva el estudio y
desarrollo de métodos numeéricos para la resolucion de las mismas.

En el area de estudio del analisis numérico aplicado a ecuaciones diferenciales,
existe una gran variedad de métodos y esquemas que se aplican para obtener una
soluciéon numérica, esto se debe a la amplia variedad de ecuaciones diferenciales de
la fisica que carecen de solucién analitica. Por otro lado, las ecuaciones diferencia-
les parciales son considerablemente més complejas que las ecuaciones diferenciales
ordinarias, por lo que existen métodos més apropiados para resolver ecuaciones di-
ferenciales que involucran funciones de varias variables.

Las ecuaciones de conservacion tienen un papel importante en miltiples areas
de la fisica, de tal manera que se han desarrollado métodos numéricos apropiados
para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales parciales, siendo el método de
voltimenes finitos el més utilizado. Un conjunto en particular de ecuaciones de con-
servacion son las ecuaciones de Euler, que rigen la dindmica de un fluido compresible
y no viscoso a partir de su ecuaciéon de estado. Existen pocas soluciones analiticas
conocidas a las ecuaciones de Euler, por lo que resolver este conjunto de ecuacio-
nes de conservaciéon con un método numérico apropiado resulta ser un problema

interesante.

XIIT






1. ECUACIONES DE CONSERVACION Y
SISTEMAS HIPERBOLICOS DE PRIMER
ORDEN

En este capitulo se introducen los conceptos fundamentales de las ecuaciones
de conservacion y sistemas hiperbolicos de primer orden. También se introduce el
problema de Riemann asociado a una ecuaciéon de conservacion. Los desarrollos de
los conceptos en este capitulo estdn basados en la presentacion del tema realizada por
Randall LeVeque [6], especialmente en los capitulos The Derivations of Conservation

Laws, Scalar Conservations Laws, Scalar Examples y Linear Hyperbolic Systems.

1.1. Ecuaciones de conservacion

En fisica, una ecuacion de conservacion es una ecuacion diferencial parcial de

la siguiente forma

U | OF(U)
ot ox

o utilizando una notacién més compacta para las derivadas,

=0 (1.1)

U, + F(U), =0 (1.2)

donde U es un vector n-dimensional de variables fisicas que se conservan, por ejem-
plo, la energia, la masa o el momentum de un medio. En este texto, las variables
de las que depende U dependen de x y ¢, una variable espacial y otra tempo-
ral respectivamente. Por tanto, U se define formalmente como U : R x R — R",
mientras que la i-ésima variable conservada se denomina u;, de tal manera que
U=U(u,uy,...,u,).

La funcién F corresponde al flujo de cada una de las variables involucradas
en un punto (z,t). Al igual que U, la funcion F depende de las mismas variables

fisicas y por ende, también depende de (x,t). Sin embargo, el flujo de cada variable

1



conservada puede tener una forma distinta, entonces es conveniente escribir a F
como un vector de n funciones independientes, F = (f;, f5, ..., f,) de tal manera que

fi es la funciéon de flujo de la i-ésima variable conservada, u;.

Una ecuacion de conservacion para un sistema definido en un intervalo espacial

D = [a, b] necesita de condiciones iniciales para su resolucion, el caso mas simple a

considerar es el de un problema de Cauchy. En dicho caso, se debe especificar una
funcion Uy(z)

U(z,0) = Uy(z) (1.3)

la cual sea valida para todo x tal que z € D y condiciones de frontera
U(a,t) = U, (1.4)
U(b,t) = U, (1.5)

con U, y U, fijos.

Otra forma de escribir una ecuacién de conservacion es utilizando la matriz

jacobiana A (U) definida como

of o,
our 7 Oun

AU)=| : - (1.6)
of, O
our 7 Oun

de tal manera que la ecuacion (|1.1)) se convierte en
U, +A(U)U, =0. (1.7)

Esta forma de escribir una ecuacién de conservacion es relevante ya que permite
definir un sistema hiperbélico. Un sistema hiperbdlico es una ecuaciéon de con-
servacion de la forma tal que los autovalores de la matriz A(U) para todo U
sean reales y que dicha matriz sea diagonalizable. Esto implica que existen n vec-
tores propios linealmente independientes de A(U). Una ecuaciéon de conservacion
depende de una funcion F(U) que, por lo general, no es una funcion lineal de U, lo
que implica que las ecuaciones de conservacion son regularmente no lineales. Esto

también se puede inferir por la dependencia en U de la matriz A en la ecuacion

.



1.2. Derivaciéon de una ecuacion de conservacion

El principio fisico de una ecuaciéon de conservacion es més explicito cuando
esta se deriva a través de cantidades expresadas en forma integral. Considerando
un ejemplo de la mecanica de fluidos, se define M (z1,x9,t) como la cantidad de
masa de un fluido que se encuentra contenido en un “tubo” unidimensional en un
intervalo [z, 25| en un tiempo ¢. Si a dicho fluido se le asocia una densidad p(z,t),
entonces esta ultima se define de tal manera que su integral definida en un intervalo

espacial sea igual a la masa contenida en ese mismo intervalo, i.e.,

2
M (zy,x9,1) :/ p(z,t)dx. (1.8)
z1
Ahora, asumiendo que el tubo es cerrado e impenetrable, la cantidad de masa en
una region arbitraria [xq, 25| puede variar solamente a causa de que el fluido se
desplace (fluya) a través de los puntos limites de la region, x; y 5. Para cuantificar
el flujo que sale o entra en una region se necesita la velocidad del fluido, v(z,t).
Cabe destacar que debido a que el fluido se mueve en un espacio unidimensional,
su velocidad se limita a dirigirse en el mismo sentido espacial, es decir, su velocidad
tiene direccion sobre x. Entonces el flujo del fluido en un punto (z,t), F(x,t), se
define como

F(z,t) = p(x, t)v(z,t) (1.9)

. Entonces, como previamente se comento6, se puede escribir la razén instantanea de
cambio de masa en la region [z, 5] en términos del flujo entrante y saliente de la

misma region

d
&[M(l’l,xg,t)] = F(xg,t) — F(x1,1) (1.10)
- p(x,t)de = p(xg, t)v(xa, t) — p(x1, t)v(21,1) (1.11)

dt J,,
Esta es la forma integral de una ecuaciéon de conservacion. En particular, esta ecua-
cion refleja el principio de conservaciéon de la masa y a su vez es conocida como
ecuacion de continuidad. La ecuacion se puede integrar en el tiempo para

conseguir expresarla independientemente de cualquier derivada, obteniendo

to
t1

| [ ewnara= [ p e - o et a2

1
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/m[p(m,tg) — (e t1)] dz = / (e, D0(wa, ) — play, ol O] At (1.13)

T1 t1
Asumiendo que t; < ty, esta igualdad ofrece una expresion para la diferencia de
masa contenida en la region [xy, x5 entre los instantes t5 y ¢;.

Es posible obtener una forma diferencial partiendo de la forma integral de una
ecuacion de conservacion, pero es necesario asumir que las funciones p(x,t) y v(z,t)
son diferenciables. Esta ultima caracteristica que se exige en las funciones entra
en conflicto cuando se estudian solucionedl] de las ecuaciones de conservacion con
discontinuidades. Por lo tanto, la forma integral de las ecuaciones es utilizada al
estudiar problemas con dichas caracteristicas. Para convertir la ecuaciéon en forma

integral a su forma diferencial, se tienen que usar las siguientes expresiones:

p(x,tz)—p(z,tl):/2§t (2,1 dt (1.14)

t1

p(xa, t)v(z2,t) — p(a1, t1)v(2y, / 5 —p(x, t)v(x,t)de (1.15)

sustituyendo estas expresiones en ([1.13)) se obtiene

/ / {8p 1) 8p(x,;);)(x,t)} et — 0 L)

Puesto que la ecuacion (1.16) se cumple para cualquier punto (z,t) del dominio, el

integrando de la misma debe ser idénticamente cero. Entonces,
pr+ (pv)e =0 (1.17)

es la forma diferencial de la ecuacion de conservacion de la masa, asi como se definié
una ecuacion de conservacion en ([1.2)), ya que la funcién de flujo se definié como
F' = pv. Puesto que la ecuacion diferencial de conservacion de la masa involucra dos
cantidades fisicas, esta se puede resolver ya sea si se conoce previamente la funcion
v(z,t) o si esta tltima se puede escribir como una funciéon de p, ie., v = v(p). En
este ultimo caso la ecuaciéon de conservacion de la masa es una ecuacion diferencial

parcial tinicamente para p y toma la siguiente forma

pr+ f(p)e = 0. (1.18)

'Dichas soluciones se conocen como soluciones débiles, tema que se abordaré a detalle méas
adelante.



Esta ultima es un ejemplo de ecuacién de conservacion escalar ya que solamente
interviene una incognita, p. En caso que la velocidad v(z,t) sea una constante «, la

ecuacion de conservaciéon de la masa se convierte en:
pt + ap, =0, (119>

esta ecuacion se conoce como ecuacidon de adveccién lineal o como ecuaciéon de

onda de primer orden [§].

1.3. Ecuacidon de adveccion lineal

La ecuaciéon de adveccion (|1.19) con la siguiente condicién inicial:
p(l‘,()) = p()(LL’), —00 < T <00, (120>

tiene como solucion:
p(z,t) = po(r — at), (1.21)

para t > 0, asumiendo que py es una funciéon diferenciable. Esta solucion se puede
interpretar como la traslacion de la funcion pgy a lo largo del eje x con una velocidad
a, en la misma direccion de la velocidad, es decir, a la derecha si @ > 0 y a la

izquierda si o < 0.

1.3.1. Curvas caracteristicas

Se puede demostrar que la solucién (|1.21)) es constante respecto al tiempo a lo
largo de cada curva definida por x—at = xg, para cualquier xq tal que xy € [—00, 00].
Dichas curvas de la forma x = z(t) son conocidas como curvas caracteristicas de
la ecuacion diferencial en cuestion. Las curvas caracteristicas definen dominios en
donde la ecuacién diferencial parcial se puede escribir como una ecuacion diferencial
ordinaria. Dichas curvas se definen a partir de ecuaciones diferenciales ordinarias.
En el caso de la ecuacion de adveccion lineal , las caracteristicas satisfacen la

siguiente ecuacion diferencial:

dx

ikl x(0) = o, (1.22)

cuya solucion es: x — at = xy. Para demostrar que la ecuacion de adveccion lineal se

convierte en una ecuacion diferencial ordinaria a lo largo de dichas curvas, se deriva



la funciéon incognita p respecto al tiempo,

d 0 opd
dp _9p  Opdu

— lad 1.23
dt ot  Ox dt ( )

dp Op dp
- _ZF il 1.24
a ot “os (1.24)

dp

— =0 1.25
Vo, (1.25)
este tltimo paso toma efecto dado que a lo largo de las curvas caracteristicas, Cé—”t” = .

Se puede notar que en este tltimo procedimiento se recuperé la ecuacion diferencial
en cuestion (1.21]), expresada como una ecuacion diferencial ordinaria y concluyo al
igualar la derivada temporal a cero, consiguiendo demostrar que p es constante a lo

largo de las caracteristicas.

1.4. Dominio de dependencia de una ecuacién de

conservacion

En la seccion anterior se introdujo el concepto de curvas caracteristicas de
una ecuacion de conservacion y en el caso de la ecuacion de adveccion, es posible
obtener la solucion general utilizando la expresion para sus caracteristicas, esto es
x(t) = xo+ at. Por lo tanto, se puede afirmar que el valor de p(x,t) para un instante
(«',t") depende de la condicion inicial py tinicamente en un solo punto xj, ya que p es
constante a lo largo de la curva caracteristica z’ = xz) + at. Entonces, sin importar
de qué manera se cambien los valores que toma pg(z), mientras no se cambie su

valor en z{, el valor p(z’,t") permanecera sin cambiar.

En el caso general, para cualquier sistema hiperboélico, el valor de la solucion
U en un punto (z/,t') depende tnicamente de los valores que toma la funcién inicial
Uy en un dominio D(a’,t") que corresponde a un intervalo cerrado. Este tltimo se
denomina dominio de dependencia. El tamano de este intervalo usualmente crece
a medida que avance el tiempo, sin embargo, el tamano esta acotado de la siguiente
forma D(2',t') = {x : |z — 2/| < amaxt}. En resumen, las ecuaciones hiperbolicas
poseen una velocidad finita de propagacion; lo que significa que la informacion de

la solucién puede viajar a lo largo del espacio a una velocidad ansc como maximo.



1.5. Discontinuidades en soluciones

Al derivar la forma diferencial de una ecuaciéon de conservacion se enfa-
tiz6 que era necesario exigir la diferenciabilidad de las cantidades conservadas. Sin
embargo, si se toman en cuenta los atributos de la solucion, proporcionados por las
curvas caracteristicas, de la ecuacion de adveccion, resulta que el valor de la variable
involucrada p(z,t) depende tnicamente del valor de la condicion inicial en un punto
xo tal que x = xg + at. Por esta dltima razéon se puede concluir que, al menos para
la ecuacion de adveccion, es posible definir una solucién sin exigirle que sea una
funcion suave. La definicion de una soluciéon con singularidades surge gracias a que
la forma integral de una ecuacion de conservaciéon si se satisface con funciones no
diferenciables, en contraste con la forma diferencial. También es importante hacer
énfasis en que la forma integral de una ecuacion de conservacion tiene un significado

fisico mas fundamental.

Si la condicion inicial de una ecuacion de conservacion escalar ug(z) tiene una
singularidad (discontinuidad en si misma o en alguna derivada), en un punto z,
entonces la solucion de la ecuacion, u(z,t), también poseera una singularidad del
mismo orden en todos los puntos definidos por la caracteristica que parte de xg.
Para los sistemas hiperbolicos en general, las singularidades se propagan a lo largo

de las curvas caracteristicas.

A continuacion se describen dos formas de definir las soluciones con singulari-

dades:

1.5.1. Viscosidad disipada

Como se vio anteriormente algunas soluciones de las ecuaciones de conserva-
cion pueden poseer singularidades si la condicion inicial de la ecuaciéon tiene una
singularidad. Para los sistemas hiperbolicos no lineales, las discontinuidades pueden
formarse a lo largo de la evolucion temporal de la solucion. A las singularidades que
se desarrollan en las soluciones se les llama ondas de choque o shocks, en inglés
[3]. Para definir como estas funciones siguen siendo soluciones, en el sentido estricto
de la palabra, se redefine la ecuacion que deben satisfacer agregandole un coeficiente
de viscosidad € que va acompanado del laplaciano de la variable involucrada. En el

caso de la ecuacion de adveccidon para u, se define la siguiente ecuacion modificada

U + Uy = EUgy, (1.26)



2%u
ox

difusion, ya que el término viscoso también se denomina como término difusivo

donde u,, = . A esta ecuacién se le conoce como ecuacion de adveccion -
y esta involucrado en la ecuacion de difusion, también conocida como ecuacion de
calor [§].

Si se denota a u®(z,t) como la solucién de la ecuacion con condicion
inicial ug(x), entonces u® € C°(R x [0,00)) donde C*°(R x [0,00)) es el conjunto
de funciones infinitamente diferenciables (suaves) definidas en el mismo espacio en
donde se resuelve la ecuacion. Esto se cumple incluso si ug(z) no es una funcion
suave, ya que la ecuacion (|1.26)) es de tipo parabolica. Para encontrar la solucion
a la ecuacion original se debe hacer el limite ¢ — 0 en la solucion de la
ecuacion de adveccion - difusion ; a esta forma de definir una solucién con

discontinuidades se le denomina solucién con viscosidad disipada.

1.5.2. Solucion débil

La otra forma de definir una solucién con singularidades es definiendo una
soluciéon débil de la ecuacion de conservacion, haciendo uso de la forma integral de
esta ultima. Es evidente que la forma diferencial de la ecuacién de conservaciéon no
se satisface con una funcién con singularidades ya que sus derivadas no estan bien
definidas en todo el dominio de la funcién. La idea del procedimiento de la definicién
de una solucién débil es reescribir la ecuaciéon en forma integral, trasladando las
derivadas hacia una funcién prueba, que si es una funciéon diferenciable y asi

relajar las condiciones de suavidad para la funciéon incégnita.

Sea ¢(x,t) una funcion continuamente diferenciable con soporte compacto,
ie., ¢(z,t) € Cj(Rx[0,00)). La tenencia de soporte compacto de la funcién significa
que ¢(z,t) es exactamente igual a cero fuera de algin conjunto cerrado, por lo que el

soporte de la funcion yace en un subconjunto compacto del espacio (x,t) = Rx |0, c0)
13l
Para definir la solucion débil de la ecuacion de conservacion escalar wy+ f(u), =

0, esta se multiplica por la funcién ¢ descrita anteriormente:
ur + f(u), =0 (1.27)

puy + ¢ f (u), = 0. (1.28)
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Ahora, se integra sobre todo el espacio y el tiempo,

/OOO /_Z (puy + ¢ f (u),) dodt =0, (1.29)

luego, integrando por partes cada término de la integral, se obtiene

/Z /OOO duy dt dr = /Z /OOO((ch)t — du) dt dz (1.30)
/_OO /Oo(butdtdf'f:/_oo@u da:—/ / drudt de. (1.31)

Dado que ¢ tiene soporte compacto, es posible asegurarse que lim ¢(x,t) = 0. Por
t—o00

tanto,

/Z /OOO pug dt dy = —/Z 6z, 0)u(x, 0) dl’—/z /OOO@“dtdm' (1:32)

Trabajando el segundo término, se tiene

/Ooo /_Z 0 (u)s dw dt = /Ooo /_Z((abf(U))x —gufw)dzdt  (133)
/OOO/_ZQbf(u)xdxdt:/Oooqzﬁf(u)‘o;dt—/ooo/_Zqﬁmf(u)dxdt, (1.34)

de igual manera que con la valuaciéon de la integral del término anterior, el soporte

compacto de ¢ permite justificar que lim ¢ = 0 = lim ¢. Entonces,
T—r—00 Tr—r00

/Ooo/j;gbf(u)xdxdt:—/Ooo/(:gbxf(u)dxdt. (1.35)

Por tanto, la integral de la ecuaciéon de conservaciéon multiplicada por la funcién

prueba queda como

| enrosasdi= [~ o0tz 0)ds
-/ [ Gk ouftu) dsdi =0

Por tanto, se obtiene la igualdad

(1.36)

/0°° /_Z (dpu + ¢y f (u)) do dt = —/_OO é(z,0)u(z,0) dz , (1.37)

o0



que tal y como se dijo previamente, las derivadas parciales ahora estéan siendo apli-
cadas a ¢ y la integral de la nueva ecuacion diferencial se iguala a una integral
que depende tnicamente de las condiciones iniciales del problema a resolver para u.
Entonces se dice que u es una solucién débil de la ecuacion (|1.27)) si y solo si se
cumple la igualdad para todo ¢ tal que ¢(z,t) € CL(R x [0, 00)).

Es posible demostrar que la igualdad es equivalente a la forma integral
de la ecuacion diferencial en cuestion (ecuacion [1.13), mediante la eleccién de una

funcién de prueba que esta cumpla con la siguiente propiedad:

o(o.1) = 1 para (2,t) € [z1, 2] X [t1,12] (1.38)
0 para (z,t) ¢ [x1 — €, 20 + €] X [t1 — €, + €.

Ademas ¢ es una funciéon suave en la banda intermedia con ancho e. Entonces al
calcular la integral se puede notar que esta se reduce a la integral sobre la
banda €, a raiz de la propiedad expuesta anteriormente. Al calcular esta integral
y haciendo el limite ¢ — 0, las derivadas ¢, y ¢; tienden a deltas de Dirac EL
recuperando asi los valores de u y f(u) en las fronteras del dominio [z, xs] X [t1, ]
en integrales que equivalen a los términos de la ecuaciéon de conservacion en forma
integral . Cabe destacar que este es un esbozo solamente de la demostracion, ya
que esta requiere mas rigor matematico. Sin embargo, lo imprescindible es mostrar
la equivalencia entre ambas expresiones.

La solucién de viscosidad disipada también califica como una solucién débil y
fisicamente es la soluciéon correcta. Existen muchas soluciones débiles, incluyendo
algunas que no tienen un significado fisico consistente, para ello es necesario exigir
otras condiciones sobre las soluciones débiles de tal manera que se obtenga la soluciéon
correcta. Estas condiciones son conocidas como condiciones de entropia por su papel

en la dindmica de fluidos.

1.6. Ecuacion de Burgers

Se pueden destacar las propiedades méas importantes de las ecuaciones de con-
servacion no lineales de la mecanica de fluidos a través de un ejemplo escalar conocido

como ecuacion de Burgers. Esta ecuacion tiene la siguiente forma:

2La delta de Dirac d(z) es una funcién generalizada que cumple con la siguiente propiedad

J7o 0@ —a)f(z) dz = f(a) [2].
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Uy + utty = 0, (1.39)

la cual es formalmente conocida como Ecuaciéon de Burgers sin viscosidad, pero
en este texto se le referirda solamente como Ecuacion de Burgers. Esta ecuacion es
un modelo muy simple de la velocidad u de un gas [3]. La ecuacion originalmente

estudiada por Jan Burgers contiene un término de viscosidad cinemética:
Up + Uy = EUgy, (1.40)

donde ¢ es el coeficiente de viscosidad cinematica. A esta ultima ecuacion se le
referird como Ecuacion de Burgers viscosa.

De la ecuacion se puede notar un ligero parecido a la ecuacion de advec-
cion , con la diferencia que la velocidad de adveccion « se reemplaza por la
variable que sufre la adveccion, i.e., u, lo que brinda la naturaleza no lineal de este

modelo. La ecuacion de Burgers se puede escribir en forma conservativa:

1

A partir de esta forma, se puede concluir que la funcion de flujo es f(u) = su®.

1.6.1. Curvas caracteristicas

Las curvas caracteristicas de la ecuacion de Burgers se pueden definir a través

de la siguiente ecuacion diferencial
2'(t) = u(z(t), 1), (1.42)

dado que se puede recuperar la ecuacion diferencial parcial derivando respecto al

tiempo la velocidad:

d ou Oudx
d ou ou

Por lo tanto, u es constante en el tiempo sobre cualquier caracteristica. Se puede
resolver la ecuacion ((1.42)) utilizando este ultimo hecho:

z(t) = (& 0)t + ¢ (1.45)

11
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(a) Grafica de u(z,0) = exp(—2?). (b) Caracteristicas de la ecuacion de Burgers.

Figura 1.1. Gréficas de la condicion inicial u(x,0) = exp(—mQ) para la ecuacion de
Burgers y de algunas caracteristicas asociadas a esta condicién inicial. Fuente: elaboracién
propia.

y al resolver para &, es posible resolver la ecuacion diferencial
u(z,t) = u(§,0). (1.46)

Es importante destacar que la expresion ((1.46) para u(z,t) no es valida para todo
t, dado que las caracteristicas definidas por la ecuacion ((1.45) pueden intersectarse

en algin momento. Esto se da si para algin z, se tiene que uy(z) < 0.

1.6.2. Ondas de choque

Como se puede observar en la figura , las caracteristicas asociadas a una
condicioén inicial con forma gaussiana se intersectan. Entonces, si las caracteristicas
se intersectan, la expresion no estéa bien definida, sino que u(x,t) puede tomar
varios valores a la vez, cada uno correspondiente a una caracteristica diferente. En el
caso de la ecuacion de Burgers, cuando las caracteristicas se intersectan, la solucion
se convierte en una “funciéon” con tres valores distintos. Esta soluciéon puede tener
sentido en algunos contextos, como en el caso del problema de agua superficial. Sin
embargo, en la mayoria de los casos esta soluciéon no tiene significado fisico. Por
ejemplo, en la ecuacion de Burgers la variable u(x,t) representa una velocidad y
esta debe devolver un solo valor.

La soluciéon con el comportamiento fisico correcto cuando las caracteristicas
se intersectan corresponde a una discontinuidad que se propaga con una velocidad

determinada. Este efecto se puede demostrar a través del formalismo de la visco-
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sidad disipada. Al obtener la soluciéon de la ecuaciéon de Burgers viscosa , el
parametro cu,, evita que la solucion presente una discontinuidad, dado que cuando
la onda comienza a presentar el choque, la segunda derivada de w crece mas rapido
que su primera derivada. Asi, al efectuar el limite de £ — 0 se puede obtener una
discontinuidad absoluta que corresponde a la solucién de la ecuacion de Burgers sin
viscosidad. La tendencia de adquirir una discontinuidad de las soluciones con menos

viscosidad se puede evidenciar en la figura (|1.2]).

4.0 e=0.5 4.0 e=05
e=1.6 B e=1.6
3.5 3.5
— =30 e=3.0
3.0 — =0 3.0 =0
2.5 2.5
S 3
2.0 2.0
15 L5
1.0 1.0
0.5 0.5 k
0.0 : T - . ; : T 0.0 : : - - v , .
1 20 30 40 50 60 70 80 90 10 20 30 40 50 60 70 80 90
T T
4.0 — =105 4.0 e=05
e=16 B e=16
35 3.5
— =30 =30
3.0 e=0 3.0 e=0

u
Uu

20 30 40 50 60 70 80 90 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 1.2. Graficas de las soluciones numéricas, en distintos instantes de tiempo, de la
ecuacion de Burgers viscosa para distintos valores de coeficiente de viscosidad cinemética
(€), incluyendo el caso donde no hay viscosidad (en rojo). Fuente: elaboracion propia.

1.7. Problema de Riemann

Como se ha mostrado, las soluciones a las ecuaciones de conservacién admiten

soluciones débiles que pueden presentar discontinuidades tanto en la condicion inicial
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como en la evolucién temporal de las mismas. Por esta razon, es natural estudiar
ecuaciones de conservacion con condiciones iniciales discontinuas. Este problema
es conocido como problema de Riemann. En el caso escalar, el problema de
Riemann para una ecuacion de conservacion de la forma u; + f(u), = 0 corresponde

a la siguiente condicion inicial

urp, siz <0
u(z,0) = (1.47)
ug siz >0,

en donde la soluciéon es determinada por la relacion entre uy, y ug.

1.7.1. Solucién al problema de Riemann para la ecuacién de

Burgers

Para encontrar la solucion al problema de Riemann de la ecuacion de Burgers

es necesario considerar dos casos.

1.7.1.1. Caso uy > ug:

La funcion

ur,, T < st
u(z,t) = (1.48)
UR, T > st,

conocida como onda de choque, representa una discontinuidad trasladandose a
través del eje x con una velocidad s. Esta ultima es una solucion débil de la ecuacion
de Burgers, para la condicion inicial (1.47)), si se cumple la condiciéon general de

Rankine - Hugoniot [3|, que se define como:

flur) = fur) = s(ur, — up), (1.49)

donde f(u) = %uQ. A continuacion se demuestra la expresion general de la condicion

Rankine - Hugoniot.

Prueba: Sea u una solucion débil de la ecuacion diferencial u; + f(u), = 0, de
la forma (1.48)). Sea M > st. Aplicando la expresion (1.11)) a u:
d M

a |, et de = fu) = f(un) (1.50)
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Integrando u a partir de su definicion ((1.48)), se tiene
M
/ w(, t) dz = (M + sthus + (M — sthun. (151)
-M

Entonces, sustituyendo en (|1.50)),

% (M + st)ur, + (M — st)ug| = f(ur) — f(ug) (1.52)

s(ur, —ugr) = f(ur) — f(ur), (1.53)

se obtiene la condicion de salto de Rankine - Hugoniot.

Por lo tanto, para el caso u; > ug, la soluciéon de la ecuacion de Burgers es

una discontinuidad que se propaga con una velocidad constante s = % [3].

ur, 1
1

1

1

1

1

1

1

1

S —
1

1

1

1

1

1

1

1

1

UR T
0 T T T T
0 20 40 60 80 100

X

Figura 1.3. Ejemplo gréfico de la solucién de la ecuaciéon de Burgers para el caso uy > ug.
Fuente: elaboracion propia, basada en el esquema obtenido de [6].

1.7.1.2. Caso uy < ug:

Hay multiples soluciones débiles para este caso, por ejemplo, la solucion ((1.48))

[3]. Sin embargo, esta no es la solucién que corresponde a la solucién con viscosidad
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disipiada [3]. La solucion

ur, T <urt
w(z,t) =< z/t, uit <z < upt (1.54)
UR, T > Uupt,

es la solucion correspondiente a la soluciéon con viscosidad disipada y es conoci-
da como una onda de rarefacciéon. Resulta ser poco préctico tener que recurrir
frecuentemente a la soluciéon de viscosidad disipada para encontrar la soluciéon a
cualquier caso del problema de Riemann, por lo que en su lugar se suelen imponer
condiciones conocidas como condiciones de entropia que son equivalentes a exigir

que la solucién sea consistente con el formalismo de viscosidad disipada.

URT URT
3 3
uy, ur,
0 - T T T 0 - T T v
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
T X
URT URT
3 3
Uy, ur,
0 0 2‘[’ 4‘(' 6b Sb 100 O 0 2‘1] -'l‘[i 6‘(' Xb 100
T X

Figura 1.4. Gréficas de las soluciones, en distintos instantes de tiempo, de la ecuacion de
Burgers para el caso ur, < up del problema de Riemann Fuente: elaboraciéon propia.
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1.8. Condiciones de entropia

Se ha mencionado que la solucién con viscosidad disipada es la solucion débil
correcta que debe considerarse al resolver una ecuacion de conservacion, sin embargo,
resulta ser complicado encontrar la solucién para una ecuaciéon de conservacién con
viscosidad. Por lo tanto, se suelen imponer un conjunto de condiciones que sean
equivalentes a aplicar el formalismo de viscosidad disipada. Estas se denominan
condiciones de entropia, dado que cumplen un papel similar al de la entropia
misma en problemas de la dinamica de los gases.

Existen varias versiones de la condiciéon de entropia para una ecuacion de con-
servacion. Se mostraran las dos mas relevantes con respecto a los métodos numeéricos

a tratar en este texto.

1.8.1. Condicién de entropia, primera versién

La primera version de la condiciéon de entropia establece que una discontinuidad

que se propaga a velocidad s debe cumplir con la siguiente desigualdad

f'(ug) > s> f'(ug) (1.55)

para que se satisfaga la misma condicién. Para interpretar esta condiciéon se debe
resaltar que la derivada f’(u) corresponde a la velocidad caracteristica de la onda
en un punto (x,t). Por lo tanto, se puede notar que las curvas caracteristicas se
intersectan con la velocidad de propagacion de la discontinuidad, de tal manera
que las caracteristicas a la izquierda de la onda de choque avanzan hacia el mismo
choque y las caracteristicas a la derecha son alcanzadas por la onda de choque.
Por otro lado, si se tuviese una discontinuidad que se propaga con una velocidad
s tal que se cumple la condiciéon contraria, i.e., f'(uy) < s < f'(ug), esta solucion
no seria estable ante alguna perturbacion, ya sea al anadir una pequena viscosidad
o suavizando la discontinuidad en la solucién. Al aplicar dichas perturbaciones, se

generarfan ondas de rarefaccion en lugar de ondas de choque.

1.8.2. Condicién de entropia, segunda version

Esta condiciéon desarrollada por Oleinik indica que si u(x,t) es una solucion

débil fisicamente valida si existe una constante £ > 0 tal que para todo a > 0,
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t > 0, sobre cualquier punto = del dominio espacial se cumple que:

u(@ +a,t) —u(,i) _E (1.56)

a t

1.9. Sistemas hiperbolicos lineales

El objetivo de esta seccion es explicar la solucion general de un sistema hiper-
bolico lineal y la solucion del problema de Riemann asociado. Estos resultados seran

de alta utilidad para construir la soluciéon numérica que se busca en este texto.

El sistema descrito en la ecuacion (1.2)) con una funcion de flujo dada por
F(U) = AU, siendo A una matriz con entradas constantes, es un sistema lineal de

conservacion. El sistema se puede escribir como
U;+AU, =0 (1.57)

donde A € R™™ y U : R x R — R™. Formalmente hablando, este es un sistema
lineal de m cantidades conservadas. Naturalmente, también se define una condicién

inicial para este sistema,

U(z,0) = Uy(x). (1.58)

En la seccion se defini6 un sistema hiperboélico de primer orden como un
sistema de la forma (1.7)) en donde los autovalores de A son todos distintos y son
reales. De tal manera que si el sistema es hiperbodlico, se puede diagonalizar
A e,

A =RAR . (1.59)

En esta relacion, A es la matriz definida como diag(A, Mg, ... \,) donde \; es el
i-ésimo autovalor de A. Mientras que R es la matriz formada por los autovectores

columna de A, denominados r;. Por ello, se tiene que
Ar, = \r, (1.60)
para todo p € [1,2,...,m].
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1.9.1. Resolucién de un sistema hiperbélico lineal

Se asumira que se tiene un sistema de la forma (1.57)), tal que los autovalores
de A son todos distintos y reales, i.e., se trata de un sistema estrictamente hi-
perbdlico. Este sistema se puede resolver introduciendo nuevas variables conocidas

como variables caracteristicas. Se define v como
v=R"'U. (1.61)
Por otro lado, se multiplica la ecuacion por R
R'U;, +R'AU, =0, (1.62)
sustituyendo la expresion obteniendo,
R'U;, + AR'U, =0 (1.63)

al usar el hecho de que R™'R = I. Luego, usando la definicion de v ([1.61) y dado
que este ejemplo corresponde a un sistema lineal, las matrices R y su inversa son

constantes, por tanto se tiene que
vi+Av, =0 (1.64)

. Cabe destacar la similitud entre esta ultima ecuacion y la ecuacion ([1.57)). Sin
embargo, la principal diferencia entre éstas es que la matriz A es una matriz diagonal
y la matriz A, en general, no lo es. Por tanto, el sistema definido en (1.64]) se puede

desacoplar, obteniendo m ecuaciones escalares lineales independientes. Esto es,
(vp)t + Ap(vp)s = 0, Vp e [l,2,...,m], (1.65)

donde v, es cada componente de v. Este tltimo sistema se resuelve usando el resul-
tado de la ecuacion de adveccion lineal escalar (|1.21)), obteniendo

vp(x,t) = vp(x — A\pt, 0) (1.66)

dado que v,(x,0) es la condicion inicial para cada ecuacion escalar segun ([1.58)).

Ya que se tiene la soluciéon al sistema lineal en términos de las variables carac-

teristicas, es oportuno escribir las soluciones en términos de las variables originales,
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i.e., U. De forma que se tiene,

v(x,0) = R™'Uy(x) (1.67)

U(z,t) = Rv(x,t) (1.68)

. Ademas U se puede escribir como una combinacion lineal de los autovectores de A,
tomando en cuenta que el valor v, es el coeficiente de cada autovector r, en dicha

expansion lineal, de tal manera que se tiene lo siguiente

Uz, t) =Y vy(z,t)r, (1.69)
U(z,t) = i vp(x — M\pt, O)r,, (1.70)

. Cabe destacar que, de forma similar al caso escalar, la solucion U a este sistema
lineal solo depende de la condicién inicial Uy en los m conjuntos de puntos, dados
por & — A\,t. Formalmente, su dominio de dependencia se escribe como D(Z,t) =
{r=z—-XNt, p=1,2,...,m}.

De la misma manera que al generalizar el dominio de dependencia de una
ecuacion de adveccion lineal, se pueden introducir las curvas caracteristicas asociadas
a este sistema. El conjunto de caracteristicas de la p familia esta dado por la ecuacion
2'(t) = Ap. De tal manera que dichas curvas son de la forma x = x¢ + A\t y se
interpretan como rectas sobre el plano x — ¢, lo cual es consistente con el hecho
de que se tratan de las caracteristicas asociadas a un sistema lineal. El coeficiente

vp(z,t) de cada autovector r, es constante a lo largo de cada caracteristica.

1.9.2. Solucién al problema de Riemann para un sistema hi-

perbodlico lineal

El problema de Riemann para un sistema hiperboélico lineal corresponde a la
ecuacion diferencial

U, + AU, =0 (1.71)
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junto a la siguiente condicién inicial

U,, <0
Uplz)={ (1.72)
Ugr, >0,

considerando que este sistema es estrictamente hiperboélico.

Para resolver este problema, es conveniente escribir los dos estados Uy y Upg
en términos de los autovectores de A, r;. Esta expansion se sustenta en la propiedad
de independencia lineal que poseen los vectores r; y dado que estos son m distintos

vectores, indica que forman una base del espacio R™. Por tanto,

U,=> aqr, (1.73)
p=1
Ur=>Y_ B, (1.74)
p=1
con a, y (3, reales y constantes, para todo p = 1,2,...,m. Luego, utilizando la
solucion ([1.69)) se obtiene
ap, =<0
vp(2,0) = (1.75)
Bp, x>0,

a,, si xr—MNt<O0
vp(x,t) = i b

(1.76)
Bp, si x— At >0,

utilizando la relacion del resultado (1.66]). Entonces, la solucién al problema de
Riemann tiene la forma (1.70)), con v, definido como una funcién por partes.

Si se define a P(x,t) como el valor méaximo de p tal que z — A\t > 0, entonces

se puede escribir la solucion al problema de Riemann como:

P(Q},t) m
U(z,t) = Z Bprp + Z Qpryp (1.77)
p=1 p=P(z,t)+1

Se puede verificar que esta soluciéon cumple con la condiciéon de salto de Rankine-

Hugoniot (1.49). Notando que al atravesar una curva caracteristica p, el coeficiente
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de r, salta de acuerdo a la siguiente expresion:
ULy = Ugp = (By — )1y (1.78)

donde Uy, y Ug, son los valores de la onda a la izquierda y derecha de la curva
caracteristica p, respectivamente.

Tomando en cuenta que F(U) = AU, entonces:

F(ULp) - F(URp) = A(ULP - URp) (1-79)
F(Ur,) —F(Ugy) = A(B, — ap)ry (1.80)
F(ULp) - F(URp) = )‘p(ULp - URp)? (181)

con lo cual se demuestra que se cumple la condiciéon Rankine - Hugoniot, notando
que la velocidad de propagacion de la discontinuidad es A,.
Otra forma util de escribir la solucion ((1.77)) es a través de los saltos previamente

desarrollados, esto es,

U(x,t) = Ug(x,t) + Z (Bp — ap)r), (1.82)

Ap<z/t

o de forma equivalente,

U(z,t) = Ug(z,t) — Z (Bp — ap)ryp. (1.83)

Ap>x/t
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2. METODO DE VOLUMENES FINITOS Y
ESQUEMA DE ROE

A continuacion se describen el método y los esquemas a utilizar para llevar
a cabo una soluciéon numérica de una ecuaciéon de conservacion. La idea princi-
pal del capitulo es describir el método de volumenes finitos y la motivaciéon de su
uso. Se explicaran los esquemas adecuados para aplicar el mencionado método, un
solucionador del problema de Riemann, denominado esquema de Godunov y otro
solucionador aproximado del problema de Riemann, denominado esquema de Roe.
Este tltimo es el esquema elegido para resolver las ecuaciones de Euler en este texto.
El contenido de este capitulo se basa en el capitulo Numerical Methods in One Di-
mension del texto [B] y en el capitulo de Numerical Methods del texto [6], ambos

escritos por Randall LeVeque.

2.1. Método de volumenes finitos

El método de volimenes finitos (MVF) es un método numérico de integracion
que se especializa en resolver ecuaciones diferenciales escritas en forma conservativa.
El MVF destaca por ofrecer una interpretacion peculiar de la funciéon a resolver, ya

que es un método basado en la forma integral de las ecuaciones.

2.1.1. Discretizacion del dominio

Al aplicar un método numérico para resolver una ecuacién diferencial se nece-
sita discretizar el dominio de la funcién y la funcién misma, redefiniendo algunas
nociones mateméticas y utilizando aproximaciones. Sea D = [a,b] el dominio es-
pacial de la solucién de una ecuacion de conservacion. Para aplicar el MVF, este
dominio se divide en N intervalos iguales llamados celdas. Cada celda se denomina

C; y se define como un intervalo, C; = [x;, x;+1]. Ademas, cada celda tiene un ancho
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h [ dado por

b—a
h = 2.1
N 21)
Por lo tanto, se tiene una expresion para el valor de cada x;,
|L|
Iy Li  Ti+1 LN+1

Figura 2.1. Esquema de simbolos utilizados para la discretizaciéon del dominio espacial.
Fuente: elaboraciéon propia.

El dominio temporal, dado por la variable ¢, se discretiza de forma similar. El ins-
tante inicial ¢y corresponde a ¢t = 0, de tal manera que cada instante consecuente
esta separado por un miltiplo entero de una cantidad k denominada salto temporal.

Por lo tanto, el enésimo instante de tiempo queda expresado como

t, = nk, Vn € N. (2.3)

2.1.2. Aproximaciones numéricas

Para referirse a la funcién U discretizada se utilizara una notaciéon especial,
esta es,
U(z;, t,) = U (2.4)

(2

que se interpreta como el valor aproximado numéricamente de la funciéon U en un

instante ¢,,. Para conseguir dicha aproximacion, el MVF utiliza la siguiente expresion

1 [ 1
U~ — U(z,t,)de = —/ U(z,t,)dz (2.5)
) he

T

'La diferencia entre dos puntos sobre el eje x también se denomina Az, pero se opta por usar
h como simbolo, para evitar escribir ecuaciones engorrosas.
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de tal manera que, aproximadamente, U toma el valor promedio de U(z, t,,) Elsobre
la celda C;. Vale la pena destacar que si las funciones u; de las que depende U son
funciones suaves, la expresion para U coincide en O(h?) con el valor exacto de U

en el punto medio de la i-ésima celda.

Uj—1

U, — — Uy

Figura 2.2. Grafica de la construccién de una funcién escalar numéricamente aproximada
uj, en un dominio con pocas celdas. Se puede considerar que una funcién numéricamente
aproximada por el MVF es una funcién definida por partes, en donde cada parte es una
constante. Fuente: elaboracién propia.

La ventaja de utilizar un método aproximado basado en los valores promedio de
las funciones en las celdas es que éste puede considerarse un método conservativo
de tal manera que imite la ley de conservacion obtenida a partir de la forma integral
de la ecuacion de conservacion. Esta caracteristica es sumamente importante al
considerar ondas de choque como posibles soluciones.

Habiendo considerado la aproximaciéon para obtener U], para continuar con
la discretizacion del problema se puede integrar la ecuacién de conservacién sobre
el dominio [z;, Z;y1] X [tn,tns1], que corresponde a la integral sobre una celda C;
del dominio espacial y sobre un instante temporal. Utilizando la expresion se

obtiene

/C Ul trer) do - /C Ul 1) dr = /t T B U 1) di - /t T B (U, 1) dt
| 1 ’ ' (2.6)

2Para un sistema de conservacién, tanto U como U son vectores. Entonces, formalmente ha-
blando, cada componente de U es aproximadamente el valor promedio de cada componente de U
en una celda C;.
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1 1 1 [+
—/ U(x,tyyr)de — —/ U(x,t,)dz = —/ F(U(x;,t))dt —
h Je, h Je, hJ, 2.7)

tnt1
- / F(U(ZL‘H_l, t)) dt
hJ,

En esta expresion se puede obtener la diferencia exacta entre dos estados temporales
del valor promedio de U. Las integrales del flujo sobre el tiempo no se pueden calcular
con exactitud, dado que se necesitaria saber exactamente como evoluciona U con el

n

tiempo. Entonces, se define el flujo aproximado F" .,
2

1 tnt+1
2 E/ F(U(zi, 1)) dt (2.8)
2
tn
Ademas, se puede usar el hecho de que la informacion se propaga con velocidad finita
a través del espacio, usando las conclusiones del tema del domino de dependencia
de una ecuacion de conservacion. Por lo que se puede asumir que el flujo numérico

aproximado F" , depende unicamente de los valores de U en las celdas adyacentes,

N

"

= F(UL, U (2.9)

7

por esta razon, se utiliza el indice fraccionario para indicar dénde se calcula el flujo
F.

DN

Ti—1 L Lij+1

Figura 2.3. Esquema que muestra que el flujo numérico aproximado F' se calcula entre
las interfaces de las celdas C;. Fuente: elaboracién propia.
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Si es posible promediar adecuadamente el valor del flujo entre las interfaces de
las celdas, se podré construir un método numérico discreto completo. Sustituyendo

las expresiones para las aproximaciones numéricas en (2.7, se obtiene

Ut - Up = [Fy - Ry (2.10)
n+1 n k n n n n
Ui - Ui = E [F(Uz;p Ui ) - F(Ui 7Ui+1)] (2-11)

de tal manera que se obtiene un método iterativo para calcular U en cualquier
instante de tiempo t,,.

Como se mencioné previamente, un método numérico de la forma ([2.10) es
considerado conservativo, dado que imita la propiedad de la solucion exacta,
pero en forma discreta. Si se suman todos los valores de U y F' sobre todas las celdas,
desde la celda Cj, hasta la celda Cr a partir de la expresion , se obtiene

R k R
> ot —ur] EZ Ur,,ury - F(UMNUR)] =0 (2.12)
i=L i=L
S k
D urt =] = 5 [FWUR L, UR) = FUL ULy)] =0 (2.13)
i=L

o bien, utilizando la notaciéon de medios enteros

R

(Ut = Uyl LA T (2.14)
] -

i=L
A partir de este tltimo resultado se puede concluir que la diferencia entre la suma de
los valores de U en un conjunto de celdas consecutivas varia inicamente de acuerdo
a los flujos sobre las fronteras de las celdas exteriores. En caso las celdas exteriores
fueran las que limitan el dominio completo, se tendrian que invocar las condiciones

de frontera adecuadas para el problema a resolver.

2.2. Esquemas de flujo numérico

El método iterativo utilizado para resolver la ecuacion de conservacion depende

de como esté definida la funcion de flujo numérico . en la interfaz entre dos
2

celdas, por lo que es necesario definir un esquema que calcule F' basdndose en los

valores de la funcion U adyacentes. A continuacién se presentan algunos esquemas
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que proporcionan una funcién de flujo numérico escalar.

2.2.1. Esquema de Lax-Friedrichs

Para definir una funciéon de flujo numérico aproximada, que dependa de los
valores de u]' en dos celdas vecinas, se puede considerar promediar el valor de la
funcién de flujo exacta valuada en los valores de u en ambas celdas, esto es

(f(uiz1) + f(uwizr)) (2.15)

F(Ui—l, Ui+1) =

N | —

de tal manera que al sustituir en (2.11]) se obtiene

k
“?H =u + o [f(“?fl) - f(u?+1)] . (2.16)

Sin embargo este esquema no es estable numéricamente para ningan valor de h/k.

En cambio al usar el siguiente flujo modificado

h
(f (ui—1) + fluipr)) + o (wim1 — Uit1) (2.17)

N | —

F(uio1,uip1) =
se obtiene el esquema de Lax-Friedrichs al sustituir en (2.11)),

ntl _

u;

n n h n n
(uifl + Ui+1) + % (f(uz71> - f(uerl)) (2.18)

N | —

Este esquema produce un flujo correcto a primer orden. El término anadido al
flujo en (2.17)) es un flujo difusivo que funciona agregando una pequena viscosidad

artificial a la dindmica de la solucién.

A continuaciéon se presentan dos esquemas que se basan en la solucion del

problema de Riemann en forma exacta y aproximada, respectivamente.

2.2.2. Esquema de Godunov

El esquema propuesto por Godunov consiste basicamente en resolver el pro-
blema de Riemann de la ecuacién de conservacion en cuestion para cada celda del
dominio con el objetivo de calcular el flujo numérico adecuado en las interfaces de
las celdas. La ventaja de este esquema es que al resolver el problema de Riemann
en distintos intervalos espaciales, este método resulta ser conservativo, puesto que

la solucion al problema de Riemann satisface la ecuacion de conservacion como una
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soluciéon débil.

El esquema de Godunov define una funcién por partes @™ (z,t,) que toma el
valor de u]" para cada x € C; como un valor constante (La idea de interpretar a u
como una funciéon por partes fue discutida en la figura ), y esté definida para
un intervalo temporal ¢, < t < t,,1. De tal manera que u"(z,t,) se toma como
la condicién inicial para resolver la ecuaciéon de conservaciéon en cuestion en dicho

intervalo de tiempo, por tanto, resolviendo una secuencia de problemas de Riemann.

Ya que la idea de un esquema numeérico el contexto de los métodos de voliimenes
finitos es producir un flujo numérico adecuado, el esquema de Godunov redefine la
funcion de flujo aproximado (2.8)) como la integral del flujo exacto en la coordenada
x; dado al valuar la la funciéon por partes @"(x,t,) en la funciéon de flujo, esto es

y=p [ (2.19)

La diferencia entre esta integral y la definida en es que la solucion de la dltima
es trivial. Esto se justifica con el hecho de que todas las soluciones al problema de
Riemann en x = x; son soluciones de similitud, i.e., son constantes en las rectas
dadas por (z — z;)/t = ¢, con ¢ constante. Entonces, @"(x;,t) es constante en el

tiempo y la integral es trivial.

Sea u*(ur;ur) la solucion al problema de Riemann sobre la recta x/t = 0, que

se obtiene con la siguiente condicién inicial

ur, sir<0
u(z,0) = . (2.20)
ugp sixz >0

entonces, se define a " (z,t) como
(i, t) = u(uf_g;ul). (2.21)
Por tanto, el flujo numérico se reduce a
Flufy,uf) = f(u(uig;u)) (2.22)

y el esquema de Godunov aplicado al MVF resulta en

el IS

ui =g [ (g e]) = (e udy)] (2.23)
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2.2.2.1. Esquema de Godunov para el caso escalar

Para definir la funcion u*(ur; ug) basta con recordar que el problema de Rie-

mann tiene una soluciéon que corresponde a una discontinuidad que se traslada con

%, de acuerdo a la condicion Rankine - Hugoniot. Por

tanto, es conveniente proponer una soluciéon de este tipo para u*;

una velocidad s =

. urp, sis>0
u*(ur;ug) = (2.24)
urp sis<0.

Sin embargo, esta construccion no garantiza que se satisfaga la condicion de entropia.
Para corregir esto, se debe considerar usar la solucion débil que satisface la condicion
de entropia, que puede consistir en una onda de choque o en una onda de rarefaccion.
En caso f(u) sea una funcion convexa, es decir que f”(u) > 0 para todo u, se deben

considerar cuatro casos:

f'(ur), fllug) >0 = u" =ug (2.25)

2. fl(up), fllug) <0 = u" =ug (2.26)

3 P> 0> flug) = w =™ P70 (2.27)
ur sis<O.

4. fllug) <0< fl(ug) = u* = us. (2.28)

Los primeros 3 casos estan dados correctamente por ([2.24]). El caso ntiimero 4 corres-
ponde a una solucién conocida como onda de rarefaccion transonica y la funcion u*
toma el valor intermedio u,. Este valor se conoce como punto sonico y representa el

valor de u para el cual la velocidad caracteristica es cero. Esto es,
f'(us) = 0. (2.29)
Entonces, se puede definir el flujo del esquema de Godunov como

min,,, <y<u U siup, <u
Flug,ug) = szusen (1) e (2.30)

My, ,<y<u;, f(U) siugp > up

para luego sustituir en (2.11]) y concluir con la aplicacion de este esquema en el caso

escalar.
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2.2.2.2. Condicién de estabilidad del esquema de Godunov

Ahora bien, es posible que el valor de la soluciéon @"(z;,t) no sea constante en
x; por el efecto de otras ondas que se propagan e interferirian con la solucién. Sin
embargo, las velocidades de las ondas estan limitadas a los autovalores de la matriz
jacobiana f’(u) y dado que los intervalos que separan cada dominio en que se resuelve
cada problema de Riemann independiente estdn separados por una distancia h, se
puede asumir que u"(x;,t) sera constante en el intervalo de tiempo [t,, t,,1] siempre

que k sea lo suficientemente pequeno. Mateméaticamente, esto se describe como

<1 (2.31)

1. (2.32)

2.2.3. Esquema de Roe

El esquema de Roe es un método numérico basado en la resoluciéon aproxi-
mada del problema de Riemann, a diferencia del esquema de Godunov, que es un
solucionador exacto.

El esquema de Godunov resuelve el problema de Riemann sobre cada celda del
dominio discretizado y genera el flujo numérico apropiado entre las interfaces de las
celdas del dominio, para cada instante de tiempo. Sin embargo, el valor obtenido
para la funcién en cuestion, en cada celda es el promedio de la funciéon exacta
en dicho intervalo; y esto produce error numérico. Por otro lado, la resolucion del
problema de Riemann es usualmente una tarea realizable, pero que puede ser costosa
y tipicamente se necesita de algiin otro método numérico para resolver ecuaciones
algebraicas no lineales que complementan alguna iteracion del calculo de la solucion
numérica. Por estas razones, se considerara utilizar y estudiar a fondo un esquema
aproximado como solucionador de Riemann, ya que involucra medios méas préacticos

para obtener la solucién numeérica a un sistema de conservacion.

2.2.3.1. Idea general de una solucién aproximada

Sea ﬁ(x, t) una solucion aproximada al problema de Riemann para la ecuacion
de conservacion U, +F(U), = 0, entre dos celdas del dominio discretizado; cada una

con valores iniciales Uy y Uy para U. Como se mencioné en la seccion [2.2.2] toda
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solucion al problema de Riemann puede escribirse como una funciéon que depende
solamente de x/t. Entonces se define la solucion aproximada como una funciéon de
mencionado tipo, U(xz,t) = Ww(z/t). Para que esta solucion sea conservativa, debe

cumplirse la siguiente condiciéon para todo M suficientemente grande:

M
/ | W(©dE = M(Us + Uy) + F(Uy) + F(Up) (2.33)
cabe destacar que utilizando los resultados de la seccién se puede demostrar
que la soluciéon exacta del problema de Riemann satisface esta condiciéon cuando se
integra sobre [M, M] x [0, 1]. Si W satisface la igualdad anterior entonces se puede
aplicar el MVF para encontrar la solucién aproximada. Se puede integrar w de 0 a
M, de tal manera que siendo M suficientemente grande, se obtiene una expresion

para el flujo numérico aproximado F(Up, Ug) en términos de Ug

/M W(§)d§ = MUg + F(U, Ug) — F(Ug) (2.34)

M
F(U.,Ug) = F(Ug) — MUpg + /0 W(&)de. (2.35)

o bien, en términos de Up,

F(U,,Up) = F(Uy) + MU, — / OM W) de. (2.36)

2.2.3.2. Modificacioén de la ecuacion de conservacion

Puesto que se necesita resolver una version aproximada del problema de Rie-
mann, es natural tener que redefinir la ecuaciéon de conservaciéon a resolver para
cada par de celdas como otra ecuacion que sea mas sencilla de resolver. Sea esta una

ecuacion de la forma

U, +F(U), =0 (2.37)

donde F es una funcion de flujo que se aproxima en algtn limite a la funcion original
F y es una funciéon mas sencilla de trabajar al momento de resolver el problema de
Riemann. Al integrar la ecuacion (2.37)) sobre el dominio [-M, M| x [0, 1] se puede
concluir que la condicién descrita en se cumplird si la siguiente relacion entre

ambas funciones de flujos también se cumple,
F(Up) - F(UL) = F(Ug) — F(Uy). (2.38)
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Entonces, se define a W(z/t) como la soluciéon a la ecuacion (2.37)). Por tanto, se

puede encontrar una expresion para la funcién de flujo numérico,

F(Ug,UyL) = F(W(0)) + F(Ug) — F(Upg). (2.39)

2.2.3.3. El solucionador de Riemann de Roe

La idea béasica del esquema de Roe consiste en resolver el problema de Riemann,
sobre cada celda del dominio, para el sistema de ecuaciones de conservacion original
como un sistema con coeficientes constantes. La resolucion de un sistema hiperbélico
lineal fue expuesta en la seccion [1.9.1] Por tanto, en el esquema de Roe, la funcion

de flujo aproximada F es una funcion lineal, i.e,
F(U)=AU. (2.40)

Dado que esta definicion para la funcion de flujo depende del problema de Riemann a
resolver, es evidente que la matriz A dependera de los valores de las celdas adyacentes

en donde se desea calcular el flujo,

~

A =AU, Up). (2.41)

En general, la definiciéon de la matriz A dependera del sistema que se busca apro-
ximar. Entonces el sistema lineal que define la solucién aproximada U se escribe

como

U, + AU, Up)U, =0. (2.42)

Como se mostro en la seccion la solucion al problema de Riemann de la ecuacion
1' si A tiene autovalores \; y autovalores t;, se puede expresar utilizando la
siguiente expresion
Ur—UL =) ofy. (2.43)
p

Esta ultima se justifica a través de las expresiones de las soluciones al problema de
Riemann para un sistema hiperbolico lineal, segin las ecuaciones (1.73) y (1.74)).

Utilizando las expresiones ([1.82)) y (1.83)) se obtiene

U, t) =Up+ Y apf, (2.44)

Ap<z/t
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Haciendo uso de la solucion de similitud, U(z, t) = Ww(xz/t) = W(€), con & = z/t, se
puede escribir
W) =Ur+ > af, (2.45)

Ap<t
donde la suma es sobre todo p tal que A\, < £ De manera equivalente se puede

escribir la solucién en términos de Ug,

W) =Ur— ) opfy. (2.46)

Ap>€

Se coment6 que la definicion de la matriz aproximada A (U, Ug) depende
del sistema a resolver. Sin embargo, Roe propone tres condiciones generales que se

deben imponer a esta matriz.

La primera condicion exige que
i) A(Up, Ug)(Ug —UL) =F(Ug) — F(Uyp), (2.47)

con la cual se garantiza que se cumpla la relacion (2.38) que a su vez garantiza
la condicion que debe cumplir toda soluciéon aproximada, descrita en ([2.33)). Otro
efecto de la anterior condicién es asegurar que se cumpla la relacién de salto de

Rankine-Hugoniot; combinando la ecuacion
F(UR) - F(UL) = S(UR - UL), (248)

donde s es la velocidad de la onda de choque o discontinuidad de contacto, con la
condicion 1' se muestra que Ui — Uy, es un autovector de A con autovalor s.
Con este resultado, la soluciéon aproximada U consiste en un salto Ug — UL que se

propaga con una velocidad s.

La segunda condicion,
ii) A es diagonalizable con autovalores reales. (2.49)

implica que el sistema ([2.42)) se puede resolver y es hiperbolico.

La tercera y tltima condiciéon establece que
iii) A(Ug,Ug) — F/(U) suavemente mientras Uy, Uy — U. (2.50)

La tercera condicion garantiza que el método de Roe funcione adecuadamente con
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soluciones suaves, en contraste con la primera condicién, que garantiza el funciona-

miento del método con discontinuidades locales.

2.2.3.4. El flujo numérico de Roe

La funcién w(§) que se encarga de producir el esquema numérico de Roe co-
rresponde a la solucion exacta del problema lineal descrito en la ecuacion (2.42)).
Entonces, utilizando la expresion de flujo numérico de (2.39) con el flujo numeérico

aproximado ([2.40)), se obtiene
F(U., Ug) = Aw(0) + F(Ug) — AUp (2.51)

sustituyendo la solucion ([2.46)) se obtiene,

F(UL,Ug) =F(Up) — A ) a,f, (2.52)
Ap>0
F(UL Ug) =F(Ur) = Y _ Moyt (2.53)
p=1

donde )\; = max (A, 0). También es posible escribir el flujo numeérico en términos
de U L

F(UL, Up) =F(Uy) + > _ A\ oy, (2.54)
p=1
con 5\; = min(j\p,O). Combinando ambas expresiones mediante un promedio, se

obtiene el flujo numérico de Roe,

(F(UL) +F(UR) = =3 Syl (2.55)

p=1

F(UL,Ug) =

N | —
[\

2.2.3.5. Correcciéon de entropia sénica

Una desventaja del método de Roe es su incapacidad de producir las soluciones
fisicamente correctas en el caso que la solucion al problema de Riemann corresponda
a una onda de rarefacciéon soénica, ya que puede producir soluciones que violan la
condicién de entropia. La onda de rarefaccion sonica fue expuesta en la ecuacion
, considerada como un caso especial por el esquema de Godunov. Por lo tanto,
en el contexto del esquema de Roe, este caso se puede determinar cuando se cumple

que Ay < 0 < A, g, donde A\, x = A\, (Ug). Si esta condicién se da, es necesario
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modificar el flujo numérico de Roe. Hay varias maneras de corregir esto. El flujo

modificado propuesto por Harten y Hyman [7] es el siguiente.

1 1 & .
F(UpL,Up) = 5 (F(Uy) + F(Up)) - 5 Z:: o)ty (2.56)

donde

. 0 si |\, <&
HM) =4 " ' ’f’| P (2.57)
Al sL[Ap] =6
con

8, = max(0, Ay — Ap.Ls Apr — Ap)- (2.58)
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3. ECUACIONES DE EULER Y APLICACION
DEL ESQUEMA DE ROE

En este capitulo se explican y derivan las ecuaciones de Euler utilizando las
variables generales (presion, densidad y velocidad) y se introducen las variables con-
servadas. Se explican las ligaduras adicionales involucradas para que las ecuaciones
de Euler sean aplicadas a un gas ideal poliatémico.

Se describe el esquema de Roe implementado en la solucion de las ecuaciones de
Euler para un gas ideal poliatémico asi como las demas especificaciones requeridas
por el método de volimenes finitos. Se explica la implementacién del método numé-
rico en C++. Se muestran los resultados obtenidos para un problema de condiciones

iniciales especificas.

3.1. Ecuaciones de Euler

Las ecuaciones fundamentales de la dindmica de fluidos se basan en las siguien-

tes leyes de conservaciéon universales:
e Conservacion de la masa
e Conservacion del momentum
e Conservacion de la energia.

La ecuacion de conservacion de la masa, que se derivo en la seccion [I.2] consiste
en aplicar la ecuacién de continuidad para un fluido con cierta densidad. La ley
de conservacion del momentum resulta al aplicar la Segunda Ley de Newton en un
fluido. Por tltimo, la ley de conservaciéon de la energia es equivalente a la aplicacion
de la Primera Ley de la Termodindmica. Ademas de las tres ecuaciones de conserva-
cidon, es necesario establecer una relacion entre las variables fisicas del fluido, de tal

manera que el sistema de ecuaciones sea resoluble [§]. En el caso de un gas ideal, la
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ecuacion adicional que relaciona las variables densidad p, presiéon p y temperatura

T, es la ecuacion de estado.

3.1.1. Derivacion de las ecuaciones

La ecuacion de continuidad, derivada en la seccion [I.2] tiene la siguiente forma

pe + (pv)z = 0. (3.1)

Ya que el flujo asociado a esta ecuacion de conservacion es pv, se puede interpretar
que, generalmente, para cualquier cantidad fisica z que sufra advecciéon, su flujo
estara dado por el producto de la cantidad por la velocidad de adveccion, i.e., f = zv.

A partir del ultimo razonamiento, el flujo asociado a la adveccién de momentum
pv, tiene una contribucién al flujo dada por (pv) - v = pv?. Sin embargo, ademas de
la adveccion que sufre el momentum, deben considerarse las fuerzas que actiian en
el fluido para expresar el flujo total del momentum. En este texto no se consideraran
fuerzas externas, por lo que inicamente habria que tomar en cuenta la fuerza interna
del fluido, que estda dada por el gradiente de presién, p, [6]. De esta manera, se

consigue la ecuacion de conservacion del momentum:
(pv)s + (pv* + p), = 0. (3.2)

Para derivar la conservacion de energia, se debe considerar que ésta se compone
por un término cinético y uno correspondiente a la energia interna del fluido. Sea F

la densidad de energia total de un fluido. Entonces, se tiene que:

1
E = 502 + e, (3.3)

1
2

de masa y e es la energia interna por unidad de masa del fluido, que también

donde el término 2v? corresponde a la densidad de energia cinética por unidad
suele denominarse como energia interna especifica. La energia interna depende de
los grados de libertad internos de las moléculas de los gases, considerando energia
de rotacion, cinética, de vibracién y otras formas més complejas de energia. Las
ecuaciones de Euler suponen que la ecuacion de estado provee una expresion para la
energia interna especifica tal que ésta depende de la presion y la densidad del fluido

unicamente
e = elp, p). (3.4)
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De igual manera que con el momentum, la energia total se ve afectada por la advec-
cion del flujo del fluido. Dado que no se consideran fuerzas externas que afecten al
sistema, tinicamente la presion del fluido hace trabajo y es proporcional al gradiente

de vp. Entonces la ecuacion de conservacion de la energia se reduce a:
(pE)¢ + [v(pE + p)l. = 0. (3.5)

Haciendo notar que pE corresponde a la energia total del gas.

Las ecuaciones de Euler, (3.1)), (3.2)) y (3.5]) se pueden escribir en forma vecto-
rial, obteniendo:

p pv
ov| + | p®+p | =0, (3.6)
pE],  [v(pE+p)]

cuya forma coincide con la presentada en (1.1). Cabe mencionar que en este texto

se considerardn problemas unidimensionales solamente.

3.1.2. Ecuacién de estado para un gas politrépico

Para completar el sistema de ecuaciones de Euler, es necesario definir la ecua-
cion de estado que relacione la energia con las variables fisicas de presion y densidad.
El desarrollo de la ecuacién de estado para un gas ideal sigue de cerca la secciéon
Ideal Gas del capitulo Some Linear Systems en [6].

La energia interna de un gas ideal es inicamente dependiente de la temperatura,
e=-e(T). (3.7)

Mientras que la temperatura se relaciona con la presion y densidad a través de la

ley del gas ideal, que define al mismo. Esta es:
p=RpT (3.8)

donde R es la constante especifica de los gases, que se define como el cociente entre
la constante de Boltzmann kp y la masa de cada molécula del gas m [1]. Por otro

lado, la energia interna especifica es proporcional a la temperatura,
e=c,T (3.9)

donde ¢, es la capacidad calorifica especifica a volumen constante. Los gases que
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cumplen con esta propiedad se conocen como gases politropicos. Entonces, si se
cambiase la temperatura de un gas en una cantidad infinitesimal d7", manteniendo

el volumen constante, se obtendria
de = ¢,dT (3.10)

como cambio infinitesimal de energia interna especifica. En cambio, si se permite
que el gas se expanda pero manteniendo ahora la presiéon constante, se obtendria
una expresion para el cambio de energia considerando al trabajo, dW = —pdV,

realizado sobre el gas, esto es

mde =dW +dQ (3.11)
mde = —pdV +dQ (3.12)
de=—Laqv + ¢, dT (3.13)
m
y puesto que al usar p = {7, se obtiene que dV' = md(%), entonces:
1
de = —pd(;) + ¢, dT (3.14)
dle+2) =
(e + —) = ¢, dT, (3.15)
p

donde ¢, es la capacidad calorifica especifica del gas a presiéon constante. A partir

del anterior resultado se define la entalpia interna h;:

h =e+ =, (3.16)

I3

mientras que la entalpia total h E| es:

h:E+% (3.17)

Para un gas politrépico se considera a ¢, como constante, por lo que integrando la

ecuacion ([3.15)) se obtiene otra expresion para la entalpia interna,

h; = c,T. (3.18)

INo confundir con h definida en como el tamano de cada celda del dominio.
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Por otro lado, de acuerdo a la ley del gas ideal, se tiene la siguiente relacion
cp—Cy =TR. (3.19)

Para continuar con la derivacion, es conveniente definir el coeficiente de dilatacion

adiabéatica v como:
%, (3.20)

Cy

ry

Dicha cantidad esta estrechamente relacionada con el nimero de grados de libertad
internos del gas, que depende de la naturaleza del mismo. Segin el teorema de
equiparticion de la energia, el promedio de energia involucrada en cada grado de
libertad es el mismo. Especificamente, cada grado de libertad aporta una cantidad
promedio de energia por molécula de %kBT. De tal manera que si existen a grados
de libertad internos en un gas que tiene n moléculas por unidad de masa, se obtiene

una expresion para la energia interna especifica

e= %nkBT (3.21)
o bien,
o
e= §RT. (3.22)
Comparando con (3.9)) se obtiene
¢y = =R, (3.23)
2
sustituyendo en (|3.19)),
¢, = (1 + %) R. (3.24)

Y al aplicar la definicion de v en (3.20)) se obtiene la expresion

2
p=2r2 (3.25)
a

que, como se expuso previamente, relaciona el nimero de grados de libertad con el
coeficiente de dilatacion adiabatica. Por ejemplo, para gases monoatémicos se con-
sideran tnicamente tres grados de libertad, correspondientes al movimiento trasla-
cional en tres dimensiones, por lo que & =3 y v = 5/3. En gases diatémicos (como
el aire, compuesto por Hy y Ny principalmente) se agregan dos grados libertad co-
rrespondientes a dos ejes de rotacion posibles para cada molécula, de tal manera

quea=5yy=7/5=14.
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Por ultimo, se escribe la ecuacion de estado del gas ideal para la energia utili-

zando (3.8]),

e=cT == g (3.26)
p
(v=1p (3:27)

De tal manera que la energia total del gas (pE) queda como

1 p
E=>p?+——. 2
pE =gt (3.28)

3.2. Aplicacién del esquema de Roe

Para aplicar el esquema de Roe en la expresion del método de voltimenes finitos,

dada por

n n k n n n n
Ui - Ui = E [F( i—l?Ui ) - F(Ui ) i+1)] ) (3-29)

es necesario definir el flujo entre cada interfaz, F, 11 La expresion de dicho flujo, en
su forma simple, se detall6 en (2.55)). Mientras que la version del flujo en conjunto
con la correccion de entropia es (2.56). Por tanto, el siguiente paso es construir el

flujo de Roe de acuerdo a las aproximaciones correspondientes.

3.2.1. Variables conservadas y propiedades de A(U)

Para implementar el método de volimenes finitos junto al esquema de Roe en
la solucién numérica de las ecuaciones de Euler es necesario identificar las variables
conservadas involucradas en la definicién de un sistema general de conservacion,
definido en . Comparando esta expresion con el sistema (3.6]) se obtiene:

u p
U= |u| = |w (3.30)
us pE
f pv
F=|fl=| p?+p |. (3.31)
fs v(pE + p)

Por tanto, se define a u; como la i-ésima variable conservada cuyo flujo correspon-

diente es f;.

42



Por otro lado, el esquema de Roe depende de los autovalores y autovectores de
la matriz jacobiana A (U) definida en ((1.7)). Aplicando la definicion (1.6) mientras se
toma en cuenta la ecuacion de estado para la energia (3.8)), se obtiene una expresion

para esta matriz:

0 1 0
A(U) = 3(y =3’ (3= (v=1)| . (332)
5(v = 10" —v(pE+p)/p (pE+p)/p—(y=1v*
Seguidamente, se deben calcular los autovalores y autovectores de esta matriz. Si-

guiendo la notaciéon de los dltimos capitulos, al autovalor \; le corresponde el auto-

vector r;, y estos son:

AM=v—c, M=c M=v-+c, (3.33)
1 1 1
rr=|v—c|, ro=|v |, r3=|v+c]|. (3.34)
h —vc 12 h + ve

2

donde c es la velocidad del sonido, dada por:

c= \/?, (3.35)

mientras h es la entalpia total definida en (3.17]), o bien, equivalentemente:

b= So? 4 (L) L (3.36)

2 v—1)p
Por lo tanto, es posible escribir la velocidad del sonido en términos de la entalpia y

la velocidad:
=(y=1)[h—37]. (3.37)

3.2.2. Valores promediados de Roe

Retornando a la expresion para el flujo numérico simple de Roe,
1 Iem i o«
F(UL,Ux) = 5 (F(UL) + F(UR) — 5 3 Aylafy, (3.38)
p=1
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se destaca que es necesario encontrar los autovalores ;\Z y autovectores 1; corres-
pondientes a la matriz aproximada A. Roe [9] propuso expresiones, basadas en
promedios especificos de los valores adyacentes, para los mencionados autovectores
y autovalores de la matriz aproximada y junto a Pike demostraron que son los tinicos
promedios que satisfacen las condiciones necesarias impuestas al flujo numérico del

esquema de Roe [I0]. Los autovalores y autovectores de Roe son:

M=0-0 M=2¢ MN=0+7 (3.39)
1 1 1
Hh=|0-c|, To=|0 |, T3=]|0+¢]|. (3.40)
h — o¢ 152 h+ ¢

2

Mientras que los coeficientes de las caracteristicas «; estan dados por:
- I, 1 -
[Ap — pcAv], g = = [PAp—Ap|, as= @[Ap + pcAvl],  (3.41)

con

RN (3.42)

VPL ULt VPR VR (3.43)
VPL+ /PR '

i VvPLhr +/pr-hr (3.44)
VoL + /PR '

&= (y—1[h— 107 (3.45)

2

[S3
I

donde Au = ur —uy, para cualquier variable u, siendo ug y uy, el valor de la variable

a la derecha e izquierda de la interfaz en donde se calcula el flujo, respectivamente.

3.3. Caracteristicas basicas de la simulacion

Para resolver las ecuaciones de Euler es necesario especificar algunas caracte-
risticas del medio y del espacio en el que toman lugar las simulaciones a presentar

en este texto.

3.3.1. Dimensiones

Las ecuaciones de Euler serén resueltas en una dimension espacial, que se puede

interpretar como la evolucion temporal de un gas dentro de un tubo. Naturalmente,
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un tubo no es exactamente un objeto unidimensional (un objeto unidimensional
es una idealizacion) pero se aproximard como tal para efectuar la simulacion. Este

dominio posee una longitud de 10m, de tal manera que definiendo los parametros

de la seccion se tiene:

a = Om, (3.46)
b = 10m. (3.47)
Es natural entonces definir una variable para el largo del dominio, L = b — a.

Mientras que el ntmero de celdas N a utilizar seré:
N = 500. (3.48)

De tal forma que el tamano de cada celda esta dado por:

10m
h= o5 =0.02m (3.49)

El tiempo total por defecto seré de 4s, y se producira la soluciéon para un ntmero
determinado de instantes temporales en total, que generalmente no coincidira con el
numero de instantes temporales calculados. Esto se hace para optimizar el tiempo
de computo. Por esta razon, el tamano de paso temporal k& puede estar sujeto a
cambios dependiendo de la simulacion, ya que en caso no se cumpla la condicién de
estabilidad deberan recalibrarse los parametros temporales.

A excepcion de los resultados mostrados en el capitulo[b] se tomara el coeficiente

de dilatacion adiabatica como el valor aproximado que posee el aire, v = 1.4 [6].

3.3.2. Condiciones iniciales

Se experimentara con tres distintos conjuntos de condiciones iniciales para las

ecuaciones de Fuler.
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3.3.2.1. Primer conjunto

Este conjunto corresponde a una solucién trivial. Las condiciones iniciales de

las variables fisicas son las siguientes

p(z,0) = (1.0 + exp[—(z — £)?]) kg/m? (3.50)
v(2,0) =1.0ms™! (3.51)
p(z,0) = 0.5 Pa (3.52)

Notando que tanto la velocidad como la presiéon son constantes, se espera que el
perfil gaussiano definido para la densidad se traslade a velocidad constante sobre el
eje x. Esto se deriva del hecho de que la ecuacion de continuidad se reduce a
una ecuacion de adveccion lineal en este caso.

Los siguientes conjuntos de condiciones iniciales corresponden a funciones defi-
nidas por partes. Las variables tendran un valor constante que depende de la mitad
del dominio en donde se valtien. Se adoptara la siguiente notacién para escribir de

manera compacta las condiciones iniciales:

V., sizx<L/2
V(z,0) = (3.53)
Vi six> L/2,

donde
p
V(z,t)=|v]|, (3.54)
P

es el vector de variables fisicas independientes.

3.3.2.2. Segundo conjunto

Este conjunto de condiciones iniciales se denomina Test de Sod [II]. Consiste

en los siguientes valores para las variables fisicas independientesﬂ

3.0 1.0
V=100, Vgr=100]. (3.55)
3.0 1.0

2Se omiten las dimensiones de las variables para mantener la legibilidad del texto, sin embargo,
todas las unidades utilizadas corresponden a las del Sistema Internacional.
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En este conjunto de condiciones iniciales se destaca la diferencia de presion en cada
mitad del dominio, asi como de la densidad, que va de mayor a menor cantidad. La

velocidad inicial del gas es nula.

3.3.2.3. Tercer conjunto

El siguiente conjunto de condiciones iniciales fue propuesto por LeVeque para
evaluar el funcionamiento del esquema numeérico utilizado cuando se presentan ondas
de rarefaccion transonica [7]. Es similar al test de Sod, pero con la diferencia que la

velocidad inicial del gas no es nula. Los valores iniciales son:

3.0 1.0
V= (09|, Vi=l09]. (3.56)
3.0 1.0

3.3.3. Condiciones de frontera

Previo a poder aplicar el método de voltmenes finitos (MVF) junto al esquema
de Roe, es necesario especificar las condiciones de frontera en el dominio espacial.
De acuerdo a la expresion , generalmente el MVF se aplica sobre un dominio
dividido en N celdas, de manera que el indice i se recorre de 1 a N. Por lo tanto, es
necesario definir los valores de la frontera, siendo estos Ug' y Uy, ;, para que los flujos

Fi y Fy,1 estén bien definidos y correspondan a flujos fisicamente consistentes.
2 2

3.3.3.1. Condiciones transmisivas

Si se asume que el gas se encuentra dentro de un tubo con las paredes extremas
abiertas, se pueden considerar condiciones que permitan la transmision del medio
al exterior [11]. Las condiciones de frontera transmisivas se puede conseguir con las

siguientes igualdades:

po =P, P = PN (3.57)
vg =07, Uy = Uy (3.58)
Py =Dy, DPhp =DN- (3.59)
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3.4. (Cbdigo implementado

Como fue comentado previamente, la solucién numérica de las ecuaciones de
Euler se implemento6 en un programa de C++. El codigo fuente completo de la simula-
cion se encuentra disponible en https://github.com/highchen147/tesis/blob/
main/euleriD/eulerlD. cpp.

3.4.1. Librerias y paquetes utilizados

Se utilizaron las siguientes librerias en el desarrollo del programa integrador:

Librerias

#include <iostream >
#include <string>
#include <ctime>
#include <cstdlib >
#include <cmath>
#include <iomanip>
#include <fstream >
#include <vector>
#include <sys/stat.h>
#include <algorithm >
#include "funciones.hpp" // Incluye funciones predefinidas

using namespace std;

En el paquete con nombre funciones.hpp se definié una funcién por partes,

con nombre step_neg, para aplicar las condiciones iniciales de forma préactica.

Listing 3.1. Funciéon step_neg

double step neg(double x, double max, double min, double x 0)

{
if (x <= x_0)
{

return max;

else
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return min;

3.4.2. Definicién de pardmetros principales

Se definio el coeficiente de dilatacion adiabatica como una variable global, esto
con el fin de evitar escribir muchas funciones en donde dicho coeficiente fuera un
parametro de las mismas y asi contar con una variable constante y segura para toda

la simulacioén.

Listing 3.2. Definiciéon de ~
const double Gamma = 1.4;

Se definieron seis parametros temporales en la funcién int main() del progra-

Listing 3.3. Parametros temporales

const double t_ total = 4; // Tiempo total en segundos
const double dt = 0.005; // Tamano de paso temporal en segundos
int Niter = floor(t total/dt); // Nudmero total de iteraciones
const int num_ outs = 400; // Numero de instantes temporales producidos
int out cada = floor (Niter / num outs); // Cada out cada veces se
// imprimen los wvalores

double tiempo = 0.0; // Variable de tiempo en la simulacidn

Los parédmetros t_total, dt y num_outs son modificables de acuerdo a lo
necesario para conseguir una simulacion satisfactoria. t_total es el tiempo total de
la simulacién, mientras que dt es el tamano de paso temporal que fue definido en
el capitulo [2| como k. El pardmetro Niter se define como el ntimero de iteraciones
necesarias temporales para conseguir una simulacion que dure lo preestablecido y
coincida con el tamano de paso dt; ademas, se usa la funcién floor () para garantizar
un numero entero de iteraciones.

La variable num_outs almacena el nimero de soluciones producidas para es-
tados temporales determinados, es decir, se imprimen los datos de las funciones
calculadas para num_outs instantes temporales, que no necesariamente coincidira
con el nimero de iteraciones. Luego se define out_cada, que calcula cada cuéntas
iteraciones se deberan imprimir los datos. Por ultimo, la variable tiempo almacena

el tiempo real de la simulacion.
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Los parametros espaciales, que fueron descritos en la seccidon se definieron

de la siguiente manera en el codigo:

Listing 3.4. Parametros espaciales

int Nx = 500; // Numero de celdas en el eje z
double L = (10); // Largo del dominio en metros
double dx = L/(Nx); // Tamano de paso en el eje x

Por ultimo, se defini6 una variable de tipo booleana, para activar o desactivar
la correcciéon de entropia. En otras palabras, esta variable decide si se usa el flujo
simple de Roe (2.55) o el flujo modificado para corregir el caso de entropia sonica
[2-50).

Listing 3.5. Correccién de entropia

bool correccion de entropia true ;

3.4.3. Objetos definidos

Las soluciones numéricas son aproximaciones en forma discreta, por lo que para
construir las funciones de magnitudes fisicas en el programa, se definieron punteros
a arreglos unidimensionales, con un tamano que coincidiera con el nimero de celdas

definido para la simulacién [

Listing 3.6. Arreglos de variables fisicas

// Cantidades fisicas

// Densidad

double xrho = new double|[Nx];
double *rho nueva = new double [Nx];
// Velocidad

double *u = new double [Nx];

double *u_nueva = new double|[Nx];
// Presion

double *p = new double [Nx];

double *p nueva = new double|[Nx];

Las variables rho, u y p corresponden a las funciones de densidad, velocidad

y presion valuadas en el instante temporal n, respectivamente. Las variables cuyo

3A diferencia del resto del texto, se definié a la velocidad del gas como u.
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nombre lleva el sufijo _nueva corresponden a la cantidad valuada en el instante
temporal siguiente n + 1, i.e,
pt <> rho[i] (3.60)

Pt < rho_nuevalil. (3.61)

También se definieron arreglos para las componentes del vector U, siendo ui

la iésima componente de U.

Listing 3.7. Componentes vectoriales

// Componentes del vector U
double *ul = new double [Nx];
double *u2 = new double [Nx];
double *u3 = new double [Nx];

El vector en cuestion fue implementado como un objeto de la clase vector de
tipo double con dimension 3. El uso de objetos de dicha clase fue con el objetivo de
utilizar la sobrecarga de los operadores bésicos (+, -, *) para realizar operaciones
entre los vectores practicamente. La definicion de la accién de los operadores se

omitird en este texto, ya que su funcionamiento e implementacioén son triviales.

Listing 3.8. Componentes vectoriales
// Se declaran los wvectores principales de la integracidn

vector<double> U(3);

El dominio se dividié en celdas, cuya ubicacion en el espacio se almacend en

un puntero.

Listing 3.9. Arreglo de celdas
// Celdas sobre el eje x

double *x = new double [Nx];

3.4.4. Inicializacién de arreglos
Para inicializar cada arreglo previamente definido se utilizaron ciclos iterativos.

Listing 3.10. Inicializacién de variables

// Dominio espacial
for (int i = 0; i < Nx; i++)

{
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x[1] = ixdx;
}
// Cantidades fisicas
for (int i = 0; i < Nx; i++)
{
// Densidad
rho|[i| = rho_inicial(x[i], L);
// Presidn

pli] = p_inicial(x[i], L);
// Velocidad
uli|] = u_inicial(x[i], L);

Las funciones rho_inicial, p_inicial, u_inicial son variaciones de la fun-
cion por partes, definida en el codigo (3.1]), que dependen de la condicioén inicial por
aplicar. Por ejemplo, la condiciéon de la seccion |3.3.2.3| para la velocidad, se aplica

de la siguiente manera:

Listing 3.11. Condicién inicial para la velocidad
double u_inicial (double x, double L)
{

return step mneg(x, —1, 1, L/2);

La inicializacion de las componentes de U se realizoé con una funciéon de tipo
void para facilitar la escritura en el codigo del calculo de las componentes del mismo

vector.

Listing 3.12. Célcuo de las componentes del vector de cantidades conservadas

x @brief Asignar wvalores a las componentes del vector U

x @param ul Componente 1 de U
x @param u2 Componente 2 de U
x @param u3 Componente 3 de U
* @param rho Densidad

* @param p Presion

x @param u Velocidad
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x @param Nx Tamano de los arreglos que almacenan las funciones
*/
void calc _componentes U (double xul,

double *u2,

double *u3d,

double =xrho,

double xp,

double =xu,

int Nx)

for (int i = 0; i < Nx; i++)

ul[i| = rholi];
u2|i] = rholi|*uli];
ud|i| = pli]/(Gamma—1) + 0.5%xrho|i]|*pow(u[i]|, 2);

}

Se puede apreciar que los célculos de las componentes de U coinciden con ((3.6))
tomando en cuenta la definicion de la energia (3.28]).

3.4.5. Funciones auxiliares del esquema de Roe

Previo a la descripcion del ciclo iterativo de la integracion numérica, se muestra
la construccion de las funciones que completan la implementacion en el programa
de la expresion (2.11]).

La funcién flujo_euler calcula el flujo exacto del sistema de Euler. En otras

palabras, es la implementacion directa de F, definido en (3.31]).

Listing 3.13. Definicién de la funcion que calcula el flujo del sistema de Euler

/%

x @brief Calcula el flujo F de la ecuacion de FEuler en forma

* conservativa.

x @param rho Densidad

* @param p Presion

%

@param u Velocidad

@return wvector<double >

*
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*/
vector<double> flujo euler(double rho, double p, double u)
{

vector<double> f resultante (3);

double F1 = rhoxu;

double F2 = p + rhospow(u, 2);

double F3 = ux(p/(Gamma—1) + 0.5xrho*pow(u, 2) + p);

f resultante = {F1, F2, F3};

return f resultante;

}

Cabe destacar que el flujo de Euler se implementa como un objeto de la clase vector,
de la misma manera que se define U, como se expuso en el codigo (3.8)).
Evidentemente, el flujo exacto de Euler no es igual al flujo numérico de Roe,
sino que el dltimo depende del primero. El flujo de Roe se construyé por partes en
el programa. A continuacion se muestra la implementacion de F(Up, Ug), corres-

pondiente a la ecuacion ([2.55)).

Listing 3.14. Definicién de la funcion que devuelve el flujo numérico

x @brief Calcula el flujo entre celdas wutilizando el esquema de Roe

x @param F L Flujo exacto en la celda izquierda

x @param F R Flujo exacto en la celda derecha

x @param p_L Presion a la izquierda

x @param p_ R Presion a la derecha

x @param u_L Velocidad a la izquierda

x @param u_R Velocidad a la derecha

x @param rho_ L Densidad a la izquierda

x @param rho R Densidad a la derecha

x @param entropy fix Pardmetro para decidir el uso de la
x correcion de entropia

¥ @return vector<double >

vector<double> Flujo (
vector<double> F L,
vector<double> F R,
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double p_ L,
double p R,
double u_ L,
double u R,
double rho L,
double rho R,
bool entropy fix)

vector<double> F prom = (F L + F R)%0.5;
if (entropy fix)
{
return F_prom — (suma p fix(p L,
p_R,
u L,
u R,
rho L,

rtho R)x0.5);

else

return F_prom — (suma_ p(p_ L,
p_R,
u L,
u R,
rho L,
rtho R)x0.5);

}

Esta funcion retorna un objeto de la clase vector. La funciéon suma_p corresponde al

calculo de la suma Y 77" | |A,|a,t,. Por otro lado, la funcion suma_p_fix corresponde

a la modificaciéon de la anterior implementando la correcciéon de entropia, es decir,

~

calcula la suma » 7" H(Ap)a,fp, definida en la ecuacion (2.56

. A continuacion se

muestra el cédigo implementado de la suma sobre los vectores propios.

Listing 3.15. Definicién de suma_p

/%
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x @brief Suma sobre p de los autovectores de la matriz A del sistema

x por sus fuerzas y autovalores.

x @param p_L Presion a la izquierda

x @param p_ R Presion a la derecha

x @param u L Velocidad a la i1zquierda
x @param u_R Velocidad a la derecha

x @param rho_ L Densidad a la izquierda
x @param rho R Densidad a la derecha

¥ @return vector<double >

vector<double> suma p(double p L, double p R,
double u_ L, double u R,
double rho L, double rho R)

// Cdlculo de promedios de Roe

// Velocidad promedio

double u = u_prom(u L, u R, rho L, rho R);

// Densidad promedio

double rho = rho prom(rho L, rho R);

// Entalpia promedio

double h = h prom(p L, p R, u L, u R, rho L, rho R);
// Velocidad del sonido promedio

double ¢ = ¢ _prom(p L, p R, rho L, rho R, u L, u R);
// Cdlculo de diferencias laterales

double dp = p R — p L;

double du = u R — u_L;

double drho = rho R — rho L;

// Coeficientes alfa

double alfa 1 = 0.5%(dp-rhoxcxdu)/pow(c, 2);

double alfa 2 = (pow(c, 2)sxdrho—dp)/pow(c, 2);
double alfa 3 = 0.5%(dptrhoxcxdu)/pow(c, 2);

// Vector de coeficientes alfa

vector<double> alfa = {alfa 1, alfa 2, alfa 3};

// Vector de autovalores de las ondas centrales

vector<double> lambda = {u—c, u, utc};
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// Autovectores

vector<double> r 1 = {1, u—c, h—uxc};
vector<double> r 2 = {1, u, 0.5%xpow(u,2)};
vector<double> r 3 = {1, utc, htuxc};

// wector de wvectores propios

vector<vector<double>> r vec = {r 1, r 2, r 3};

// Se declara el vector resultante de la suma,
// de dimensién 3 y con ceros.

vector<double> resultado (3, 0);

// Se realiza la suma
for (int i = 0; i < 3; i++)
{
// Se define la wvariable que almacena el wvalor absoluto de
// cada autovalor
double lambda_i = abs(lambda|i]);
resultado += r_vec|i|x(alfa|i]xlambda i);
}

return resultado;

}

En esta funcién se realizo el célculo de los promedios de Roe, a través de las funciones
rho_prom, u_prom y p_prom. La implementacion del cilculo de dichos promedios
(ecuaciones - ) es trivial y directa, por lo que se omitira el codigo fuente
de cada funcién en este texto. Seguidamente, se calculan las diferencias laterales
Ap, Au, Ap; los coeficientes de las ondas, ay; los autovalores de las ondas, \,; y los
autovectores t.

Por otra parte, en la funcién suma_p_fix se definen las mismas variables que en
suma_p; ya que, en problemas en donde no se detectan rarefacciones sonicas, ambas
funciones son equivalentes. En suma_p_fix es necesario definir los autovalores de

las ondas laterales: A\, 1 v Ap g.

Listing 3.16. Implementacién de A\, 1 y Ap.r

// Construccion de autovalores de las ondas laterales
double ¢ L = ¢ prom(p L, p L, rho L, rho L, u L, u L);
double ¢ R = ¢_prom(p_R, p R, rtho R, rho R, u R, u R);
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vector<double> lambda L = {u L — ¢ L, u, uw L + ¢ L};
vector<double> lambda R = {u R — ¢ R, u, u R + ¢ R};

Puesto que los autovalores de una onda dependen de la velocidad del sonido en dicha
onda (c), se definen las variables c_L y c_R que corresponden a la velocidad del sonido
de la onda izquierda y derecha respectivamente. Dichas variables se construyen en

el codigo utilizando las siguientes propiedades de los promedios de Roe:
E(UL, UL) = Cyp, (362)

E(UR, UR> = CR, (363)

que se deducen inmediatamente de (2.50)), y se implementan mediante la funciéon

c_prom. El siguiente proceso que se define para suma_p_fix se encarga de imple-
mentar la funcién H(\,) definida en (2.57)).

Listing 3.17. Construcciéon de la correccion de entropia de Harten y Hyman
for (int i = 0; 1 < 3; i++4)
{
// Se define la wvariable que almacena el wvalor absoluto del
// autovalor iésimo.
double lambda i = abs(lambdal|i]);
// Se define delta de la correccion HH.
double delta i = max(lambda i—lambda L|[i],
lambda_ R [i]|—lambda 1i);
delta i = max(delta i, 0.0);
// Aplicacion de la funcién por partes de la correcidn HH.
if (lambda i < delta i)
{

lambda i = delta i;

lambda i = abs(lambdali]);
}

resultado += r_vec|i|*x(alfa|i]xlambda i);

}

return resultado;
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3.4.6. Ciclo principal de iteraciéon

Habiendo explicado las funciones auxiliares involucradas en el esquema de Roe,
se puede entender el funcionamiento del ciclo principal de iteraciéon. Este ciclo se

encarga de aplicar la definicién del método de volimenes finitos,

7

n n k n n n n
Urtl = yn - . [F(Ur U, — FUM,, UM (3.64)

Es evidente que para completar la aproximacién numérica U se necesita iterar sobre
dos ciclos: el espacial, iterando ¢ y el temporal, iterando n. Para iterar sobre los

instantes temporales en el codigo, se utilizo el indice k.

Listing 3.18. Ciclo principal de iteracion

// Comienza a correr el tiempo
tiempo += dt;
// Ciclo principal
for (int k = 0; k < Niter; k++)
{
// Se calculan las componentes del vector U
calc_componentes U(ul, u2, u3, rho, p, u, Nx);
// Ciclo para integracidn espacial
for (int 1 = 1; i < Nx—1; i++)
{
// Definicion del vector U N que corresponde al vector U en
// el siguiente instante de tiempo
vector<double> U N(3);
// Definir valores de U
U= {ul]i], u2[i], u3|i]};
// Actualizar e integrar U
U N = U—((Flujo(flujo_euler(rho|i]|, p[i], uli]),
flujo_euler (rho[i+1], p[i+1], ul[i+1]),

pli], pli+1],
uli], ul[i+1],
rho[i]|, rho[i+1], correccion de entropia)—

Flujo (flujo euler (rho[i—1], p[i—1], u[i—1]),
flujo euler (rho[i], p|i], ul[i]),
pli—1], p[i],
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uli—1], ulif],
rho[i—1], rho[i], correccion de entropia))sx

(dt/dx));

Se puede notar que el ciclo de las iteraciones temporales se detiene en cuanto se
alcanza el numero de iteraciones Niter, previamente definido. También destaca la
expresion para U_N, que emula el resultado de la ecuacion (3.64)), tomando en cuenta

las siguientes equivalencias:

U+ U (3.65)
U™« U_N. (3.66)

Consecutivamente, en el ciclo de integracion espacial, se despejan y actualizan
las variables fisicas independientes de los valores de U_N, ya que dichas variables

seran exportadas como los datos definitivos de solucién del sistema.

// Despejar variables fisicas de U
rho nueva|i] = U NJ[O0];

u_nueva|i| = U_N|[1]/rho_nuevali];
p _nueva|i]| = (U N[2] —0.5%xrho nueva[i]|*pow(u_ nueval|i], 2))x*
(Gamma~—1);

// Actualizar variables fisicas
for (int i = 1; i < Nx—1; i++)

{

rho|[i] = rho nuevali|;
uli] = u_nuevalil;
pli] = p_nueva[il];

Por ultimo, se vuelven a aplicar las condiciones de frontera en el ciclo principal
y se imprimen los datos en archivos de formato .dat cuando la iteraciéon corresponda

a una salida de datos.

// Condiciones de frontera transmisivas
rho|[0] = rho|[1];

rho [Nx—1] = rho [Nx—2];

ul0] = ufl];

u|[Nx—1] = u[Nx—2];

60



p[0] = p[L];
p[Nx—1] = p[Nx—2[;

// Se evalia si la iteracidon corresponde a un instante de
// impresion de datos
if (k % out cada = 0)
{
salida (file densidad, rho, x, tiempo, Nx);
salida (file presion, p, x, tiempo, Nx);
salida (file velocidad , u, x, tiempo, Nx);
cout << round(100xtiempo/t total*100)/100 << endl;
}
// Actualizar el tiempo
tiempo += dt;

}

La funciéon salida se encarga de imprimir los datos haciendo uso de objetos

de tipo ofstream.

Listing 3.19. Definicion de la funcién salida, que envia los datos

/4 x

x @brief Funcion que envia datos a los archivos, con instantes

*

temporales separados por doble enter

x @param of Archivo de datos

x @param u Arreglo que almacena los valores de las funciones
x @param x Arreglo de dimensidn espacial

*x @param tiempo Instante temporal en cuestion

x @param N Tamano de los arreglos u y x

void salida (ofstream &of, double xu, double xx, double tiempo,
int N){
for (int i = 0; i < N; i4++)

{

of << tiempo << "\t" << x[i] << "\t" << u|i]| << endl;

}

of << endl << endl;}
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3.5. Resultados

3.5.1. Simulacién con el primer conjunto de condiciones ini-
ciales

Se realiz6 la simulacion de las ecuaciones de Euler con las condiciones iniciales

descritas en la secciéon|3.3.2.1L Como se habia mencionado, se esperaba que la funcion

de densidad p se comportara como la solucién a una ecuacién de adveccion; esto a

partir de que la condicion inicial para la velocidad era constante y la presion también.

3.5.1.1. Graficas
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Figura 3.1. Graficas para t = 0.0s
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Figura 3.2. Graficas para t = 1.335s
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Figura 3.3. Graficas para t = 2.675s
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Figura 3.4. Graficas para t = 3.995s

3.5.1.2. Discusion

Es apreciable el comportamiento de adveccion que sufre el perfil gaussiano
de la densidad del gas. En el instante ¢ = 0.0s el centro de la curva gaussiana se
encuentra en r = 5m, mientras que en el instante ¢ = 3.995s éste se encuentra
aproximadamente en x = 9m. Esta tltima observacién coincide con lo esperado,
dado que la velocidad del gas es 1.0ms™! y es constante a lo largo de toda la
simulacion. Por otro lado, destaca que el maximo de la funciéon de densidad no se
mantiene constante, sino que se reduce. Esto se debe al error numérico de integracion

del esquema utilizado.

Esta simulacion se realizo sin la correccion de entropia del esquema de Roe ya

que no presentd ninguna diferencia cuando se aplicaba la correccion.
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3.5.2. Simulacién con el segundo conjunto de condiciones ini-

ciales

Las graficas de las figuras [3.5] - [3.8] corresponden a la simulacion realizada con
las condiciones iniciales descritas en la seccion [3.3.2.2] Este conjunto de condiciones
se caracteriza por la diferencia entre las magnitudes de las mitades del dominio. La
densidad del lado izquierdo triplica la del lado derecho, al igual que sucede con la
presion, mientras que la velocidad inicial del fluido es nula. Entonces este sistema
puede ser interpretado como la siibita fusion de dos gases con densidad y presion

distinta, o en otras palabras, como un choque.

3.5.2.1. Graficas
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Figura 3.5. Graficas para t = 0.0s

p(z,t = 0.185s) v(z,t = 0.185s) p(z,t = 0.185s)
351 3.00 1
] 2.75 1
40 0.4
250 -
251 031 2.25
2.0 2001
0.2
1.75 1
151
o 150 1
1.0 1.25
0.0 1.00 1
0.5 : . :
o 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10

Figura 3.6. Graficas para t = 0.185s
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p(z,t = 0.585s) v(x,t = 0.585s) p(z,t = 0.5855)

3.5 3.00 1
] 275 1
404 0.4
250 1
2.5 1 0.3 2.25 1
204 2.00 -
0.2
175 1
151
o 150 1
101 1.25 1
0.0 1 1.00 1
0.5 ; : ;
o 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10
x[m] x[m] x[m]
Figura 3.7. Graficas para t = 0.585s
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Figura 3.8. Graficas para ¢t = 1.085s

3.5.2.2. Discusion

En esta simulacién se destaca principalmente la manifestacion de ondas de
choque y de rarefacciéon en todas las variables del gas. La densidad se divide en
tres ondas; una de choque, que avanza hacia la derecha, y otra de rarefaccion, que
avanza a la izquierda. La onda intermedia entre las dos tultimas se conoce como
discontinuidad de contacto [II] y se caracteriza por ser una discontinuidad en
la densidad tnicamente, ya que la presién y velocidad permanecen constantes. La
discontinuidad de contacto también esta estrechamente relacionada con la diferencia
de temperatura entre las partes del gas que ésta divide [6].

Por otro lado, es notable la eficiencia del esquema de Roe al capturar ondas de
choque (discontinuidades) como soluciones.

Esta simulacion se realizo sin la correccion de entropia del esquema de Roe ya
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que no presentd ninguna diferencia cuando se aplicaba la correccion.

3.5.3. Simulacién con el tercer conjunto de condiciones ini-

ciales

Se experiment6 con el conjunto de condiciones iniciales descrito en la secciéon
[3.3.2.3] Este conjunto es similar al discutido anteriormente, con la diferencia que la
velocidad inicial de este conjunto no es nula, sino que tiene un valor constante en
todo el dominio. Este problema surge a partir de una forma de evaluar la aparicion
de ondas de rarefaccion sonica, de tal manera que pone a prueba la funcién de

correccion de entropia utilizada.

3.5.3.1. Graficas de la simulacién sin correccién de entropia
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Figura 3.9. Graficas para t = 0.0s
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Figura 3.11. Gréficas para t = 1.185s
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3.5.3.2. Graficas de la simulacién con correcciéon de entropia
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Figura 3.12. Graficas para t = 0.0s
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Figura 3.13. Gréficas para t = 0.585s
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Figura 3.14. Gréficas para t = 1.185s

3.5.3.3. Discusion

Se puede notar la similitud entre los resultados de esta simulacion y la co-
rrespondiente al segundo conjunto. Sin embargo, en este caso el programa sin la
condicién de entropia no logra capturar las ondas de rarefaccion, como puede notar-
se en la figura[3.14} notando que especialmente la onda de rarefaccion que avanza a la
izquierda (identificada en los resultados de la seccion anterior) aparece dividida por
una discontinuidad. En cambio, los resultados producidos al utilizar la correccion de
entropia si son consistentes con las ondas de rarefaccion esperadas; se puede notar
la similitud entre estos resultados y los de la seccién La onda de rarefaccion

izquierda no presenta discontinuidades en estos resultados.
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4. COMPARACION CON PYCLAW

Mientras se investigaba sobre las ecuaciones de conservacion, previo a la reali-
zacion de este texto, los textos de Randy LeVeque destacaron por su inmenso aporte
a la teoria de la resolucion numérica de estos sistemas. Al profundizar en los aportes
de LeVeque, fue imposible no toparse con el paquete desarrollado para el lenguaje
de programacion Python, PyClaw, donde LeVeque esta listado como el principal
disenador del software y de los algoritmos implementados [4]. El paquete PyClaw
fue desarrollado para la resolucién numeérica de ecuaciones de conservacion lineales
y no lineales, utilizando métodos de alta resolucion. Estos métodos se basan en la
construccion de la solucion del problema de Riemann a través de diversos esquemas,

como el de Roe.

A continuacion se describen los algoritmos implementados en el paquete Claw-
pack. Esta descripcion extrae los conceptos presentados en la documentacion oficial

del mismo [4].

4.1. Fundamentos de Clawpack

PyClaw forma parte del paquete de solucionadores numéricos Clawpack [1
Este es capaz de resolver sistemas de ecuaciones diferenciales de la forma estandar

de conservacion
@+ f(q). =0. (4.1)

La solucién numérica de estos sistemas se basa en solucionadores de Riemann.
Sea S(Q;_1, Q;) un solucionador de Riemann. Para poder implementar éste ultimo es
necesario que retorne un conjunto de M, ondas denominadas W} | /2> COI velocidades

st /oy que correspondan a la solucion del problema de Riemann entre las celdas ¢ e

'El nombre abrevia la frase en inglés Conservation Law Package.
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1 — 1, siempre que satisfaga la siguiente condicion
My
Z Wp—l/z = Qi — Qi-1 = AQi—1)2. (4.2)
p=1

La construccion, basada en ondas y sus velocidades, de la soluciéon del problema de
Riemann se asemeja a la forma en la que se construye la soluciéon para el caso lineal
(ver seccion [1.9.2). Para calcular la diferencia de flujos que toma lugar en el método

de volimenes finitos, el algoritmo de PyClaw divide la diferencia de flujos en dos

fluctuaciones,
ATAQ; 10 = Z(S?_1/2)+Wf—1/2 (4.3)
p
ATAQi—1j2 =Y (0.1 WP, (4.4)
p
con s~ =min(s,0) y s7 = méx(s,0). De tal manera que estas fluctuaciones satisfa-
cen lo siguiente
ATAQi—1)2 + ATAQi—12 = f(Qi) — f(Qiz1). (4.5)

Definiendo estos términos, se obtiene una expresion para el esquema general
de integraciéon. En la documentacion oficial de PyClaw éste se denomina Método

de Godunov, pero no debe confundirse con el esquema de Godunov. Entonces,

k
QI =Qr — 7 [/ﬁAQi_l/Q + .AiAQi—l/ﬂ (4.6)

es la expresion utilizada en los algoritmos de integracion de PyClaw. Cabe resal-
tar su similitud con (2.11)), y ademas implica que la diferencia de flujos numéricos
FUM,, U — F(U, U}Y,) equivale a la suma de las fluctuaciones ATAQ;_1/ +

A~AQ;_1/2 definidas en los algoritmos de PyClaw.

En el software PyClaw se implementa la forma (4.6) para resolver el sistema
de conservacion ya que al construir la solucion a través de las ondas WY | o ¥ SUS
velocidades s” | /2 €8 posible implementar métodos de alta resoluciéon. Los métodos
de alta resolucion introducen valores limitantes para las ondas, de tal manera que se
evitan oscilaciones no-naturales cerca de las discontinuidades o también gradientes
muy pronunciados o inexactos. Los métodos de alta resoluciéon son métodos numé-

ricos con wvariacion total disminuida o métodos TVD por sus siglas en inglés. La
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forma general de éstos es

; Era
Q= Q= L IATAQuap + A AQup) — 3 (B — Fap), (A7)

donde la correccion de flujos estéd dada por:

M
- 1 <X At
Fi1p= 3 Z 3?-1/2’ (1 T Ar

Aqui, szq /o Tepresenta la onda W} | /2 luego de que se le ha aplicado la limitante,

Sf—l/QD VNVZP—1/2' (4.8)

de acuerdo al método de alta resolucién.

4.2. Codigo de PyClaw utilizado

PyClaw ofrece la resolucion de las ecuaciones de Euler a través de los algorit-
mos presentados implementados en Python o incluso mediante Fortran E] Para la
resolucion de las ecuaciones de Euler se decidi6 utilizar la version de Python. En
PyClaw estan disponibles otros esquemas de flujo numérico distintos al esquema de
Roe. Sin embargo, se utilizé de nuevo este esquema para reducir las diferencias entre
los programas diseniados (C++ y Python) y basar la comparacion en los algoritmos

de resolucién, principalmente.

Listing 4.1. Paquetes e instancias

# @title Fuler 1D set 1

nombre = "set1"

from clawpack import pyclaw

from clawpack import riemann

from funciones import funcion paso

# Importar el solucionador

solver = pyclaw.ClawSolverlD (riemann.euler 1D py.euler roe 1D)
# FEstablecer el kernel del algoritmo de integracion

solver .kernel language = "Python"

Los paquetes imprescindibles en una simulacién de Clawpack son pyclaw y riemann.
El solucionador, que implementa la expresion (4.6, es un objeto de pyclaw y de-

be elegirse dependiendo de la dimensién espacial del problema; por ello se utilizo

2Fortran es un lenguaje de programacién para calculos cientificos, creado en 1957. Destaca por
su eficiencia numérica y sigue siendo tutil en aplicaciones cientificas.
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ClawSolver1D. El paquete riemann contiene, como objetos, los sistemas que Claw-
pack puede solucionar numéricamente. Dichos objetos tienen como métodos los so-

lucionadores de Riemann disponibles.

Listing 4.2. Parametros basicos de la solucion

# Condiciones de frontera.

solver.bc_upper|[0] = pyclaw.BC. extrap

solver .bc_lower [0] = pyclaw.BC.extrap

# Dominio

domain = pyclaw.Domain ([0], [10], [500])

# Objeto de solucion

solution = pyclaw.Solution (solver .num_ eqn, domain)
# Objeto de estado de la simulacion

state = solution.state

# (Centros de celdas de dominio espacial

xc = state.grid.p centers|[0]

Las condiciones de frontera que funcionan como condiciones transmisivas se deno-
minan extrap y se pasan como valores de las listas bc_upper y bc_lower, que son
atributos del solucionador. El dominio se divide en 500 celdas, al igual que en la
simulacion de C++, y va de 0m a 10m horizontalmente. Es posible acceder al punto

medio sobre el eje z de cada celda con la lista state.grid.p_centers[0].

Listing 4.3. Condiciones iniciales y pardmetros auxiliares

from numpy import exp

# Gamma

cda gamma = 1.4

# Definicion de funciones auxiliares de
# wvariables independientes y conservadas
densidad = 1 + exp(—((xc—0.01)—5)%x%2)
velocidad = 1.0

presion = 0.5

energia presion /(cda_gamma — 1) + 0.5xdensidad*velocidad*x2

# Asignacion de variables conservadas

state.q[0,:] = densidad
state.q|1,:] = densidadxvelocidad
state.q|2,:] = energia

# Parametros del problema
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state.problem data|"gamma"| = cda_ gamma
state .problem data|"gammal"| = cda gamma — 1

state.problem data|"efix"| = False

La simulacion de PyClaw implementa la resolucion de las ecuaciones de Euler en
términos de las variables conservadas, i.e., densidad, p; momentum, pv y energia,
pE. Por esta razon, se definieron las variables fisicas independientes y en términos de
éstas se asignaron los valores de las variables conservadas. Ademés, PyClaw exige la
definicion del coeficiente de dilatacion adiabética v como un parametro del problema
como valor del atributo del estado de la solucién, problem_data. Curiosamente, el
valor para 7 — 1 se asigna por aparte en este mismo atributo.

Por dltimo, el parametro efix de problem_data es un booleano que decide
si se utilizara la correccion de entropia. Sin embargo, a la fecha no existe ningin

algoritmo de correcciéon de entropia implementado en PyClaw.

Listing 4.4. Ejecuciéon de la simulacion

# Controlador

controller = pyclaw.Controller ()
controller.solution = solution
controller.solver = solver
controller .num_ output times = 5
controller . tfinal = 3

controller .output format = "ascii"
controller.outdir = nombre

# Correr la simulacion

status = controller.run|()

Para ejecutar la simulacién es necesario utilizar un objeto de la clase Controller
de pyclaw. En los atributos del objeto se definen otros parametros relacionados con
el tiempo total de simulacion y las veces que se imprimen los valores. Cabe destacar
que existen atributos del controlador que sirven para indicar el tamano de paso
temporal méximo, ya que hay algoritmos con tamano de paso temporal adaptativo

implementados en la libreria.

4.3. Comparacion de resultados

Para visualizar la diferencia entre las simulaciones obtenidas con el programa

escrito en C++ y las generadas a través de PyClaw se mostrara la superposicion de
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las graficas de ambas soluciones sobre algunos instantes temporales.

Por otro lado, para poder cuantificar la diferencia entre las simulaciones se opto
por hacer uso del error cuadratico medio entre ambas soluciones. Considerando
n n ” las funci eri ducid la simulacid
& Pfcres Uicrr Y Piess cOmo las funciones numeéricas producidas por la simulacién
T n T
en C++ y a pfhy, Uihy ¥ Dipy como las generadas por PyClaw, se define el error

cuadratico medio E| en el enésimo instante de tiempo, RMSE,,, como:

(pn . — )2
RMSEn(p) _ \/Zz(pz,c} Pz,py) : (49)

donde N, es el nimero de celdas. La misma formula se aplica para las demés variables
independientes. Para cuantificar el error total entre simulaciones, se calcula la media
cuadratica de los errores cuadraticos previamente definidos. Entonces, se define la
cantidad RMSE como

5~ (RMSE, )?

MSE =
RMS N, ,

(4.10)

donde N; es el numero de instantes temporales. Este célculo también se realiza por

cada variable.

Adicionalmente se calculo el error méaximo absoluto entre simulaciones, que
corresponde a la maxima diferencia absoluta sobre los valores de las funciones nu-
méricas producidas por cada programa. Por ejemplo, el error maximo de la densidad
se calcula como

Error maximo = méx ([p} .. — pi'pyl)- (4.11)

3RMSE: Root-Mean-Square Error, en inglés.
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4.3.1. Comparacién del primer conjunto de condiciones ini-

ciales

4.3.1.1. Graficas

c++
p(z,t = 0.0s) v(z,t =0.0s) p(x,t = 0.0s)
0 ] 10 py
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Figura 4.1. Graficas para t = 0.0s
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Figura 4.2. Graficas para t = 1.8s
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plx,t = 3.0s) v(z,t = 3.0s) o p(z,t = 3.0s)
2.2 1 ’
201 1.04 1
0.8 1
1.8 1 1.02 4
1.6 1 067
1.00 4
1.4 1
0.4
1.9 4 0.98 1
104 02
0.96
0.8
T T T 0.0 =~ T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 8 10 0 2 10
Figura 4.3. Graficas para t = 3.0s
Resultados p u D
RMSE 8.2e-03 | 0.0e+00 | 0.0e+00
Error méximo | 4.1e-02 | 0.0e+00 | 0.0e+00

Tabla 4.1. Comparativa de error entre simulaciones, primer conjunto de condiciones ini-

ciales.

4.3.1.2. Discusion del primer conjunto de condiciones iniciales

Se puede notar como la simulaciéon de PyClaw si mantiene la forma original de
la campana gaussiana correspondiente a la densidad. En la figura [£.3] es apreciable

que el maximo de las dos funciones difiere. Las funciones de velocidad y presién no

presentan diferencias entre las dos simulaciones.

78

c++

py



4.3.2. Comparacién del segundo conjunto de condiciones ini-

ciales

4.3.2.1. Gréaficas
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Figura 4.4. Graficas para t = 0.0s
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Figura 4.5. Graficas para t = 1.2s
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cH+
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Figura 4.6. Graficas para t = 3.0s

Resultados p u P
RMSE 2.2e-02 | 1.4e-02 | 2.6e-02
Error maximo | 1.6e-01 | 1.7e-01 | 2.3e-01

Tabla 4.2. Comparativa de error entre simulaciones, segundo conjunto de condiciones
iniciales.

4.3.2.2. Discusioén del segundo conjunto de condiciones iniciales

A través de la simulacion con este conjunto de condiciones iniciales se destaca
que las funciones producidas por PyClaw devuelven ondas de rarefaccion distintas
a las producidas por la simulacion de C++, notando que poseen pendientes mas
pronunciadas cerca de las discontinuidades. Este hecho es méas evidente al observar la
evolucién de la presion, ya que es la variable con el valor de RMSE maés alto. Se puede
inferir que esta diferencia se debe a los algoritmos de alta resolucién implementados
en PyClaw.

A través de esta simulacion resalta que tanto el algoritmo implementado en
C++ como los métodos de PyClaw capturan adecuadamente la velocidad de propa-
gacion de las ondas de choque y de rarefaccion. Este hecho es importante dado que

garantiza que los métodos implementados son conservativos.
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4.3.3. Comparacioén del tercer conjunto de condiciones inicia-

les

4.3.3.1. Gréaficas
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Figura 4.7. Graficas para t = 0.0s
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Figura 4.8. Graficas para t = 1.2s
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Figura 4.9. Graficas para t = 2.0s

Resultados p U P
RMSE 2.5e-02 | 1.4e-02 | 2.6e-02
Error maximo | 2.5e-01 | 1.6e-01 | 3.2e-01

Tabla 4.3. Comparativa de error entre simulaciones, tercer conjunto de condiciones ini-
ciales.

4.3.3.2. Discusion del tercer conjunto de condiciones iniciales

En este conjunto de soluciones se expone una diferencia que ya habia sido
observada en los resultados de la simulacién con C++ con la correccion de entropia
y sin ésta (seccion . El algoritmo de PyClaw no considera la correcciéon de
entropia en el esquema de Roe, a diferencia del programa escrito en C+-+, que si
tiene esta funcionalidad. Por estas razones, este conjunto de soluciones son las que
presentan los mayores RMSE. Aunque los errores méaximos encontrados no parecen
alarmantes, si se dejara correr la simulacién por més tiempo, se esperaria que el

error aumentara considerablemente.
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5. SIMULACIONES CON DISTINTOS
COEFICIENTES DE DILATACION ADIABATICA

En este ultimo capitulo se comparan los resultados obtenidos en simulaciones
del mismo problema de condicién inicial pero con distinto coeficiente de dilatacion
adiabatica 7, con el fin de obtener una intuicién fisica, a través de la simulacion, de
como varfa el comportamiento de un gas cuando el ntiimero de grados de libertad

interno del mismo cambia.

5.1. Consideraciones preliminares

Dado que el coeficiente de dilatacion adiabética esta relacionado explicitamente
con el namero de grados de libertad interno de un gas («),

_a+2

Y= o ) (51)

es conveniente definir los valores para v tal que dependan de un valor entero para
a.
En las anteriores simulaciones, se calculé v para un gas diatémico, como el aire.
La justificaciéon del namero de grados de libertad de estos gases se dio en la secciéon
B.1.2l En este caso:
a=5 = y=T7/5=14. (5.2)

Si se considera un gas monoatémico, entonces éste contaria con tres grados internos
de libertad traslacional unicamente, obteniendo v = 5/3.

Por otro lado, modelando un gas cuyas moléculas constituyentes poseen 4 gra-
dos de libertad rotacionales, 3 traslacionales y 2 vibracionales, se tendria o = 9,
mientras que v = 11/9.

Entonces, se consideraran experimentos con gases de 3, 5 y 9 grados de libertad

internos, que corresponden a v =5/3, v = 7/5y v = 11/9 respectivamente.
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5.2. Test de Sod

El problema de condiciones iniciales que se estudiara con simulaciones con

distintos valores para =y es el test de Sod (seccion [3.3.2.2). En las figuras — se

encuentran seis instantes temporales de las simulaciones para el test de Sod.

p(z,t =0.0s) u(z,t = 0.0s) p(x,t = 0.0s)
3.00 1 — 4=5/3 — =53 3.00 — =53
— y=14 — y=14 — =14
—_— 0.04 4 —_— —_—
2.75 vy =11/9 y=11/9 2.75 y=11/9
2.50 2.50
0.02
2.25 A 2.25 A
2.00 1 0.00 4 2.00 1
1.75 1.75
—0.02 4
1.50 1.50
1.25 0044 1.25
1.00 1.00 4
T T T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 4 6 8 10 0 4 6 8 10
[m) [m] a[m
p(x,t=0.8s) (x,t =0.8s) p(z,t =0.85s)
3.00 1 0.5 1 3.00
2.75 2.75 l
0.4 4
2.50 A 2.50 A
2.25 1 0.3 2.25 1
2.00 A 2.00 A
1.75 021 1.75
1.50 4 1.50 4
0.1
1.25 J 1.25
1.00 0.0 1.00
0 2 4 6 8 10 4 6 8 10 0 4 6 8 10
x[m] x[m] z[m]
p(z,t =1.6s) u(z,t =1.6s) p(x,t =1.65)
3.00 A 0.5 3.00 4
2.75 1 2.75 1
0.4
2.50 2.50
2.25 034 2.25
2.00 1 2.00 1
1.75 4 0-21 1.75 4
1.50 4 1.50 4
0.14
1.25 4 1.25 4
1.00 4 0.0 4 1.00 4
T T T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 4 6 8 10 0 4 6 8 10
x[m] x[m] x[m]

Figura 5.1. Primeros tres instantes de las simulaciones con distintos ~.
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pa,t =2.4s) u(x, t = 2.4s) pla,t = 2.4s)
3.00 — =53 0.5 1 — 7 =5/3 3.00
— gy =14 —_— gy=14
2.75 4 — y=11/9 — =119 2.75
0.4
2.50 2.50 A
2.25 034 2.25
2.00 2.00 A
1.75 1 021 1.75 1
1.50 1 1.50
0.1 4
1.25 1 ‘ 1.25
1.00 0.0 1 1.00
0 2 4 6 8 10 10 2 4 6 8 10
x[m] I[m] z[m]
p(z,t =3.2s) u(x,t = 3.2s) p(z,t = 3.2s)
3.00 A 0.5 1 3.00 1
2.75 1 [ 2.75 1
0.4 1
2.50 A 2.50 A
2.25 03 2.5
2.00 A 2.00 A
1.75 1 021 1.75
1.50 1.50 4
0.1
1.25 4 1.25 4
1.00 4 0.0 u 1.00 A
0 2 4 6 8 10 10 2 4 6 8 10
z[m] z[m] z[m]
p(z,t = 4.0s) u(z,t = 4.0s) p(z,t = 4.0s)
3.0 0.5 3.0 1
2.8 1 2.8 1
0.4 1
2.6 1
2.6
2.4
0.3 4
2.4 4
2.2 1
2.0 0.2 2.2 4
1.8 201
0.1
1.6
1.8 1
1.4 1
0.0 1
0 2 4 6 8 10 8 10 2 4 6 8 10

5.2.1.

Figura 5.2. Ultimos tres instantes de las simulaciones con distintos +.

Observaciones

e En la simulacion para la densidad, destaca como la diferencia en la disconti-

nuidad de contacto disminuye al disminuir 7. Se puede hipotetizar que en el
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limite @ — o0, la discontinuidad de contacto desaparece completamente. De
acuerdo a [0], cuando v = 1, la simulacién corresponderia a la de un gas con
flujo isotérmico. Esto ultimo es consistente con la desaparicion de la dis-
continuidad de contacto, ya que esta aparece cuando dos partes del gas tienen

temperaturas distintas.

e Se destaca que las velocidades de los gases alcanzan distintos valores méximos;
mientras mas cercano a 1 es el valor de v mayor es el valor de la velocidad wu.
Sin embargo, la velocidad de propagacion de esta discontinuidad es distinta
para cada gas y sucede al contrario que con la tultima observacion. A mayor

v, mayor velocidad de propagacion.

e La presion destaca por ser la cantidad que menos varia entre los gases simula-
dos. La principal diferencia entre las presiones es, al igual que con la velocidad,
la velocidad de propagacion de las ondas. Esto sucede tanto con la onda de

choque como con la de rarefaccion.

5.2.2. Entropia y energia

La entropia de un gas regido por las ecuaciones de Euler, esta definida por
S = ¢, log(p/p”) + constante, (5.3)

donde ¢, es la capacidad calorifica especifica a volumen constante [6]. En las figuras

- se muestran las gréaficas correspondientes a la energia total (3.28) y la
entropia, para cada gas, en seis instantes de tiempo. La entropia se calcul6 y grafico

en unidades de ¢, y con la constante arbitraria igual a 0.
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pE(x,t =0.0s)

14 4

12 A

10 A

— y=5/3
— y=14
— y=11/9

o 4
[
~
=
2]
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14

12 4

10 A

6 8 10

o 4
)
=

a[m]

pE(z,t =1.6s)

14 4

127

10 A

%

o 4
)
'S
[
oo}

10
x[m)|

S(x,t = 0.0s)

0.0 1

—0.11

—0.2 1

—0.3 1

[co]

—0.4 1

—0.5 1

—0.6 1

—0.7 1

— y=5/3
— g =14
— y=11/9

0.0 1

—0.14

—0.2 1

—0.3 1

—0.4 1

—0.51

—0.6 1

R N

—0.7 1

0.0 1

—0.14

—0.2 1

—0.3 1

(]
-

—0.4 1

—0.51

_06 4

—0.7 1

Figura 5.3. Energia y entropia en los primeros tres instantes de las simulaciones con
distintos 7.
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pE(z,t =2.4s)
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5
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T 0.4 1 /
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Figura 5.4. Energia y entropia en los iltimos tres instantes de las simulaciones con

distintos 7.
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Se pueden destacar las siguientes observaciones encontradas a través de las

graficas de energia y entropia:

e La energia presenta la mayor diferencia entre los gases simulados, lo cual era
esperado ya que la energia total depende explicitamente de ~. La grafica de
la energia se parece a la de presion, en el sentido que presenta una onda de
rarefaccion, que se traslada hacia la izquierda, y una onda de choque que se
traslada hacia la derecha. Esta tltima caracteristica también era esperada dado
que la energia interna depende linealmente de la presion. La energia cinética

contribuye principalmente a la onda de choque presentada en la energia total.

e La solucion producida para la entropia destaca por coincidir con una onda
de choque. La entropia tiene a ser constante mientras avanza la evolucion
temporal. La diferencia entre la entropia de cada gas es considerable dado que

ésta también depende de 7.

e Otro hecho demostrado con la simulacién es que la entropia de un gas con
mayor « (menor ) siempre es mayor que la entropia de un gas con menor «.
Es sencillo justificar esta observacion, puesto que cuando existen mas grados
de libertad internos disponibles, la energia puede repartirse de més formas;

logrando asi un incremento en la entropia.
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CONCLUSIONES

El método de volimenes finitos es 6ptimo para resolver ecuaciones diferenciales
de conservacion. Sin embargo, debe estudiarse adicionalmente un esquema apto
para el calculo de flujos numéricos aproximados entre las celdas definidas por

el método.

El esquema de Roe es un método préactico para resolver numéricamente las
ecuaciones de Euler y a través de los promedios de Roe, su implementacion
es directa. La parte mas dificil de completar para implementar el esquema de
Roe en la resoluciéon de un sistema de conservacion, es encontrar el promedio
adecuado para los autovalores y autovectores de la matriz A. Sin embargo,
las propiedades que se exigen que cumpla A son sencillas de satisfacer y se

pueden usar los promedios de Roe para las ecuaciones de Euler como base.

Las diferencias entre las simulaciones de C++ y PyClaw son menores. Sin
embargo, la soluciéon de PyClaw se realiza utilizando técnicas de alta resolu-
cion; especificamente, produciendo soluciones a segundo orden de precision. La
principal desventaja al utilizar PyClaw es su ineficiente captura de ondas de
rarefaccion transoénica, dado que la libreria no posee algoritmos de correcciéon

de entropia implementados.

El uso de las simulaciones de gases poliatdbmicos como experimentos, a través
de la solucién numeérica de las ecuaciones de Euler, resulta ser una tarea que
brinda intuicién fisica suficiente para entender mejor los fenémenos de los
medios continuos. A través de las simulaciones con distintos coeficientes de
dilatacion adiabética, se pudieron observar efectos que parecian alcanzables
tunicamente por medio de la soluciéon analitica de los problemas. Ademés, las
variables mas abstractas, como la entropia, son més faciles de comprender

mediante una grafica de la misma, obtenida a través de una simulacion.

Las simulaciones numéricas no reemplazan completamente los experimentos

de laboratorio. Sin embargo, las simulaciones pueden ser de alta utilidad al
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hacer comparaciones de gases ficticios, tomando como ejemplo las simulaciones
de gases con distintos 7. Las soluciones numéricas son un recurso de alta
utilidad didactica, especialmente en cursos basicos de la carrera de fisica, como

termodindmica o mecénica.
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RECOMENDACIONES

1. Se recomienda estudiar a mayor profundidad el método de division de flujos,
implementado en PyClaw, con la finalidad de anadir algin algoritmo que reali-
ce la correccion de entropia. De preferencia, se propone agregar un conjunto
de algoritmos correctores de entropia a disposicion del solucionador de Euler.
Es posible realizar esta adicion, ya que la libreria Clawpack es un software de

codigo abierto.

2. Ya que se estudiaron brevemente algunos esquemas distintos al esquema de
Roe, se sugiere adaptar el esquema de Godunov para resolver las ecuaciones
de Euler. Esto puede realizarse en un programa de C+-+ o bien, anadiendo
un solucionador exacto en el paquete de Clawpack. Seria apropiado analizar y

comparar las soluciones producidas con los esquemas de Roe y Godunov.

3. Es imprescindible considerar la implementacion de métodos de impresion de
datos més estandarizados, en el software de Clawpack. Esto se expone co-
mo una recomendacion porque PyClaw resulta ser ligeramente limitante al
momento de imprimir los datos de la solucion numérica. Es importante re-
conocer, de todas maneras, que PyClaw se especializa en producir soluciones

graficas a través del paquete de visualizacion visClaw.
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