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Objetivos

Objetivo General

Realizar una investigacion sobre la geometria diferencial en variedades con producto
warped para derivar un Lagrangiano del Formalismo ADM para una hipersuperficie en un
espacio-tiempo de curvatura constante.

Objetivos Especificos
1. Estudiar variedades Riemannianas y Pseudo-Riemannianas con producto warped.

2. Realizar una investigacién que permita adquirir conocimiento sobre la clasificaciéon
de algunas subvariedades en los espacios Robertson-Walker.

3. Derivar un caso especifico del Formalismo ADM para un espacio-tiempo de
curvatura constante.

12



Introduccion

La geometria Riemanniana es una rama de la Geometria Diferencial que estudia
variedades diferenciales, es decir, espacios topologicos que son localmente euclideos,
equipadas con un producto interno en el espacio tangente de cada punto. El concepto de
variedad fue introducido en el siglo XIX por Bernhard Riemann, alumno de Carl Friedrich
Gauss, generalizando la nocién de distancia, asi como los conceptos de longitud, angulos y
curvatura (entre otros), haciendo uso de un tensor métrico: un campo tensorial que asigna
suavemente un producto interno a cada espacio tangente.

Ademiés de dar lugar al estudio de geometria generalizada en varias dimensiones, las
variedades tienen aplicaciones en algunas ramas de la fisica, siendo las mas conocidas la
Relatividad General y las teorias de Gauge, que a su vez son aplicables a Teoria Cudntica
de Campos y al Modelo Estandar de la fisica de particulas. Sophus Lie, bajo la influencia
de Felix Klein, introdujo los grupos de transformacién, y més adelante varios matematicos
de renombre, tales como Elwin Christoffel, Tulio Levi-Civita y Gregorio Ricci,
continuarian el estudio del calculo tensorial que posteriormente usaria A. Einstein para
sentar las bases matematicas de su teoria de la Relatividad General.

El cambio de paradigma propuesto por Einstein a comienzos del siglo XX propone un
punto de vista geométrico para la gravedad donde el espacio deja de ser pensado como
estatico e inerte y, en cambio, debe considerarse como susceptible ante la presencia de la
masa y la energia. Las ecuaciones de campo de Einstein, las cuales son escritas en términos
del tensor métrico, describen la curvatura del espacio-tiempo en funcién del tensor de
energia-momento. Luego, la distancia mas corta entre dos puntos deja de ser una linea
recta, como sucede en un espacio plano (o euclideo); en cambio, se utilizan geodésicas para
calcular longitudes de arco en variedades Riemannianas y pseudo-Riemannianas,
destacando éstas ultimas por no estar restringidas a las formas bilineales
positivas-definidas.

Para dichos calculos es necesario disponer de un tensor métrico. De hecho, un modelo del
espacio-tiempo es un tensor métrico que es solucién de las ecuaciones de Einstein. Dado
que la complejidad de estas ecuaciones es elevada, existen pocas soluciones exactas, las
cuales a su vez describen universos con muchas suposiciones y simetrias. No obstante,
estos modelos son suficientes para describir la curvatura del espacio-tiempo a escalas muy
grandes, o bien, alrededor de objetos muy masivos como estrellas o agujeros negros. Uno
de estos modelos es descrito por la métrica de Robertson-Walker, la cual surge a partir del
Principio Cosmoldgico, el cual establece que, a grandes escalas, el universo es es el mismo
en cualquier punto. Matemdaticamente, los espacio-tiempos de Robertson-Walker describen
una variedad pseudo-Riemanniana homogénea e isotrépica que es el producto de una
variedad temporal unidimensional y otra espacial de tres dimensiones. Sin embargo,
muchos modelos de interés son descritos por variedades producto cuya métrica contiene
algunas modificaciones.
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Una variedad con producto warped es una variedad que resulta del producto de dos
variedades pseudo-Riemannianas B y F', y su métrica es dada por:

g9=gs+ fgr,

donde f es una funcién en B. Este término fue introducido por R. L. Bishop y B. O’Neill
en 1964. Ejemplo de este tipo de variedades son los ya mencionados espacio-tiempos de
Robertson-Walker, los cuales consisten de un intervalo I C R y una variedad Riemanniana
S de curvatura constante.

Este trabajo recopila en 7 capitulos varios conceptos y proposiciones de geometria
diferencial en variedades con producto warped, y se ha consultado como referencia
principal el libro “Differential Geometry of Warped Product Manifolds and
Submanifolds”de Bang-Yen Chen, en particular, para el contenido de los primeros cuatro
capitulos. Se comienza definiendo a las variedades pseudo-Riemannianas y se continua con
las bases matematicas para luego estudiar la curvatura de una variedad haciendo uso del
tensor de curvatura de Riemann.

Para la comprensién de los conceptos se recopilan definiciones y conceptos tomados de
diferentes fuentes consultadas durante los Ultimos meses, en su mayoria libros de texto de
matemadticas como el de Do Carmo (1976) o el de J. Munkres (2014) que fueron
consultados para familiarizarse con algunos conceptos de topologia y geometria de
superficies que no se abordan durante la Licenciatura en Fisica Aplicada; asimismo, gran
parte de los conceptos basicos de geometria diferencial colocados en el primer apéndice
fueron tomados del libro de D. Salamon y J. Robbin (2019).

Con la finalidad de que un lector familiarizado con la mayoria de conceptos pueda dirigirse
directamente a la informacion recopilada sobre variedades pseudo-Riemannianas, el primer
apéndice incluye las definiciones de curvatura, variedades diferenciales y espacios
tangentes. En el segundo apéndice se aborda brevemente el concepto de tensores a partir
de mapeos multilineales, para continuar en el tercer apéndice con dlgebras de Lie y definir
el mapeo exponencial.

Los siguientes apéndices son los mas importantes, ya que en estos son enunciadas algunas
ecuaciones interesantes de las variedades con producto warped que, a su vez, permiten
derivar otras proposiciones para profundizar en su estudio. En el apéndice 4 demostramos
las ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci para una variedad ambiente, y en el apéndice 5 se
introducen operadores relacionados con la derivada covariante: el gradiente, el hessiano, la
divergencia y el laplaciano, junto con la demostracién de algunas propiedades. Finalmente,
el ultimo apéndice consiste de una breve deduccién de la métrica de Robertson-Walker.

Durante los capitulos 4, 5 y 6 se enuncian y demuestran proposiciones de variedades con
producto warped y variedades de Einstein tomadas de Bang-Yen Chen: esto con la
finalidad de no solo convencerse de los resultados sino también completar los pasos
faltantes en las demostraciones incluidas en el libro. AL final del capitulo 6 se demostraran
propiedades de espacios en reposo y algunas subvariedades en espacio-tiempos de
Robertson-Walker.

Finalmente, el Capitulo 7 habla sobre el Formalismo ADM: un método que estudia la
Relatividad General de manera dindmica haciendo uso de la Mecanica Hamiltoniana,
permitiendo la aplicacion de métodos numéricos tales como problemas de condiciones
iniciales y simulaciones numéricas.
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Puesto que ésta aproximacion presenta algunos contratiempos a la hora de realizar dichas
simulaciones, como menciona M. Alcubierre (2006), nuevos métodos se han buscado para
sustituir al Formalismo 3 4+ 1 y, en particular, al ADM. Es importante contrastar la
eficiencia de diferentes métodos, por lo cual al final de este trabajo, y a modo de cierre,
derivamos un Lagrangiano para el caso de una hipersuperficie en un espacio-tiempo de
curvatura constante. Este resultado es obtenido gracias al estudio de Geometria
Riemanniana que es abordado en los primeros capitulos, y tiene potenciales aplicaciones en
Relatividad Numérica y problemas de Cauchy.
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Variedades Pseudo-Riemannianas

“Mathematics consists of proving
the most obvious thing in the
least obvious way.”

-George Pdlya

Nuestra atencién se centrard en las variedades de Riemann y las variedades
pseudo-Riemannianas, las cuales son variedades donde existe la nocién de distancia entre
puntos. Para poder describirlas, es preciso disponer de la definiciéon de tensores, por lo cual
los mapeos bilineales han sido definidos en el Apéndice 2.

1.1. Tensor métrico

La geometria Riemanniana estudia variedades diferenciales equipadas con un producto
interno en el espacio tangente de cada punto. Para definir el producto interno para
vectores tangentes es necesario disponer de un tensor métrico, el cual es un campo
tensorial definido a continuacion.

Definicién 1. Un tensor métrico (pseudo-Riemanniano) en una variedad diferenciable
M es un campo tensorial simétrico (0,2) no-degenerado en M con indice constante.

i.e. g asigna a cada x € M un producto escalar en el espacio tangente T, M, y el indice de
g es el mismo para cada x.[12][24][33]

Como todo producto escalar induce una norma, y dado que toda norma induce una
distancia, un tensor métrico induce una norma y, consecuentemente, una distancia. En
notacién, g(u,v) = (u,v), donde u, v son vectores tangentes.

Definicién 2. La norma de un vector tangente es dada, en téminos de la métrica g por

o]l = Vg (v, v)].
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1.1.1. Isometria

Definicién 3. Una transformacion lineal entre dos espacios vectoriales con producto
escalar T : V. — W es una isometria si preserva los productos escalares.

En el caso de espacios métricos, una isometria conserva las distancias.

1.1.2. Indice

La matriz asociada a la métrica resulta ser simétrica y real. Los autovalores de esta matriz
son los coeficientes €; que aparecen en la descomposicién de cualquier vector como
combinacién lineal de vectores de una base en la ecuacién 9.1 en el Apéndice 2. Dichos
valores pueden tomar los valores +1,0, —1.

Resulta que cada uno de estos coeficientes es el autovalor para una de las dimensiones del
espacio. Por convenio, los autovalores positivos denotan dimensiones virtuales
(temporales), los negativos dimensiones fisicas (espaciales o fisicas, en inglés «physical»).
Un Indice se escribe con tres letras: (v,p,7).

1. v: es la maxima dimensién del subespacio donde el producto escalar es positivo
definido.

2. p: es la maxima dimensién del subespacio donde el producto escalar es negativo
definido.

3. r: es la cantidad de vectores distintos de cero cuyo producto escalar devuelve el cero.

Si r #£ 0, decimos que es degenerada.

Consideramos solamente el caso r = 0, y podemos denotar el Indice solo con dos enteros
positivos: (v,p,0) = (v, p).

Del teorema espectral, es posible conocer la dimensién del espacio:

dim(V) =v +p.

1.1.3. Referenciales

En este contexto, definimos un referencial como una base del espacio tangente de una
variedad diferenciable con métrica g. Se le llama referencial ortonormal si estd formada
por vectores ortonormales. El libro “Introduction to Finite Frame Theory” [16] es una
referencia completa sobre el tema, aunque en este trabajo no se profundizara sino para
introducir las algebras de Lie y los tensores.

1.2. Variedades Riemannianas

Definicién 4. Se dice que una variedad diferenciable es Pseudo-Riemanniana si estd
equipada con un tensor métrico g.[12]

Definicién 5. Una variedad Pseudo-Riemanniana con indice igual a 0, se llama
Variedad Riemanniana.[12]

Dicho de otra forma, una variedad Pseudo-Riemanniana es una variedad con tensor
métrico, los mapeos multilineales no son necesariamente positivos-definidos. Para una
variedad Riemanniana, en cambio, su producto escalar es positivo definido.
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1.2.1. Espacios pseudo-Euclideos E7

En el caso de un espacio euclideo, como R" de dimensién n, usamos la notacién E? para
indicar que es un espacio euclideo de dimensién n, de las cuales s son temporales, y solo
(n — s) son espaciales. Veamos las variedades de Lorentz para que quede més claro.

Para s = 0, el espacio es euclideo como siempre.
Definicién 6. En general, decimos que E7 es un n-espacio de Minkowski para n > 1.

Definicién 7. Ef es un espacio-tiempo de Minkowski.

1.3. Variedades de Lorentz

Estos son los espacio-tiempos Ejf que se estudian en Relatividad Especial.

Una variedad de Lorentz es una variedad pseudo-Riemanniana que tiene solo una
dimensién temporal. Si n es la dimensién del espacio, y una variedad cumple con (n — 1,1)
o (1,n — 1), decimos que la variedad es de Lorentz.

En el caso n = 4, es decir, tres dimensiones espaciales y una temporal, las distancias en
una variedad de Lorentz son dadas por:

ds* = —d7? + da?* + dy* + d2*. (1.1)

Observacion 1. Una variedad Riemanniana puede ser pensada también como el espacio
de configuraciones (de mecdnica analitica) equipado con una métrica g.[37]

Vectores tipo espacio, tipo tiempo y tipo luz:
Ahora hablemos sobre los vectores tangentes.

Definicién 8. Un vector tangente v € T, M cae en uno de los siguientes tipos causales:
1. Un vector v es tipo espacio si (v,v) > 0.
2. Un vector v es tipo tiempo si (v,v) < 0.

3. Un vector v es tipo luz o null si v # 0 pero (v,v) = 0.

1.3.1. Cono de luz LC
Un cono de luz es el conjunto de elementos [12]
LC:={v € E}|(v,v) = 0}.

Definicién 9. Un vector que no es de tipo espacio (i.e. es tipo luz o tipo tiempo), es
llamado causal.

Antes de enunciar ejemplos de espacios de Lorentz, es necesario definir la curvatura
escalar. Se discutiran los espacios forma en el capitulo 3.
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Conexién y Derivada Covariante

“Mathematics is the art of giving
the same name to different
things.”

-Henri Poincaré

2.1. Derivada Direccional

Un campo X de vectores tangentes lo podemos expresar como X = X7 %. Es conveniente

usar la notacion: 5

oxt
donde !, ..., 2™ son un sistema de coordenadas en un abierto U C M. Las componentes
del tensor métrico son g;; = (9;, 0;).
En una variedad M, sea F(M) el conjunto de todas las funciones reales suaves en M. Para
x € M, dados V,W € X(M), segin la definicién 68 de campos, y f € F(M), definimos los
Corchetes de Lie como [V, W], (f) = Vo (W f) = WL (V f).[12]

a’ia

La derivada direccional Ly f nos dice como cambia una funcién f por la accién de un
campo X.

d
Lx f(a) == - f o z(t)lt=t,
t
donde x es una curva que representa X (a) en el punto a € U. En coordenadas locales:

of

i

Lxf=XI X79;f. (2.1)
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2.1.1. Derivada direccional dados dos campos X,Y € X(M)

En el Apéndice 2 hablamos un poco sobre la derivada exterior. Sea U C M un abierto en
M, y sea g una carta definida por ¢ = (¢,4?,...,¢") : U — V, con V C R". Definimos la
1-forma a : U — T*U. De hecho, cualquier 1-forma « en U puede ser descrita inicamente
por

a= ajdqj ,

donde las componentes de (dq', dg?, ...,dq™) forman una base del espacio cotangente T M,
y los coeficientes o/ son suaves. a; se obtiene de la siguiente expresion:

0j=a (50 ) =)

Por otro lado, para un abierto U C M, una funcién f : U — R induce una 1-forma df
definida por

(@)X (@) = 5 f oD (2.2)

Cuando se le aplica la 1-forma « al campo X, df(X) = Lx(f). Se puede demostrar, para
dos campos X,Y € X(M) [37]

da(X,Y) = Lx(a(Y)) = Ly (a(X)) — a([X, Y]). (2.3)

Esto serd ttil méas adelante con el tensor de torsién y el tensor de curvatura de Riemann.

2.2. Conexion de Levi-Civita

2.2.1. Conexién Afin

En una variedad diferencial, una conexién afin es un objeto geométrico que conecta
espacios tangentes, de modo que los campos puedan ser diferenciables.

Definicién 10. En una variedad diferenciable M, una conexion afin V es una funcion
V:X(M)xX(M)—> X(M) que cumple V X, Y € X(M), f € F(M)

1. VxY es F(M)-lineal en X.
2. VxY es R-lineal en Y .
3. Vx(fY)=(Xf)Y + fVxY.

2.2.2. Derivada Covariante

El simbolo Vx es la derivada covariante respecto a X, la cual es una generalizacién de
la derivada direccional. La derivada covariante respecto a un campo nos dice cémo cambia
una funcién o un vector por la accién de un campo. De hecho, X no tiene que ser un campo
vectorial: puede ser un solo vector tangente o puede ser también un campo tensorial.
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2.2.3. Conexion afin en una variedad Pseudo-Riemanniana

Definicién 11. El tensor de torsién T de una conexién afin ¥V es un tensor tipo (1,2)
definido por T(X,Y) =VxY —VyX — [X,Y].
Definicién 12. La conexidén de Levi-Civita es libre de torsion (T = 0), y es la dnica
conezion afin en una variedad pseudo-Riemanniana que conserva la métrica. [12]
Ademads, la conexién de Levi-Civita satisface[12]:
X(Y,2) =(VxY,Z) +(Y,Vx Z).
Enunciamos la férmula de Koszul[12]:
UVYZ, X)) =Y(Z,X)+ Z(X,Y) - XY, Z) — (Y, [Z, X])
+Z, [ X, Y]) +(X,]Y, Z]). (2.4)

2.3. Simbolos de Christoffel

En la seccién 10.2.1 de este trabajo se provee una pequenia definicién de las constantes de
estructura como los coeficientes necesarios para expresar el cambio producido por dos
elementos de la base del espacio tangente, es decir, un Corchete de Lie, como combinacién
lineal de los elementos de la base.

2.3.1. Base local

Sea {x1,..., 2, } un sistema de coordenadas (también llamada base holondmica del fibrado
tangente) en M. Los vectores tangente forman una base respecto a {x;} en el TM.

J— a J—
= o =
El cambio que produce un vector e; sobre otro vector tangente e; es la conexién de
Levi-Civita

0;.

€i

Vei €;.
que es una derivada covariante.

Queremos expresar la derivada covariante de uno de los vectores tangente como
combinacién lineal de los otros vectores tangente.

Definicién 13. Los Simbolos de Christoffel Ffj son los coeficientes que permiten
expresar la derivada covariante, dada por la conexion de Levi-Civita, en términos de las
coordenadas de la variedad. Es decir, son los coeficientes que satisfacen

Vo,0; = T50k.
k=1

con 1 <4,j < n. También son llamados coeficientes de conexion.[42]
Las propiedades que nos interesan de los simbolos de Christoffel son las siguientes

ecuaciones: -
t
g 0gjt 09t 99ij
It = E (22t g Iy 2.5
Y 2 ((‘hl + 8xj a.’Et ) ’ ( )

donde g;; son las componentes del tensor métrico y g% = (g7 1);; son sus inversos.
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2.4. 'Transporte paralelo

El transporte paralelo es casi un test para determinar si una superficie estd curveada.
Desarrollamos una intuicién de este concepto y luego daremos la defincién formal.

Sea () el conjunto de campos en M a lo largo de una curva . Sea Z € U(v), y sea Z’ el
cambio de Z a lo largo de la curva. Decimos que Z es paralelo a v si Z’ = 0. En términos
de los simbolos de Christoffel:

de N du; ,
Z FU dt Z;=0.
5,j=1

Ahora, definimos la curva: v : I — M, donde I = [a,b]. Sea z € T, M. El transporte
paralelo a lo largo de v es la funcién[12]

P Ty M — Ty M.
“Un campo vectorial puede cambiar de punto en punto por dos razones distintas: por las
variaciones dindamicas del campo campo, o bien por los efectos de la variedad. Un ejemplo
fisico de lo primero seria un campo vectorial correspondiente a la direccién y fuerza del
viento en cada punto de la Tierra. Las variaciones de este campo vectorial entonces son
dindmicas, ya que son debidas a las distintas circunstancias meteoroléicas en diferentes
puntos.

Un ejemplo del segundo serfa un campo vectorial constante apuntando al Polo Norte. Aqui
también varfa el campo vectorial de punto en punto, pero por razones geométricas (y no
dindmicas): la direccién norte es distinta en diferentes puntos de la Tierra.” [22]

2.5. Geodésicas

Una geodésica es el camino mas corto entre dos puntos. En el caso de espacios planos, son
lineas rectas, pero al hablar de superficies y espacio-tiempos curveados, los caminos mas
cortos pueden ser curvas, es decir, la distancia mas corta entre dos puntos se obtiene
mediante longitudes de arco.

Definicién 14. Una geodésica en el espacio-tiempo es una curva que medida en cada
sistema de referencia por el que pasa es recta y uniformemente parametrizada.

En particular, una geodésica es una curva y(t) que transporta paralelamente a un vector
tangente w = dvy/dt a lo largo de si mismo[42]:

Vuu=0

2.5.1. Ecuacién geodésica

dz®

T 87"“" de donde se obtiene la ecuacién

El vector tangente u puede ser escrito como u =
geodésica:
d%a® p dx® da?

dt? Ut dt

=0 (2.6)
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2.5.2. Vecindario normal

Definicién 15. Un subconjunto de una variedad o un espacio se llama conjunto
radialmente convexo si no contiene agujeros, es decir, si podemos dibujar lineas (no
necesariamente rectas) que unan cualesquiera puntos sin que haya agujeros en medio.

Para cada punto p € M existe un vecindario U en T, M donde el mapeo exponencial
mapea U en un vecindario U alrededor de p en M. Decimos que U es un vecindario
normal de p si U es radialmente convexo. [12]

2.5.3. Bola geodésica

Ahora consideramos una variedad cuyo espacio tangente T, M en un punto p es una esfera.
Digamos que estas esferas son espacios tangentes de radio r (en general, son hiperesferas,
pero hagdmoslo visual solo para las esferas que conocemos). Ahora, con el mapeo
exponencial, queremos mapear estas esferas en la superficie (puede ser visto como si
quisiéramos ver la sombra o la proyeccién de una esfera sobre un plano, que es un circulo).
Esto se puede lograr si r es muy pequeno de modo que, visto muy de cerca, la proyeccién
de la esfera es precisamente un circulo en la variedad. Si pedimos que este circulo sea un
vecindario normal, entonces le llamamos una bola geodésica.
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El Tensor de Curvatura de Riemann

“One of the endlessly alluring

aspects of mathematics is that its
thorniest paradoxes have a way of
blooming into beautiful theories.”

Philip J. Davis.

En este capitulo hablaremos sobre el tensor de curvatura y sus aplicaciones en geometria
Riemanniana.

Al hablar de un tensor, hablamos de un mapeo multilineal; especificamente, toma tres
campos X,Y, Z € X(M) y devuelve otro campo, i.e. R: X(M) x X(M) x X(M) - X(M) y
se define como:

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vxy|Z. (3.1)

También puede ser expresado dentro de un producto si se incluye un cuarto campo
W e X(M):
R(X,Y,Z, W)= (R(X,Y)Z,w).

Este tensor satisface la primera identidad de Bianchi[12]:
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0. (3.2)
y la identidad diferencial de Bianchi[36]:
VxR(Y,Z)W +VyR(Z, X)W +VzR(X,Y)W = 0. (3.3)

3.1. Curvatura seccional

Definicién 16. Una seccion plana m en un punto x € M es un plano tangente (de dos
dimensiones) que es subsespacio de T,M. [12]
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Dada una base de m fomada por vectores u y v, definimos la cantidad Q[4] como
Q(u,v) = (u, u)(v,v) = (u,v)?, (3.4)

de modo que |Q(u,v)| es el drea encerrada por el paralelogramo de lados u y v. Luego, la
curvatura 7 es llamada curvatura seccional K:

(R(u,v)v, u)

K(u,v) = (3.5)
)= Q)
la cual no depende de la eleccién de la base.
También, para una variedad de curvatura constante c, el tensor de curvatura satisface
R(u,v)w = c[(v,w)u — {(u, w)v]. (3.6)

3.1.1. Variedad llana

Una variedad se dice llana si su curvatura seccional es cero en todo punto.

De la ecuacién 3.5 es posible interpretar también que el Tensor de Curvatura de Riemann
es una generalizacién de la curvatura Gaussiana. Un espacio es plano en general si el
tensor de Riemann se anula. En la Definicién 2 de «curvatura» se expuso que es posible
pensar en la curvatura como el inverso del radio del circulo que mejor encaja en un punto
de la curva (ecuacién 8.2 en el Apéndice 1). En el caso de un espacio plano, es como si el
radio de este circulo fuera infinito, de modo que la curvatura tiende a 0.

Seguramente habras escuchado que existe una singularidad en el centro de un agujero
negro: En este punto la curvatura del espacio-tiempo tiende a infinito, y siguiendo el
razonamiento de la ecuacién 8.2, esto puede interpretarse como un circulo cuyo radio
tiende a 0, esto es, un solo punto.

3.2. Tensor de Ricci

Puesto que el tensor de Riemann tiene una forma bastante compleja, es mas préctico
evaluar el llamado Tensor de Ricci, el cual mide cudnto se aleja un espacio de ser plano, y
es definido como la traza del Tensor de Curvatura de Riemann.

Observacién 2. Dejaré aqui una definicion del Tensor de Ricci sin escribir su forma
explicita; para su definicion en términos del tensor métrico puede consultarse libros como
el de Sperhake[40] o Gravitation[42].

Ric(X,Y)=Tr{Z - R(Z, XY}, (3.7)
donde T'r(€) es la traza de algtn tensor £. Explicitamente,

n
Ric(X,Y) =Y a(R(e;, X)Y,er), (3.8)
1=1
donde {ey, ..., e, } es un referencial ortonormal.
Nota 2: Cuando se habla de que un tensor es la traza de otro, es porque se puede pensar
en el Tensor de Riemann como una matriz de matrices. Esto no puede generalizarse para
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cualquier tensor. De hecho, el proceso de calcular la traza es formalmente llamado
«contraccion», y es necesario multiplicar el tensor de Riemann por la métrica para contraer
sus indices.

Definicién 17. Cuando el tensor de Ricci es igual a cero (Ric =0), decimos que la
variedad es plana o Riceci Flat.

3.2.1. Variedades de Einstein

Si g es el tensor métrico de una variedad pseudo-Riemanniana M, decimos que M es una
variedad de Einstein si se satisface que Ric = kg, donde k es una constante.[12]
Decimos que M es Einsteniana si se cumple Ric = fg para alguna funcién f € F(M).

3.2.2. Curvatura de Ricci

Para un vector tangente u € T,M,p € M, la curvatura de Ricci se define como Ric(u,u), y
se denota por Ric(u), o bien, simplemente por R. Explicitamente[36]:

Ric(U) = R = Tr(Ric);
= Z(Ric(ej),eﬁ;
= ZRic(ej,ej);

= Z gmlgrsRmrls;

m,l

donde Ryuris = R(Om, Or, 01, Os).

Del trabajo [36] de V. Sampaio, 2014, es posible deducir una relacién entre el el tensor de
Ricci y la curvatura de Ricci como corolario de la identidad diferencial de Bianchi:

Corolario 1. Para una variedad Riemanniana (M, g) se cumple

2div(Ric(X)) = VxR.

Demostracién

La definicién de divergencia es dada por la ecuacién 12.5 en los apéndices:

div(Ric(X)) = (ViRic)(X,e;) = Z Tr(ViR)(X,e;)

K2
=Y ((ViR)(ej, X)ej, ).
v
Por otro lado, de la ecuacion 3.3 obtenemos:

(ViR) (X, ei)ej, ei) + (Vx R)(es ej)ej, ei) + (ViR)(ej, X)ej, eq) = 0;
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div(Ric(X)) =3 Y (—(V;R)(X, e)ei,ef) — (VxR) (e, €5)e;, €:));

i

= Z(— D (ViR(Xei)es, e;(+ Z<VXR(6ia ejleise;));

K2

=Y (—tr(V;R(X,¢;)) + tr(Vx R)(ej, €)));
= Z(*VjTT(R)(X, ej) +exTr(R)(ej,e;));

=— Z V;Ric(X,e;) + ZVXRic(ej, e;).

J J

Por la definiciéon de divergencia de la ecuacién 12.5, y tomando en cuenta que la curvatura
de Ricci es igual a la traza del tensor de Ricci, obtenemos:

div(Ric(X)) = —div(Ric(X)) + Vx(Tr(Ric))
= —div(Ric(X)) + VxR.
de donde obtenemos 2div(Ric(X)) = VxR. O

3.3. Espacios Forma

3.3.1. Variedades con curvatura constante

Decimos que una variedad tiene curvatura constante si su curvatura seccional K es
constante (digamos, una constante c). [12]

3.3.2. Espacios reales, espacios de Lorentz y espacio-tiempos de
de-Sitter

Veamos algunos casos ttiles al hablar de espacios con curvatura constante. Recordemos
que E7 es un espacio euclideo (plano) de n dimensiones, de las cuales s son temporales (o
donde la norma es negativa definida).

Los espacios de forma indefinidos son tres, y se definen para los tres casos de
curvatura seccional constante:

1. ¢ = 0: El espacio es llano, i.e. un espacio pseudo-euclideo E7'.

2. ¢ > 0: es para un espacio esférico. De hecho, dado que pueden existir s dimensiones
temporales, es 1util llamarlo «espacio pseudo-esférico» ST (c) donde, al igual que para
los espacios pseudo-euclideos, n es la dimensién total del espacio y s denota el indice.

3. ¢ < 0: es para un «espacio pseudo-hiperbdlico», y lo denotamos por H(c), con n la
dimension total del espacio y s el indice.

En particular, EY, ST(c), Hi(c) son los modelos esténdar de los espacios Lorentzianos.

Si(c), Hi(c) son llamados Espacio-tiempo de de-Sitter y Anti-espacio-tiempo de
de-Sitter respectivamente.
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3.4. Ecuaciones de Einstein

Para describir de manera cualitativa la interaccién entre el espacio-tiempo y la materia, la
teoria de Einstein requiere los siguientes principios, para los cuales se ha consultado el
libro de Bert-Janssen[22].

1. Principio de Equivalencia: Establece que la gravedad es una manifestacién de la
cuvatura del espacio.

2. Principio de Covarianza: Las leyes fisicas son las mismas en todos los marcos de
referencia inerciales.

Del Principio de Covarianza, sabemos que la ecuacién debe tener una forma tensorial:
G = KLy,
donde G,,,, es describe la curvatura del espacio, T, es el tensor de energfa-momento', y «

es una constante de proporcionalidad. La forma concreta del tensor G, es la siguiente:

1
Gu =R — §QWR + g, (3.9)

siendo R, el tensor de Ricci y R la curvatura de Ricci, ademés de incluir la Constante
Cosmoldgica A.
Por otro lado, la constante x toma la forma sk = 871G, con G la constante de Newton?.

Para el caso de un universo plano, A = 0, las ecuaciones de Einstein forman un sistema de
10 ecuaciones diferenciales parciales lineales acopladas de segundo orden, que en notacién
tensorial se compactan en una sola ecuacion:

1
Ry = 59uR = 87GN T, (3.10)

1E] Tensor de Energia-Momento se define como el flujo del cuadrimomento p# a través de una superficie
z# constante. Si £4 es un lagrangiano cuyos términos describen la dindmica de un campo ¢ que interacciona
con la gravedad, entonces el tensor de energia-momentum puede expresarse por[22]

o2 5/l
pr — .
Vgl ogh

2@ N es también llamada Constante de Gravitacién Universal.
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Subvariedades

In mathematics, you don’t
understand things. You just get
used to them.

John von Neumann

Este capitulo estd basado en su mayorfa en el libro de Bang-Yen Chen[12], Capitulo 2.

4.1. Immersiones y embebimientos

Sea ¢ : M — N un mapeo entre dos variedades.

Definicién 18. ¢ es una immersion si el mapeo entre los espacios tangentes
Gue + ToM — Ty N es inyectivo para todo x € M. [12]

Definicién 19. Si, ademds, ¢ es un homemomorfismo en ¢(M), de modo que preserva su
estructura, entonces se le llama encage.[12]

Definicién 20. La codimension de la immersion es la resta dim(N) — dim(M).

Definicién 21. Decimos que una immersion es isométrica si preserva los productos
escalares, i.e.

(u,v)r = (s, u, ¢*wv>¢($)'
4.2. Subespacio normal
Sea ¢ : M — N una immersién isométrica, con dim(M) < dim(N); llamamos variedad
ambiente a N. u € T, M y v € Ty(,)N. Es posible descomponer el espacio tangente de N

como una suma directa:
TyyN = ToM & T, M, (4.1)
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y T;-M es el subespacio normal. Luego, cualquier vector puede ser expresado de la
forma:
v = tan(v) + nor(v).

Ademsds, para campos tensoriales X,Y, Z € X(M) definimos el tensor de curvatura para la
variedad ambiente como

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vixy)Z.

4.3. Foérmula de Gauss

Denotamos la conexién de Levi-Civita en N (la variedad ambiente) como V. Un campo
vectorial X es llamado extensién de X en N si su restriccién en ¢(M) es X. Defimos las
componentes tangencial y normal de v )”(f/ como VxY y 0(X,Y) respectivamente.

La férmula de Gauss tiene la forma[9][19]:

ViY =VxY +0(X,Y), (4.2)

donde V es la Conexién de Levi-Civita en M,y o : TM x TM — T*+M es la Segunda
Forma Fundamental, la cual satisface para alguna funcién f € F(M) y campos
W, XY, Z € X(M)

o(X,Y)=0(Y,X); (4.3)
o(X, fY) = fo(X,Y); (4.4)
o(X,)Y +0(Z,W))=0(X,Y). (4.5)

4.4. Foérmula de Weingarten

La conexién afin en el fibrado normal T M sers denotada por D, y se define por
D: X x Xt = X+, dada por: ~
DxZ =nor(VxZ),

donde X € X(M), Z € X(M)*. Dx es llamada derivada covariante normal.[31]
Definicién 22. Sean X, Y € X(M),U € X(N). El campo tensorial (1,1) A en M,
A:T,M — T, M que satisface

(AX),Y) = (o(X,Y),U),
es llamado Operador de Forma de M derivado de U.[31]

Observacion 3. Los autovalores del operador de forma evaluado en algun punto de una
variedad resultan ser las curvaturas principales en ese punto, y sus autovectores son las
direcciones de dichas curvaturas.
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Para algin campo normal § de M en N, la férmula de Weingarten[10] es la
descomposicién de V x& como

Vx€ = —A¢(X) + Dx€. (4.6)

Una relacién entre la segunda forma fundamental y el operador de forma es dada por:
(0(X,Y),8) = (Ae(X),Y). (4.7)

Ver apéndices: Se ha incluido una seccién con la deduccién completa de las ecuaciones
de Gauss, Ricci y Codazzi para variedades ambiente.

4.5. Subvariedades umbilicales y totalmente geodésicas
Definicién 23. Una immersion isométrica ¢ : M — N es totalmente geodésica si la
sequnda forma fundamental se anula uniformemente, i.e. o = 0.

Definicién 24. Si en una variedad M se cumple que A¢ = pl para algin campo normal &
y una funcién p € F(M), entonces £ recibe el nombre de seccion umbilical (es
localmente esférico).

También se dice que M es umbilical respecto a ese campo.

Definicién 25. Si M es umbilical respecto a todos sus campos normales, entonces M es
una variedad totalmente umbilical.

4.6. Vector de curvatura media

Como su nombre lo indica, es un promedio sobre todas las curvaturas principales de una
variedad o hipersuperficie, y viene dado por:

H= <7ll> Tr (o). (4.8)

También, el vector de curvatura media es una fraccion de la traza del operador de forma,
ya que los autovalores de éste y los de la segunda forma fundamental coinciden:

H= (D Tr(A).

Para el caso de n = dim(M) y {ey, ..., e,} una base ortonormal (referencial), el vector H se

reescribe:
1 n
H=|- o(e;,e). 4.
(3) S esotenen (49)

=1
Si D es una conexion en el subespacio normal, se le llama conexidon normal.

Definicién 26. Un campo normal € se dice paralelo si D& = 0.

Definicién 27. Se dice que la variedad M tiene vector de curvatura media paralelo
si DH = 0.

Teorema 1. Para el caso de una variedad totalmente umbilical, la sequnda forma
fundamental satisface[12]:
o(X,)Y)=(X,Y)H.
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Demostracion

Sea ¢ : M — N un aimmersién isométrica entre variedades. Sean X, Y € X(M) campos
vectoriales en una subvariedad M que es umbilical respecto a cualquier campo vectorial
normal, de modo que A¢ = pI, V¢ Luego, por la ecuacién (4.8) tenemos:

U(X7 Y) = <A§(X)5Y>ﬁ = <X7 Y>’flp;

donde I es el operador identidad y n es un vector unitario.

El vector de curvatura media H puede ser escrito en términos de la traza del Operador de
Forma. Pero para una subvariedad totalmente umbilical se cumple que el operador forma

es proporcional a la identidad, cuya traza resulta ser el niimero de curvaturas principales

de la (hiper)superficie.

- o(X,Y)=(X,Y)H.

Definicién 28. Una subvariedad pseudo-Riemanniana se dice minimal si H = 0.

4.7. Teorema fundamental de las subvariedades

Los siguientes dos teoremas son tomados del libro de Bang-Yen Chen.[12][15]

Teorema 2. Sea (M}, g) una n-variedad pseudo-Riemanniana simplemente conexa con
indice t, y supongamos que existe un fibrado vectorial (m — n)-dimensional v(M]*) con
indice s-t, sobre MJ*, con tensor de curvatura RP y un (0,2) tensor o.

Para una cross-section § de v(M]'), definimos Ae como g(A¢X,Y) = (0(X,Y),§). Si las
ecuaciones de Gauss, Ricci, Codazzi se satisfacen, entonces (M]*) puede ser
isométricamente immersa en un espacio forma real R (c) m-dimensional de curvatura
constante c.

Teorema 3. Si ¢'¢: M — R7(c) dos immersiones isométricas. Supongamos que existe
una isometria ¢ : M — M tal que ¢ puede ser cubierta por un mapeo entre fibrados

¢ :v— v que preserva las métricas de los fibrados, las conexiones y las sequndas formas
fundamentales. Entonces existe una isometria ® de R™(¢) tal que ® o ¢ = ¢'.

Definicién 29. Dos subvariedades de una variedad pseudo-Riemanniana N se dicen
congruentes si existe una isometria de N que mapea una en la otra.

4.7.1. Mas definiciones

Definicién 30. Dos subvariedades My, Ms de N s dicen congruentes si exriste una
isometria de N que mapaea una en la otra.

Si M7 es una subvariedad minimal en el pseudo-espacio euclideo E7", entonces Ric < 0,
con una igualdad si y solo si la subvariedad es totalmente geodésica.

32



4.8. Primer espacio normal
Ahora, descomponemos el espacio normal como suma directa de dos subespacios:
Las — o0 1
Ty M=% &N. (4.10)

donde definimos N° = {¢ € T,-M|A: = 0} y W' = {o(V,W) € T;-M|V,W € T,M}.

4.9. Subvariedades totalmente geodésicas

Si¢: M — N es un aimmersion isométrica de M en N, entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. M es subvariedad de N totalmente geodésica.
2. Las geodésicas de M son geodésicas de V.

3. Vo € M,v € T, M, la geodésica ,, que cumple con 7, (0) = x,~,(0) = v, yace
localment en M. [12]

4.10. Subvariedades totalmente umbilicales

Del trabajo [2] de Anh et al, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4. Sea ¢ : M — N, M{*una immersion isométrica. M* es una subvariedad
totalmente umbilical ssi. las geodésicas nulas de M son también geodésicas de NI*.

Demostracién

1. Supongamos que M es toatlmente umbilical en N/*. Si v: I — M;" es una
geodésica nula de M;, entonces +/(t) es un vector nulo para todo t. Entonces,

(Y'(t),~'(t)) = 0, y del teorema 4 obtenemos: V.Y (t) = o(7'(t),7'(t)) = 0, asi que
~ también es geodésica de ;™.

2. Si v es un vector nulo de M}, y las geodésicas de M;" son también geodésicas de
N{™, entonces se satisface o(v,v) = 0. Para algin « € M]", sea {ey, ..., e, } una base
ortonormal de T, M} tal que (e;,e;) = —l parai=1,...,ty (ej,e;) =1 para
j=1,...,n, de modo que e; & e; son vectores nulos porque satisfacen
<€i + €j,€q + €j> = 0.
coo(ei,e;) +o(ej,e;) =0;0(e;ej) =0.

Sit > 2, tenemos e;, +e;, + V2e,, es un vector nulo para 1 <i; # iy <s,y
o(e,ei,) =0.

También, para n —t > 2 se tiene o(e;,,e5,) =0 para t +1 < j; # jo» < n. De modo
que se cumple la condicién del Teorema 4 en todo punto, y M es totalmente
umbilical.
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4.11. Curvatura escalar

Finalmente, una generalizacién de la definiciéon de curvatura es la curvatura escalar 7
definida por:

R=> " K(ee). (4.11)
i<j
La curvatura escalar indica cudnta es la diferencia entre el volumen de una bola geodésica
en una variedad curveada y el volumen de una bola estandar en un espacio plano
(euclideo).
De Bang-Yen Chen [12], el siguiente teorema relaciona la curvatura escalar con la segunda
forma fundamental y el vector de curvatura media.

Teorema 5. Para una subvariedad M]* pseudo-Riemanniana de un espacio forma real
R™(c), la curvatura media, el vector de curvatura media y la sequnda forma fundamental
de M satisfacen:

n? 1 n(n —1)

n
donde S, = Z eiej(o(ei,ej),o(e;,e;)).
i,j=1
Demostraciéon

Sea {e;} un referencial ortonormal de M. La ecuacién de Gauss devuelve

n n

> eicj(Riei,ej)ese) = Y eiej(R(ei, ef)ej, e)

i,5=1 ,5=1

n

—l—Z eio(ei, ej),€50(ej5,€:)) Z o(eiej),o(ei,e;)).

1,7=1 ,j=1

Por otro lado, la curvatura seccional K:
K(ei A Bj)) = €i€; <R(6i, 6]‘)6]‘, 67;>.

De éstas dos ecuaciones,
2R =n(n —1)c+n’*H? — S,.

que es equivalente a la ecuacién 4.12. O
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Productos Warped: fibrados, foliaciones y
espaclos coclentes

“Las cebollas tienen capas. Los
ogros tienen capas. Las cebollas
las tienen... ”

-Shrek

Sea abordan las variedades con producto warped, el cual es una generalizacién del producto
cartesiano. Los teoremas de éste capitulo son todos tomados de Bang-Yen Chen (2017).

5.1. Warped Product

Estaremos utilizando dos variedades pseudo-Riemannianas B y F' a las cuales llamaremos
Base con métrica gp y Fibra con métrica g respectivamente. Consideremos la variedad
dada por el producto B x F, para el cual definimos algunas proyecciones ! para elementos
(p,q) E BX F,conp€ B,qe F
m:BxF — B,
m(p,q) = p;

que recoge solo elementos de la base B, y

n:BxF—=F,

n(p,q) = ¢

que solo devuelve elementos de F'.

1Una proyeccién ortogonal se define como la representacién de objetos de R? en R2.
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Definicién 31. Un producto B x F' se dice que es producto warped si su métrica tiene
la forma g = g + f%gr, donde f es una funcién de elementos de B. Se escribe B x5 F, y
su métrica se define para X € X(M) como:

(X, X) = (m(X), m (X)) + (7 () {1 (X), 0 (X)) (5.1)

Noétese que para el caso en que f es una funcién constante, el producto warped se reduce
al caso trivial B x F.

5.1.1. Hojas y Fibras
Sea (p,q) un elemento de la varieadad B x ¢ F, donde p € B,q € F.

Definicién 32. Dado un elemento especifico q € F, las hojas son elementos de la forma
B x{q}.
Decimos que los vectores tangentes a las hojas son horizontales.

Definicién 33. Dado un elemento p € B, las fibras son elementos de la forma {p} x F.

Decimos que los vectores tangentes a las fibras son verticales.

5.1.2. Lifts

Sea u € T}, B un vector tangente de la base, y sea un elemento ¢ € F. Definimos el lift de u
hacia (p,q) como @ € T(, 4y como el tinico vector que satisface 7.(u) = u.
Andlogamente, X es el lift del campo X € X(B) cuyo valor en cada punto (p, q) es el lift
de X, hacia (p, q).
Definimos el conjunto de todos los lifts horizontales como £(B), y los lifts verticales como
L£(F). De hecho, dados campos X,Y € £(B),V,W € £(F) satisfacen:

X,¥] = [X,Y]" € &(B);

VW] = [V, W] € &(F);

X, 7] = 0.

Lema 1. Sea A\ € F(B). El gradiente del lift Ao hacia A de B x5 F es el lift del
gradiente de X en B, i.e. mi(V(Aom)) = V.
Demostracién

En el Apéndice 5 se menciona la definicién del gradiente.
Si v es un vector vertical en T'M, se tiene que m,(v) = 0.

(V(Aom),v) =v(Aom) =m(v)A = 0.
as{ que V(A o) es horizontal. Entonces, para un z horizontal, se tiene
(m.(V(A o)), m(2)) = (V(Aom), 2)
=z(Aom) = (m2)A = (VA me2),

asi que 1. (V(Aom)) = VA en todo punto. O
La Figura 5.1 provee un diagrama que facilita la interpretacién del lema anterior.
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5.1.3. Conexién en un Producto Warped

Para campos X,Y € £(B),V,W € £(F), denotamos la conexién del producto warped

B x; F por V, y la conexién de Levi-Civita serd V.
Definicién 34. VxY € £(B) es el lift de VxY en B.

Teorema 6. Para campos X,Y € £(B),V,W € £(F), se cumplen los siguientes
enunciados:

VxV =VyX = (Xin(f))V;
V.w)

nor(VyW) =o(V,W) = — 7

Vi
tan(Vy W) € £(F);

la dltima ecuacion es el lift de Vi,W en F.

Demostracién

1. Dado que [X,V] =0, as{ que VxV = Vy X, que son verticales. Luego,
(VxV,Y) = (=V,VxY). De la férmula de Koszul:

VXV, W) = X (V, W),
Ahora, por la definicién de la métrica del producto warped:
<V, W> (pyq) — f2 (p)<Vq7 Wq>7

(V.W) = f2((V, W) o).

De la definicién del gradiente (en el Apéndice 6), tenemos que X f = (df)X

XV W) = X(fA(V, W) om)) = 2f X f((V,W) o );
X(V.W) =2ff'(V.W)on)X.

(5.5)

Notemos que (XIn(f)) = fT/X . Entonces, multiplicamos y dividimos la expresién

anterior por f para obtener:

X(V.W) = 2f/f2(<V7 W) on)X = 2(XIn(f))(V. W),

Por la ecuacién 5.5, la ecuacién 5.2 queda demostrada.

2. Ahora, de la primera propiedad:

(Vv X, X)f = (W, Vv X) = —(Xin(f))(V,W).

Pero (Vf,X) = X f, tanto en M como en B por el Lema 1.

que implica la ecuacion 5.3.
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3. Finalmente, dado que V y W son tangentes a las fibras, tan(Vy W) es la derivada
covariante de las fibras que restringe V' y W. Entonces, tan(Vy W) es un lift vertical.

OEs natural preguntarse de dénde sale un logaritmo natural en las ecuaciones que
describen campos horizontales y verticales. Para ello, recordemos el mapeo exponencial
exp: TM — M. Podemos definir In := exp~' : M — TM, tal que Xin(f) € TM. En
efecto, (Xinf)V describe el cambio que cubre V por la accién de X, y viceversa; pero
dado que consideramos un producto warped, también la funcién f debe ser incluida en la
ecuacion 5.1 del Teorema 6.

5.1.4. Geodésicas en productos warped

De Barret O’Neil (1983), obtenemos que una curva v = («, ) en un producto warped
M = B x ¢ F es una geodésica si, y solo si se satisfacen las siguientes dos condiciones:

1. o =(F,8)foaVfen B.

—2 d(fo
2. g = fo%io;sa)ﬂl-

5.1.5. Homotecia
Este concepto se define de la siguiente manera:

Definicién 35. Un difeomorfismo b : M — N de variedades pseudo-Riemannianas tal que
V*(gn) = cgur, para alguna constante ¢ # 0, es llamada homotecia de coeficiente c.[31]

Como si se tuviera un proyector para presentar una pelicula en una pantalla grande:
Inicialmente un cuadro de la pelicula es muy pequena, cabe en la camara, pero a través del
proyector aparece en la pantalla hasta diez veces més grande. Entonces, la imagen en el
proyector y la que se muestra en la pantalla son homotéticas.

En particular, una isometria es una homotecia de coeficiente 1. En el caso ¢ = —1, se le
llama anti-isometria.

Una homotecia de coeficiente ¢ > 0 preserva el tipo causal de los vectores tangente y de las
curvas. Para un coeficiente ¢ < 0, por el otro lado, revierte el tipo causal; por ejemplo, un
vector v tipo tiempo implicaria que div fuera tipo espacio.

Lema 2. Las homotetias preservan la conexion de Levi-Civita.

Demostracion

Consideremos un espacio con conexion de Levi-Civita equipado con una métrica g, y
consideremos una métrica homotética g’ = Ag, con A € C'/{0} un nimero distinto de cero.
Luego, de la féormula de Koszul en la métrica ¢':

INVy Z, X) =AY (Z, X) + M\Z(X,Y)

“AX(Y,Z) - \NY,[Z,X]) + MZ,[X,Y]) + XX, [Y, Z]).

y sabemos que la conexién en el espacio cuya métrica es g’ satisface la férmula de Koszul.
Pero, dado que A es distinto de cero, podemos cancelarlo en ambos lados de la expresién y
obtenemos la formula de Koszul para g. Entonces, la conexién es la misma en ambos

espacios, es decir, la de Levi-Civita. O
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5.2. Curvatura

5.2.1. Desviacién geodésica

Definicién 36. Una familia de geodésicas 1-pardmetro es un mapeo y:I1 x 1" — M
del,I' C R intervalos abiertos, y que satisface

1. Dado un punto s fijo, v(s,t) es una geodésica parametrizada por t.
2. Localmente, (s,t) — v(s,t) es suave y tiene una inversa suave.[40]
La familia de geodésicas forma una superficie de dos dimensiones ¥ C M.[40]

Definicién 37. El vector de desviacion geodésica §sS es un vector que parte de un
so € v hacia otro punto cercano sg + 0s.

Sperhake (2016) define la velocidad relativa de geodéscias cercanas como
V1 (§sS) = sV S, donde T es el vector tangente a la gedésica en un v(s = const,t), y la
aceleracion relativa es definida por sV V1S, Esta tltima est4 relacionada con el tensor
de curvatura por

VrVrS=R(T,S)T,

asi que la desviacién geodésica es una manifestacion de un tensor de curvatura no nulo.

5.2.2. Lift del Tensor de Curvatura

Definicién 38. El lift de un tensor T de B a M = B x; F' es el pullback 7*(T').
Definimos por BR,F R a los lifts de los tensores de curvatura de B y F respectivamente.

Se satisface que R(X,Y)Z es el lift de de PR(X,Y)Z en B.

Dado que el Tensor de Curvatura de Riemann esta relacionado con las fuerzas de marea
-las cuales son una consecuencia de la desviacién geodésical40]-, es natural esperar que en
una variedad con producto warped el Tensor de Curvatura de Riemann sea proporcional al
hessiano HY. Ademés:

Teorema 7. Para un producto warped M = B Xy F' de dos variedades
pseudo-Riemannianas. Sean X,Y,Z € £(B) y U, V,W € £(F), entonces se cumplen los
stguientes enunciados:

R(X,V)Z = Hf(jf’y)v;
R(X,Y)V = R(V,W)X = 0;
R(X, V)W = — V. V) Vx(Vf);

(V£ V)

R(V,W)U =F R(V, W)U + {(Vv, U)W — (W,U)V}.

f2
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Demostracion
1. Sabemos que [V, X] = 0 asi que
R(X, V)Y =VxVyY -V, VxY.
Del Teorema 6,

VxVyY = Vi (Y(In(f)V) = (XY (Inf)V + (Y (Inf))Vx V

={XY(Inf) + (Y )X~V + (X (Inf))(Y (Inf))
= (XY (Inf))V;
S RX, V)Y = (XY (Inf))V — Vi VY. (5.6)

Por otro lado, VyVxY = (VxY(Inf)
obtenemos el primer resultado.

~—

V', y combinandolo con la ecuacién 5.6,

2. Ahora, asumimos [V, W] = 0. Entonces,
R(V,W)X = Vy Vi X — Vi Vi X.

También, tenemos Vy Vi X = (VX (Inf))W + (X(Inf))VyW = (X(Inf))Vy W asi
que X (Inf) es constante en las fibras. Por lo tanto,

R(V,W)X = (X(Inf))VyW — Vw (X(Inf)V)
= (X(Inf))(VvW = Vw V) = (X(Inf))[V,W] = 0.

Por otro lado, R(X,Y;V,W) = R(V,W;X,Y) = 0 por la definicién del tensor de
curvatura y por el Teorema 5. Entonces, R(X,Y)V = 0.

3. Notemos que R(X, V)W es horizontal. Luego, R(X,Y;W,U) = —R(W,U; X,V) = 0.
Ahora, de la ecuacion Primera Identidad de Bianchi, ecuacién 3.2, obtenemos

R(X,V)W = R(X,W)V.

Ahora, aplicando la primera ecuacién de este teorema:

RV = Ry w) = - D v,
Rec Vi) = - w9, v),

4. Queremos expresar el tensor de curvatura R en términos del tensor de curvatura de
las fibras ' R. La ecuacién de Gauss proporciona una relacién entre tensores de
curvatura en immersiones isométricas:

PR(V,W;U¢) = R(V,W;UE) + (o(V,€),0(W,U)) — (o(V,U),a(W, £)).
Pero o(V, W) = -0 v,

(V/ V)

S R(V,W;U€) =" R(V,W;U€) + e (V. U)W — (W, U)U],

que es lo que buscdbamos.
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Del Teorema 7, obtenemos expresiones semejantes para el tensor de Ricci.

Corolario 2. Sean X,Y wvectores horizontales, y V, W wvectores verticales en un producto
warped M = B xy F con k = dimF > 1. El tensor de Ricci satisface:

1. Rie(X,Y) =P Rie(X,Y) — L0/ (X,Y);
2. Ric(X,V)=0

3. Ric(V,W) =F Ric(V,W) — [T ~ (k- 1)L qu (V,W).

Demostracién

1. De la ecuacién 3.8:
Ric(X,Y) =Y ea(R(e, X)Y,e1) = Y _e(R(X,e)er,Y),

pero dim(M) = dim(B) + dim(F), as{ que podemos descomponer la expresién
anterior en dos sumatorias. Usando la tercera ecuacién del Teorema 7:
b
(e ,e
JRie(X,Y) = a(PR(er, X)Y, e)) +Z VXYY,
l

Usando la definicién del Hessiano (Apéndice 3) obtenemos la primera ecuacion.
Ric(X,Y) =P R - f HY(X,Y).

2. La segunda ecuacién se obtiene de la misma manera: escribiendo el tensor de Ricci
como la traza del tensor de curvatura de Riemann, y aplicando la segunda ecuacién
del Teorema 7.

3. Empleando la ultima ecuacién del Teorema 7:

Ric(V.W) =) a(R(er, V)W, e1)

=S a(FR(enV W+W[<el,w>v—<uw>el],el>;
= iev.w) + S | LT o wy e - ELE L wwer e

= Rie(v,w) + (k- D)L vy + 0 S ar@ivse).
Pero > (V |V, e) = Af.
2 Ric(V,W) =F Rie(V,W) + (k — 1) <VJ;;2V 7) (V,W) — %a/ w).

Definicién 39. Una funcién suave f en una variedad Riemanniana es estrictamente
conveza si en cada punto el Hesiano HY es positivo definido, y se dice convexa si Hf es
positivo demi-definido. [12]
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5.3. Variedades Producto Warped de Einstein:

Teorema 8. Un producto warped M = B x ¢ F es Einstein (Ag = Ric) si y solo si se
cumplen los siguientes postulados[6]:

1. (F,gr) es Einstein con ¥ Ric = ugr.
2. BRic = \gp + %Hf.

3. u=(k—=D|Vf2P+Af2— fAf, con k = dimF.

Demostracién

1. Para empezar, supongamos que M es Einstein, es decir, A\g = Ric. Definimos
p=(k—=1)|VF>+ A f? - fAf, con k = dimF. De la ecuacién 3 del Corolario 2,
obtenemos que

F 1o f? Af
Ric(V,W) = PAQ(V, W) — [7 + (k= 1)V, VAV, W),
puesto que gr(V,W) = #g(V7 W)(V, W), reescribimos
" Ric(V,W) = ugr,

asi que las fibras son Einstein. Por otro lado, de la ecuacién 1 del Corolario 2, y
considerando que g(X,Y) = gp(X,Y), obtenemos la segunda ecuacién.

2. Ahora, consideremos que se cumplen las 3 ecuaciones para M. El Corolario 2 provee
las ecuaciones para el tensor de Ricci para las tres posibles combinaciones de campos
horizontales y verticales, de donde se deduce que en los tres casos se satisface la
condicién Ric = 0g, con 6 una funcién en M.

O
Del libro de Bang-Yen Chen, sabemos que para un espacio compacto de Einstein (F, gr)
de dimensién k, con ¥ Ric = pgp es posible construir un producto warped de Einstein
B x; F que satisface Ric = \g.[12]
Si B es una variedad de Riemann compacta 2-dimensional, entonces el producto warped es
simplemente un producto de Riemann.[12]
Dato curioso: Nadie ha encontrado ejemplos de productos warped Eisntein Compactos
con funciéon warped no constante.

5.3.1. Foliaciones

Definicién 40. Una foliacion en M es un sub-fibrado F del fibrado tangente de M, es
decir, para cualesquiera dos campos vectoriales X, Y que toman valores en F', se cumple
que [X,Y] también toma valores en F.

Podemos pensar en una foliaciéon como una cebolla o una lechuga, que esta compuesta por
un conjunto de hojas que cubren totalmente a la variedad, y deben ser de dimensién
menor a la dimensién total de la variedad. También, se puede pensar en un cono de hilo
(esos que se usan para coser), siendo la hoja de la foliacién el hilo (digamos, una recta
real) que estd enrrollado en toda la superficie.
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Definicién 41. Una subvariedad de otra variedad pseudo-Riemanniana se dice esfera
extrinseca si es totalmente umbilical con vector de curvatura media paralelo, es decir,
DH= 0.

Definicién 42. Una foliacion L en una variedad pseudo-Riemanniana M es totalmnte
umbilical si cada hoja de L es totalmente umbilical.

Definicién 43. Si el vector de curvatura media en cada hoja es paralelo en el fibrado
normal, entonces se le llama foliacion esférica.

Definicién 44. Si cada hoja de L es una subvariedad totalmente geodésica de M, entonces
L es una foliacion totalmente geodésica, también conocida como autoparalela.

Observacién 4. Producto Twisted

Es una generalizacién del producto warped, donde las funciones que multiplican a la
métrica no dependen tnicamente de los elementos de una de las subvarieades
multiplicadas.[11][38]

Definicién 45. Dadas B,F variedades pseudo-Riemannianas con respectivas métricas
9B, gF, Y una funcion positiva suave en M. El producto torcido M = B x¢ F es la
variedad B X F equipada con la métrica

9(X,Y) = gp(ma(X), e (Y)) + f2gr (n.(X), n(Y)). (5.7)

Noétese que para el caso en el que f depende solo de B, se reduce a un producto warped.
También, en el caso en el que B es un punto, el producto torcido es simplemente un
cambio conformal en la métrica de F'.

1y, M
lift || Ty
T,B
V||
B

Figura 5.1: Diagrama que
ilustra la accién de los lifts.
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Espacio-tiempos de Robertson-Walker

“When you stumble on a
beautiful theory you have the
same emotional reaction that you
feel in front of a piece of art”

- Gian Francesco Giudice

6.1. Motivacion historica

6.1.1. Cosmologia

La cosmologia es un intento por describir el universo entero haciendo algunas
simplificaciones y suposiciones que permitan capturar las propiedades esenciales. En
cosmologia relativista, se asume que el universo puede ser modelado como un fluido -el
limite continuo para un gran numero de particulas-, donde las galaxias son las
moléculas.[40]

Definicién 46. Una variedad M se dice isotrépica en un punto p si dados v,w € T, M
con (v,v) = (w,w), existe una isometria de ¢ de M tal que dp(v) = w. M se dice
isotrdpica si es isotrdpica en todo punto.[31]

Principio Cosmolégico: En un momento dado, el universo es espacialmente homogéneo
e isotrépico a grandes escalas.

6.1.2. Observaciones astronémicas

A principios del siglo XX, los astrénomos no estaban seguros del tamano del universo: En
general, se crefa que serfan algunas decenas de miles de anos luz de didmetro. En los anos
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20’s, Hubble observé que algunas nebulosas' eran del tamaifio de la Via Lactea.

Ademas, descubrié que el universo se expande, lo cual provoca que la radiacién
electromagnética emitida por galaxias y nebulosas lejanas no mantengan una longitud de
onda constante observada desde la Tierra. De hecho, cuanto més se aleja un objeto emisor
de luz de un observador, la longitud de onda aumenta. A este fenémeno se le llama
Corrimiento al Rojo.

Las observaciones de Hubble indicaban que las soluciones propuestas para las ecuaciones
de campo de Einstein de la época no describen al universo observable. Para encontrar una
solucién a las ecuaciones de campo de Einstein compatible con el Principio Cosmolégico,
en los anos 30’s H. Robertson y A.G. Walker introdujeron una métrica (ecuacién 13.1)
para un espacio-tiempo donde todos los lugares parecen uno mismo y todas las direcciones
espaciales son las mismas.

6.2. Espacio-tiempo de Robertson-Walker

Definicién 47. Un espacio-tiempo de Robertson- Walker es un producto warped de

la forma
LY (k. f) = (I x ™71 (k), 9), (6.1)

donde I es un intervalo de los reales, m € N, y (S™(k), gr) es una 3-variedad Riemanniana
de curvatura k constante. La funcion f describe si el univeso se contrae o exrpande.

En Relatividad General se utiliza el caso particular m = 4:
Li(k, f) == (I x S%(k), g),9 = —dt* + f*(t)g- (6.2)

Definicién 48. Sea 0; la primera coordenada de un campo vectorial en LV (k, f), el cual
es llamado campo co-mdwvil del observador en Relatividad General.

Dos propiedades muestran algunas simetrias en este espacio-tiempo:

1. Curvatura Constante: Un espacio-tiempo de Robertson-Walker cuyas fibras tienen
curvatura constante (como se ve en la ecuacién 6.2, la (m — 1)—variedad Riemannianan
tiene curvatura constante k).

Dado que la curvatura del espacio-tiempo aparece por la presencia de objetos con masa: Si
la curvatura es constante en todo el espacio, entonces la distribuciéon de masa debe ser
uniforme. Dicho de otra forma, curvatura constante es igual a un universo espacialmente
homogéneo.

2. Campo tipo tiempo: Existe un campo vectorial tipo tiempo

K = f(t)0,

donde 9; es el lift del campo d/dt en algtin intervalo I C R hacia I x S™~1 esto es, d; es
la primera coordenada de un campo vectorial en Li*(k, f) llamada campo co-mévil del
observador en Relatividad General. El campo K satisface Vx K = f/'(t)X,VX.

En particular, siendo L la derivada de Lie a lo largo de K, se tiene que Lxg = 2f'g.

1Las nebulosas son nubes gigantescas constituidas por concentraciones de gases entre los que predominan
el hidrégeno, helio y polvo estelar que toman formas extrafias en el espacio.[34][32]

45



6.3. Espacio en reposo

De la ecuacién 6.1, el intervalo I es una linea de tiempo, y en cada punto de ella hay un
estado estatico del universo, como si le pusiéramos pausa a todo el universo en un
momento t = tg.

Una ilustracion de este concepto son los “flip books”, los cuales tienen una escena en cada
pégina y al pasarlas muy rapido parece como si fuera una pelicula.

Definicién 49. Un espacio en reposo o seccién tipo espacio en una variedad de
Lorentz es una hipersuperficie dada por un t =ty constante, es decir, es una fibra

S(to) = {to} Xf(to) Sm_l(k) (63)

Ahora, consideremos un trozo de ese espacio en reposo: una subvariedad N immersa en un
espacio-tiempo de Robertson-Walker.

Definicién 50. Una subvariedad pseudo-Riemanniana N de LT (k, f) es llamada
transversal si estd contenida en un espacio en reposo S(tg) para algin tg € I.

También, un concepto generalizado para los espacios de Robertson-Walker son aquellos
con pequenas deformaciones en la métrica, de modo que no necesariamente sean
espacialmente homogéneos.

Definicién 51. Un espacio-tiempo de Robertson-Walker generalizado es un
producto warped cuya base es un intervalo abierto de la recta real equipada con el signo
opuesto en su métrica, y su fibra es cualquier variedad Riemanniana.

Definicién 52. Una subvariedad pseudo-Riemanniana N de LT (k, f) es H-subvariedad
si el campo comdvil del observador 0y es tangente a N en todo punto de N.

Queremos mostrar algunas proposiciones para variedades tipo espacio y variedades
transversales, pero primero debemos enunciar (y demostrar) algunas proposiciones 1tiles
para espacio-tiempos de Robertson-Walker, las cuales son tomadas de Bang-Yen Chen,
2017 [12].
6.4. Proposiciones en espacios de Robertson-Walker
Lema 3. FEl tensor de curvatura R de LT'(k, f) satisface las siguientes propiedades:

1. R(0, V) = LV,

2. R(V,0)W = —(V,W)L-0;;

3. R(V,W)9, = 0;

4. RUVIW = BLqvwyo — o, w)vy,

para U,V,We £(S™1(k)).
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Demostracion

Las primeras tres ecuaciones son consecuencia inmediata del Teorema 7.
Para la ultima, usamos la tltima ecuacién del Teorema 7 para obtener:

f/2

R(U, V)W = F{W’ WU — (U, W)V} +F R(U,V)W.

Luego, utilizamos la ecuacién 3.6 para el tensor de curvatura de las fibras ' R:

FRU, VYW = k/f2[(V, W)U — (U, W)V].

donde el factor de f2 aparece aprovechando que la métrica de un producto warped es dada
por la ecuacién 5.1. Combinando los dos resultados obtenidos, demostramos la dltima
ecuacién de este lema. O

Un resultado inmediato de la dltima ecuacién del lema 3 es el siguiente corolario:

Corolario 3. La curvatura seccional de LT*(k, f) es kJ}J;’Q.

De ello, todo plano que contiene un vector de d; tiene curvatura

Kat:f”/fa

y los planos tangentes a una hoja S(t) tienen curvatura K = f/? + k/f2. Estas dos
cantidades son llamadas las Curvaturas Seccionales Principales.

Corolario 4. Un espacio-tiempo de Robertson-Walker LT (k, f) tiene curvatura constante
k si, y solo si la funcion warped f satisface ff" = f'? + k.

Demostracion

1. Supongamos que LT*(k, f) tiene curvatura constante. Luego, de la primera ecuacién
del lema 3, la curvatura seccional es dada por f”/f. Por otro lado, de la dltima

12
ecuacién sabemos que la curvatura seccional de L{*(k, f) es k‘;g . Igualando ambas

expresiones obtenemos que la funcién warped satisface ff” = 2 + k.

2. Partiendo de la suposicién de que ff"” = f'? + k, obtenemos k';!:m = f"/f, que es la

curvatura seccional obtenida por los campos de la ecuaciéon 1 del Lema 3, pero
también es la curvatura seccional de la ecuacion 4 del mismo Lema. Entonces, la
curvatura es constante.

De ello, obtenemos algunas propiedades interesantes:
Corolario 5. Para constantes a y b, se cumplen los siguientes enunciados:
1. L (k, f) es plano si, y solo si, f(t) = at+b, con k= —a®.

2. L7 (k, f) tiene curvatura constante ¢® > 0 si, y solo si f(t) = acosh(ct) + bsinh(ct),
k= c*(a® — b?).

3. L7 (k, f) tiene curvatura constante —c* > 0 si, y solo si f(t) = acos(ct) + bsin(ct),
k= —c?(a® + b?).
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Demostracion

1. Supongamos que LT*(k, f) es plano. Del Lema 4, el tensor de curvatura es igual a 0,

y " =0, lo que implica que f(t) = at + b, y del Corolario 4 obtenemos que k = —a?.

Para el converso, asumimos que f(t) = at + by k = —a?. De ello, calculamos
/' =a, f” = 0. Sustituyendo en la primera ecuacién del Lema 4, encontramos que
R=0,y LT (k, f) es plano.

2. Supongamos que L7 (k, f) tiene curvatura constante ¢2 > 0, con k = c?(a? — b?). De

los Corolarios 2 y 3, £ ]{;N = c(a® — b?). Obtenemos una ecuacién diferencial con la

forma f” — c?(a® — b?) f = 0, que al resolverla para f obtenemo funciones hiperbélicas
f(t) = acosh(ct) + bsinh(ct).

El converso se deduce plantenado la ecuacién diferencial anterior con
f(t) = acosh(ct) + bsinh(ct) y despejando c?.

3. Supongamos que LT (k, f) tiene curvatura constante —c? > 0, con k = —c?(a? + b?).
Siguiendo el procedimiento andlogo al inciso anterior, obtenemos la ecuacién
diferencial con forma semejante a un oscilador arménico, cuya solucién viene dada
por f(t) = acos(ct) + bsin(ct); k = —c*(a® + b?).

Asi mismo, el converso se deduce plantenado la ecuacién diferencial anterior con
f(t) = acosh(ct) + bsinh(ct) y despejando c?.

Lema 4. Para V,W € £(S™Y(k)), los siguientes enunciados se cumplen:
1. V5,0, = 0;
2. Vs,V =Vyo, = (Inf)V;
5. (VW0 = —(V,W)(inf).

Demostracién

1. El primer enunciado aparece inmediatamente de la segunda ecuacién del Teorema 6.
2. Para el segundo, utilizamos la ecuacién 5.2, dado que d;(Inf) = (Inf)’.

3. Para el dltimo enunciado, notamos que
(VyW,0) = nor(Vy W) =o(V,W),

y conocemos la expresion para la segunda forma fundamental por la ecuacién 5.4.
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6.5. Proposiciones de variedades transversales y
variedades tipo espacio

Teorema 9. La sequnda forma fundamental o de N en LT (k, f) se relaciona con la
sequnda forma fundamental o) de N en S(to) por

o(X,Y) =c%0)(X,Y) + (X,Y)(Inf)'d,, (6.4)

con X,Y € X(N).

Demostracion:

Descomponemos un vector tangente X en un espacio-tiempo de Robertson-Walker
LT (k, f) guidndonos de la Férmula de Gauss (ecuacién 4.2) de la siguiente manera:

X =nor(X) + ¢¥x0r, (6.5)

donde definimos 9x = —(X, 9;)[13].
Por otro lado, definimos para una H —subvariedad N el conjunto de campos ortogonales a
0 por
Dt ={X € X(N)|X L}
Sean X,Y € ©1. Si V'’ es la conexién de Levi-Civita de N, entonces, por el lema 4,
obtenemos que V0.
También, podemos reescribir la ecuacién 6.5 para el caso X = V4 Y
V'Y =nor(VyY) — (VY,8;),

haciendo uso de la expresion del producto escalar entre el campo J; y un vector tangente
en N, la cual es dada por la tercera ecuacion del lema 4, obtenemos el siguiente resultado:

VY =nor(VxY) + (X, Y)(Inf) . (6.6)

Pero al considerar campos en ©+, la ecuacién 5.3 nos permite reescribir:

0 =0 +(X,Y)(Inf)',

con o es la segunda forma fundamental de L7 (k, f) y ¢° la segunda forma fundamental
restringida a N.

O
Finalmente, encontramos dos corolarios interesantes:

Corolario 6. Una subvariedad transversal N de L7*(k, f) es no-totalmente geodésica a
menos que N esté en un espacio en reposo S(to) con f'(tg) =0 como una subvariedad
totalmente geodésica.

49



Demostracion

Si N es totalmente geodésica en S(ty) , entonces ¢°(*0) = 0. Si ademds asumimos
f(to) = 0, la sustitucién en la ecuacién 6.4 inmediatamente indica que 0 =0, y N es
totalmente geodésica en LT*(k, f). O

Corolario 7. Si una subvariedad transversal de LT*(k, f) es totalmente umbilical,
entonces yace en un espacio en reposo S(tg) como una variedad totalmente umbilical.

Demostracién

Supongamos que N € LT*(k, f) es totalmente umbilical. Luego, la segunda forma
fundamental satisface o(X,Y) = (X,Y)H, donde H es el vector de curvatura media.
Luego, sustituyendo en la ecuaciéon 6.4:

o) — (X YVH — (X, Y)(Inf) 0y = (X, Y)(H — (Inf)'d,).

La condicién para que N sea totalmente umbilical es que A¢ = pI para alguna funcién
p € F(N) y un £ arbitrario. Haciendo un producto en la ecuacién anterior:

(00N (X,Y),8) = (Ae(X),Y) = (X, Y)(H — (Inf)');

(Ag(X),Y) = ((H = (Inf)'0) X, Y).
. Ae = pl, y N es totalmente umbilical en S(tp). O

6.6. Comentario final sobre la clasificacién de los
espacio-tiempos de Robertson-Walker

A lo largo de este capitulo hemos explorado los aspectos basicos de los espacios-tiempo de
Robertson-Walker y demostrado varios teoremas clave tomados de Bang-Yen Chen (2017).
Se le ha dado especial atencién a las variedades transversales, ya que éstas son ttiles en
Relatividad Numérica permitiendo abordar problemas mds especificos[3]. Al estudiar las
propiedades del tensor de curvatura, la relacién de la segunda forma fundamental y las
variedades transversales, hemos logrado una comprension més profunda de la estructura y
la evolucién del universo.
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Formalismo ADM:

“To know that we know what we
know, and to know that we do
not know what we do not know,
that is true knowledge.”

- Nicolas Copérnico

Con la finalidad de estudiar Relatividad General con métodos numéricos, es util separar
las Ecuaciones de Campo de Einstein de tal manera que sea posible obtener informacién
de la evolucién del campo gravitacional a partir de datos conocidos, por ejemplo,
condiciones iniciales. La Relatividad Numérica recurre a distintos formalismos para
abordar este problemal[3].

Segin Corichi & Niriez[14], la forma covariante de las ecuaciones de Einstein (ecuacién
3.10) presenta algunas restricciones para variables dindmicas. Una forma de estudiar la
dindmica en Relatividad General es considerando un problema de Cauchy donde se
analizan las dindmicas como la evolucién de una hipersuperficie tipo espacio de tres
dimensiones.

En este capitulo se abordard el Formalismo de Arnowitt-Deser-Misner (ADM), el cual es
una aproximacién a la Relatividad General a partir de la Mecdnica Hamiltoniana. Es
posible derivar las ecuaciones de campo de Einstein de la Accién de Einstein-Hilbert, dada
por la siguiente ecuacién:

S = /d‘*q;\/?gR, (7.1)

siendo g = |g| el determinante del tensor métrico, y R es la curvatura escalar del
espacio-tiempo, la cual en ocasiones aparece precedida por el superindice n (la dimensién)
para distinguir la curvatura escalar del espacio completo de la de una subvariedad; para el
espacio-tiempo de cuatro dimensiones, R =" R. La densidad lagrangiana es dada por

L==gR.
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Construir una teoria Hamiltoniana Clésica requiere de momentos canénicos conjugados
para las variables dindmicas (las componentes dindmicas del tensor métrico) tomando las
derivadas parciales respecto a las velocidades generalizadas. Asi como para los
espacio-tiempos de Robertson-Walker es posible estudiar subvariedades transversales, en
éste contexto consideramos que el espacio-tiempo esta formado por hipersuperficies que no
se intersectan entre si. Cada hipersuperficie S es una seccién tipo espacio como en la
definicién 49.
Si g es el tensor métrico del espacio-tiempo, la métrica inducida en la hipersuperficie S
serd denotada por 7;;[23].

Vv = Guv + N,

Op
g#

para n* = — = un vector normal a la hipersuperficie que es pensado como la

-9
4-velocidad de un observador normal a N.[23]

7.0.1. Curvatura extrinseca

En la literatura de fisica relacionada con el Formalismo ADM, la segunda forma
fundamental es interpretada como la curvatura extrinseca de una hipersuperficie embedida
en una variedad, y es denotada por Kg, y es definida por:

Koy = —ep +* Vgn, (7.2)

con n el vector normal a ep.

Para S C M, la curvatura extrinseca mide cudn curveada estd la hipersuperficie S respecto
a M. Asimismo, para dos puntos en la hipersuperficie, indica cudnto distan sus vectores
normales de ser paralelos uno con otro.[14]

7.0.2. Descomposicién 3 + 1 del espacio-tiempo

De acuerdo a M. Alcubierre (2006), los problemas con condiciones iniciales son bastante
utiles para predecir la evolucién de un sistema en el tiempo, de modo que las ecuaciones
fundamentales son empleadas para predecir el futuro o el pasado del sistema. Esta es la
motivacion para separar los roles del espacio y del tiempo: a esta formulacién de la
Relatividad General se le conoce como Formalismo 3 + 1. Sea X : S — M un mapeo uno a

uno. Si £% son las coordenadas intrinsecas de S, las coordenadas en M son dadas por
k= XH(€% t), para t etiqueta a cada hipersuperficie en un tiempo dado. Definimos sus
componentes:

_dX*

n
= (7.3)

De la Férmula de Gauss (4.2), podemos descomponer t* de la siguiente manera:

tH = —(t*n)nt + 7t * ey) XF,

th = Nnp# + N XH. (7.4)

1

En la ecuacién anterior introducimos la Funcién de Lapso N = —
-9

Cambio N® = N2g%,

y la Funcién de
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{N,N% ~;;} son las Variables ADM que determinan por completo la geometria del
espacio-tiempo. Ahora, es posibler reescribir el tensor métrico en términos de éstas
variables:

_ (N,N®—N? N,
gMU - ( Nb ")/ab> . (7.5)

De ello, se obtiene

V=3=N7, (7.6)

con v = det(;5)-

Puesto que hemos encontrado una expresion para el tensor métrico en términos de las
Variables ADM, ahora encontraremos una expresion para la curvatura escalar en términos
de la segunda forma fundamental K, y su traza K = K¢, siendo éste tltimo un término
relacionado con el Vector de Curvatura Media mediante la siguiente ecuacién:

K =nH, (7.7)

donde n es la dimension de la hipersuperficie.
Reescribiendo el Teorema Egregium Generalizado de la ecuacion 11.15 con la notacion del
Formalismo ADM, obtenemos:

‘R=3 R+ K, K% — K? +2V,(AY), (7.8)
donde A* = 77>‘17;”l, — 77”77;)1‘,
Luego, sustituyendo en la accién de Einstein-Hilbert, obtenemos una accién en funcién de
las Variables ADM:

Sy, N, N¥] = /dt / BrAN(KpK® — K2 +3 R+ V5 (AY)), (7.9)

Asimismo, el Lagrangiano toma la forma
L= / Br/AN(KpK® — K2 +3 R+ V5 (AY)). (7.10)

Hasta ahora, hemos derivado algunos de los aspectos més importantes del formalismo
ADM. Este formalismo es empleado en Relatividad Numérica no solo porque brinda la
oportunidad de aplicar variables canénicas y estudiar la relatividad segin las ecuaciones
de Hamilton; en cambio, también facilita el estudio de las cantidades fisicas que
evolucionan en el espacio gracias a la foliacién del espacio-tiempo. Cabe destacar que las
ecuaciones ADM fueron originalmente pensadas para ser la base de teorias de Gravedad
Cudntica, y no con el propésito de ser empleadas para realizar simulaciones numéricas|3].
Aunque desde los anos 90’s se han buscado alternativas al Formalismo 3 + 1, como
menciona M. Alcubierre (2006), las ecuaciones ADM son el punto de partida de la
Relatividad Numérica. Los nuevos métodos intentan obtener simulaciones numéricas més
estables y acertadas que las derivadas del Formalismo ADM][3].

Con la finalidad de comparar la eficiencia de éstos nuevos métodos con el clasico
formalismo ADM, seria 1til evaluar casos especificos tales como el de la seccién de un
espacio-tiempo de curvatura constante. No obstante, la literatura es limitada, por lo cual a
continuacion derivamos un Lagrangiano para este caso.
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7.0.3. Espacio-tiempo de curvatura constante

Como resultado final de éste trabajo, derivaremos un Lagrangiano con Variables ADM
para una hipersuperficie embedida en un espacio-tiempo de curvatura constante c. Puesto
que la hipersuperficie a considerar es de tipo espacio y de tres dimensiones, tomaremos el
caso particular n = 3 en el teorema 5.

Notemos que el vector de curvatura media cumple K = nH. Luego,

1 1 ”
3R = §K2 — iKinl] + 3c.

De ello, sustituyendo en (7.10), obtenemos el Lagrangiano para una hipersuperficie de
curvatura constante:

1
L=3 /deNﬁ(KabK“b — K? 43¢+ 2V (AM)). (7.11)

Finalmente, gracias al Teorema 6.4 para espacio-tiempos R-W, es posible escribir la
curvatura escalar de la hipersuperficie en términos de la curvatura escalar del
espacio-tiempo y de la funcién warped.

7.0.4. Formalismo Hamiltoniano

Para el caso V,(A*) = 0, la Densidad Lagrangiana es:
£y =N7(R - K*+ K;;K"). (7.12)

Calculamos los momentos conjugados:

T *LSH =0
N — 8N — Y
oLy
TNi: — 0 =0.

M N

De Rishabh Jha[23], el Gnico momento conjugado no trivial se obtiene al derivar la
Densidad Lagrangiana respecto de la derivada de la métrica:

oLy iy g
= 8 A(KyT - KY).

7
Definiendo 7 = 7% ;;, Rishabh Jha (2022) provee la expresién para la Densidad
Hamiltoniana ADM:

. N R
Hy = 279V,;N; - N\/3’R+ — (w77 — — ). 7.13
H TV idN VIR + Ve <7Tl]7T 9 ) ( )
Para una hipersuperficie en un espacio-tiempo de curvatura constante ¢, obtenemos la
siguiente Densidad Hamiltoniana ADM:

2

g 1 g N g
HH = ZWlJviNj - 5Nﬁ(K2 - KinU + 66) + ﬁ (Wijﬂ'w - 7;) . (714)
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Conclusion

Este trabajo, motivado por la curiosidad por la rigurosa fundamentacion matematica de la
teoria de la Relatividad General de Einstein, es en gran parte una monografia que sintetiza
varias definiciones y teoremas sobre la Geometria Riemanniana, haciendo énfasis en las
variedades y subvariedades con producto warped. Ademas de recopilar términos y
propiedades provenientes de diferentes fuentes, también se demostraron explicitamente
varios teoremas escogidos de Bang-Yen Chen (2017), libro que fue la referencia principal
durante toda la investigacion.

Dado que las variedades con producto warped desempenan un papel importante en la
cosmologia, en particular en los espacio-tiempos de Robertson-Walker, se llevé a cabo un
estudio detallado para comprender mejor la estructura matemaética de estos modelos. Para
ello, se hizo referencia al cuarto capitulo del libro de Bang-Yen Chen. Entre las
proposiciones presentadas, destacan el Corolario 2, el Corolario 7, el Teorema 2 y el
Teorema 9, ya que las respectivas demostraciones proporcionadas en el libro de Bang-Yen
Chen contienen varios pasos implicitos y no explicitos que requieren una atencion especial.
Por otro lado, con el objetivo de aplicar las herramientas adquiridas durante la
investigacion al ambito de la fisica, se realizé un estudio sobre el Formalismo ADM, ya que
éste recurre a la forma contraida de la Ecuacion de Gauss y permite abordar la
Relatividad General de manera dinamica. Durante los primeros meses de investigacién, las
ecuaciones de estructura fueron estudiadas para variedades ambiente, por lo cual la
descomposicién 3 + 1 es la aplicacién mas directa, solamente después de los
espacio-tiempos de Robertson-Walker.

La aplicacion del Teorema 5 fue fundamental para derivar un nuevo lagrangiano a partir
del formalismo ADM, especificamente para una hipersuperficie en un espacio-tiempo de
curvatura constante. Este tipo de andlisis facilita la comparacion del formalismo ADM con
otros formalismos alternativos segin su eficiencia.

Una posible direccién es la de realizar simulaciones identificando el sistema descrito por
nuestro Lagrangiano como un problema de Cauchy imponiendo restricciones hamiltonianas
y de momentum[44]. Las simulaciones basadas en el formalismo ADM, y més recientemente
en la formulacién BSSN, permiten comprender aspectos teéricos de fendmenos importantes
en el estudio de gravitacién tales como ondas gravitacionales, siendo un ejemplo de éstos el
trabajo de Shibata & Nakamura (1995), y sistemas binarios[39)].

Es importante destacar que no se realizaron estudios numéricos a partir de éste resultado.
Sin embargo, se reconoce la importancia de la Relatividad Numérica, por lo cual este
lagrangiano abre nuevas perspectivas de investigacion y permite una exploracion més
detallada de los problemas de condiciones iniciales en las teorias de gravitacién.
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Apéndice 1: Conceptos basicos de Geometria
Diferencial

Roughly speaking, classical
differential geometry is the study
of local properties of curves and
surfaces

Do Carmo [8]

La geometria a la que estamos acostumbrados aparece sobre superficies planas. Podemos
dibujar curvas y rectas, asi como medir distancias y otras propiedades de cuerpos
geométricos: a este tipo de geometria se le llama Geometria Euclidea o Geometria a secas.
En geometria Riemanniana estaremos estudiando superficies (e hipersuperficies) que
estardn curveadas en el espacio (o hiperespacios), pero que son localmente euclideos.

8.1. Curvatura

Las definiciones de esta seccién son tomadas del libro de Do Carmo[8]. Cuando se estudia
calculo multivariable se presentan muchos ejercicios de parametrizacion de curvas y
superficies. Podemos pensar en una curva en un plano o en un espacio euclideo (digamos,
R3) como una linea que ha sido pegada en dicho espacio: practicamente es como tomar un
intervalo de los reales y deformarlo siguiendo una curva.

Formalmente:

Curva diferenciable parametrizada: Se define como un mapeo diferenciable

a: I — R3 de un intervalo I = (a,b) C R en el espacio R3.

Una curva diferenciable parametrizada se dice regular si o/ # 0, para todo t € I.
También, es posible calcular la longitud de arco s(t) de una curva desde un punto tg € I
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st)= [ |/ (t)dt. (8.1)

to
Ahora, damos una defincién para la curvatura en un punto de la curva:

Definicién 53. Sea o : I — R3 una curva parametrizada por longitud de arco s € I. La
curvatura de « en s es el nimero k(s) = |a”(s)].

Luego, la curvatura de un circulo es el inverso de su radio.

Imaginando una curva cualquiera (una linea no recta, de preferencia muy torcida) y fija un
punto, podemos colocar un circulo tangente a la curva que encaje con la forma de esta.
Para cada punto en la curva podemos colocar un ciculo diferente, pero en un punto en
particular, la curvatura en un punto se define como el inverso del radio del circulo que
mejor encaja.

k(s) = %,s el (8.2)

De ello, podemos ver que una linea recta tiene 0 curvatura (ya que r — 00).

8.1.1. Curvaturas principales

Para el caso de una superficie (o hipersuperficie) curveada, se obtiene mds de un solo valor
para la curvatura en un punto, dependiendo de la parametrizacién escogida. Sin embargo,
siempre existird una curvatura maxima y una minima: estas son las curvaturas principales.

8.1.2. Curvatura de Gauss

Definicién 54. Sean ki, ks las curvaturas principales de una superficie en un punto. La
curvatura de Gauss mide la curvatura intrinseca de una superficie en un punto, y es dada
por el producto de sus curvaturas principales: K = kiks.

8.2. Coordenadas

Existen herramientas llamadas «Atlas», que son colecciones de mapas, cada uno sobre un
area pequena, como si dividiéramos el mundo en pequenos cuadritos y a cada uno le
asignamos un mapa, y a la coleccion de todos los mapas le llamammos Atlas.

Notese que, aunque el atlas completo contienen toda la informacién de un planeta redondo
(no plano), cada mapa individual es plano. Estamos mapeando una seccién de una
superficie en un plano (para el caso de dos dimensiones, R?). A estos mapeos les llamamos
«cartas».

8.2.1. Cartas y Atlas

Definicién 55. Una carta para un conjunto M es un par (¢,U), con U un subconjunto
de M y ¢:U — ¢(U) es una biyeccion de U hacia un abierto ¢(U) en R™, para algin
numero natural m. Un Atlas 2 en M es una coleccion de cartas

A= {((bcw Ua)}a€A7
tal que los dominios U, cubren toda M, i.e. M = UneaU,.[20]
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M R

Figura 8.1: Un subconjunto de la variedad es mapeado en un espacio euclideo. El mapeo es
una carta. Imagen tomada de Math Stack Exchange.[1]

8.2.2. Espacios topolégicos

Es hora de hablar de uno de los conceptos méas importantes en matematicas. Una variedad
es cualquier objeto geométrico en el cual se puede encontrar la idea de curvatura y que
visto muy de cerca es plano.

Pero antes de escribir su definicién formal, necesitamos algunos aspectos béasicos de
topologia. Consideremos un conjunto de elementos denotado por X.

Definicién 56. Una topologia en un conjunto X es una coleccion T de subconjuntos de X
con las siguientes propiedades:

1. El conjunto vacio ) y X estdn en 7.
2. La union de los elementos de cualquier coleccion de T estd en T.
3. La interseccion de cualquier subcoleccion finita de T estd en 7. [29]
Definicién 57. Un espacio topoldgico es un conjunto X con una topologia especificada.

[29]

8.2.3. Homomorfismos, homeomorfismos e isomorfismos

Las definiciones a continuaciéon son muy importantes, y debe entenderse que son diferentes
entre si (aunque sus nombres son muy parecidos).

Definicién 58. Un homomorfismo es un mapeo entre dos estructuras algebraicas del
mismo tipo f : A — A’ que conserva las operaciones de las estructuras. [29]

Definicién 59. Un isomorfismo entre dos objetos algebraicos es una correspondencia
biyectiva que preserva la estructura algebraica. [29]

Es decir, un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo.

Definicién 60. Sean X, Y espacios topoldgicos; sea f: X — Y una biyeccion. Si tanto f
como f~1 son continuas, se dice que f es un homeomorfismo. [29]

58



8.3. Variedades

Ahora, introducimos la definicién de variedad («manifold» en inglés, por lo cual se usan las
letras M, N para denotarlas).

Definicién 61. Una Variedad Topolégica es un espacio topoldgico M tal que todo
p € M tiene un vecindario abierto U que es homemomdrfico a un abierto en un espacio
euclideo.

Se dice entonces que si M tiene dimensién m, un subconjuno U C M puede ser mapeado
en un abierto de R™.

De esta forma, dados k,m € N, un subconjunto M C R* es una subvariedad
m-dimensional suave de R* ssi. todo punto p € M tiene un vecindario abierto en

U C R¥ tal que U N M es difeomérfico a un abierto Q C R™. [20]

Decimos que si M es de dimensiéon m, es una m-variedad.
Luego, ¢ : UN M — 2 es una carta de coordenadas («coordinate chart» en inglés), y su
inverso ¢! : Q — U N M es una parametrizacién suave o lisa.

Definicién 62. Un mapeo entre variedades diferenciables se llama difeomorfismo. Y el
espacio de todos los difeomorfismos se le denota por Dif f(M).

8.3.1. Productos

Recordemos el producto cartesiano: Si tenemos una recta R y un plano R2, el producto
R x R? es isomorfo a R3, y se cumple que se suman sus dimensiones: R™ x R” = R™+7,
Si M, N son variedades de dimensién m y n respectivamente, el producto M x N tendra
dimensién m + n.

8.4. Espacios tangente

Definicién 63. Sea M C RF una m-variedad y sea p € M un punto fijo. Un vector
v € R¥ es un vector tangente de M en p ssi. existe una curva v : R — M tal que

7(0) = p,¥(0) = v. [20]

Definicién 64. El espacio tangente de M en p es el conjunto de vectores tangentes en p:
Ty M = {¥(0)|]7(0) = p}, (8.3)

v es una curva suave. [20]

Observacién 5. T, M es el espacio tangente en un punto p; TM es el conjunto de todos
los espacios tangentes T, M,Vp € M.

Definicién 65. FEl espacio resultado de la union de los espacios tangentes se llama
fibrado o fibrado tangente [37][17]

TM = Uper/ T, M. (8.4)
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Observacién 6. En el caso de una superficie curveada en R3, el espacio tangente es un
plano (como en la Figura 7.2) -por asi decirlo, un cuadrado; si fuera un volumen en R*, el
espacio tangente seria un cubo. Para mds dimensiones, el espacio tangente es un
hiperespacio, pero serd conveniente visualizar unicamente espacios tangentes como planos
1y, St €S Necesario, como espacios en tres dimensiones.

Figura 8.2: Dos planos tangentes en distintos puntos de una esfera. Imagen tomada de
Wheeler et all, Cap. 10, pag. 252[42].

8.4.1. Derivaciones y diferenciales

Definicién 66. Dada un dlgebra A sobre un cuerpo K, una K-Derivacion es un
operador D : A — A que cumple con la regla de Leibniz:

D(ab) = aD(b) + D(a)b.

Definicién 67. Sea f: M — R™ una funcion suave que asigna un vector de R™ a cada
punto de M. El diferencial de f en un punto p es dado por df (p) : TyM — R™ tal que para
todo vector tangente v € T,M, se elige una curva suave v : R — M con v(0) = p,¥(0) = v,
y se define el vector df (p)v € R™ [20]

@)= o f(1(1). (35)

8.4.2. Campos Vectoriales

Definicién 68. Un campo vectorial X en una variedad M C R* es un mapeo suave
X : M — R* que asigna a cada punto p € M un vector tangente vp. St X es un campo
vectorial M y f € (M), entonces X f denota una funcion real en M dada por[31]

(X)) = Xp(f)-
Y el espacio de todos los campos vectoriales en M lo denotamos por X(M). Los siguientes
teoremas son tomados de J. Robbin & D. Salamon, (2019)[20].

Teorema 10. Sea M C R* una variedad, y p un punto fijo. Si U es un vecindario de p,
sea ¢ : U — Q un difeomorfismo, con @ C R™. Sea x, := ¢(p), y v := ¢~ 1 :=Q = U.
Entonces, el espacio tangente de p es la imagen del diferencial de 1, i.e.

T,M = im(di(z,) := R™ — R").
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Demostracion:

Definimos una bola de radio r por: B,(zp) := {z € R"||z — z,| < r} C . Sea { € R™ con
algin e > 0 tal que €|¢| <.

Entonces, para t € R, |t| < € se cumple z,, + t£ € . Definamos una curva infinitesimal por
v:(—€,€) = M por y(t) == ¢(zp, + t£).

De ello, (0) = ¢(z,) = p. Derivando, se obtiene (t) = di(z,)§ € T, M.

O
Teorema 11. Sea p un punto fijo en M y X € X(M). Entonces existe un intervalo
abierto I C R que contiene al 0 y a una curva v : I — M que satisface la siguiente
ecuacion para todo t € 1
3(t) = X((1));7(0) = p. (3.6)

con solucion inica.[20]

Demostracién:

Sea ¢ : U — R™ una carta en M, para un vecindario U de p. La imagen de ¢ es un abierto
Q:=¢(U) C R™, y denotamos el mapeo inverso por 1 := ¢~ : Q — M.

Del teorema 10, di(z) : R™ — R* es inyectiva y tiene su imagen en Ty (x)M; definimos una
funcién suave f: Q — R™ tal que f(x) := diy =1 X (¢(x)) para z € Q.

Por la existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales ordinarias en R™[35], la
ecuacudn z(t) = f(z(t)); z(0) = ¢(p), tiene una solucién x : I — Q para I un abierto de R
que contiene al 0.

Por lo tanto, v :=vox: I — U C M es solucién de la ecuacién 8.6. O

8.4.3. Flujo

Ahora, definiremos el flujo de un campo vectorial, el cual se puede pensar como la
corriente de un rio.

Sea v : I(pg) — M la solucién a la ecuacién 8.6 para un punto fijo pg. Para ¢t € I(pp),
definimos D como el conjunto de pares (¢, pp).

Definicién 69. El flujo de un campo X € X(M) es el mapeo ¢ : D — M tal que
o(t,po) :==(t), que cumple con la ecuacion 8.6[20]

8.4.4. Espacios duales

En &lgebra lineal se aprende que dado un espacio vectorial V', el conjunto de funciones
lineales en V se llama espacio dual V*.[5] Son ttiles porque permiten la existencia de
productos escalares, tales que el producto entre un elemento de la base de V' y su
respectivo dual sea igual a 1.

Al hablar de variedades, decimos que el espacio dual del espacio tangente T, M es el
Espacio Cotangente 7,y M. También, la unién de todos los espacios cotangentes se llama
fibrado cotangente. [37]
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8.4.5. Diferencial de una aplicaciéon

Dada una aplicacién entre variedades ¢ : M — N que mapea un punto p en un vector
tangente ¢(p) € N, el mapeo tangencial es un diferencial definido por:

d¢l, : TyM — Ty N. (8.7)

En algunos libros, este diferencial aparece como ¢,, llamado pushforward, de modo que
el mapeo inverso de Ty, N a T, M es llamado pullback (retorno).[12][41][7]

8.5. Base del espacio tangente

La base estandar para el espacio tangente 7, M/ en un punto p € M estd formada por
operadores diferenciales parciales:
BN
Ox, " 0xy, P

Luego, un campo vectorial X € X puede ser escrito como X = > Xi£

62



Apéndice 2: Tensores y mapeos multilineales

“Cuando un fisico dice «tensor»,
un matemaético piensa en campos
tensoriales.”

José Carlos Bonilla, 2022

9.1. Mapeos bilineales

Una mapeo bilineal es una funcién que combina elementos de 2 espacios vectoriales para
formar un tercer espacio, y es lineal en cada argumento B : V x W — X. Es decir, toma
dos vectores de dos espacios y los mapea en un tercero. le Cuando mantenemos fija la
primera componente y variamos la segunda, obtenemos un operador lineal.

Empezamos definiendo lo que es una forma:

Definicién 70. Una 1-forma o € V* es una transformacion lineal o : V — R.
Ahora, un caso particular:

Definicién 71. Una forma simétrica bilineal B es una funcion R-bilineal en un
espacio vectorial real V de dimension finita B : V x V — R tal que
B(u,v) = B(v,u),Yu,v € V. [12]

En otras palabras, una forma simétrica bilineal B asigna un elemento de un campo a
cualesquiera dos vectores de un espacio V.

Observacion 7. solo en algunos casos muy especificos, un campo tensorial asigna una
matriz a cada punto de la variedad. No ocurre siempre, pero puedes imaginar que a cada
punto de la variedad le corresponde una matriz en dos o tres dimensiones llena de nimeros
(esto servird mds adelante cuando hablemos de Grupos y fflgebms de Lie).
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Definicién 72. Una forma bilineal simétrica B es positiva definida si B(v,v) > 0.[12]

Definicién 73. Una forma bilineal simétrica B es semi-positiva definida si
B(v,v) > 0.[12]

Definicién 74. Una forma bilineal simétrica B es no degenerada si para todo u € V,
B(u,v) =0 implica que v =0.[12]

Es decir, B es no-degenerada si el elemento neutro es el 0. Seria degenerada si existiera un
x # 0 tal que B(z,v) = 0,Vo.

Es posible asignar una matriz a B respecto a una base vy, ..., v, de la forma:
(bij), bij = B(vs,v;). Puesto que B es simétrica, la matriz asociada es simétrica también, y
B es no degenerada ssi. su matriz asociada (b;;) es invertible.[12]

Definicién 75. Un producto escalar g en un espacio vectorial real V de dimension
finita es una forma bilineal simétrica no-degenerada. [12]

Definicién 76. Un producto interno es un producto escalar positivo definido.[12]

Una vez asimiladas las definiciones, no es dificil notar que el producto escalar es el
producto punto como lo conocemos, solo que incluye valores negativos para la magnitud de
un vector; en caso de que la norma sea siempre positiva (o positiva definida), es un
producto interno. Ahora, veamos un espacio con producto interno.

Definicién 77. Un espacio con producto interno (V,g) es un espacio vectorial V
equipado con un producto escalar g. Un subespacio U es no-degenerado si gly es no
degenerado.

Dos vectores son ortogonales si su producto escalar es igual a 0.

9.2. Base ortonormal

No hay nada nuevo aqui. La base de un espacio cuyos elementos tienen magnitud igual a 1.
Cualquier vector v puede ser expresado en la formas:

n

v= Zeig(u,ei)ei. (9.1)

i=1

Donde €; = £1. Puesto que en ocasiones consideraremos normas negativas, surge la
necesidad de tener coeficientes negativos como estos.

9.3. Tensores
Hemos hablado de mapeos que toman dos elementos de espacios vectoriales llamadas
«formas bilineales». Hacemos una generalizacién de este concepto como mapeos

multilineales By que toman elementos de varios espacios y los mapean en un campo.
Ademas, incluimos a los espacios duales V*.
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Definicién 78. Un tensor T de tipo (p,q) es un mapeo multilineal de la forma
T:V'x.xV*xXVx..xV =R, (9.2)

habiendo p copias de V* y q copias de V.[27]

Habiendo definido a un tensor, deseamos extrapolar la nociéon de campos a éste ambito.
Partiendo de la definicién de un campo vectorial como un mapeo que asigna un vector a
cada punto del espacio, y un siguiendo la légica de interpretar un campo escalar como un
mapeo que asigna un escalar a cada punto del espacio, un campo tensorial asignara un
tensor a cada punto del espacio, o en este caso, a cada punto de la variedad.

9.4. Formas

Si se desea aprender geometria diferencial a profundidad, el libro “First Steps in
Differential Geometry”[28] es un buen lugar para comenzar. Los primeros tres capitulos no
son necesarios, aunque siempre son utiles como un refuerzo de algunos temas, pero si solo
se desean adquirir herramientas matematicas para entender un par de cusos de fisica,
libros como estos no son necesarios -después de todo, es un libro para pregrado en
matematicas. El capitulo 4 es bastante bueno y es el que estaré citando por aqui, ademas
de algunas partes de un libro cuyo tema central son las Formas Diferenciales.

A grandes rasgos, mientras que los tensores son mapeos multilineales de espacios y
espacios duales, una forma es un mapeo multilineal de solamente espacios vectoriales. Se
llaman formas porque tienen aplicaciones al estudiar medidas.

De la definicién 70, una 1-forma o € V* es una transformacion lineal

a:V — R.

Ahora, encontramos una relacién con la definicién de tensores:

Definicién 79. Una k-forma multilineal en un espacio V es una funcion lineal
a:VxVx..xV — R.[28]

Decimos que « es alternante si cambiando de lugar dos componentes se obtiene

a(vr, ..., Vi, viq1, .0k) = —a(v1, ..., Vig1, v;..0%), ¥ se cumple que que si dos vectores v;, v;
son iguales, a = 0.
Un ejemplo de forma alternante a(v,w) = —a(w,v) es cuando invertir los limites de

integracién solo cambia el signo de la integral:

b a
/ dw:—/ dw.
a b

Otro ejemplo de n-forma alternante es el determinante (2 para una matriz A cuyas
columnas son vectors a; € R™ definido por 2 : R™ x ... x R — R tal que
Q(ay,...,an) = det(A). Y cumple con ser alternante porque si cambiamos filas por
columnas, el determinante solo cambia de signo.
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9.4.1. Producto Externo

Mejor conocido como wedge product.
Denotamos por Ag (V) al espacio de k-formas en V. Si {ey,...,€,} es una base de V* (base
dual), definimos una k-forma en V' como €; A ... A k.

Dadas dos 1-formas, el producto wedge es definido por: a A f=a ® f — 8 ® a.[37]

Para cualesquiera dos vectores v, w € V| se cumple[28]:

(@A B) (v, w) = det [gg; %((Zjﬂ . (9.3)

9.4.2. Formas diferenciales

En la seccién 7.6 vimos que una base para el espacio tangente T,,M esté formada por

operadores como derivadas parciales %. Ahora, dado que el dual del espacio tangente es

el espacio cotangente, nos interesa la base de este: {(dz1)p...(dzy)p} formada por
elementos (dz;), € T,y M tales que
0
( z )P (8.13]) J

Luego, una 1-forma puede ser escrita como

n

ap = Z a;(dz;)p, (9.4)

i=1
de modo que {(dz1)p A ... A (dzg),} es una base de Ay (T, M).

Definicién 80. Una k-forma diferencial es un mapeo o : R" — Ay (T, M).[28]

9.4.3. Derivada Exterior

Definicién 81. Para X € X, la derivada exterior de f: R™ — R es df definida por
df (X) = X|f|.[28][18]

Ejemplos de formas diferenciales[43] son los siguientes:
1. ¢ = 2%y + €* es una O-forma (no tiene diferenciales ni productos externos)
2. ¢ = 2?dx + (yz + 1)dz es una 1-forma.
3. ¢ = xyzdydz + xdzdx + 2xdy es una 2-forma

4. ¢ = z?dxdydz es una 3-forma.
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Apéndice 3: Grupos y Algebras de Lie

“Mathematics compares the most
diverse phenomena and discovers
the secret analogies that unite
them.”

-Joseph Fourier.

Los grupos y algebras de Lie aparecen casi en cualquier rama de la fisica. Donde hay
simetrias, es probable toparse con algebras de Lie. En Geometria Diferencial, las dlgebras
de Lie son herramientas poderosas que relacionan mapeos entre variedades y sus espacios
tangentes; también permiten estudiar propiedades de las variedades como si de grupos se
tratara. Desde Relatividad General hasta Teoria de Cuerdas, se usan algebras de Lie en
Mecéanica Cuantica y Teoria Cuantica de Campos.

El mejor documento de referencia que puedo recomendar es “Lie algebra for

Phycisists” [41]. Estas notas proveen a cualquier estudiante de fisica con las herramientas
necesarias (y més) para avanzar en cursos avanzados, asi que con este libro basta y sobra.

10.1. Grupos de Lie

Un Grupo de Lie es bésicamente un grupo continuo que actiia sobre un espacio (o una
variedad). Lo interesante es que un Grupo de Lie es también una variedad diferenciable.
Como introduccién, comenzaremos diciendo que las matrices cuadradas (que sean
invertibles) de n x n forman un grupo de Lie -esto viene de la teoria de representaciones.

Definicion 82. Un grupo de Lie es un grupo que también es una variedad, tal que los
mapeos (g1,92) = g1 * g2 y g — g~ ' son suaves.[{1]

Definicion 83. Para G y H dos grupos, un homomorfismo es un mapeo ¢ : G — H que
satisface para todo g1,g2 € G, ¢(g192) = ¢(g1)P(g2). Si es biyectivo, entonces es un
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isomorfismo. [41]

10.2. Algebra de Lie

Con la finalidad de aclarar la diferencia entre ambos conceptos, es sencillo pensar que un
grupo de Lie G es una variedad, y el dlgebra de Lie 0 es su respectivo espacio tangente.

Definicién 84. Un dlgebra de Lie sobre un campo (R,C) es un espacio vectorial equipado
con una operacion bilinear llamada Corchetes de Lie: [.,.] : g X g — g que satisface para

campos X,Y,Z € X(M), [X,X] =0 y la identidad de Jacobif41]:
[(X; Y3 2] + [V [Z; X)) + [Z: [X; Y] = 0.
Los corchetes de Lie también definen al operador conmutador:

[X,Y]=X*Y —Y % X.

10.2.1. Constantes de estructura

Dados X3, ..., X,, una base de g un algebra de Lie vista como espacio vectorial, podemos
escribir para todo i,j:

(X6, X5) =D e X (10.1)
k=1

Los coeficientes cF;

; son llamados constantes de estructura de g.

10.3. Mapeo Exponencial

Buscamos un mapeo del dlgebra de Lie (espacio tangente) hacia el grupo de Lie
(espacio/variedad). Se puede pensar que en una superficie, en un punto, hay un plano
tangente: queremos un mapeo que permita brincar de este plano hacia la superficie de
abajo; como si quisiéramos saltar a una piscina (la variedad) desde una plataforma
(espacio tangente), siendo el trampolin es el mapeo exponencial.

Al comenzar hablamos de que podemos ver un ejemplo sencillo de grupos de Lie en
matrices cuadradas invertibles.

10.3.1. Matriz Exponencial

Sea X € R™" una matriz real o compleja. Definimos el exponencial de X mediante una
expansion en series:
x & xXm
X =3 - (10.2)

m=0

Lema 5. Sea G un grupo de Lie con g su dlgebra de Lie. Luego, se cumplen los siguientes
enunciados:

1. Para & € g, se tiene exp(t€) € G, para t € R.

2. Para g € G,n € g, se cumple gng=—*.[20]
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Demostracion:

Vg € G tenemos un isomorfismo de espacios vectoriales tal que cada elemento & € g
determina un campo X, € X(G), definido por

Xe(g) == &g € T,G.

Por el teorema 2, existe una curva v : (—e, €) — G que satisface

F(t) = Xe(y(t)) = €v(t);v(0) = I, de modo que el mapeo (—¢,e) — R ™t — esp(tf),
satisface el mismo problema de condiciones iniciales, tal que exp(t€) = v(t) € G. Lo cual
demuestra el primer enunciado.

Ahora, consideremos una curva v :— R™®" definida por (t) := gexp(tn)g~'. Pero sabemos
que v € G. Evaluando para el caso particular t = 0, aprovechando que se cumple (0) = I:

1

¥(0)=gng " €.
O
Teorema 12. Sip: G — H es un homomorfismo de grupos de Lie, entonces
p:=do(I): g — h es un homomorfismo de dlgebras de Lie, donde I es la identidad.
Ademds, se cumple
plexp(§)) = exp(tp(§)),
para & € g.
Demostracién
Sea £ € 9,9 € G,t € R. Por el lema 1, exp(tf) € G.
Sea v : R — H una curva definida por v(t) := p(exp(t§)) que satisface
V(s +1) =7(s)y(t);v(0) = I;4(0) = dp(I)§ = p(&),
~o(t) = exp(tp(§)).
O
Para una matriz cuadrada A, enunciamos la férmula de Jacobi[21]:
d[det(A)] = tr(adj(A)dA). (10.3)

Como corolario de la férmula de Jacobi, obtenemos una propiedad 1util para las matrices
exponenciales.

Corolario 8. Sea X una matrix n X n real o compleja. Luego,

det(e®) = "X,
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Demostracion

Sea A(t) una matrix invertible. De la férmula de Jacobi,

d

o det(4) = det(A)tr[A(t) "' —A(t)].

dt
Consideremos A(t) = exp(tX),

%det(exp(tX)) = det(e:z:p(tX))tr(e:z:p(—tX)%exp(tX)),

%det(exp(tX)) = det(exp(tX))tr(X).
Resolviendo la ecuacion diferencial:
d[det(exp(tX))] = det(exp(tX))tr(X)dt.

Pero d[e®] = ae®.
o det(exp(tX)) = (X)),

10.3.2. Exponenciales y generadores

Consideremos una matriz de nxn X € gi(n), donde el dlgebra de Lie gl(n) de GL(n) es el
conjunto de vectores tangentes en la identidad. Podemos asociar una curva vy(t) = e'* que
satisface y(s +t) = y(s)y(t), Vs, t € R.
El homomorfismo de grupo

v:R — GL(n).
es llamado one-parameter subgroup de GL(n).
Es facil deducir que, derivando y evaluando:

d
$|t:0’7(t) =X

Definicién 85. Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie. Sea X € g y expx : R > G
es el unico homomorfismo de grupos de Lie que cumple

d
dexpx () = X,

)
y definimos el mapeo exponencial
exp:g— G,

tal que

exp(X) = expx(1).
La funcién exponencial define un mapeo (homeomorfismo) de un vecindario de 0 € g en un
vecindario del elemento neutro e de G.
;Para qué sirve esto? Para considerar elementos infinitesimales de grupos y obtener
generadores de grupos. Un elemento cercano al elemento unitario puede ser escrito como

g=eX.

e 1+ eX, (10.4)

para ¢ infinitesimal, y X € Lie(G) son llamados generadores en fisica.
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Apéndice 4: Variedad Ambiente: ecuaciones de
Gauss, Codazzi y Ricci

11.1. Proyecciones Ortogonales

Sea ¢ : M — N una inmersién isométrica de variedades, donde N es llamada variedad
ambiente[30]. Luego, existe para cada punto € M un vecindario U para el que

¢ : M — N es un encaje, asi que para cada vector u € T,,U aparece un vector

¢«u € Ty, N. Entonces cada espacio tangente T, M es un subespacio no-degenerado de
TN, y es posible decomponerlo como suma directa de la siguiente forma:

TyyN =T, M & T M. (11.1)
Se definen las proyecciones ortogonales:
tan : TyyN — Ty M y nor : Ty)N — T‘,L,LM7 de modo que cualquier vector v € Ty, N
pueda ser escrito como v = tan(v) 4+ nor(v).
11.2. Tensor de curvatura en la variedad ambiente
El tensor de curvatura de Riemann en la variedad ambiente es definido como:
R(X,Y)Z =VxVyZ—-VyVxZ—VxyZ. (11.2)

Aplicando la ecuacién 4.2,

R(X,Y)Z =Vx(VyZ+0o(Y,Z2)) - Vy(VxZ +0(X,Z)) — (Vixy|Z +0([X,Y], Z))

= Vx(VyZ+0(Y,2)+0(X,VyZ+0(Y,Z)) = VyVxZ — Vyo(X, Z)
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_J(}/’ VXZ+U(X7 Z)) - v[X,Y]Z _U([X7 Y],Z)

Aprovechando la propiedad de la ecuacién 4.5, y sabiendo que el tensor de Riemann se
definen como R(X,Y)Z = VxVyZ —VyVxZ — V|x y]Z, la expresién se reescribe como:

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+Vx0o(Y,Z)+0(X,VyZ)=Vyo(X,Z)—o(Y,Vx Z)—0o([X,Y], Z).

Aplicando la férmula de Weingarten (ecuacién 4.6):

R(Xa Y)Z = R(Xv Y)Z + U(X7 VYZ) - U(K VXZ) - U([Xa YLZ) - AU(Y,Z)X
+on'(Y,Z)+AU(X7z)Y7Dy(T(X,Z). (113)

Ahora, sea W € X(M) otro campo. Multiplicaremos toda la expresién anterior por este
campo mediante el producto interno:

<R(X7Y)Z7 W> = <R(X7Y)Zv W> + <J(X7 VYZ)aW> - <U(Yv VXZ)7W> - <0([Xa Y])7Z)
~(Aovi) X, W) + (Dxo (Y, 2), W) + (Ao(x,2)Y, W) — (Dyo(X, Z), W). (11.4)

11.3. Ecuacion de Gauss

Nétese que tanto D como o tienen su imagen en el espacio normal tangente T+ M, por lo
cual son ortgononales con los campos de TM, de modo que el producto interno entre
elementos del espacio tangente y elementos del espacio tangente normal se anula. Luego,
de la ecuacién previa, algunos términos son nulos, excepto:

(RX,Y)Z,W) =(R(X,Y)Z,W) — (Ao, ) X, W) + (A5 (x,2)Y, W). (11.5)

Ahora, reescribimos los términos del Operador Forma utilizando la ecuacién 4.7 para
obtener la Ecuacién de Gauss:

(RX,Y)Z,W) =(R(X, Y)Z, W)+ (c(Y,W),0(X,2)) — (c(X,W),0(Y, 2)). (11.6)

que relaciona la curvatura en la variedad ambiente con la segunda forma fundamental.

11.4. Formula de Codazzi

La ecuacién de Gauss provee una expresion para una parte del tensor de Riemann en la
variedad ambiente, pero existe también su parte normal (denotada por (R(X,Y)Z)"1), que
estd formada por los términos de la ecuacién (11.3) que se cancelaron durante la deduccién
de la ecuacién de Gauss.

(R(X,Y)Z)* = Dxo(Y,Z)—Dyo(X,Z)+0(X,VyZ)—o(Y,Vx Z)—o([X,Y], Z). (11.7)

Donde [X,Y] =VxY — Vy X.
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Para ello, utilizamos la conexién de van der Warden Bortolotti de la variedad
ambiente, dada por 3
V=Ve&D, (11.8)

que puede ser aplicada a la segunda forma fundamental de la siguiente manera, utilizando
la Regla de Leibniz:

(Vxo)(Y,Z) = Dxo(Y,Z) = o(VxY, Z) — o(Y,Vx Z). (11.9)

Luego, la ecuacién de Codazzi es:

(R(X,Y)2)* = (Vxo)(Y,Z) — (Vyo)(X, Z). (11.10)

11.5. Formula de Ricci

Sean &, 7 campos vectoriales normales de M. Definimos el tensor de curvatura en el fibrado
normal 7-M como RP:

RP(X,Y)¢ = DxDy& — Dy Dx& — Dix y€. (11.11)
Escribimos la ecuacion 11.2 en términos de los campos normales:
R(X,Y){ =VxVy&—VyVxé—Vixyig,
y multiplicando por otro campo normal 7 :
(R(X,Y)E,m) = (VxVy&m) — (VyVx&m) — (Vix,yi€n)-

Aplicando la ecuacién de Weingarten:

(R(X,Y)E,n) = (VyAeX,m) — (VxAcY,n) + (VxDy&,n) — (VyDx&,m) — (Dix vié,m)

= <U(Y7 AEX)777> - <0'(X, AEY),W + <DXDY§,77> - <DYDX€,T]> - <D[X,Y]€7n>7
= (0(Y, AeX),m) = (0(X, AcY),m) + (RP(X,Y)E, ).

Utilizando la ecuacién 4.7, podemos reescribir:
(R(X,Y)E,n) = (RP(X,Y)E,n) + (A,Y, A X) — (A, X, AcY).

Finalmente, definimos [A¢, A,)] = AcA,, — A, A¢ v utilizamos las propiedades dadas por las
ecuaciones 4.3 y 4.4 para obtener la ecuacién de Ricci:

RP(X,Y;&,m) = R(X,Y;€,m) + ([Ae, Ay X, Y). (11.12)
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11.6. Forma contraida de las Ecuaciones
Fundamentales para una hipersuperficie

Los resultados de ésta seccién son tomados de Rishabh Jha[23]. La Ecuacién de Gauss,
contraida mediante el tensor métrico 7;; de una hipersuperficie de tres dimensiones
embedida en un espacio-tiempo, toma la forma:

VIV Ry + Yot V1" Rl pe = Rab + 00ab — 0ap0l), (11.13)

donde o = o es la contraccién de la segunda forma fundamental.
De ello, el Teorema Egregium Generalizado es dado por la siguiente ecuacién:

R+2R,,n"n" = R+ 0% — 0,50". (11.14)

Por otro lado, podemos desarrollar el segundo término del lado derecho de la ecuacion
anterior haciendo uso de la expresién [V, Vin# = R} ,»n”. En componentes:

Run'n” = —n”(VaV.un* = V,VAnt),
= VAV’ =" Vun) + Vo' Vunt — V. Vo,

pero V,nu = —o. Definiendo A* = V(n*V,n” — 9"V, n"), podemos reescribir la
ecuacion 11.14:

R =R+ 0,40% — 0 + 2V, (A%). (11.15)
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Apéndice 5: Gradiente, Hessiano y Laplaciano

Las siguientes definiciones son tomadas de Bang-Yen Chen[12].

Definicién 86. Para una funcién f € F(M), el gradiente de f, denotado por Vf, es el
dual del diferencial df :
(Vf,X)=df(X) = X[.

N9
df = Z a—ujdup (12.1)
j=1
9f
Vf= Zgwa—ia} (12.2)
i,j ¢

Definicién 87. El hessiano de f : M — R, denotado por H' es definido como la
segunda derivada covariante V(V f))

HY(X,Y) = (Vx(Vf),Y). (12.3)

De la definicién del Hessiano, obtenemos otra forma de expresarlo mediante el siguiente
corolario:

Corolario 9. El hessiano H' satisface[25]:
HI(X,)Y)=XYf— (VxY)f. (12.4)

Demostracién

Notemos que X(Vf,Y)=(Vx(Vf),Y)+ (Vf,VxY).
Ahora, partiendo de la definicién de Hessiano:

HI(X,Y)=(Vx(V[),Y)=X(VfY)— (V[ VxY)= XY f— (VxY)f.
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Definicién 88. Definimos la divergencia de una funcion f por

n

div(X) = €;(V,;X,¢;). (12.5)
j=1
Definicién 89. FEl Laplaciano Af es deﬁnido como
_ Tk
Af= Z 6‘u28uj ; Y Quy

i,7=1

Af = z": ”f _ —div(Vf). (12.6)

6]2
Jj=1 f

12.1. Formula de Bochner

Tomado de Kim & Kim, (2003) [26].

Lema 6. Sea f una funcion suave en una variedad Riemanniana B. Entonces, para todo
vector X, la divergencia del Hessiano satisface

div(H?)(X) = Ric(Vf, X) + XAf, (12.7)

donde A es el laplaciano en B que actia sobre formas diferenciales.

Demostracién

Sea {e;} un referencial en un punto p € M. Para empezar, notemos que
ej(H'(X,e;)) = Ve, H! (X, e;) + H'(V;X,e;) + H'(X,V,e;). Pero V. e; = 0.
Partiendo de la definicién de la divergencia (ecuacién 12.5):
div(H')(X) =Y Ve, H (X, ¢;);
J
= (e;(H'(X,¢;)) — HI (X, V;e;) — HI (V; X, ¢)));
J
= (e;(VxVfie;) = (Vo,xVf.e5));
J
=Y ((V;VxV/f,e;) = (Vv,xVf e5));
J
= ((V;VxVf—Vy,xVfe));
J

_Z (X,e;)Vf+VxV,;Vf—Vy,xVfej);

= (R(X,e;)Vf.e)+ > (VxV;Vf);
J J
= Ric(Vf, X)+ Y X(V;Vfe5);
= Ric(Vf, X)+ XAJ.
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12.2. Identidad de Ricci

Hablaremos ahora del tensor de curvatura de Riemann dado por la ecuacién 3.1. Para la
conexidén de Levi-Civita, la cual es libre de torsién, se cumple [X,Y] = VxY — Vy X. De

ello, se deduce
Vxi+vE =Vxé+ Vyé&. (12.8)

También,
Vixy)Z = VvxyX — Vv, x7Z, (12.9)

asi que una expresion interesante para la segunda derivada covariante es dada por la
siguiente notacion:

Vg(y =VxVy — VVXy. (12.10)

Luego, podemos reescribir el Tensor de Curvatura de Riemann de la siguiente manera:
R(X,Y)Z =V3yZ — Vi Z. (12.11)

A esta forma de escribir el tensor de curvatura (y, por lo tanto, también otra forma de
definir la curvatura) se le conoce como Identidad de Ricci.
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Apéndice 6: Métrica de Robertson-Walker

En la busqueda de una solucién compatible con el Principio Cosmoldgico, era necesaria
una métrica que describa un universo no estatico. Consideremos la métrica que representa

simetria esférica, es decir, isotropia respecto a un punto[40]:
ds®> = —dt* + C(t,r)dR* + D(r,t)(d6? + sin*0d¢?).

Puesto que nos interesa la simetria en un momento dado, podemos reescribir la ecuacién

anterior separando variables:
ds? = —dt* + a®(t)dI?,
di? = e*®MdR? + R?(d6?* + sin*0d¢?),

para el cual, el calculo del tensor de Ricci tiene la forma:
[1—8.(re 2] =&

2
Ric = ﬁ

al cual se le asigna la condicion de ser constante para describir un universo espacialmente

homogéneo. Integrando la expresion anterior obtenemos:
o S —
2

con C constante.
Ahora, pedimos que sea el universo sea isotrépico: en el limite » — 0,
di* < (dR? 4+ R*d¥?).

Entonces C = 0.
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Finalmente, definiendo k¥’ = k/6, obtenemos la métrica de Robertson-Walker de
Relatividad General:

dR?
1—-kR?

ds® = —dt® + a(t) ( + R%*(d6? + sz‘n29d¢2)> ) (13.1)
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