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OBJETIVOS

General

Describir un panorama amplio acerca de la Teoria Moderna de Portafolios e

introducir modelos de inversién basados en ésta teoria.

Especificos

1. Definir y explicar los conceptos necesarios para estudiar la Teoria Moderna de

Portafolios

2. Desarrollar y describir los diferentes modelos que existen sobre la Teoria Mo-

derna de Portafolios.

3. Fomentar el estudio de las inversiones por medio de la Teoria Moderna de

Portafolios.

4. Describir el proceso para crear un portafolio 6ptimo usando la Teoria Moderna

de Portafolios.
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INTRODUCCION

En Guatemala existen pocos textos enfocados al estudio de las aplicaciones de la
estadistica. Esto se evidencia en el hecho de que la mayoria de estudios publicados
por las instituciones nacionales se limitan al uso de la estadistica descriptiva. Es
infrecuente que se hagan predicciones o modelos que intenten explicar el fendmeno
observado. El enfoque de este trabajo, es por lo tanto, aplicar matematica estadistica
para seleccionar portafolios de inversion.

La Teoria Moderna de Portafolios (MPT por sus siglas en inglés), es una teoria
que utilizan los inversionistas para maximizar el retorno esperado basado en un nivel
dado de riesgo de mercado, tomando en cuenta que mayor riesgo implica mayor
retorno.

Para la creacién de un portafolio de inversion se estudiaréan diferentes modelos.
Basaremos este trabajo en el Modelo Estandar de Markowitz, el cual busca ma-
ximizar el Retorno Esperado para un nivel fijo de Riesgo. Para dar un panorama
amplio de la Teoria Moderna de Portafolios se presentaran diferentes modelos, todos
utilizando como base en él.

Nuestro objetivo principal es mostrar un panorama amplio de esta teoria y
hacer una introduccién a modelos que puedan ser utilizados para seleccionar porta-
folios.

En el primer capitulo se desarrolla la teoria necesaria para comprender los
modelos expuestos en el segundo capitulo. En el segundo capitulo, se explica la
Teoria Moderna de Portafolios y los modelos que se derivan de ésta. Estos modelos
seran utilizados en el tercer capitulo para la creaciéon de un portafolio con datos
reales. Luego concluiremos lo efectivo de estos modelos y compararemos contra otros

escenarios.

XI






1. CONCEPTOS PRELIMINARES

1.1. Conceptos estadisticos

Esta seccion esta basada en [2].

Un experimento aleatorio es aquel que puede ser repetido bajo las mismas
condiciones inciales y el resultado es variable y depende del azar. Al conjunto de
resultados posibles de un experimento aleatorio lo llamaremos espacio muestral y
lo denotaremos con la letra griega €2 y a un resultado particular como w.

Existen diferentes maneras de asignar la probabilidad. Si w es un conjunto
finito, una manera comun de calcular la probabilidad es realizar el cociente entre el
numero de elementos de un conjunto A dividido por el espacio muestral completo
w (por ejemplo al tirar un dado la probabilidad que salga 6 es 1/6 pues son 6 casos
posibles y en solo 1 de ellos nos da 6). Nos limitaremos a definir la probabilidad
de manera axiomatica. Estos axiomas fueron propuestos por el matematico ruso

Andrey Nikolaevich Kolmogorov.

1.1 Definicién. Una medida de probabilidad, o solamente una probabilidad, es
una funcion P: P(2) — R que cumple lo siguiente (donde P(€2) es el conjunto de
subcojuntos de ().

o0 oo

(3) P( U Ak) = Z P(Ay) cuando A, Ay, As, ... ajenos dos a dos.
k=1 k=1

Los elementos de cualquier espacio muestral pueden ser cualquier cosa, por

ejemplo: el conjunto de canarios de colores azules, rojos, amarillos y verdes; conjunto

de personas que sufrieron un accidente automovilistico en el ano 2016; las posibles

parejas de resultados al lanzar dos dados, etc. Por lo anterior es necesario definir

alguna estructura.



1.2 Definicién. Una coleccién de subconjuntos F de un espacio muestral {2 es una

o-algebra si cumple las siguientes condiciones:

(1) Tenemos que {2 € F.
(2) Si A € F, entonces A° € F.

(3) Si Ay, Ay, ... € F entonces | J,— | A, € F (donde {4, };cz es una familia finita

o infinita contable de conjuntos).

A los elementos de F se le conocen como eventos. Como ejercicio sencillo,

podemos ver que () estd en F', e intersecciones finitas de elementos en F' estan
en F.

A partir de aqui restringimos nuestro estudio no a todos los subconjuntos del
espacio muestral, sino a solo aquellos que sean elementos de una c-algebra dada.
Veamos que las propiedades definidas en una o-algebra tienen sentido y son

necesarias. Sea
(2 = {Canarios azules, rojos, amarillos y verdes}.

Es obvio que siempre debemos considerar al espacio muestral completo como un
evento, por lo tanto €2 € F. Si consideramos el evento, al nacer el canario es amarillo,
entonces también podria ocurrir que al nacer el canario no es amarillo, esto implica
la segunda propiedad. Finalmente, si consideramos los eventos al nacer el canario es
rojo y el evento al nacer el canario es azul entonces podriamos considerar la union
de dos eventos, es decir el evento al nacer el canario es azul o rojo y es por esto
que esperamos que se cumpla la propiedad (3). Finalmente, podria interesarnos la
propiedad al nacer el canario es azul y rojo, en cuyo caso estamos considerando la

intersecciéon de dos eventos.

1.3 Definicion. Un espacio de probabilidad es una terna (€2, F, P) en donde € es
un conjunto arbitrario, F es una o-algebra de subconjuntos de €2 y P es una medida

de probabilidad definida sobre F.

En la mayoria de casos € sera el espacio muestral, como era de esperarse, traba-
jamos las probabilididades no sobre €2 sino sobre F, de esta manera nos aseguramos
que las propiedades de la medida de probabilidad se cumplan y que tenga sentido
lo que estamos trabajando.

Como ya hemos recalcado, un experimento aleatorio puede tener como eventos

a los elementos de una og-algebra, por lo que es de interés darle un valor numérico a



dichos eventos. Para lograr nuestro objetivo definimos una variable aleatoria la cual
es en esencia una funcién que mapea elementos del espacio muestral a un nimero

real.

1.4 Definicién. Dado un espacio de probabilidad (2, F, P), una variable aleato-
ria es una funcion X : €2 — R del espacio muestral de un experimento a los niimeros

reales que cumple que para cualquier nimero real x tenemos
{we: X(w) <z} eF. (1.1)

Algunas veces escribiremos v.a. para referirnos al término variable aleatoria.

Un conjunto de Borel se define como un elemento de la minima o-algebra de
subcojuntos de R que contienen a todos los intervalos de la forma (—oo, x] (también
podemos pensarlo como un conjunto formado por intersecciones y uniones contables
de los intervalos cerrados [a, b]).

La notacion (X € A) donde X es una v.a. y A es un conjunto de Borel, denota al
conjunto {w € Q : X(w) € A}. Por ejemplo (X € (—1,1)) denota todos los elementos

de €2 que se mapean al intervalo (—1,1) a través de la v.a.
1.5 Lema. Si A es un conjunto de Borel, entonces (X € A) es un elemento de F.

Antes de proceder a la demostracion enunciemos un par de propiedades de
teoria de conjuntos, las demostraciones son sencillas y se ven en cualquier curso de
teorfa de conjuntos |14, Capitulo 1, pag. 20|.

Sea f: X — Y una funcién con inversa f~!: rango(f) — X. Sean U y V dos

subconjuntos de A. Entonces:
(1) fFAUUV)=fHU)UfFHV).
2) fFHUNV)=fHU)n V).
(3) fUNV) =1 U\ V).
(4) f7Y(U*°) = f~1(U)* donde ¢ representa el complemento de un conjunto.

Demostracion lema 1.1. Supongamos que A es de la forma (—oo, ), entonces (X €
A ={w e Q:Xw) € A} = {w € Q: X(w) < z}, que por la Ecuacion (1.1)
estd en F. Notemos que (X € A) = X7!(A). Hemos demostrado que la preimagen
de conjuntos con los que generamos el dlgebra de Borel estan en F. ;Qué pasa

con el resto? Recordemos que el algebra de Borel y F son o-élgebras. Ademés por



las propiedades anteriores sabemos que una funcién inversa preserva, intersecciones,
uniones y complementos. Cualquier otro elemento del dlgebra de Borel Z puede ser
generado por uniones, intersecciones o complementos de los elementos de la forma
(—o00, z). Por lo enunciado anteriormente se sigue que la preimagen de Z bajo X es

un elemento de F. Lo tltimo es precisamente lo que queremos demostrar. O

Las variables aleatorias pueden ser discretas o continuas comenzaremos defi-

niendo una v.a. discreta y méas adelante definiremos una continua.

1.6 Definicién. Una variable aleatoria se dice que es discreta si su rango es un

conjunto discreto, esto es, un conjunto finito o numerable.

Hasta el momento no hemos hablado de probabilidades sobre una v.a. Una fun-
cion de densidad f es una funciéon que indica la probabilidad en los distintos valores
que toma la variable. En el caso de una variable aleatoria discreta esperariamos que
la probabilidad sobre z € rango(X) sea igual a la probabilidad P(U) donde U es el
conjunto de todos los w € Q tales que X(w) = .

Para una variable aleatoria discreta, la funciéon de densidad f y la medida de
probabilidad P son objetos similares y cumplen el mismo propoésito, con la leve
diferencia que P actiia sobre JF mientras que f lo hace sobre R. De manera formal

definimos:

1.7 Definicion. Sea X una variable aleatoria discreta con valores xg, 1, ..., esto
es, X := rango(X) = {xg, 1, ...}. Entonces la funciéon de densidad f: R — R, se

define como
P(X = z) para = xg, 21, T2, . . .
flz) =
0 en otro caso.
Para el caso continuo el rango de la variable aleatoria pueden ser cualquier
numero real no negativo por lo que buscamos una funcién que sea adecuada para
calcular la probabilidad que la v.a. tome un valor en algtin intervalo. Presentamos

la siguiente definicion

1.8 Definicion. Sea X una variable aleatoria cualquiera. La funcién de distribucion
de X, denotada por F(z): R — R, se define como la probabilidad

F(z) = PX<ux).

Citamos a continuacion las palabras de Luis Rincon sobre la importancia de

dicha funcién |2, Def. 2.4, pag. 130]: «La funciéon de distribucion resulta ser muy

4



importante desde el punto de vista matematico, pues siempre puede definirse dicha
funciéon para cualquier variable aleatoria y a través de ella quedan representadas
todas las propiedades de la variable aleatoria.»

Procedemos a definir variable aleatoria continua.

1.9 Definicién. Se dice que una variable aleatoria es continua si su funcién de

distribucion F'(x) es una funcion continua.

1.10 Definicién. Sea X una variable aleatoria continua. Decimos que la funciéon
integrable y no negativa f(z): R — R es la funcién de densidad de X si para

cada cualquier intervalo [a, b] € R se cumple la igualdad

P(Xe[a,b]):/ F(w)de.

Notemos que una medida de probabilidad P y la funcién de densidad f son
objetos diferentes para una variable aleatoria continua, por ejemplo P(X =a) =0
para cualquier valor real a mientras que f(a) es un nimero fijo y no necesariamente
debe ser menor que 1. A continuacién enlistamos algunas propiedades interesantes
de f.

1.11 Lema. Sea X wuna variable aleatoria y f la funcion de densidad asociada.

Entonces:
(1) f(x) >0 para toda x € R.

(2) Para el caso discreto Zf(a:) = 1.

zeR
(3) Para el caso continuo / f(z)dz = 1.

Puede consultar |2, Def. 2.2 y 2.3, pags. 118 a 122| para més informacion acerca
del lema anterior.

Estamos listos para dar una definiciéon formal a variables aleatorias indepen-
dientes. Intuitivamente podemos pensar que dos eventos son independientes si la
probabilidad que ocurra un evento A no afecta la probabilidad que ocurra el even-
to B.

1.12 Definicién. Se dice que las variables aleatorias X y Y son independientes

si los eventos (X < z), (Y < y) son independientes, i.e.
PI(X < 2) N (Y < y)] = P(X < 2)P(Y < y).

5



Continuamos con la definicién de probabilidad condicional.

1.13 Definicién. Sean A y B dos eventos (elementos del mismo espacio muestral)
y supongamos que B tiene probabilidad estrictamente positiva. La probabilidad
condicional del evento A, dado el evento B, se denota por el simbolo P(A | B) y se

define como
P(ANB)

P(AI B) = =5

Intuitivamente la esperanza matematica de una variable aleatoria X con
funcion de densidad f(x), es la media que se espera de repetir un experimento alea-
torio una cantidad elevada de veces, donde la probabilidad de cada suceso obedece

a la medida de probabilidad P. De esto derivamos la definicion:

1.14 Definiciéon. La esperanza matematica E[X] de una variable aleatoria dis-

creta con rango X = {xg, x1,...} y con funcion de densidad f(x) se define como:
EX] = Zmzf(%)
i=1

En caso la variable sea continua y la funcién densidad sea f(z) se calcula de la

siguiente manera:

E[X] = /OO o f ()da.

o0

Usualmente se denota a la esperanza matemaética por u = E[X]. La esperanza

cumple las siguientes propiedades:

1.15 Lema. Sea X una variable aleatoria. Entonces,
(1) Si la variable aleatoria es siempre positiva entonces E[X] es positiva.
(2) Elc|] = ¢ donde ¢ es constante.

(3) E[X] es un operador lineal, i.e. E[cX + d| = cE[X] + d donde ¢ y d son

constantes.

Algunas veces no nos interesa la esperanza de X, sino de algin polinomio g
de X. En ese caso a g se le conoce como una funciéon de una variable aleatoria, y

podemos definir la esperanza de E[g(X)] de la siguiente forma.



1.16 Definicién. Sea X una variable aleatoria y sea g: R — R una funcioén tal que

g(X) es una variable aleatoria con esperanza finita. Entonces:

1. E[g(X)] = / g(z) fx(x)dx si la variable aleatoria X es continua.

—00

2. E[g(X)] = Zg(x)fx(a:) si la variable aleatoria X es discreta.

En ambos casos fx denota la funcion de densidad de X.

A E[X] se le conoce como el primer momento de X, a E[X?] como el segundo,
y a E[X"] como el n-avo momento de X.

Los otros dos conceptos estadisticos que se utilizan frecuentemente a lo largo
de este trabajo, so los de varianza y covarianza. La varianza es una medida que nos
dice que tanto se separan los valores de la media (o la esperanza). Si los valores se
separan mucho de la media entonces el valor de la varianza sera alto, mientras que
si se separan poco entonces serd pequeno. Mientras que la covarianza nos dice qué

tanto estan relacionados dos variables aleatorias.

1.17 Definicion. Sea X una v.a. discreta con funcion de densidad f(z). La varianza

de X se define como el numero

Var(X) = (o — ) f(z),

xT

cuando esta suma es convergente y p es la esperanza de X.

Para una variable continua X con funcién de densidad f(z) se define

Var() = [ (o= o)

o0

cuando esta integral es convergente.

Similar a la esperanza, la varianza tiene distintas propiedades. (Proposicion
2.8, pag. 172 de la bibliografia [2]).

1.18 Lema. Sea ¢ una constante en R, y X, Y wvariables aleatorias con varianza

finita. Entonces:
(1) Var(X) > 0.

(2) Var(c) =0.



(3) Var(eX) = *Var(X).
(4) Var(X + ¢) = Var(X).
(5) Var(X) = E(X?) — F*(X).

La esperanza y la varianza son funciones de una variable aleatoria que nos dan
informacion de su comportamiento. Por otro lado, la covarianza es una medida de

relacion entre variables aleatorias.

1.19 Definicion. Sean X, Y dos variables aleatorias (no importa si son continuas
o discretas) y juz, f1, sus respectivas medias. Entonces definimos la covarianza entre

Xy Y como:
Oay = cov(z,y) = E[(X = p12) (Y — p1y))].

Dado que la covarianza puede tomar cualquier valor en R, conviene aplicarle
una transformacion para estandarizarla (por estandarizar nos referimos a acotar la
covarianza). Esta estandarizacion se hace a través del coeficiente de correlacion,

el cual funciona como medio de comparacién.

1.20 Definicion. El coeficiente de correlacion entre dos variables aleatorias X |, Y

se define como:

El(X — pa)(Y — )]

X,Y) = py =
PN =p \/ Var(X)Var(Y)

No es dificil demostrar que |p,,| < 1, lo que nos permite utilizarlo para hacer
comparaciones (para esta demostracion utilizaremos propiedades de la covarianza,
por lo que la demostracion la daremos mas adelante). Decimos que dos variables

aleatorias X, Y estan:
e positivamente correlacionadas si p > 0.
e negativamente correlacionadas si p < 0.
e no correlacionadas si p = 0.

Algunas propiedades de la covarianza son las siguientes |2 Cap. 4.9 y 4.10.
Péags. 336-341]:

(1) cov(X, X) = Var(X).

(2) cov(X,Y) = cov(Y, X).



(3) cov(X,Y) = E(YX) — E(Y)E(X).

(4) Si Xy Y son independientes, entonces cov(X,Y) = 0.
(5) cov(aX +b,cY 4+ d) = accov(X,Y).

(6) Var(X£Y) = Var(X) + Var(Y) £ 2cov(X, Y).

(7) |p(X,Y)] = 1siysolosi Y =aX+b, a# 0 (en otras palabras, que X esté
perfectamente correlacionado con Y implica que X es una funcién lineal de Y

y viceversa).

1.21 Teorema. Dados dos variables aleatorias X y Y tenemos que |pgy| < 1.

Demostracion. Sean o2 y 05 las varianzas de X y Y respectivamente. Por propiedad
(1) de la varianza:
X Y
0< Var(— + —>

Oy Oy

Tenemos por propiedades de la varianza y covarianza (denotamos las propiedades

de la varianza como v y las de la covarianza como c):

X Y Var(X Var(Y X 'Y
Var(— + —) = arg ) + arg ) j:260v<—,—> c.6yv.3
Op Oy o? o; oy Oy
X, Y
L&Y
050y
=24+2p(X,Y).
De la tltima linea es inmediato el resultado. O

Finalizamos esta secciéon con un resultado importante. El Teorema de Bayes,

del cual se han derivado varias modelos y aplicaciones.

1.22 Teorema. (Teorema de Bayes) Sean By, Bs, ..., B, una particion de Q tal
que P(B;) # 0, para i = 1,2,...,n. Sea A un evento tal que P(A) # 0. Entonces

para cada j =1,2,...,n,

P(A | B;)P(B;)
PO 1 A) = S5 i By p(By)

Demostracion. Por la definicion de probabilidad condicional tenemos

_P(B;jnA) _ P(A]|B;)P(B;)




Sean Bj, Bs, ..., B, una particion de €2, tal que P(B;) # 0, para i = 1,2,...,n.

Entonces,

P(A) = P(ANQ) = (AmUB)

n

- P( Uian BZ-))
i=1
Dado que los conjuntos B; son disjuntos a pares, y nuevamente por la definiciéon de

probabilidad condicional:
P(O AN B) ) ZP (AN B)
i=1
= ZP(A ‘ Bi)P(Bi)'
i=1

De donde tenemos lo que queremos demostrar. ]

Algo que resaltar es que el Teorema de Bayes no se limita solamente a va-
riables discretas. Es posible derivar analogos para variables aleatorias continuas o
combinaciones de ambas. Una aplicacion importante a recalcar, es que podemos en
algunos casos utilizar el Teorema de Bayes al momento de ajustar distribuciones a

un conjunto de datos.

1.2. Conceptos financieros

Finalizada la seccién de conceptos estadisticos, procedemos a definir algunos
conceptos financieros que seran utilizados a lo largo de este trabajo. Este capitulo
esté basado principalmente en |4, Caps. 2 y 3].

Comencemos definiendo qué es un valor financiero.

1.23 Definicion. Un valor financiero es un contrato legal que representa el de-

recho de recibir un beneficio en el futuro bajo algunas condiciones.

Hay muchas maneras de categorizar un valor financiero. Un inversor puede deci-
dir comprar directamente en un nimero diferente de valores. De manera alternativa,
un inversor puede invertir en un intermediario (conocido como fondo comun), el cual

junta diferentes inversiones y luego venden porciones de éstas en un portafolio de
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los instrumentos financieros que posee. Las inversiones directas se pueden clasificar
por tiempo en el horizonte.

Las inversiones en compra de deuda que tienen una vida de menos de un ano
son conocidas como instrumentos del mercado monetario. Estos se dividen atn méas
dependiendo si son emitidos por un gobierno o una entidad privada. Instrumentos
con tiempo de vida de més de un ano se conocen como instrumentos del mercado de
capitales. Estos instrumentos se pueden dividir dependiendo si son instrumentos de
patrimonio o deuda y se pueden volver a dividir de acuerdo a si son emitidos por el
gobierno o por una entidad privada. La tltima categoria de activos son instrumentos
derivados, que se llaman de esta manera porque sus ganancias dependen del precio

primario de un activo.

1.2.1. Instrumentos del mercado monetario

Los valores del mercado monetario, son instrumentos de deuda a corto plazo
vendidos por los gobiernos, instituciones financieras y corporaciones. La caracteris-
tica de estos valores es que tienen vencimiento en el momento de la emisiéon de un
ano o menos. El menor tamano de una transacciéon en un instrumento del mercado
monetario excede usualmente los $100 000. Ademas algunos valores no se cambian
o negocian. Dado el tamano de la transaccién y el hecho de que no se negocian
activamente, muchos individuos que desean obtener estos instrumentos lo hacen a
través de un fondo comin. La mayoria de instrumentos del mercado monetarioE] son
letras del tesoro, acuerdos de compra (REPOS por su siglas en inglés Repurchase
agreement), LIBOR (por London Interbank Ordered Rate), certificados de deposi-
to (CD), aceptaciones bancarias, papeles comerciales y euroddlares. A continuacion

mencionamos mas acerca de algunos.

1.24 Definicion. Las letras del tesoro son titulos de deuda publica a corto plazo.
Su vencimiento suele situarse entre los tres y dieciocho meses. El comprador de las
letras obtiene la ganancia de intereses fijos durante la duracién del mismo hasta su

vencimiento [9].

1.25 Definicién. Un acuerdo de compra es un acuerdo entre un prestatario y
un prestamista para vender y recomprar una valor gubernamental. El prestatario,
usualmente un distribuidor de valores del gobierno, instituiré el repo a través de

un contrato para vender valores a un prestamista a un precio determinado y, al

'En este trabajo solo mencionamos conceptos financieros de los mercados americanos. Conceptos
similares se pueden encontrar en Guatemala.

11



mismo tiempo, un contrato para recomprar los valores gubernamentales en una fecha
futura a un precio especificado. La diferencia entre los dos precios es el retorno al
prestamista. El acuerdo de repo es un préstamo garantizado a corto plazo para el cual
el monto de la garantia requerida depende del riesgo de la garantia. El vencimiento
del repo es usualmente corto (menos de 14 dias), siendo los repos nocturnos bastante
comunes. Repos de mayor longitud, usualmente denominados como «recompra a
plazo», tienen vencimientos de 30 o mas dias. La institucion del lado opuesto del
repo posee un repo inverso. El partido haciendo el repo inverso obtiene un contracto
para comprar una valor a un precio determinado y venderla de regreso a un precio y
tiempo predeterminado. Los repos y los repos inversos juegan un papel importante

en el precio de valores derivados ya que permiten tomar posiciones cortas en bonos.

1.26 Definicion. La tasa de oferta interbancaria de Londres (LIBOR por London
Interbank Offered Rate) es la tasa a la que grandes bancos internacionales en Londres
se prestan dinero entre si mismos. Es usada como tasa base para préstamos de largo
plazo, incluso en mercados americanos. A pesar que es una tasa entre bancos de
Londres, es usualmente citada para préstamos en doélares. Es comin ver instrumentos
de deudas de largo plazo con tasas que cambian peridédicamente (y por lo tanto
con algunas caracteristicas de instrumentos de corto plazo). Estas tasas cambiantes
usualmente se fijan ya sea como la tasa de una letra del tesoro més una tasa fija o

la tasa LIBOR mas una tasa fija.

1.2.2. Otros instrumentos

Aunque todos los instrumentos de corto plazo se consideran que tienen muy
poco riesgo, tienden a ofrecer pequenas diferencias en sus retornos de acuerdo al

tipo, e incluso la institucion especifica que las ofrece.
e Los CDs (certificados negociables de deposito) son depositos con un banco.

e Las aceptaciones bancarias son contratos de un banco para pagar una suma
especifica de dinero en una fecha especifica. Tantos los CDs como las acepta-
ciones bancarias se venden a tasas que dependen de los calificacion crediticia
del banco que los respalda, aunque los CD estan asegurados por la Federal

Deposit Insurance Corporation hasta un limite de $10 000.

e Los Eurodollar y Eurodollar CDs son depoésitos con denominacion de dolar
respaldados por un banco extranjero o una sucursal europea de un banco

estadounidense. Dado que los bancos extranjeros a menudo estan sujetos a
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menos regulacion que los bancos de EEUU, los instrumentos emitidos por
bancos extranjeros generalmente conllevan pagos de intereses mas altos que

los instrumentos similares emitidos por bancos de EEUU.

e Los papeles comerciales son un instrumentos de deuda de corto plazo, emitidos
por corporaciones grandes y conocidas, y las tasas son determinadas en parte

por la solvencia de la corporacion.

1.2.3. Instrumentos del mercado de capitales

Los instrumentso del mercado de capitales incluyen valores con vencimiento
mayor a un ano y algunos que no tienen vencimiento. Estos mercados usualmente se
dividen de acuerdo a si los instrumentos contienen un conjunto prometido de flujos
de efectivo a lo largo del tiempo o si ofrecen participacion en las ganancias futuras
de una compania. El primer sector es usualmente referido a mercados de renta fija,
mientras que el segundo es el mercados de renta variable. Las acciones preferentes,
discutidas al final, son un instrumento que tiene algunas de las caracteristicas de
cada uno de los dos tipos. A continuacion, explicamos brevemente los diferentes
instrumentos, se entiende que la mayoria de definicion que daremos estan pensadas
en el contexto de EEUU.

1.27 Definiciéon. Los valores de ingreso fijo tienen un calendario de pago es-
pecifico. La mayoria son bonos tradicionales y promesas de pago por cantidades y
tiempos especificos. Usualmente estos valores tienen fechas pre-especificadas para
los pagos de los intereses y una fecha especifica para el repago del capital. En casi
todos los casos, el incumplimiento de algtin pago especifico pone la fianza como ven-
cida, con todos los pagos restantes (intereses perdidos mas capital) para ser pagados
inmediatamente. Los valores de renta fija varian en la promesa del retorno debido a
sus diferencias, incluidas el vencimiento del bono, la solvencia del emisor y el estado

imponible del bono.

1.28 Definiciéon. Un bono del Estado es una modalidad de bono emitido por
un pais y su gobierno como modo de financiaciéon y que supone para su poseedor la
ganancia de intereses fijos durante la duracién del mismo hasta su vencimiento, que

suele situarse entre los tres y cinco atios [10].

1.29 Definicién. Los valores de agencias federales son valores emitidos por
varias agencias federales de EEUU, a las que se les ha otorgado el poder de emitir

deuda para ayudar a ciertos sectores de la economia. Las valores de las agencias
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federales usualmente se piensan como substitutos cercanos a los valores del tesoro.
Aunque los valores de las agencias federales no tienen todo el respaldo en la creencia
y solvencia del gobierno federal, los inversores asumen que el gobierno no permitiréa
que una agencia falle en sus pagos. Sin embargo, la falta de garantias explicitas
del gobierno federal, ademas que los mercados por agencias son usualmente menos
liquidos que los mercados por instrumentes del tesoro, ha resultado en que los ins-
trumentos de estas agencias se vendan con pequenos incrementos en las ganancias,

comparados con las notas y bonos del tesoro.

1.30 Definicién. Los bonos municipales son instrumentos de deuda vendidos
por entidades politicas, como estados, ciudades, distritos escolares, entre otros. Son
diferentes al gobierno federal o sus agencias. Difieren de los bonos de agencia en que
pueden (y en raras ocasiones ocurre) incumplir con los pagos, también difieren en que
sus intereses estan exceptos de impuestos federales y usualmente (dentro del estado
que las emite) impuestos estatales. Los principales tipos de bonos municipales son:
bonos por obligacién, los cuales estan respaldados por la credibilidad y solvencia del
emisor y bonos de ingresos, los cuales estan respaldados por un proyecto particular
o la agencia municipal operando el proyecto. Debido a que los bonos municipales
estan exentos de impuestos en EEUU, se venden por menor promesa de ganancias
que los bonos no municipales que tienen el mismo riesgo. Para encontrar las equi-
valencias en ganancias, uno debe comparar explicitamente el valor descontado de
los flujos de efectivo después de los impuestos con los flujos de efectivo antes de
los impuestos. Es una practica comin usar la siguiente aproximacion para calcular

ganancias imponibles equivalentes:

ganacias municipales exentas de impuestos

Ganancias imponibles equivalentes = - :
1 — tasa de impuesto marginal

Uno debe ser cuidadoso, mientras que el pago de intereses los bonos municipales

estan exentos de impuestos, las ganancias de capital estdn sujetas a impuestos.

1.31 Definicién. Los bonos corporativos son generalmente similares a los bonos
gubernamentales en los patrones de pago. Estos prometen pagar intereses en inter-
valos periodicos y retornar el capital en una fecha determinada. La mayor diferencia
es que estos bonos son emitidos por una empresa y por lo tanto tienen riesgo de
incumplimiento. Los bonos corporativos se clasifican de acuerdo a su calidad por
varias agencias. Los bonos corporativos difieren en riesgo no solo por las diferencias
en la probabilidad de incumplimiento de la corporacién emitiéndolas sino también,

por las diferencias en la naturaleza sus reclamos sobre los activos y ganancias de
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las corporaciones emisoras. Por ejemplo, los bonos asegurados tienen alguna clase
de especificacion que los respalda en caso de bancarrota, mientras que los bonos
no asegurados no las tienen. Para ganar protecciones contra la bancarrota, los bo-
nos corporativos usualmente ponen ciertas restricciones a la administracion de los
poseedores de los bonos, como parte del contrato del préstamo. Estas restricciones
pueden incluir la limitacion del pago de dividendos o el agregar nuevas deudas. Otra
caracteristica notable de los bonos corporativos es que, en la mayoria de los casos,
son exigibles, lo que significa que las corporaciones pueden obligar al tenedor del
bono a entregarlos a un precio fijo (normalmente por encima del precio al que se
vendieron inicialmente los bonos) durante un periodo de tiempo determinado. Las
corporaciones tienden a exigir los bonos en momentos en que las tasas de interés
estan por debajo de las que existian cuando el bono se vendia por primera vez. Por
lo tanto el poseedor del bono se arriesga a reinvertir sus ganancias, debido a una
exigencia, a menores tasas de interés de las que tenia el bono al momento de ser

emitido.

1.32 Definicion. Las acciones ordinarias representan un derecho de propiedad
sobre las ganancias y los activos de una corporacién. Una vez que se paga a los
tenedores de derechos de deuda, los administradores de la empresa pueden pagar las
ganancias restantes a los accionistas en forma de dividendos o reinvertir parte o la

totalidad de las ganancias en el negocio.
Finalizamos esta seccion definiendo un concepto que usaremos mas adelante.

1.33 Definicion. Los inversionistas pueden vender valores que no les pertenecen.
Este tipo de intercambio es conocido como venta corta y es utilizado para vender
valores cuando se espera que su precio caiga en el futuro.

El intercambio se hace por medio de un corredor el cual toma prestado el valor
de otro inversor para realizar la venta. Para cubrir su posicién corta, el inversionista
debe en el futuro comprar el valor y devolverlo a la instituciéon que se lo presto.
Cualquier beneficio que incluya la acciéon, como dividendos, deben ser pagados por
el inversionista que vendi6 corto. De esta forma el inversor que confirié el valor no

se percata que su accion fue tomada [4, Capitulo 3|.

En resumen, una venta corta es un proceso financiero el cual nos permite tomar
prestada una accion de algin «amigo» para venderla. La idea de por qué utilizar
una venta corta es la siguiente: supongamos que creemos que el valor de las acciones

de la empresa MackTech van caer de $150.00 a $120.00 por accion para el final
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del periodo fiscal. Nuestro «amigo» espera mantener los beneficios de la accion, los
cuales incluyen un dividendo del $4 para el final del ano fiscal. Asi que el flujo
del dinero se da de la siguiente forma, primero tomamos prestada la accién y la
vendemos a $150.00. Al finalizar el ano le pagamos $4.00 dolares a nuestro «amigo»
por los dividendos y podemos volver a comprar la accién por $120.00 para saldar la

deuda. Por lo que terminariamos el afio con una ganancia de $26.00.

En la vida real el papel del amigo es tomado por un corredor, el cual podria
solicitar beneficios adicionales. Ademas, como el precio de una accién puede incre-
mentarse infinitamente, para protegerse de ello los inversionistas ponen un punto
méaximo de pérdida. Alcanzado este punto recuperan la accién para no continuar

con futuras posibles pérdidas.

Claro, no existe inversion que sea segura. Si el inversor es novato, no se reco-
mienda vender corto. Un ejemplo claro de algo imprevisto es la subida del valor de

las acciones de GameStop. [12]

GameStop a inicios de 2021 se encontraba en problemas. Sus acciones habian
comenzado a bajar y se esperaba que siguieran bajando, entonces varias firmas de

inversion decidieron vender corto para ganar dinero.

El problema se dio cuando un grupo de individuos de la plataforma Reddit
decidieron comprar acciones de GameStop en conjunto. Al llenar el mercado, las
acciones de GameStop comenzaron a subir y los inversionistas comenzaron a entrar
en panico. Poco a poco se fue llenando el mercado y cada vez habian menos acciones
para comprar, lo que a su vez aumenta el precio. Debido a la subida de acciones y
a la falta de ellas, muchos inversionistas no tenian forma de cubrir sus posiciones,

esto causé que perdieran cantidades sustanciales de dinero.

1.3. Otras definiciones importantes

Ya hemos terminado con los conceptos financieros. Lo tultimo que nos hace
comentar en este capitulo es acerca de algunos conceptos matematicos sobre optimi-
zacion que seran tutiles. Aquellos lectores con conocimientos de optimizacion, pueden

saltarse esta seccion y continuar con el Capitulo 2. Esta parte esta basada en [13].
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1.34 Definicion. Consideramos el problema de la optimizaciéon como

minimizar  f(x)

sujeto a x € ()

La funcién f: R™ — R que deseamos minimizar es una funciéon de valor real, y
es llamada la funcion objetivo, o funcion costo. El vector x es un n-vector de variables
independientes, que es, x = {1, Zs,...,7,}7 € R Las variables z, 1o, ..., , son
llamadas usualmente variables de decision. El conjunto €2 es un subconjunto de R",
llamado conjunto de restricciones o conjunto factible.

El problema de optimizacion anterior puede verse como un problema de decision
que involucra buscar el «mejor» vector x de las variables de decisiéon sobre todos
los posibles vectores en €. Por el mejor «vector>", nos referimos al que da como
resultado el valor mas pequeno de la funciéon objetivo. Este vector es llamado el
minimo de f sobre ). Es posible que aqui puedan haber muchos minimos. En este
caso, buscar cualquiera de los minimos es suficiente.

Aqui también son problemas de optimizacién los que requieren maximizar la
funciéon objetivo. Estos problemas, sin embargo, pueden ser representados en la
forma anterior porque maximizar f es equivalente a minimizar —f. Por lo tanto,
podemos fijar nuestra atenciéon a los problemas de minimizacién sin perdida de
generalidad.

El problema anterior es una forma general de optimizacion restringida, porque
las variables de decisién son restringidas a estar en el conjunto restringido 2. Si
() = R", entonces nos referimos al problema como un problema de optimizaciéon no

restringida.
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2. TEORIA MODERNA DE PORTAFOLIOS

Invertir es complicado. Aunque invertir por medio de una cuenta bancaria,
compra de bienes o invertir en la famosa bolsa de valores financieros nos da mejores
probabilidades de ganar dinero que en la loteria o en los casinos, los riesgos de hacer

una mala inversion siempre existen y podemos perder dinero.

Simples estrategias basadas en la mera intuicién humana pueden generar retor-
nos. Estar atento a las noticias para saber si un mercado esta en crisis o creciendo
(lo que se conoce como market timing), escoger una cuenta bancaria con buenas

tasas de intereses e incluso comprar bienes, son estrategias razonables de inversion.

Invertir todo nuestro capital en un tinico activo puede ser una mala decision;
una inflacién descontrolada, la devaluacion de los bienes, o un cambio inesperado en
el mercado son ejemplos de cosas que pueden ocurrir sin haberlas previsto, algunas

mas probables que otras.

Es razonable, por lo anterior, no invertir todo nuestro capital en un solo acti-
vo, sino buscar una combinacién de activos que se acomode al riesgo que estamos
dispuestos a tomar. La idea central de la Teoria Moderna de Portafolios (MPT, por
sus siglas en inglés) es escoger el portafolio que maximice el retorno esperado, para

un riesgo dado.

Para escoger el portafolio adecuado debemos ser capaces de medir cuanto con-
tribuye cada activo al riesgo y al retorno del portafolio. Una vez tengamos las di-
ferentes combinaciones de valores financieros, esperamos que la persona que esté
invirtiendo prefiera aquellos portafolios que maximicen el retorno y minimicen el

riesgo.

Nuestro objetivo principal en este capitulo es desarrollar la teoria matemética
para crear los modelos que nos permitan escoger el portafolio que se acomode mejor
a nuestras necesidades. Recordemos que los objetivos de cada individuo o institucién

son diferentes y es esto lo que determina el tiempo y el riesgo a tomar.
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2.1. Modelo estaAndar de Markowitz

Supongamos que la empresa MackTec tiene la posibilidad de escoger entre una
cantidad diferente de valores financieros Sy, .55, ...,.S,, como letras del tesoro, bol-
sa de valores financieroes o una cuenta bancaria. Nuestro objetivo es definir un
portafolio de inversion z = (x1, 22,23, ...,x,) donde z; es el porcentaje de nues-
tro presupuesto asignado al activo S;. De lo anterior obtenemos nuestra primera
limitante, esperamos gastar el presupuesto completo, por lo que nuestra restriccion
seria

n
oap=1, 24;20,j=12,...,n (2.1)
j=1
Para cada seleccion de valores financieros financieros tendremos un resultado. Marko-

witz define dos criterios, el retorno esperado y la volatilidad del portafolio [I].

2.1 Definicién. El retorno Rp;(x) de un portafolio en el escenario ¢ es la media
ponderada del retorno de cada valor financiero individual. Sea z; el porcentaje del
presupuesto asignado al valor financiero S;, sea rj; el retorno del valor financiero S;

en el escenario t y n el nimero de valores financieros.
n
Rpt(X) = E xirjt.
i=1

A lo largo de este trabajo y por simplicidad, comunmente utilizamos pu; para
decir el retorno esperado de un valor financiero 7 y r; para el retorno del valor

financiero i en el periodo t.

2.2 Definiciéon. El retorno esperado de un valor financiero es la media ponderada
del retorno en cualquier escenario. Llamamos pj, la probabilidad que se de el escenario
ky r;, el retorno en el escenario k. Podemos entonces escribir el retorno esperado

de un valor financiero como la esperanza del retorno, i.e.
K
wi=E(r) = pry, (2.2)
k=1
donde suponemos que los escenarios posibles son un nimero finito K [11], Seccion

9.

Agregamos la suposicion que el inversor quiere maximizar su retorno, para lo
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cual debe maximizar la funcién de retorno esperado del portafolio completo:
pp=E(Rp) =z, (2:3)
j=1

La Ecuacion estd pensada para el caso en el que r; se comporta como una
variable aleatoria discreta. Esto no siempre sera el caso, por lo que conviene pensar
el retorno esperado como la esperanza de una variable aleatoria. En lo que sigue,
trataremos al retorno esperado de esta forma.

Notese que podemos agregar la suposicion p; > ps > --- > py,. El punto
6ptimo el cual cumple y maximiza se da en 2o = (1,0,0,...,0), en otras
palabras, todo el capital se debe gastar en el valor financiero que pueda generar
la mayor ganancia. Esta soluciéon es ambiciosa pero riesgosa, porque solo hay dos
posibles resultados: o el inversor lo gana todo; o lo pierde todo. Debido al riesgo,
algunos inversionistas prefieren agregar restricciones del tipo z; < u;, j =1,2,...,n

al presupuesto. En este caso la solucion ambiciosa se veria de la siguiente forma

k
Ty = <u1,u2,...,1—Zuj,(),(),...,())
j=1

donde Zle uy < 1ly Zf;l u; > 1. Esta solucién nos dice que debemos invertir
lo mas que se pueda del presupuesto en los valores financieros que puedan gene-
rar el mayor retorno |11, Seccion 2|. Un claro problema de este modelo es, jcomo
determinar cuales restricciones de presupuesto son adecuadas? Ademas, jcomo de-
terminamos cudles valores financieros generan mayor retorno? Markowitz propone
una manera distinta de medir el riesgo.

Una de las maneras més conocidas de medir el riesgo es la desviaciéon estan-
dar de los retornos esperados. La idea es crear mas soluciones intermedias; que la

ganancia no sea a todo o nada. Para ello utilizamos la Definicién (|1.19)).

2.3 Definicién. La covarianza o;; de los retornos ¢ y j la definimos como

K
1
Oij = 3 D (i — ) (s — ).
k=1

2.4 Definicion. La desviacion estandar del portafolio la definimos como:

op = /E[Re(x) — ir]?. (2.4)
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La dltima ecuacion la llamamos riesgo o volatilidad del protafolio. Es ra-
sonable pensar que un inversor también considerara minimizar el riesgo. Decimos
que un portafolio es eficiente, u 6ptimo de Pareto, si y solo si cualquier otro
portafolio factible que mejora una de las dos optimizaciones, empeora la otra [I].
Alternativamente podemos decir que un portafolio es eficiente si tiene el mayor re-
torno esperado de todos los portafolios que tienen la misma varianza. La varianza

de un valor financiero se define como

K

UZ»Q = Zpk(rzk — 115)%. (2.5)

k=1

A la curva que se obtiene al graficar las soluciones 6ptimas en un plano com-
puesto por los ejes riesgo vs retorno esperado la llamaremos frontera efectiva.
Antes de resolver el problema general, veamos qué ocurre para diferentes niveles
de covarianzaﬂ Vamos a suponer que no permitimos que haya ventas cortas (ver
Definicién . Supongamos que escogemos entre dos valores financieros que se

muestran a continuacion.

Tabla 2.1. Informacion de dos valores financieros.

Retorno Esperado Desviacion Estandar
valor financiero 1 15% 5%
valor financiero 2 10% 3%

Fuente: Cap. 4 y 5 [4], valores supuestos.

Recordemos que el retorno esperado esta dado por

pp = E(Rp) = T1p1 + apt2 (2.6)

donde,

11 es el retorno esperado de la valor financiero 1.

1o es el retorno esperado de la valor financiero 2.

x1 es el presupuesto asignado a la valor financiero 1.
T es el presupuesto asignado a la valor financiero 2.

Ademas de la ecuacion ([2.1) sabemos que x; + 25 = 1. Podemos reescribir la

IEste ejemplo esta basado en las secciones 4 y 5 de la siguiente fuente [4]. Por favor considerar
leer a los autores originales del libro.
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ecuacion anterior como

To = 1-— xI1. (27)
Sutituyendo en (2.6)) obtenemos
pp =11 + (1 — 1) pa. (2.8)

Recordemos la definicién de desviacion estandar de un portafolio (Definicion [2.4)),

como tenemos dos valores financieros vamos a tratar de simplificar la ecuacion ([2.4)).

0p = E[Rp — pp|* = E[x171; + Tar9j — T1j11 — Tojls)?

= Ez1(r1; — ) + xa(ra; — o).

Podemos aplicar las propiedades de la esperanza dadas en el capitulo anterior (De-

finiciones ((1.14}[1.17))) para deducir:

op = E[r3(r1j — pn)? + 20125(r1j — pun) (ra — pra) + 22 (ray — p2)’]
= 21 E(rij — )] + 20122 B[(r1j — pun) (ra; — pio)] + 23 B[ (ra; — p2)?].

Combinando las definiciones dadas de covarianza y varianza en el capitulo anterior

con nuestras definiciones nuevas podemos concluir.

2 2 2 2 2
0p = 1707 + 2x1T901 + T505. (2.9)
Para simplificar nuestro analisis, definimos el coeficiente de correlacion entre dos
valores financieros i, 7 como:

_ T

Pij = ——-
0;0;

Como se mencion6 en ([1.20)), la importancia de definirlo de esta manera es que nos
permite realizar comparaciones. Si este coeficiente es positivo, entonces el movimien-
to de una de las variables impacta en cierto sentido a la otra, ambas en la misma
direccién. Si es negativo sucede que el impacto es en direcciéon opuesta. Finalmente

si es 0, entonces se entiende que lo que le ocurra a una variable no impacta a la otra.

Combinando nuestra definicién de coeficiente de correlacion, la Ecuacion ([2.9))

y la Ecuacion ([2.7)) concluimos que nuestra ecuacion se convierte en:
op = [2202 + (1 — 21)%02 + 221(1 — 21) p1aoy09) /2. (2.10)
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Veamos algunos ejemplos de diferentes niveles de correlacion.

Caso 1-Correlacion perfecta positiva (p = +1): Si el coeficiente de corre-
lacion es +1, en este caso la Ecuacion (2.10)) se convierte en

op = [2207 4+ (1 — 21)%03 + 22,(1 — 231)0102]1/2.
Esto es un cuadrado perfecto por lo que obtenemos:
op =x101 + (1 — x1)09.

Despejamos x1;

y al sustituir lo anterior en la ecuacion ([2.8])

M1 — H2 H1— H2
o = (o= 210 ¢ (112125,
01— 02 01— 02

Lo que nos dice que el retorno pup del portafolio depende linealmente de la varianza.

Para nuestro ejemplo la ecuacion seria:

15 -10 15 =10

—10- 2 @)y 2
Hr 53 Bt 55 or
5,5
=_—+ —op.
up 5 2P

Cuando existe correlacion perfecta el menor riesgo que podemos tomar es invirtiendo
en el valor financiero que tenga el menor riesgo posible, y no podemos hacer nada
para disminuirlo. Esto se ve claramente en la Figura [2.1] En este caso diversificar

solo nos sirve para conseguir un nivel de riesgo intermedio.

Caso 2- Correlacion perfecta negativa (p = —1): Similar a lo que hicimos
antes al sustituir p = —1 en la Ecuacion (2.10)) se simplifica en

op = [2202 + (1 — x1)%02 — 221 (1 — 1) 0y09) 2.
Esto es nuevamente un cuadrado perfecto, asi que

op =101 — (1 — x1)09,
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Hp

150 ke
S/
10.0 .2

3.0 5.0 op

Figura 2.1. Riesgo vs. Retorno con p = +1. Fuente: [4, Cap. 5|.

o también podemos tener
op = —x101 + (1 — x1)09. (2.11)

Dado que op es un valor financiero real positivo, cualquiera de las dos soluciones
existe siempre que el lado derecho sea no negativo. Ademas es claro que una ecuacion
es simplemente —1 veces la otra. Algo importante es que podemos encontrar una
combinacién de valores financieros que tenga riesgo 0. Para ello veamos que al susti-
tuir op = 0 y despejar z; en la Ecuacion (2.11)), tendriamos que z1 = g5/(01 + 02).
Como tanto oy, como o3, son mayores que 0, entonces x; es mayor que 0. Este
combinacioén siempre involucraréd invertir en alguna combinaciéon de ambos valores

financieros.

La grafica de las opciones que tenemos esta dada por la combinacién de dos
rectas con pendientes de la misma magnitud pero en sentido opuesto e intersecto
igual (si desea probar este hecho puede aplicar el procedimiento del caso 1 para
encontrar las ecuaciones). Para nuestro ejemplo, el riesgo 0 se logra en z; = 3/(5 +
3) = 3/8 i.e. invirtiendo 3/8 de nuestro presupuesto en la valor financiero 1. Para

graficar primero queremos eliminar x; del sistema:
Hp = 10 + 51'1

O'p:8$1—3

y también del sistema que se forma al cambiar la tltima ecuacién por su negativo
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np

15.0

11.875
10.0

l l
3.0 5.0 op

Figura 2.2. Riesgo vs. Retorno con p = —1. Fuente: [4, Cap. 5|.

(con la condiciéon op > 0). El primer sistema produce la recta

95+5
= — —0p.
np 3 8P

Mientras que el segundo produce la recta

95 5

,UP:__gaP-

8

La Figura muestra el resultado de graficar ambas rectas. Una tltima observa-
ciéon de la grafica es que es posible encontrar una combinacion de valores financieros
para cualquier nivel de riesgo, siempre y cuando este sea menor al mayor riesgo

(donde mayor riesgo se entiende el riesgo mayor entre todas las valores financieros).

Caso 3-No correlacion (p = 0): Para ver qué pasa en los lugares intermedios
vamos a trabajar el caso en el que p = 0. Sustituyendo dicho valor financiero en ([2.10))

nos da como resultado

0% = 2202 4 (1 — )03,

Para nuestro ejemplo tenemos el sistema
0p = 2527 +9(1 — 11)?

Hp = 10 + 5331.
Podemos eliminar x; para conseguir la siguiente ecuacion

34[LP 154#]3

2

= — 181.
T 5
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15.0 1
10.0 So
| |
3.0 5.0 op

Figura 2.3. Riesgo vs. Retorno con p = 0. Fuente: [4, Cap. 5.

La Figura nos muestra la grafica de la ecuacion anterior. Podemos notar que

nuevamente existe una combinacion de valores financieros que nos da un riesgo

menor al que se obtiene al seleccionar solamente uno de los dos. Para encontrar el

menor riesgo vamos a derivar la Ecuacion (2.10)) respecto de z1. Esto se explica pues

tenemos una funcién continua en dos variables en un conjunto cerrado y acotado,

tanto 1, como xs estan en un rectangulo, y se cumple la condicion x; + zo =1 [5]

Teorema 8, Capitulo 14]. En general, la derivada es

80'13 . 2[)310'% — 20'% + 21‘10’% + 20'10'2p12 - 41’10’10’2p12

81'1 N 2[1’%0’% + (1 — Il)QO'% —+ 21’1(1 — $1)0'10'2,012]1/2 '

Igualamos a 0 y despejamos x; para encontrar el minimo el cual es

2
_ 05 — 0102012
- 2 2 :
oy + 03 — 20109p12

1

Lo cual para nuestro ejemplo da como resultado

9 9

1 - —

T 25419 34

(2.12)

(2.13)

Como una ultima observacion veamos que no siempre seré posible disminuir el riesgo.

Esto se ve claro al igualar la Ecuacion (2.13]) a 0. De ello

2
05 — 0102012
2 2 =
o1+ 05— 20102p12

)

02
P12 = —.
01
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l l
3.0 5.0 op

Figura 2.4. Riesgo vs. Retorno. Fuente: [4, Cap. 5|.

En nuestro ejemplo particular a partir de p;o = 3/5 = 0.60 no es posible encontrar
una combinacion de valores financieros que disminuya el riesgo.

Uno podria graficar los ejemplos de correlacion perfecta positiva y correlacion
perfecta negativa en un mismo plano y suponer que cualquier otra correlacion tendré
su grafica acotada por las Figuras y [2.1] Esto se puede ver en la Figura [2.4]
Mientras mas correlacion exista entre los valores financieros, més nos acercaremos
a la gréfica del caso 1 y diversificar tendréd menor efecto. Por el contrario, mientras
mas negativa sea la correlacion, diversificar nos da la posibilidad de tomar un menor
riesgo. Para cualquier otro caso, podremos diversificar en cierta medida. De cualquier
manera, dado que en la mayoria de casos existe correlacion y esta no es perfectamente
positiva, seleccionar una combinacién de valores financieros es deseado ya sea para
disminuir el riesgo o seleccionar entre todos los portafolios con un mismo riesgo,

aquel que tenga el mayor retorno.

2.1.1. Frontera efectiva

Esté seccion esta basada en los capitulos 5 y 6 de [4], se recomienda su lectura
para profundizar en el tema. Pensemos en un inversor. Si tiene la opcién de escoger

esperamos que tome entre varios portafolios
(1) Aquellos que tengan el menor riesgo posible con un nivel fijo de retorno y
(2) aquellos que tienen el mayor retorno posible con un mismo nivel de riesgo.

Esto se ejemplifica en la Figura [2.5] Vemos que B es preferible sobre A porque
ofrece un mayor retorno bajo el mismo nivel de riesgo, mientras que C es preferible

sobre D porque ofrece un menor riesgo para el mismo retorno.

28



Hp

B
¢ D
‘A

ap

Figura 2.5. Ejemplo de seleccion. Fuente: [4, Cap. 5].

La afirmacion anterior es importante pues nos permite demostrar que la fron-
tera efectiva es una curva concava. En efecto veamos los 3 casos posibles. La figura
mostrada en la Figura[2.6].b, no es posible porque hemos demostrado que cualquier
conbinacién de valores financieros no puede tener més riesgo que la linea que une
ambos (y esto solo ocurre si la correlacion es perfectamente positiva). Pero, ;Qué
se puede decir acerca de la Figura [2.6L.c? Aqui todos los portafolios tienen menos
riesgo que la linea que une ambos portafolios. Sin embargo, esto es imposible. Vea los
portafolios nombrados como U y V. Estos son simples combinaciones de la varianza
minima del portafolio. Como U y V son portafolios, todas las combinaciones de U
y V estan ya sea en una linea recta que une a a U y a V o arriba de dicha linea.
Asi que el caso es imposible y la tnica forma posible es la presentada en la Figura
2.6l.a.

Con dichas consideraciones, podemos ver que el conjunto efectivo consiste de la
curva que envuelve a todos los portafolios que estan entre el portafolio con varianza
minima global y el portafolio con maximo retorno. Este conjunto de portafolios se
le conoce como la frontera efectiva. Dicha frontera es en efecto concava por razones
expuestas en el parrafo anterior.

Concluyendo la parte intuitiva, podemos comenzar a formalizar nuestro ané-
lisis. El problema de encontrar portafolios efectivos puede ser separado en cuatro

casos, los cuales listamos en orden del mas facil al mas dificil de resolver.
(i) Se admiten ventas cortas y se puede pedir prestado o conferir a riesgo 0.

(ii) Se admiten ventas cortas pero no se puede pedir prestado ni conferir a riesgo 0.

(iii) No se admiten ventas cortas pero si se puede pedir prestado o conferir a ries-
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Figura 2.6. Tres posibles casos. Fuente: [4, Cap. 5|.
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RpA

op

Figura 2.7. Seleccion portafolio 6ptimo. Fuente: [4, Cap. 6].

go 0.

(iv) No se admiten ventas cortas ni se puede pedir prestado ni conferir a riesgo 0.

Veamos cada caso con detalle.

Caso (i): Cuando hablamos de riesgo 0, nos referimos a inversiones donde
tenemos certeza de la cantidad de dinero que recibiremos o pagaremos en el futuro.
Podemos conferir a riesgo 0 a través de una cuenta bancaria o la compra de letras
del tesoro. Mientras que podemos pedir un préstamo a riesgo 0 a través de la venta
corta de letras del tesoro.

Habiendo hecho las consideraciones anteriores, realicemos el anélisis para el
Caso (i). Cuando asumimos que se permiten ventas cortas, podemos pedir prestado
y conferir a una misma tasa de interés que llamaremos Rp. Esta tasa tiene riesgo 0
pues tenemos certeza del interés que vamos a recibir. Vea la Figura [2.7] La grafica
en azul representa todos portafolios posibles. La semirecta Rr — A (rojo) representa
las combinaciones de presupuesto donde le asignamos una parte al portafolio A y el
resto se confiere a la tasa Rp. Lo mismo para la semirecta Rp — B (verde). Observe
que la recta Rp — B es preferible sobre la recta Rp — A. Esto se debe a que los
puntos sobre la recta Rr — B tienen mayor retorno esperado que los puntos sobre
la recta Rp — A bajo los mismos niveles de riesgo.

Es facil ver entonces que el portafolio deseado P es tnico (en la mayoria de
casos) y serd el que tenga la recta con mayor pendiente. La recta que une los puntos

(0, Rr), (op, pp) tiene pendiente

:,UP—RF
op ’

0
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Esta funcion es nuestra funcion objetivo (Secion sujeto a la condicion ({2.1)):
> wp=1{z;>0, j=12,....n}
j=1

Este es un problema de maximizacién con restricciones. Para resolverlo apli-
quemos el procedimiento que se muestra a continuacion. Markowitz demuestra una

simplificacion para el riesgo del portafolio [I].
Esta formula es,

op = [Z riol + Z Z xixjaij] : (2.14)
i=1

i=1 j=1
J#i

La restriccion (2.1]), puede ser sustituida en Ry para llegar a:

Rp=1Rp= (i%)RF - i(ijF).

j=1 j=1
Por lo que nuestra funciéon objetivo se transforma en lo siguiente,
n
> i iy — Rr)

Z?:l J}?J? + Z?:1 Z?;l TiT;055
77

1/2°

Lo que queremos maximizar es una funcién multivariable, por lo que podemos
utilizar los métodos clasicos de célculoﬂ. Debemos derivar respecto de cada variable

e igualar a 0. Esto produce el sistema de ecuaciones simultaneas:

00
T
00
Oy 0
00
oz, 0

ZVolvemos a tener una funcién continua en un conjunto cerrado y acotado. Ver |5, Teorema 8,
Capitulo 14]
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Tabla 2.2. Tabla informacion valores financieros.

Retorno Esperado Desviacion Estandar

valor financiero 1 15% 7%
valor financiero 2 10% 5%
valor financiero 3 20 % 13%

Fuente: Elaboracién propia.

En [4] se demuestra que

00

5= ~M@101; + 209 + -+ + 1,07 + -+ X00,) + i — Rp =0

donde A = (up — Rr)/0o%. Al hacer la sustitucion A\z,, = z,, se forma el siguiente
sistema:
1 — Rp = 2107 + 29019+ + 2,015,

o — Rp = 21001 + zgag + -+ 2,09,
(2.15)

2
fn — Rp = 21001 + 20002 + -+ - + 2,,0,,.

El sistema anterior estd asociada a la matriz de covarianzas K = o0;; que es una
matriz cuadrada de n x n. Por lo tanto, el sistema tiene solucién si esta matriz es
invertible. Consultar [3, Teorema 3.26, Capitulo 3.B|, para mas detalles de como
resolver dicho sistema. El lector puede verificar que se puede hacer la siguiente

simplificacion, debido a que queremos que z; + x5 + ...+ x, = 1:

T = 21/ Z % (2.16)
i=1

Asi que para encontrar el portafolio 6ptimo primero resolvemos el sistema para
encontrar z; y luego sustituimos x; = Az;. Una solucion alternativa al problema

anterior se logra a través de la técnica de multiplicadores de Lagrange.

Realicemos un ejemplo, supongamos que tenemos para invertir en 3 valores
financieros, de las cuales se presentan sus varianzas y retornos esperados a conti-

nuacion:

Ademas supongamos que las covarianzas son 15 = 0.5, 093 = 0.6 y 013 = 0.4.

También podemos pedir prestado o conferir a una tasa del 5%. Con esta informa-
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cion,el Sistema ([2.15)) se transforma en:

15 — 5 = 492, + 0.5(7)(5) 22 + 0.4(7)(13) 23,
10 — 5 = 0.5(7)(5)21 + 2525 + 0.6(5)(13) 23,
20 — 5 = 0.4(7)(13)2, + 0.6(5)(13) 22 + 16923

El cual tiene soluciones:
21 ~ 0.164, 29 =~ 0.003, z3~ 0.057.
De podemos concluir: z; + 29 + 23 = 0.224,
x1 7~ 0.164/0.224, x5 ~ 0.003/0.224, z3 ~ 0.057/0.224.

r1 ~ 0.732, 29~ 0.013, x5~ 0.255.

Finalmente calculamos el retorno esperado del portafolio
pp = 0.732(15) 4+ 0.013(10) 4 0.255(20) = 16.21 %.
También calculamos la varianza del portafolio,

o2 = (0.732)%(15)% 4+ (0.013)(10) 4 (0.255)%(20)?
+2(0.732)(0.013)0.5(7)(5)
4 2(0.013)(0.255)0.6(5)(13)
4 2(0.732)(0.255)0.4(7)(13) ~ 160.78.

0.
)

Con esta informacién concluimos que la frontera efectiva seré la recta con pendiente

pp— Rp 16215

6 pu— =
op 12.65

~ (.886

la cual tiene intercepto (0,5). La Figura muestra la gréafica de dicha recta.
Caso (ii): Si el inversor no quiere agregar la suposicion que puede pedir pres-
tado o conferir a riesgo 0, podemos hacer algo similar al caso anterior. Para este
caso todos los portafolios deseados estaran incluidos en la Figura la parte azul.
Ahora observe la Figura [2.9] dicha figura nos sugiere un procedimiento para en-
contrar la frontera efectiva. Suponga primero que puede prestar y conferir a una

tasa del 2% sin riesgo, esto da el portafolio A, si repetimos el procedimiento para
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Figura 2.8. Frontera efectiva caso 1. Fuente: [4, Cap. 6].

wp

6 %
2%

op

Figura 2.9. Seleccion portafolio 6ptimo. Fuente: [4, Cap. 6].

6 % obtenemos el portafolio B. De esta manera podemos ir variando el riesgo para
ir encontrando todos los portafolios deseados. Entremos en detalle. Recordemos del

caso anterior que para un riesgo fijo obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

2
 — Rp = 2107 + 22012 + -+ + 2,01

2
o — Rp = 21001 + 2005 + -+ - + 2,09,

2
fn — Rp = 21001 + 20002 + -+ - + 2,,0,,.

Para cada valor de Ry existe una tnica soluciéon de z;. Por lo que podemos dejar Rp

como un parametro y resolver z; en términos de Rp. Esto resulta en una solucién
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del tipo
2k — Ak + BkRF

donde A y B son constantes. Dichas constantes tienen un valor diferente para cada
k, pero no cambian respecto de Rr. Una vez tengamos cada z; en funcion de Rp,
podemos variar Ry para determinara la cantidad a invertir en cada valor financiero

,en varios puntos de la frontera efectiva.

Caso (iii): Ahora supongamos que el inversor planea prestar o conferir a riesgo
0 pero no quiere vender corto. Este caso es similar al primero. Igual que antes
el portafolio 6ptimo es el que maximiza el parametro 6. Podemos formular este
problema como:
Maximizar 6 = ﬂ
ap

sujeto a

(1)2;1:1-:1

(2) z; > 0 para todo i.

La segunda condiciéon se debe a que no deseamos vender corto. Podriamos pensar
en resolver este problema de la misma manera que antes y en algunos casos las
soluciones que obtengamos serédn en efecto lo que esperamos. El problema es que
ahora puede ocurrir algo como lo que se ve en la Figura donde el maximo se
da en un punto que no podemos alcanzar (Punto M). Por lo que nos conformamos

con el punto M’, en dicho punto

La condicién anterior se puede reescribir como

do

o tUi=0.

Donde U; es una constante que depende de x;. Esta es la primera condiciéon de

Karush-Khun-Tucker para el méximo.

Veamos dos notas importantes de la condicion anterior. Si el maximo ocurre
cuando z; > 0 entonces U; = 0. Por otro lado si el méximo se da cuando z; = 0

entonces se cumple que U; > 0. Esta es la segunda condiciéon de Karush-Khun-Tucker
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Figura 2.10. Portafolio en maximo inalcanzable. Fuente: [4, Cap. 6].

y puede ser escrita como

Q?szL = O,
Z; Z 07
U; > 0.

Las 4 condiciones de Karush-Khun-Tucker son:

(1) sz =1,

(4) U; > 0.

Si encontramos un portafolio que cumpla las 4 condiciones, entonces dicho portafolio

es el portafolio 6ptimo.

Caso (iv): Finalmente si el inversor no quiere agregar ninguna suposicion
extra. Lo que se puede hacer es minimizar el riesgo para cualquier nivel de retorno.

Esto produce el siguiente problema:

n n n
. 2 2
Minimizar E ZT;0; +E E XTiTj0;;
i=1 i=1 j=1
J#
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sujeto a

=1

(2) Z(wiu) =Tp,

=1
(3) Q?zzo, 221,,71

Este problema se conoce como un problema cuadratico de programacion. Esto se
debe a que encontraremos términos como z?, x;x;. Varios paquetes en el programa
R-Studio resuelven este problema, y algunos estan basados en la técnica vista en
el caso anterior. Por el momento dejaremos el analisis aqui y lo retomaremos més
adelante. Vale la pena que mencionar que se pueden agregar suposiciones adicionales.
Como ponerle un limite a la cantidad que se le quiere asignar a cada valor financiero
o poner un minimo al dividendo (a la posible ganancia). Pero no trabajaremos esos

casos particulares por el momento.

2.2. Simplificando la seleccién del portafolio

Para poder aplicar la teoria moderna de portafolios necesitamos saber varias
cosas, por ejemplo, retornos (esto se estudia en la seccion [2.4), varianzas y corre-
laciones. El problema surge cuando queremos seleccionar un portafolio que esta
compuesto de muchos valores financieros, en ese caso no solo se necesita saber el
retorno esperado de cada valor financiero, sino también, los coeficientes de correla-
cion entre cada uno de ellos. Para simplificar un poco el proceso se han desarrollado

varias técnicas. En esta seccion nos enfocaremos en algunos de estos modelos.

2.2.1. Modelo de un solo factor

El modelo de un solo factor asume que el comovimiento entre valores financieros
se debe a una influencia comin o un indice. Este modelo, aparte de servir para
calcular la matriz de correlacion, es 1til en algunos tests que nos permiten ver si un
mercado es eficiente y esta en equilibrio.

Nuevamente basamos esta seccion en la siguiente referencia [4, Capitulos 7 y
8.

Se ha observado que si el mercado en general sube, la mayoria de valores fi-
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nancieros tienden a subir de precio, y cuando el mercado cae, la mayoria de valores
financieros tienden a decrecer en precio. Esto se conoce como comovimiento de ac-
ciones, esto es, existe un indice comin (conocido como indice de mercado) el cual
hace que cierto conjunto de acciones se muevan en la misma direccion. Lo que quere-
mos entonces es relacionar al retorno del valor financiero con el indice del mercado.

Podemos escribir el retorno del valor financiero como sigue:

Donde a; es una componente del retorno del valor financiero S; y es independiente
del mercado (una variable aleatoria). Ademéas R, es la tasa de retorno del indice

del mercado (una v.a.) y f§; es el cambio esperado de R; dado un cambio en R,,.

Hemos separado a R; en dos componentes importantes. Una es la parte de
R; sensible al cambio del mercado y la otra a; representa la parte de R; que es
insensible (independiente) del cambio del retorno del mercado. Podemos separar a;
en dos componentes, una es su valor financiero esperado «; y la otra e; representa

el elemento aleatorio de a;. Entonces
a; = oy + €;

donde e; tiene un valor financiero esperado igual a cero. La ecuacion del retorno

puede ser escrita de la siguiente manera

Tanto e;, como R,, son variables aleatorias, tienen una distribuciéon de probabili-
dad, una media y desviaciéon. Denotemos sus desviaciones estandar como o., y 0y,

respectivamente.

Es conveniente que ¢; y R,, no estén correlacionados. Esto es
cov(e;, Ry,) = E[(ei —0)(Rm — um)} = 0.

Si en efecto esto ocurre, la Ecuacion (2.17) describe el retorno R; en términos de
variables aleatorias que no influyen una a la otra. Es decir, se describe en términos

de una variable intrinseca R;, y de otra variable que se mueve con el mercado.

Las estimaciones de «;, (5; vy azi se obtienen de analisis de regresion de series de

tiempo. Esta técnica nos garantiza que e; y R,, no estén correlacionados (al menos
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en el periodo que se haya usado para hacer el ajuste).

La hipotesis central del modelo de un solo factor es que e; es independiente de
ej, para cualquier pareja de valores financieros en dicho mercado. Esto es equivalente
a Elee;] = 0.

Dicha hipotesis es importante, ya que nos dice que la razén por la que los
mercados se mueven juntos, es por un comovimiento conjunto del mercado y no
hay nada fuera de este que implique comovimiento entre valores financieros (en la
Seccion hablamos qué se puede hacer si no agregamos dicha hipotesis).

El problema es que no hay nada en la manera que calculamos «;, f5; y 0., que
fuerce a que Ele;e;] = 0. Que tan bien funcione el modelo, dependera en que tan
buena (o mala) nuestra aproximacion sea.

Hay 3 resultados importantes del modelo de un solo factor, los cuales son:
(1) El retorno medio es, p; = a; + Biftm-
(2) La varianza del retorno de la valor financiero es, 07 = 702, + 0.
(3) La covarianza de retornos entre las valor financieros i y j es, a;; = (3;8,02,.

Veamos que el retorno esperado y la varianza de cada valor financiero tienen una
parte que no depende del mercado, mientras que la covarianza se debe tinicamente
del mercado. Esto explica la razén por la que los valores financieros se mueven
juntos y esto es por una respuesta comun a un movimiento en el mercado. Estos
3 resultados pueden ser derivados de las condiciones que hemos impuesto y no se
demostraran en esta tesis. Para una demostracion detallada consultar [4, Capitulos
7y 8.

Si el modelo se cumple entonces podemos reescribir la Ecuaciéon como sigue:

n n n
pp = mei = Zx@-a@- + umzxiﬂi- (2.18)
=1 =1 =1

Veamos algunas caracteristicas del modelo. Comencemos definiendo el 3, del
portafolio completo como la media ponderada de cada [; asociado a cada valor
financiero en el portafolio. Donde los pesos x;, son el porcentaje invertido en cada

fraccion del portafolio. Entonces

ﬁp = Z xlﬁl
=1
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Similarmente, definimos «,, del portafolio como
n
= E TG,
i=1

Esto implica que la Ecuacion [2.18| puede ser escrita como

pp = Qp + Lol (2.19)

Podemos hacer un analisis similar para la varianza. Recuerde que la varianza

de un portafolio se puede escribir de la siguiente manera (ver Ecuacion [2.14)):

n n n

2 _ 2 2

Op = E r;0; + g E Til;0;;.
i=1

i=1 j=1
J#

Reemplazando los valor financieros de o; y 0;;, obtenemos

op =02 Z r232 + o2, Z Z xix; B85 + Z x; (2.20)

=1 j=1
J#i

Observe que si nuestro portafolio se compone de N valores financieros, tenemos
que calcular «;, 0., y B; para cada valor financiero, y agregamos las estimaciones de
Om Y Im- Esto en total nos da 3NV + 2 estimaciones. Por el contrario si no se hiciese
esta simplificacion, tendriamos que calcular o;, u para cada valor financiero y (12V )
covarianzas, lo que nos da un total de N(N +1)/2+2N = (N?+5N)/2. Lo anterior

es de orden 2 mientras que el método de un solo indice es de orden 1.

Si tomamos al portafolio P como el mercado completo usando x; = 1/n, en-
tonces up = p,. Esto implica, por la Ecuaciéon que Bp = 1, ap = 0. De ello
diremos que un valor financiero es més o menos riesgoso que el mercado dependiendo

si su beta es mayor o menor que 1.

Veamos més a fondo el riesgo de una valor financiero individual. La Ecuacion

[2.20] puede ser reescrita como

UP—Zme]BZBJU —I—Zx

i=1 j=1
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Reagrupando términos,
n n n
0% = ( Z :Bzﬂi> ( Z x]ﬂ])afn + Z zio?.
i=1 j=1 i=1
Asi que el riesgo del portafolio se puede expresar como;

n
_R2,.2 2 2
op = pam+g ;0.
i=1

Asumamos por un momento que invertimos la misma cantidad en cada valor

financiero. Esto convierte a la ecuacién anterior en
n
1 1
0123 = I%U?n—i- — E —az,.
n 4 . n
i—

El segundo término es 1/n veces el riesgo residual del portafolio. A medida que
incrementamos el tamano de nuestro portafolio el segundo término se va desvane-
ciendo, incluso para portafolios de un tamano moderado. (Esto pasa para la mayoria

de portafolios incluso si el modelo no es apropiado.)

El riesgo que no podemos eliminar a medida que diversificamos nuestro porta-
folio, es el riesgo asociado al término [3,. Si el riesgo residual se aproxima a cero, el

riesgo del portafolio se aproxima a

n
op = Bpgm =0m Z xzﬁz

=1

Note que o, es igual para cualquier valor financiero que tomemos, mientras

que (; representa el riesgo que contribuye el valor financiero ¢ al portafolio.

Para una valor financiero individual su riesgo esta dado por 5702, + o2 . Dado
que el segundo término tiene a afectar poco al portafolio a medida que diversi-
ficamos, se le conoce como riesgo diversificable o riesgo no sistematico. Por el
contrario ya que o2, es igual para todas las valor financieros, y no podemos eliminar
completamente el riesgo, a (3; se le conoce como riesgo no diversificable de una
valor financiero o riesgo sistemético. Dado que el riesgo diversificable se puede eli-
minar escogiendo un portafolio suficientemente grande, usualmente ; se toma como

la medida de riesgo de una valor financiero.
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2.2.2. Técnicas de estimacion de beta

Datos Histoéricos: Recordemos la Ecuacion 2.17 la cual describe el retorno
de un valor financiero
RZ' = Q4 -+ Bsz + €.

Nosotros no podemos medir el verdadero valor financiero de «;, 3;, ;. Es mas estos
valor financieros pueden diferir a lo largo del tiempo. Sin embargo para poder estimar
B; a través de los datos historicos debemos asumir que no cambian a lo largo del
tiempo, de esta manera podremos estimar «;, 3; y o,.

El procedimiento es el siguiente, primero hacemos una grafica de R;(t) vs. R, (t)
para obtener un gréfico de dispersion similar al mostrado en la Figura [2.11] Para
cada unidad de tiempo ¢ (usualmente un mes) graficamos dos puntos, uno que repre-
senta el retorno del mercado en esa unidad de tiempo R,,(t) y el otro que representa
el retorno del valor financiero S;, denotado por R;(t) para esa unidad de tiempo.
Repetimos hasta cubrir todo el intervalo de tiempo. Lo ultimo que hay que hacer
es encontrar la recta que minimice la suma de la desviacion de la distancia vertical
desde dicha recta a cada punto. La pendiente de dicha recta serd nuestra mejor

estimacion de f3; y el intercepto seré la mejor aproximacion de «;. Formalmente,

S [(Ri®) = 1) B 0) = ()]

2

;g = ——

Om >t [Rn() = pom(8)]

donde i, (t) es la media de retornos del mercado en el intervalo dado, u(t) es la
media de retornos del valor financiero i en el intervalo de tiempo dado, y R;(t),
R,,(t) representan una medicion del retorno del valor financiero y del retorno del
mercado (respectivamente) para un tiempo fijo ¢. Vale la pena resaltar que al método
anterior se le conoce comtunmente como el método de minimos cuadrados de Gauss.

De lo anterior «; se calcula simplemente como
i = pi(t) = Biptm (1)

Los valor financieros que encontramos de a; y §; por medio de la regresion,
son estimaciones de los parametros verdaderos «; y [; que existen para el valor
financiero. Estas estimaciones estan sujetos a error y pueden no ser iguales a los
verdaderos parametros que existen en dicho periodo de tiempo. Ademas «; y 5; no
son perfectamente estacionarios a lo largo del tiempo. Pueden cambiar a medida que

caracteristicas de la firma cambian. A pesar de todo lo anterior la manera maés facil
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R;(t)

Figura 2.11. Retorno mercado vs. valor financiero. Fuente: [4, Cap. 7].

de estimar el parametro [3; para el futuro es utilizar un estimado obtenido utilizando
regresion lineal sobre periodos pasados.

. Qué tan acertado son las predicciones de los betas histéricos? Bien, eso depen-
dera de varias cosas, tanto Levy [16] como Blume [I5] han hecho analisis extensivos
en la relacion de los betas a través del tiempo. Resulta interesante que en algunos
estudios realizados por los nombrados anteriormente, se ha encontrado que mientras
betas en un portafolio grande contienen buena informacion acerca de los betas| futu-
ros, betas en valores financieros individuales tienen mucha menor informaciéon acerca
de los betas del futuro. Una razon por lo que se da lo anterior es porque el riesgo
puede variar. Una segunda razon es que cada periodo se mide con un error aleatorio,
lo que significa que mientras mayor el error, menor poder predictivo se tendra. Estos
cambios difieren para cada valor financiero algunos aumentan otros decrecen. Estos
errores tendran a cancelarse y por lo tanto observamos menor cambio en el beta del
portafolio que en el de las valor financieros.

Técnica de Blume: Varios autores como Blume y Vasicek han notado que
los betas en el periodo futuro tienen a ser méas cercanos a 1 que los betas obtenidos
de datos historicos (ver [15] y [I7]). El siguiente paso logico es modificar los betas
pasados para tratar de obtener esta tendencia. Blume [I5] fue el primero en proponer
un esquema para hacerlo. El corrigié betas pasados al medir directamente este ajuste
hacia 1 y asumiendo que el ajuste en un periodo es un buen estimado del ajuste del

siguiente periodo.

3Aqui estamos hablando de las estimaciones de beta, los verdaderos valores financieros no se
conocen.
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Veamos como funciona esto. Podemos calcular los betas del periodo 1948-1954.
Podemos luego calcular los betas de los mismos valor financieros para el periodo
1955-1961. Luego podemos regresar los betas del tltimo periodo contra los betas
del periodo anterior a este. Cuando Blume hizo esto para los periodos mencionados
obtuvo

Bio = 0.343 + 0.6778;1

donde (i, es el beta del ultimo periodo (1955-1961) y G;1 del periodo anterior a este
(1948-1954).

Ahora, supongamos que queremos predecir el beta para cualquier valor finan-
ciero en el periodo 1962-1968. Entonces calculamos (via andlisis de regresion) su
beta para los anos 1955-1961. Para saber como se debe modificar este beta, lo sus-
tituimos por [;; en la ecuaciéon. Luego calculamos ;5 en la ecuacion ya mencionada

y lo usamos como prediccion.

Técnica de Vasicek: Como mencionamos en la subseccién anterior, se ha
observado con evidencia empirica que las estimaciones de beta en el periodo de pre-
diccion tienden a estar méas cerca de 1 que los betas obtenidos por los datos histéricos.
La primera manera de hacer el ajuste es ajustar cada beta hacia el beta promedio.
Por ejemplo, tomando la primera mitad de los datos histéricos y suméndoles la
mitad del beta promedio mueve cada beta historico a la mitad del promedioﬂ

Es deseado no ajustar todos los valores financieros en la misma medida hacia la
media, en vez de eso, queremos ajustar dependiendo de la incertidumbre (el error de
muestreo) de cada beta. Mientras mas grande sea el error de muestro, mayor debe
ser el ajuste. Vasicek [I7] propone el siguiente peso para cada beta que incorpora

las propiedades ya mencionadas:

T 5 953
——— 5 para i y —5——— para w(Br).
Tu(Br) + 05, Tu(Br) + 95,

Aqui, p(B1) es la media de las betas, en el periodo histérico (periodo 1). Luego 02(51)
es la varianza de la distribucion de las betas sobre la muestra de valores financieros.
La suma de cuanto varia cada valor respecto de la media de valores financieros.
Tenemos que [;; es el beta estimado del valor financiero S; en el periodo 1 y aéﬂ
es el cuadrado del error estandar del beta de la valor financiero i en el periodo 1,
i.e. cudnto varian los f3; respecto del valor financiero estimado, en el periodo que se

tomo para hacer el ajuste.

4Esta técnica es bastante usada, por ejemplo por Merrill Lynch
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Note que los pesos sumados dan 1 y que, a mayor incertidumbre se tenga sobre
un beta estimado, menor peso se pondra sobre él. El beta predicho para el periodo

siguiente de la valor financiero ¢ es:

952 (B
Bio = ﬁﬂ(ﬂﬂ + %@1-
TuB1) T 98a uB) T 98a

El procedimiento ajusta observaciones con largos errores estandar mas hacia la
media, en contraste con observaciones con pequenos errores estandar. Vasicek nos
muestra que esta técnica es bayesiana. Aunque esta técnica no predice una tendencia
de los betas como lo hace la técnica de Blume, sufre de su propia fuente potencial
de sesgo. En esta técnica el peso puesto en el beta del valor financiero, relativo al
peso puesto en la media de la muestra, esta inversamente relacionado con el error
estandar de la estimacion del beta del valor financiero. Dado que los betas que tienen
mayor valor, tendrén errores estdndares mas grandes asociados respecto a los betas
con menor estimacion, esto implica, que los betas con mayor estimacion bajaran de
valor en un porcentaje mayor que los betas con menor estimacion. Esto produce una
subestimacion del beta futuro respecto al beta promedio en la muestra de valores
financieros que se us6 para estimar los betas. Si no hay ninguna razén para creer
que los valores financieros van a decrecer continuamente, esta estimacion se puede
mejorar al ajustar todos los betas hacia arriba de tal manera que que tengan la
misma media que tenfan en el periodo histérico.

Klemosky y Martin [18], encontraron ambas técnicas (Blume y Vasicek) produ-
cen mejores predicciones de las futuras betas. El error cuadratico medio al predecir
las betas fue en varias ocasiones cortado a la mitad al utilizar una de las técnicas.
También encontraron que la técnica de Vasicek tiene una pequena tendencia de su-
perar a la técnica de Blume. Sin embargo, las diferencias fueron pequenas y el orden
varia en diferentes periodos de tiempo.

Para ir finalizando esta subsecciéon, recordemos que para poder aplicar la teoria
de Markowitz uno debe ser capaz de obtener correlaciones, varianzas y retornos. Las
correlaciones entre valores financieros, (asumiendo que las hipotesis del modelo de

un solo factor son ciertas) se pueden expresar como una funciéon de beta:

_ ﬁzﬂjafn

Pij
0,035

Otra manera de medir la utilidad de las betas, al mismo tiempo que medimos

el rendimiento al predecir futuras betas, es ver qué tan bien predicen la futura
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estructura de correlacion entre valores financieros.

2.2.3. Predicciones de los coeficientes de correlacion

Eltor, Gruber, y Ulrich [23] han comparado la habilidad de los siguientes mo-

delos de predecir la estructura de correlaciones entre valores financieros:
(1) Usar la matriz de correlaciones historica.

(2) Predicciones de la matriz de correlaciones, preparadas al estimar los betas

utilizando el periodo histérico anterior.

(3) Predicciones de la matriz de correlaciones, preparadas al estimar los betas uti-

lizando dos periodos anteriores y actualizando utilizando la técnica de Blume.

(4) Predicciones de la matriz de correlaciones, preparadas de la misma manera

que el tercer modelo pero actualizadas via la técnica Bayesiana de Vasicek.

Quizas lo més sorprendente del estudio, es que se encontr6é que la primera téc-
nica tiene peor rendimiento que las otras 3, con un nivel de significancia estadistica.
Esto demuestra que parte de la estructura de las correlaciones observada no captu-
rada por el modelo de un solo indice representa ruido aleatorio. El punto es que el
método de un solo factor que se supone simplifica el proceso y por lo tanto pierde
informacion en realidad hace un mejor trabajo prediciendo que utilizar el conjunto
completo de informacion.

Por el contrario la comparacion entre los tres métodos es un poco ambigua.
Rankear los 3 métodos dependeré si hacemos el ajuste a la prediccion media. Como
no es recomendado hacerlo, el método Bayesiano es el que mejor funciona.

Se puede decir mas acerca del método y otras modificaciones que se pueden
hacer para capturar mayor informaciéon. Pero nosotros dejaremos el analisis hasta

este punto (ver [4] para méas informacion).

2.2.4. Modelo de maultiples factores

Se ha encontrado evidencia que hay influencia més haya del movimiento del
mercado, que causan que los valores financieros se muevan juntos. Tan temprano co-
mo 1966, King [24] encontré evidencia de la influencia de la industria. Dos diferentes
esquemas se han planteado para lidiar con estas influencias adicionales, el modelo

Multi-indice o de miltiples factores general y el modelo de indice de la industria.
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Fuentes adicionales de covarianza entre valores financieros se pueden introdu-
cir a las ecuaciones de riesgo y retorno al incluir estas influencias adicionales a la
ecuacion general del retorno. Se hace la hipotesis que el retorno de cualquier valor
financiero es una funciéon del retorno del mercado, cambios en los niveles de las ta-
sas de interés, y un conjunto de indices de la industria. Si R; es el retorno del valor
financiero i, entonces el retorno en el valor financiero 7 se puede relacionar a las

influencias que afectan su retorno de la siguiente manera:
R =a + b 17 + b1 +---+ b, 1] + ¢

En esta ecuacion I es el nivel actual del indice j, y b}; es una medida de la respuesta
del retorno del valor financiero i respecto a los cambios del indice j. Asf que b;; tiene
el mismo significado que f; en el caso del modelo de un solo factor. Como en el
caso del modelo de un solo factor ¢; puede ser separado en dos partes: a; (el valor
financiero esperado del retorno tnico) y ¢; (la componente aleatoria del retorno
tinico; tiene media 0 y varianza o2).

Aunque el modelo se puede utilizar tal y como se presenta, el modelo tiene
propiedades matematicas particulares si los indices estan no correlacionados. Esto
nos permite simplificar el calculo del riesgo y la seleccion del portafolio. Afortunada-
mente existen métodos para convertir cualquier conjunto de indices correlacionados
en un conjunto de indices no correlacionados. Simplificamos la ecuacién anterior
como:

R, =a; +byly + bl +---+ bl +¢ (2.21)

Los nuevos I; cumplen que no estan correlacionados (ver [4, Apéndice A, Cap. 8
paginas 169 y 170| para el procedimiento completo). Note que los asteriscos se han
eliminado para denotar que los coeficientes y variables no son necesariamente las
mismas que los anteriores. No solamente es conveniente hacer a los indices no co-
rrelacionados entre ellos, sino también conviene que el residuo sea no correlacionado
con cada indice. Formalmente, esto implica E[c;(1; — p(1;))] = 0 para todo j (recor-
demos que p(I;) es la media del indice [;). El modelo estandar de multiples factores
(o indices) queda entonces descrito por la Ecuacion ([2.21]).

El modelo tiene las siguientes propiedades. Por definicion:

(1) La varianza residual del valor financiero financiero i es igual a ¢ donde i =

1,2,3,...,N.
(2) La varianza del indice j es igual a a%j, donde j =1,2,..., N.
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Por construccién:

(1) La media de ¢; es igual a u(c;) = 0 para todos los valores financieros, donde
i=1,2,....N.

(2) La covarianza entre indices j y k es igual a E[(I; — pu(Z;)) (I — p(1x))]-

(3) La covarianza entre los residuos para el valor financiero i y el indice j es igual
a Elc;(I; — u(1;))] = 0 para todos los valores financieros y todos los indices,
dondei=1,2,..., Nyj=1,2,...,L.

Por suposiciones:

(1) La covarianza entre ¢; y ¢; es 0 (E(c;c;) = 0) para todos los valores financieros
dondei=1,2,.... Ny j=1,2,...,N (j #1).

La hipotesis del modelo de multiples factores es que E(c;c;) = 0. Esta hipotesis
implica que la tnica razén por la que los valores financieros se mueven juntos es por
un comovimiento comun junto con el conjunto de indices que se hayan especificado.
No hay otro factor mas haya de estos indices que expliquen el comovimiento entre
dos valores financieros. No hay nada en la estimacion de este modelo que fuerce
esto a ser verdad. Similar al modelo de un solo indice, que tan buen desempeno
tenga el modelo, dependera de qué tan buen la aproximacion sea. Esto dependera
de que tan bien los indices que se han seleccionado para representar el comovimiento,
realmente capturan el patréon de comovimiento entre valores financieros. Podemos
calcular el retorno, varianza y covarianza de los valores financieros, como se presenta

a continuacion:

(1) El retorno esperado del valor financiero S; es:

pi = a; + binpu(Lr) + bgp(L2) + - -+ + bipp(Ir). (2.22)

(2) La varianza del retorno es:

(2

(3) La covarianza entre los valores financieros S; y j se calcula como:
0i; = binbj107, + bisbjoo}, 4 -+ + bipb;Lo7, . (2.24)
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De las ecuaciones anteriores podemos ver que para hacer las estimaciones de
retorno, varianza y covarianza, necesitamos estimaciones de a; para cada valor finan-
ciero (N estimaciones), by, para cada valor financiero con cada indice (LN estimacio-
nes), un estimado de ¢ para cada valor financiero (N estimaciones) y un estimado

2

de la media p(I;) (L estimaciones) y varianza o;; de cada indice (L estimaciones).

j
Esto es un total de 2N + 2L + LN estimaciones. Dicho ntimero de estimaciones es
mayor que el nimero de estimaciones requeridas para el modelo de un solo factor,
pero considerablemente menor al niimero de estimaciones si no se aplica ninguno de
los dos modelos. La importancia del modelo de multiples factores no radica en su
capacidad de calcular retornos y varianzas. Mas bien, sera utilizado para calcular
los coeficientes de correlacciones.

Existe un modelos diferentes como el Modelo de Factores Industriales o mezclas
de diferentes modelos, pero para los propoésitos de esta tesis dichos modelos seréan

ignorados. Si desea conocer mas se sugiere leer [4, Capitulos 7 y §].

2.3. Criticas y modificaciones al modelo

La teoria moderna de portafolios existe desde la década de los 60 con el articulo
escrito por Markowitz [I]. Muchos de sus principios atun se usan como lo son el
concepto de diversificacion y frontera efectiva. Sin embargo, la teoria no esta exenta
de criticas y problemas. Algunos problemas seran tratados mas adelante y otros solo
se mencionara bibliografia como se pueden afrontar. Las cuatro principales criticas

que se le hacen al modelo son:

(i) La manera como se mide el riego pone en un mismo nivel a las subidas volatiles

que las bajadas volatiles.

(ii) El modelo es bastante limitado. El modelo no toma en cuenta impuestos,

inflacién, comisiones, etc.

(iii) El modelo no siempre es acertado. Esto incluye; que los datos histoéricos no
siempre son suficientes para predecir el futuro, que los inversionistas son agen-
tes irracionales, y que cuando un mercado entra en crisis todos los valores

financieros se devaluan.

(iv) El modelo no dice nada acerca de como medir los retornos y las varianzas.

Problemas (i) y (iv) de la teorfa son tratados en este trabajo. En la Seccion [2.3.3]

hablamos de modificaciones para tomar en cuenta la critica (i) y en la Secciéon
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hablamos mas acerca del problema (iv). Problemas (ii) y (iii) salen de los objetivos
de este trabajo y no son tratados. Algunas soluciones que se han planteado para el
problema (iii) es la aplicacion de algoritmos de aprendizaje para predecir mejor el
comportamiento del mercado y la creaciéon de una rama nueva llamada finanzas
conductual la cual intenta entender el comportamiento de los seres humanos en

los mercados.

2.3.1. Oblicuidad

Esta seccion estd basada en el articulo publicado por los autores Yamakazi y
Konno [8]. Como lo mencionan los autores, el tercer momento resulta importante

cuando ninguna de las siguientes se cumple:

(i) La tasa de los retorno de los valores financieros sigue una distribucién normal

multivariada.

(ii) La utilidad del inversor es una funcion de la media y la varianza de las tasas
de los retornos o puede ser aproximado por una funciéon cuadratica de las tasas

de los retornos.

Sin embargo hay alta evidencia que las dos suposiciones anteriores no siem-
pre son aplicables. Ya sea porque los valores financieros no siguen una distribucion
normal o consideremos siguiente escenario. Vea la Figura [2.12] Ambas tienen la
misma media, varianza por lo que serian iguales bajo el modelo estandar. Sin em-
bargo, casi todos los inversionistas preferirian el portafolio cuya distribucion es la
grafica morada. Esta diferencia se debe al tercer momento. Invertiremos un poco de
tiempo explicando en las siguientes subsecciones como introducir el tercer momento

(también llamada oblicuidad) a nuestros modelos.

2.3.2. Media, varianza y oblicuidad

Al modelo estandar agregamos la definicién de utilidad (en economia la utili-
dad usualmente se conoce como una medida de «felicidad», esta funciéon explica el
comportamiento de los seres humanos en diferentes situaciones). Esta es una funcion

que depende de los retornos, i.e.
U = U[Rp|.
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2 Distribuciones
c

g Dist. Beta
(@]

1 — Dist. Normal
L

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Probabilidad

Figura 2.12. Dos distribuciones misma varianza y media, diferente oblicuidad. Fuente:
Elaboracién propia.

Asumamos que el inversor trata de maximizar la utilidad esperada E[U] de U. Por

lo que queremos resolver el siguiente problema:

maximizar E[U[Rp]]

n
sujeto a g z, =1, 2; > 0.
i=1
Vamos a asumir que U se puede aproximar como una expansiéon de polinomio de

Taylor de tercer grado alrededor de la media pp:

U(Rp) = Ulpg) + U (up) [Re — ] + 5U (1p)[Re — e’
(2.25)

1
+ EU(S)(MP)[RP — pp]”.

Si la distribucion de Rp es simétrica alrededor de pp entonces el dltimo término de la
ecuacion anterior desaparece y regresamos al modelo estandar. Como mencionamos
antes, estamos asumiendo que este no es el caso y el tercer momento no es ignorable.
Se asume usualmente que el inversor es adverso al riesgo y por lo tanto la funciéon
de utilidad U es una funcién no decreciente y concava. Los autores Konno y Yamakazi

también argumentan que las derivadas tienen una estructura de signos alternantes,

52



esto es,
URyk) <o, k=1,2,...,

donde U®) es la k-ava derivada de U. Por lo tanto asumimos lo siguiente
U® <0, U® > 0.

Sea

E[<RP - ,UP)Z]a
E[(Rp — pp)?],

0P

P
e introducimos el modelo MVS (por sus siglas en inglés mean-variance-skewness):

maximizar yp[Rp]
sujeto a up = E[Rp],
Var(Rp) = 0%, (2.26)

n
i=1

donde pp y op son parametros dados. Ademés sea z*(up,op) la solucion 6ptima y

sea Vp(up, op) el valor financiero maximo asociado de yp. Entonces tenemos

1 1
E[U[RPH = U(/'I’P) + §U(2)</’LP>0'2 -+ 6(](3) (MP)7;<MP7 UP)?

cuando (up,op) son dados. Por lo que acabamos de deducir, seremos capaces de
obtener un valor aproximado de E[U[Rp]] si podemos calcular la frontera efectiva
de yp(pp, op).

Definamos r; el retorno del valor financiero S;. Sea

pj = Elr;l,
oij = El(ri — pi)(rj — p5)]
Yijr = El(ri — pa) (rj — ) (1 — )]

entonces el problema ([2.26]) puede ser representado como

n n n
maximizar E g g VijkTil Tk

i=1 j=1 k=1
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n n
sujeto a E E 0ijTiT; = Op,

i=1 j=1

> Hiw = e, (2.27)
j=1

n
=1

Lamentablemente, tanto el problema anterior como el planteado en son pro-
blemas de maximizacién no céncavo. Por lo que su maximo global no puede ser
calculado por los algoritmos de programacion no lineales que se conocen actualmen-
te. Ademas es practicamente imposible calcular tanto v;;, como o;; cuando n llega
a los miles. Estaremos buscando algin tipo de aproximacion para poder resolver el

problema ((2.26)). Esta aproximacion es tratada en la siguiente seccion.

2.3.3. Modelo Mikowski, métrica absoluta desviacién y obli-

cuidad

Al modelo anterior vamos a aplicarle ciertas modificaciones para que podamos

resolverlo. Sea

0, siu=>0,
g(u) = ,
u?, siu <0,

y definamos el tercer semi-momento menor de una variable aleatoria X como:
v_(X) = E[g(X — E[X])].

En vez de maximizar el tercer momento, vamos a maximizar el tercer semi-momento
menor del radio de los retornos. Ademas reemplazaremos la desviacion estandar por
la desviacion absoluta (vea [8], Seccion 3|) definida como W(Rp) = E[|Rp — E[Rp]|].

Obtenemos el siguiente problema:

minimizar v_ (X)
sujeto a W(Rp) < w,
E[Rp] = pp, (2.28)

n
i=1
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Aqui w es una medida del riesgo que se desea tomar (un parametro escogido por el
que desea construir el portafolio). Sea z* una solucién 6ptima al problema anterior.
Entonces esperamos que el portafolio * tenga una distribucién con mayor area a la
derecha de la media. Por lo tanto esperamos que tenga un tercer momento alto, sino
es que el maximo posible. Ademas, al maximizar el tercer semi-momento ayuda a

tener menor probabilidad de una gran pérdida abajo del retorno esperado. Es fécil
notar que ([2.29)) es equivalente a

n

minimizar E [g(Z(Tj - Mj)xj)]

j=1

sujeto a W(Z rix) < w,

j=1

> i = pp, (2.29)
j=1

n
i=1

La funcién objetivo de este problema es concava, pero no es facil obtener una solucion
6ptima a este problema si n es muy grande. Por lo que estaremos reemplazando g

por una funcién céncava a trozos G dada por:
Gu) = —fu—p| _ —alu—paf_,

donde a > 0, p1, p2 son pardametros adicionales que estamos introduciendo al modelo

y | -|_ la definimos como sigue:

0, siv >0,
vl = ,
—v, siv<O0.

Obtenemos por lo tanto el siguiente problema:

minimizar E’[| Z 7T — p1|_} + aF [| Z riT; — P2|_]

j=1 j=1
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sujeto a W(Z rix) <w,

j=1

> Hiw; = e, (2.30)
j=1

n
=1

Podemos encontrar una representacion del problema anterior utilizando datos his-
toricos. Sea 1, el retorno en del valor financiero financiero j en el periodo ¢. Por lo
quet=1,...,Tyj=1,...,n. Entonces

A DOLTRTT I )
j=1 t=1 j=1

n 1 n n
E[! > s — P2|_} = mz 1> s —pal
j=1 t=1 j=1

Podemos emplear técnicas conocidas para derivar un problema de programacion
lineal equivalente:

1 T T
minimizar < E U + g vt>
T =1 t=1

sujetoaut—i—ertxj >p,t=1,...,T,

Jj=1

vt—i—ertijpQ,t:l,...,T,
j=1

n

ft—nt—ertmj:,up,tzl,...,T,

=1

- 2.31
E HjT; = [P, ( )
j=1

T

Z(ft + ) < w,

t=1

ixizl,;viZOj:l,...,n,

=1

utZO,thO,ftZO,ntZO,tzl,...,T.

56



Este problema consiste de 37"+ 3 restricciones y 47 + n variables. Cuando T' = 60 y
n = 1,000, el problema consiste de 183 restricciones y 1240 variables. Problemas li-
neales de este tamano pueden ser resueltos rapidamente por el algoritmo simplex [19,
Capitulo 3|. Ademas, el problema con miles de valor financiero financieros también

puede ser resuelto sin mayor problema.

2.4. Consideraciones adicionales

Como se menciona en [4, Capitulo 10|, para poder implementar la teoria mo-
derna de portafolios, debemos ser capaces de estimar futuros retornos, varianzas
y covarianzas. De todas éstas, la mas dificil de estimar son los retornos futuros.
La valuaciéon de las acciones de una compania, asi como toda la bolsa de valores
financieros, depende de las expectativas de todos los participantes. Los retornos fu-
turos son dependientes de como varian estas expectativas con el tiempo. Como estas
expectativas no se pueden observar, y hay muchas opciones, es dificil predecir el
cambio en las expectativas de todos. No hay una férmula magica. En este capitu-
lo discutimos algunas técnicas propuestas por [4, Capitulo 10| y mencionaremos la
utilizacion de algoritmos de machine learning para predecir informaciéon requerida

por nuestros modelos.

2.4.1. Asignaciéon de valor financieros agregados

Este conglomerado de técnicas tratan el problema de cuanto invertir en cada
categoria de valores financieros. Por ejemplo, jen qué proporcién un inversor debe
dividir sus valor financiero financieros entre letras de tesoro, bienes raices, valores
financieros internacionales? Como en este trabajo nos enfocamos solamente en la

bolsa de valores financieros americana, no hablaremos mucho acerca de esta técnica.

2.4.2. Market timing o asignaciéon dinidmica de valores finan-

cieros

Es claro (y también demostrado por [26], [27] y [25]) como se puede hacer
dinero si uno compra valor financiero antes que tengan largo retornos positivos y
venderlos antes que sean negativos. El precio de los valores financieros depende de las
creencias promedios de los inversores (donde cada dolar invertido genera un voto).

Los estudios que se han realizado (ver [20], [21] vy [22]) apuntan a que hay poca
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evidencia que supervisores de valores financieros (las personas manejan las cuentas
de los fondos de inversiones) puedan efectivamente predecir las caidas o subidas

repentinas.

2.4.3. Estimando los retornos esperados

Para poder estimar los retornos esperados que utilizaremos como entradas para
nuestros modelos, primero debemos ser capaces de determinar los retornos medios
de los valores financieros. Una manera de hacerlo es usar el rendimiento historico
en largos periodos de una clase de valores financieros como entrada. La informacion
sobre el rendimiento histérico de varias clases de valores financieros, se hicieron
publicos a través de Ibboston y Singuefield (1976) y posteriormente por los asociados
de Ibboston. Esta informacién hizo posible calcular los retornos de los capitales
estadounidenses desde 1926 hasta el 2022. Cuando el retorno de un mercado es
constante a través del tiempo, mientras méas largo es la informaciéon historica, mas
preciso es estimar el retorno medio de la serie. Sin embargo, esta hipétesis no se puede
asumir sobre largos periodos de guerra y paz, cambios tecnoldgicos y variaciones

microecondémicas que pueden afectar el rendimiento de un mercado.

2.4.4. Modelos bayesianos

La estimacion de los retornos esperados de bases de datos, sin importar el
tiempo, siempre tiene el problema que la media se estima con un error estadistico.
Algunos investigadores han atacado este problema utilizando métodos bayesianos.
Un punto de partida es que la distribuciéon del siguiente periodo incluye incerti-
dumbre no solo acerca de la posible desviaciéon de los retornos sobre los valores
financieros esperados, sino también se desvian de si mismos. Como bien mencionan
Klein y Bawa (1976), el hecho que los retornos esperados no son conocidos, efectiva-
mente agrega al riesgo que afrontan los inversores y esto hace que escojan de manera
mas conservadora. Este riesgo adicional se conoce como el riesgo de estimacion.
Los métodos bayesianos usan informacion a priori de los retornos esperados como
puntos de partida para estimar los retornos esperados utilizando datos historicos.
En su forma mas bésica, una estimacion bayesiana comienza con los prioris acerca
del valor financiero a estimar, en este caso, el retorno medio de un tipo de valor
financiero. Este priori se actualiza utilizando datos empiricos, y el dato posterior,
usado en el analisis de la varianza media, es una combinacion del pior: con la media

de los datos empiricos. Este proceso «encoje» la media estimada hacia el prior.

58



2.4.5. Machine learning

Como mencionan Rohit y Kumkum Garg [6], «la prediccion del mercado de
valores financieros es una tarea dificil de realizar. Esto se debe a muchas incerti-
dumbres involucradas en el movimiento del mercado. Muchos factores interactian
en el movimiento del mercado. Eventos politicos, condiciones econdémicas, tratados
y expectativas. Predecir el movimiento del mercado es entonces una tarea dificil.»

Los métodos de machine learning buscan derivar patrones ttiles de un conjunto
de datos dado. Los conjuntos de datos son muy variados, pueden ser datos estruc-
turados, no estructurados, videos, documentos de texto, imégenes, entre otros. El
poder de estos algoritmos radica en la amplia cantidad de aplicaciones que existen
y la flexibilidad que tienen. Encontramos aplicaciones como sistemas de recomen-
dacion basados en nuestras previas buisquedas hasta predecir variables financieras.
Es por esta flexibilidad que el campo ha crecido en diferentes dimensiones y su
importancia ha impactado en la industria.

Particularmente en el area de finanzas Kranthi Sai [7] menciona: «que en afos
recientes, el incremento de la utilizaciéon de métodos de machine learning en varias
industrias ha inspirado a muchos inversores a aplicar técnicas de machine learning
a este campo, y algunas han producido resultados prometedores.... Han habido nu-
merosos intentos de predecir el mercado de valor financieros utilizando machine

learning. El enfoque de estos proyectos varia en los siguientes tres aspectos:

(1) El cambio del precio puede ser a corto plazo (menos de un minuto), mediano

plazo(manana o en algunos dias), o largo plaza (meses después).

(2) La cantidad de valores financiero financieros se puede limitar a solo 10, a
alguna clase de valores financieros en particular, o a todos los valor financieros

en general.

(3) Las predicciones pueden variar a tendencias econdmicas y noticias globales, a
caracteristicas de la compania o simplemente limitarse a la tendencia de un

valor financiero a través del tiempo.»

Terminamos este capitulo con un comentario, ya que el propoésito de este tra-
bajo es dar una introduccion a la teoria moderna de portafolios, no estaremos imple-
mentando métodos para estimar retornos esperados. Nos centraremos en implemen-
tar la parte de seleccion del portafolio y tomaremos todo lo demas como dado o en
caso sea de suma importancia, estaremos utilizando modelos lineales simples para

proponer retornos esperados. El problema de predecir las entradas que requiere el
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modelos es amplio y se sigue publicando al respecto, por lo que se espera esta seccion
haya servido como una muy breve introduccién hacia dénde se puede continuar esta

investigacion.
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3. SELECCIONANDO EL PORTAFOLIO OPTIMO

Este capitulo se divide en dos partes, aplicacion y codigo. En la primera parte
veremos como aplicar de manera concreta la teoria que se ha desarrollado hasta
el momento. La segunda parte sera el apoyo a la primera y servird para escribir
en codigo lo que se desarrolle en la primera parte. Esta parte estd basado en [4]
Capitulo 9|

Para hacer la aplicacion, utilizaremos el método de un Solo Factor ya que este
posee propiedades deseadas (ver capitulo . Para hacer la seleccion del porta-
folio, necesitamos un mecanismo de ordenamiento. En este caso, qué tan deseado
es un valor, estd altamente relacionado con el exceso del retorno. El exceso de
retorno es la diferencia entre el retorno esperado del valor y algtn valor financiero
con riesgo 0 (como podria ser una letra del tesoro). El exceso de retorno es una
medida del retorno adicional de un valor, por unidad de riesgo no diversificable.

Formalmente, podemos definir el indice de exceso de retorno respecto a la tasa

beta para ordenar los valores financieros como sigue:

pi — Rp
Bi

donde pu; es el retorno esperado del valor financiero S;, Rr es el retorno del valor
financiero de riesgo 0 y (3; es el cambio esperado en la tasa del retorno en el valor
financiero S; asociado a 1% cambio en el retorno del mercado.

Cuando asumimos que el Método de un Solo Indice representa la estructura de
la covarianza del retorno de los valores financieros, entonces la selecciéon del portafolio

se hace de la siguiente manera:

(1) Encontrar la tasa de exceso de retorno respecto a la tasa de beta para cada

valor financiero y ordenarlas de mayor a menor.

(2) El portafolio 6ptimo consiste en invertir en todos los valores cuyo “gﬁ sea
mayor a un punto de corte particular C*. Este valor se escoge de tal manera

que tenga significancia econémica.

61



., Como calcular el punto de corte C*?

El valor de C* se determina asumiendo que hay diferente niimero de valores
financieros en el portafolio 6ptimo. Designe C; como candidato de C*. El valor de
C; es calculado cuando se asumen que ¢ valores financieros pertenecen al portafolio
optimo. Debido a que los valores financieros estan ordenadas, tomamos los primeros
i (los de mayor retorno respecto de riesgo) valores financieros para formar a C;.
El portafolio 6ptimo es el tinico portafolio tal que al seleccionar C; como punto de
corte, selecciona solamente los valores utilizados para construirlo, y existe solamente
un unico C; que cumpla dicha propiedad.

Definimos a C; como:

R .
T 1+02 3" i .

1 T
=1 o2

donde o2, es la varianza del indice del mercado y o,; es el error no sistematico i.e.
la varianza del movimiento del mercado no asociado al indice del mercado.

La expresion anterior puede ser simplificada de la siguiente forma:

_ Bip(ﬂp — RF)

C;
Bi

(3.2)
donde f3;, es el cambio esperado en la tasa del retorno, asociado a un cambio del
1% en el retorno del portafolio 6ptimo y r, es el retorno esperado del portafolio.
Las variables 3;, y r, no se conocen hasta que se tenga el portafolio 6ptimo, por
lo que la ecuacion no puede ser utilizada para determinar el portafolio 6ptimo.
Sin embargo, dicha expresion puede ser utilizada para entender a C;. Recordemos

que un valor financiero sera agregado si:

pi — Rp

> Cz
Bi

Al reagrupar y sustituir en la ecuaciéon se obtiene:

(i = Rp) > Bip(pp — Rr).

El lado derecho no es mas que el exceso esperado de un valor financiero particu-
lar basado tinicamente en el rendimiento del portafolio. El término de la izquierda es
el anélisis estimado del retorno esperado de un valor financiero particular. Asi pues,

si el analisis de un valor financiero particular nos lleva a creer que su rendimiento
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serd mejor a lo esperado, basado en la relacion del portafolio 6éptimo, debera ser

agregado al portafolio.

3.1. Construyendo el portafolio 6ptimo

Una vez se hayan determinado los valores financieros que van en el portafolio
6ptimo, lo siguiente es determinar una manera de calcular el porcentaje a invertir

en cada uno. El porcentaje invertido en cada valor financiero es

7.

xT; = oz
Y. Z
incluidas
donde 5 R
i (Mg — p
Zi:—<——0*). 3.3
Ugi Bi (3:3)

La segunda expresion determina la inversion relativa en cada valor financiero,
mientras que la primera simplemente escala los pesos de cada valor fianciero para
que la suma sea 1, y por lo tanto, asegura que se invierta el presupuesto completo.
Note que la varianza residual en cada valor financiero o2 juega un rol importante
en determinar cuanto invertir en cada valor financiero.

Hasta este punto, hemos asumido que todas las betas son positivas. Hay razo-
nes econdmicas que sugiere que los betas deben ser todos positivos. Sin embargo,
como nos muestran Elton, Gruber y Padberg [28], los betas negativos (y ceros) son

facilmente anadidos en el anélisis.

3.2. Caso

Para finalizar esta tesis trabajaremos un caso concreto en el cual aplicaremos la
teoria vista hasta ahora. En base a este caso daremos nuestras conclusiones. El caso
es el siguiente: supongamos que una persona particular dispone de $1000.00 para
invertir. Desea gastar todo el presupuesto en valores de 10 companias de tecnologia
que ha seleccionado. ;Cual seria el portafolio 6ptimo basado en estas caracteristicas?

Bien lo primero que necesitamos es informacion de los activos. En este caso
por simplicidad se han seleccionado 10 companias de tecnologia del indice S&P500.
Supondremos que la inversion se hizo el dia 1 de enero de 2021, luego dejamos que
pasara el tiempo y evaluaremos los resultados que se hubiesen obtenido después de

un ano desde la fecha de inversion.
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Para todo este analisis se va a utilizar el programa estadistico R y como compi-
lador el editor R-Studio. Se asume que el lector esta familiarizado con los comandos

basicos de dicho programa. La mayoria de comandos estaran comentados.

3.2.1. Limpieza y formateo

Lo primero que debemos hacer es descargar la informacion y dejarla en el for-
mato que deseamos. Se utilizaran los datos historicos del ano 2020 de las companias
Apple, Starbucks, Microsoft, Meta, Amazon, Tesla, NVIDIA, Alphabet, Verizon y
Walmart (datos descargados de nasdaq.com).

Para cada valor hemos descargado el historico de cinco anos atras. Pero para
ajustar nuestros modelos no necesitamos toda la informacion. Necesitamos que, para
cada valor, el programa tome solo los datos que pertenecen al ano 2020. Las bases
de datos de cada compania contienen, fecha, valor de cierre, valor de apertura, valor
mas alto y valor mas bajo. En esta caso solo nos interesa el valor de cierre. A
continuacion presentamos el codigo y la tabla resultante.

Entrada: Diez documentos .csv con la informaciéon de los valores de 10 compa-
nias.

Salida: Tabla retornos en cada periodo.

#Bases de datos descargadas de www.nasdaq.com
#Para que el siguiente cdigo funcione,

#la columna con las fechas debe llamarase Date

# y la columna con el precio de cierre, (Close.Last.

library(tidyverse)

#Creamos una lista con los nombres de los .csv que

#tienen los walores a analizar

filenames <- list.files(pattern="*.csv", full.names=TRUE)

#En la siguiente lnea guardamos cada tabla con valores en una lista.

1df <- lapply(filenames, read.csv)

#Seleccionamos solo los valores del ao 2020, eliminamos el signo de

#dolar, dejamos todo en formato adecuado.

#Tomamos solo las dos columnas que mos tmportan, date y close.last

Select_2020_Data<-function(dataframe){
dataframe$Date<-as.Date(dataframe$Date, " %m/%d/ %Y")
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dataframe<-subset (dataframe,format.Date(Date, "%Y")=="2020")
dataframe$Close.Last = gsub("\\$", "", dataframe$Close.Last)
dataframe$Close.Last<-as.numeric(dataframe$Close.Last)
dataframe<-dataframe[,1:2]

return(dataframe)

#Aplicamos a cada tabla de datos en nuestra lista
1df2<-lapply(1df,Select_2020_Data)

#Los nombres los tomamos de filenames, eliminamos el .csv
filenames2<- list.files(pattern="x.csv")

filenames2<-gsub("\\.csv", "", filenames2)

#Creamos la matriz deseada con la informacin que #usaremos en el
— futuro.

#La matriz con los retornos (la cual seguiremos usando ms adelante)

#la mombramos returns.

#Esta es la matriz resultante del mtodo.

Returns<-1df2%>% reduce(full_join, by = "Date")

#Finalmente ponemos los nombre de las compaas

colnames (Returns) [2:1ength(Returns)] <- filenames?2

A continuacion mostramos dos tablas. En la tabla 3.1l mostramos como viene
la informacién descargada del valor financiero Alphabet, Inc. Class A. En la tabla
mostramos la informacion resultante de 6 dias y 3 valores financieros (tras la

limpieza).

3.2.2. Seleccién del portafolio

Para encontrar los betas requeridos por el modelo usaremos la regresion lineal

sugerida en la subseccion [2.2.2] Del método de un solo indice podemos calcular el
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Tabla 3.1. Tabla de ejemplo.

Date Close.Last Volume Open High Low
04/11/2022  $2576.47 1844153 $2636.47 $2641.85 $2573.37
04/08/2022  $2665.75 1257140 $2711.67  $2713.4 $2659.31
04/07/2022  $2717.77 1311680  $2720.2 $2743.29 $2684.5479
04/06/2022  $2730.96 1623424 $2775 $2787.21 $2710.34
04/05/2022  $2811.82 1070906 $2857.38 $2859.81 $2807.65
04/04/2022  $2859.43 1298542 $2807.17 $2874.24 $2806.21

Informacion descargada de Alphabet, Inc. Class A. Fuente: nasdaq.com.

Tabla 3.2. Informacion resutante.

Date Alphabet, Inc. Class A Amazon, Inc. Apple, Inc.

2020-12-31 1752.64 3256.93 132.69
2020-12-30 1736.25 3285.85 133.72
2020-12-29 1757.76 3322.00 134.87
2020-12-28 1773.96 3283.96 136.69
2020-12-24 1734.16 3172.69 131.97
2020-12-23 1728.23 3185.27 130.96

Informacion utilizada tras aplicado el codigo de limpieza. Fuente: nasdaq.com.

error no sistematico como:
T
1 2
Oei = T Z[Tit — (0 + BiRmt)]
t=1

donde T es el niimero de periodos y los demés son variables definidas en el método
de un solo indice.

Antes de pasar al siguiente paso debemos aclarar un par de cosas. La informa-
cion extraida esta en dias (los 253 dias en los que se intercambiaron los valores). Por
lo que si queremos comparar contra una tasa de 4% anual debemos ya sea ajustar
nuestros retornos a meses, o ajustar la tasa a una que se capitalice diariamente.
En este caso usaremos la segunda. Vamos a comparar contra una tasa de 0.01 % de
capitalizacion diaria (lo cual es equivalente a méas o menos 3.9 % anual). Sin mas
consideraciones procedemos a presentar nuestro co6digo.

Entrada: Una matriz que contenga la informaciéon del mercado a estudiar. La
primera columna debe contener la informacion del nimero de periodos, cada columna
restante representa una compania y sus retornos. El namero de filas depende de
cuantos periodos se deseen utilizar para hacer el ajuste.

Salida: Matriz con informaciéon para finalizar nuestro analisis.

66



#Preparacin para las regrestones lineales
drops <- c("Periodo","Retorno_Medio")
betas<-vector()

alphas<-vector ()

error<-vector()

medias<-vector()

#Hacemos las regresines lineales y guardamos en los wectores de
— alphas y betas
for (i in colnames(Retornos[ ,!(names(Retornos) %in?% drops)])){
model<-1lm(reformulate("Retorno_Medio",as.name(i)), data=Retornos)
betas<- c(betas, summary(model)$coefficients[2,1])
alphas<-c(alphas, summary(model)$coefficients[1,1])
#media predicha (usamos la media)

medias<-c(medias,mean(Retornos[[i]]))

#Error no ststemtico
for(x in 2:(ncol(Retornos)-1)){
error<-c(error,sum((Retornos[[x]]-(alphas[x-1]+betas[x-1]*Retornos

— [[length(Retornos)]]))~2 )/nrow(Retornos))

#Vartanza del mercado

Var_Mercado<-var (Retornos$Retorno_Medio)

#Rankeamos los walores financieros
#R_F es el activo con riesgo 0
R_F<-0.01

Exceso_Retorno<-medias-R_F

#Creamos una nueva base de datos con toda la informacin
A11_Info<-data.frame(matrix(ncol = O, nrow = length(colnames(Valor_
< Diario) [-11) ))

All_Info$Names<-colnames(Valor_Diario) [-1]
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A1l _Info$Error_No_Sis_Cuad<-error
Al1_Info$Betas<-betas

A1l _Info$Exceso_Retorno<-Exceso_Retorno
A11l_Info$Medias<-medias

#0rdenamos usando Exceso_Retorno
All_Info <-All_Infol[order((All_Info$Exceso_Retorno-R_F)/All_Info$
— Betas,decreasing = TRUE),]

#Seleccionamos
for(x in 1:length(colnames(Valor_Diario) [-1])){
#Cutoff rate (corte)
corte<-Var_Mercado*sum((All_Info$Medias[1:x]-R_F)*All_Info$Betas[1:
— x]/A11_Info$Error_No_Sis_Cuad[1:x])/(1+Var_Mercado*sum(All_
— Info$Betas[1:x]~2/A11_Info$Error_No_Sis_Cuad[1:x]))
if (sum(All_Info$Exceso_Retorno/All_Info$Betas>corte)==x){
Total=x
break

#Vector de Z
Z<-vector()
for(x in 1:Total){
Z[x]<-A11l_Info$Betas[x]*((All_Info$Medias[x]-R_F)/All_Info$Betas[x
— J]-corte)/All_Info$Error_No_Sis_Cuad[x]

#Finalmente cunto invertir en cada uno

Invertir<-vector()

for(x in 1:Total){
Invertir[x]<-Z[x]/sum(Z)

}

Invertir
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#Info 2021
Data_2021<-vector()
for(dataframe in 1df){
dataframe$Date<-as.Date(dataframe$Date, "%m/%d/ %Y")
dataframe<-subset(dataframe,format.Date(Date, " %m/%d/ %Y")=="12/31/
< 2021")
print (dataframe)
dataframe$Close.Last = gsub("\\$", "", dataframe$Close.Last)
dataframe$Close.Last<-as.numeric(dataframe$Close.Last)
Data_2021<-c(Data_2021,dataframe$Close.Last[1])

#Crectmiento
Crecimiento<-100*(Data_2021-Valor_Diario[1,-1])/Valor_Diario[1,-1]

#Caso crectmiento medzo

mean(unlist(Crecimiento[1,]))

#lNuestro modelo

#multiplicamos el porcentaje a invertir en los wvalores financieros
<~ Tesla, Inc (cuyo retorno en el ao 2021 fue del 49,76/ %), y
<~ Amazon (cuyo retorno en el ao 2021 fue del 2.38\%).

sum(Invertir*c(49.75555,2.376778))

#best case

max(Crecimiento)

#worst case

min(Crecimiento)

Como referencia, la tabla muestra toda la informacion requerida para poder
realizar la seleccion (ENSC significa error no sistemaético elevado al cuadrado y ER

es el exceso de retorno).
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Tabla 3.3. Informacion requerida

Nombres ENSC Betas ER Medias
Tesla  17.33 1.65 0.99 1.00
Amazon 2.28  0.83 0.23 0.24
NVIDIA 2.88 1.41 0.37 0.38
Apple 1.90 1.13 0.26 0.27
Walmart 2.58 0.51 0.09 0.10
Microsoft 1.02 1.12 0.16 0.17
Meta 2.64 1.04 0.14 0.15
Alphabet 1.35 0.93 0.12 0.13
Starbucks 3.23  0.97 0.10 0.11
Verizon 1.53 041 -0.01 —0.00

Informacién alimentada al modelo. Fuente: Elaboracién propia.

3.3. Comentarios finales

Ya que hemos terminado nuestro analisis procedemos a las conclusiones. Pues
bien del portafolio resultante podemos ver varias cosas. Recordemos que para ajus-
tar el modelo utilizamos los datos del anos 2020. Supongamos que realizamos las
inversiones en el dia 1 de enero de 2021. Ahora con los datos de final de ano 2021,
vamos a hacer comparaciones para ver qué retornos hubiéramos obtenido. Resumi-
mos esta informacion a continuacion (recordemos que disponiamos de $1 000.00 para

invertir):

e El peor escenario hubiese sido invertir todo a Verizon Comunication Inc. en
dicho escenario nuestro retorno hubiese sido de —11.56 % (retorno del valor

financiero para el periodo 2021). Por lo que hubiéramos perdido $115.6.

e El mejor escenario hubiese sido invertir todo a NVIDIA Corporations. En
dicho escenario nuestro retornd!] hubiese sido de 125.29 % o una ganancia de
$1 252.90.

e Si hubiésemos invertido la misma cantidad en cada valor nuestro retorno hu-

biese sido de 34.9 % o una ganancia de $349.

e Nuestro modelo selecciona dos companias Amazon Inc. y T, Inc. ddndonos un

retorno del 46.4 % o una ganancia de $ 464.

1Si hubiéramos invertido el 1 de enero del 2020 y esperamos hasta el tltimo dia del 2021, el
valor que mostramos a continuacién es el retorno que hubiéramos obtenido.
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Con la informacion resumida podemos comenzar a explicar por qué se obtienen
dichos resultados. Como era de esperarse nuestro modelo esté entre el peor escena-
rio y el mejor escenario, la razén es que al decidir tomar menor riesgo estamos
reduciendo nuestros retornos. Finalmente notemos que nuestro modelo da mejores
resultados que el escenario donde invertimos la misma cantidad a cada valor. Esto se
debe a que al evaluar cada valor financiero, nuestro modelo logra descartar aquellos
que producen ganancias negativas. Al eliminar valores que tienen mala evaluacion,

estamos aumentando los retornos que obtenemos.
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CONCLUSIONES

1. Como los valores financieros no siguen un comportamiento 100 % aleatorio,
podemos observar la importancia del modelo para discernir entre los valores
financieros que se ven prometedores de aquellos que parecen que no daran

buenos retornos.

2. Recalcamos la importancia del tiempo en el reajuste del modelo. Como se pudo
observar en el caso estudiado, dado que el tiempo del ajuste fue muy amplio,
hubieron cambios en en los retornos previstos de los valores financieros que el
modelo no pudo capturar. Si se reajusta el modelo frecuentemente (por ejemplo
cada mes o semana) es probable que estos cambios en los valores financieros
sean capturados. Mejor atun, seria desarrollar modelos que consideren el tiempo

de ajuste.

3. El modelo permite descartar aquellos valores financieros que probablemente
den resultados negativos. Si lo comparamos con el S&P500 la ventaja de nues-
tro modelo sobre el indice, es que nos da una manera de descartar activos que

no aportan al portafolio.

4. Vemos que el considerar el riesgo del portafolio permite reducir las posibles

pérdidas al incluir activos mas estables en nuestros portafolios.
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RECOMENDACIONES

Dado que mejores predicciones de los retornos esperados dan mejores resulta-
dos, se recomienda investigar més y mejores maneras de predecir los retornos

futuros de varios valores financieros.

Se recomienda incorporar en el modelo otra clase de valores financieros dife-

rentes al mercado de valores. Esto para diversificar méas el portafolio.

Se puede investigar més sobre maneras de implementar los modelos que invo-

lucran el tercer momento.

Se recomienda buscar maneras para saber cudndo re-alimentar el modelo. Se
puede buscar alguna manera matematica de justificar si el tiempo de reajuste
del modelo estdndar se hace en funciéon de t y decidir como calcular este

parametro y cuando cambia.
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