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INTRODUCCION

Los sistemas de recomendacion son poderosas herramientas de filtrado de infor-
macion que pueden facilitar servicios personalizados y proporcionar una experiencia
personalizada a usuarios individuales, en resumen, éstos juegan un papel fundamen-
tal en la utilizaciéon de la gran cantidad de datos disponibles para tomar decisiones
[1]. Hoy en dia dichas herramientas son el niicleo de una serie de servicios en linea

tales como Netflix, Amazon o Spotify [3].

El filtrado colaborativo (FC) es una técnica utilizada para sistemas de re-
comendacion y solo usa los datos de interaccidén usuario-elemento que se pueden
ordenar en una matriz de calificaciones, cuya entrada (i, j) es la calificacion asigna-
da por el usuario 7 al elemento j. En general, las técnicas de filtrado colaborativo
se pueden clasificar en: FC basado en memoria, FC basado en modelo y su hibrido.
Los modelos de factores latentes, como la factorizaciéon de matrices, son ejemplos de

FC basados en modelos.

Los enfoques colaborativos puros toman una matriz de calificaciones dadas
de usuario-elemento como la tinica entrada y normalmente producen los siguientes
tipos de salida: (a) una prediccion (numérica) que indica qué medida le gustara o
disgustara al usuario actual un determinado elemento y (b) una lista de n articulos
recomendados. La idea principal es explora la informacion sobre el comportamiento

pasado de usuarios para predecir que elementos probablemente le gustaran.

La factorizacion de matrices también es un método de reduccion de la dimensio-
nalidad, como el analisis de componentes principales, pero con ciertas ventajas como
la prediccion de valores (entradas en la matriz de calificaciones) y de no necesitar

trabajar en una matriz de covarianza.

El modelo de factoriacion a estudiar se implementa en una red neuronal y se
entrena con los algoritmos de optimizacion de descenso del gradiente estocéstico y
Adam para encontrar los mejores tiempos de ejecucion.

El primer capitulo pretende resumir de la forma mas sistematizada posible los

conceptos sobre algebra lineal, calculo, estadistica y teoria de la optimizacion que

XI



seran utilizados en los siguientes capitulos con el desarrollo de temas como analisis de
componentes principales (ACP) o los métodos para optimizar funciones de pérdida
en el entrenamiento de redes neuronales. El capitulo dos introduce las ideas basicas
sobre aprendizaje de méquina, el tipo de aprendizaje de los algoritmos que pueden
ser supervisados o no supervisados, y modelos de evaluacion para dichos algoritmos.
Posteriormente se desarrolla la teoria necesaria para implementar un optimizador
de una red neuronal, empezando desde la definicion de perceptron, las clases de
redes neuronales hasta el algoritmo de propagacion hacia atras. Finalmente en el
capitulo tres se introducen los conceptos de sistemas de recomendacion, filtrado
colaborativo y factorizacion de matrices, partiendo de los métodos de reduccion de
dimensionalidad para éste ultimo, para implementar un modelo de factorizacién con
factor de regularizacion, permite al modelo converger durante el entrenamiento, y
términos de sesgo para usuario y elemento. También se comparan sus diferencias y
ventajas respecto al analisis de componentes principales, otro método de reduccion

de la dimensionalidad.

XII



1. CONCEPTOS PRELIMINARES

En este capitulo se introduce la teoria matematica sobre la cual se respaldan los
siguientes capitulos para describir los principales conceptos de aprendizaje profundo
y reduccion de la dimensionalidad como los modelos utilizados para factorizar de
matrices. Los elementos de algebra lineal se tomaron de [10], los de calculo de [4],

para estadistica se utilizo [4, 7, 9] y la dltima seccion de optimizacion de [4, 8].

1.1. Algebra lineal

1.1.1. Espacios vectoriales

En esta seccion se entenderd a F como el conjuntos sobre el cual se definird un
espacio vectorial. Este puede ser R el campo de los niimeros reales o C el campo de

los ntimeros complejos.
Definiciéon 1.1. Sea V' un conjunto no vacio, definimos dos operaciones:

e Adicién en V es una funciéon que asigna un elemento v +v € V a cada par

de elementos u,v € V.

e Multiplicacién por escalar en V' es una operaciéon que asigna un elemento
MweVacada e FycadaveV.

Definiciéon 1.2. Un espacio vectorial es un conjunto V' junto con una adicién y

una multiplicaciéon por escalar en V tal que las siguientes propiedades son ciertas

conmutaciéon: v + v = v + u para toda u,v € V

asociatividad: (u+v)+w =u+ (v+w) y (ab)v = a(bv) para todav € V' y
toda a,b € T,

identidad aditiva: existe un elemento 0 € V tal que v +0 = v para v € V/;



inverso aditivo: para cada v € V| existe w € V, existe w € V tal que
v+ w = 0;

identidad multiplicativa: 1v = v para toda v € V;

propiedades distributivas: a(u + v) = au + av y (a + b)v = av + bv para
toda a,b € F y toda u,v € V.

Se acostrumbra llamar a los elementos de un espacio vectorial vectores o puntos.
Definicion 1.3. Sea V' un espacio vectorial sobre F

e Si F =R es llamado un espacio vectorial real.

e Si F = C es llamado un espacio vectorial complejo.

Definicion 1.4. Un subconjunto U de V' es llamado un espacio vectorial de V' si
U también es un espacio vectorial (usando la misma adicién y multiplicacién por

escalar que en V).

Definicién 1.5. Una combinacién lineal de una lista vy, ..., v,, de vectores en V
es un vector de la forma

a1vy + -+ QU
donde ay,...,a,, € F.

Definiciéon 1.6. El conjunto de todas las combinaciones lineales de una lista de vec-
tores {vq, ..., v, } en V es llamado el subespacio generado por {vy, ..., v,, }, denotado

por span{vy, ..., vy, }. Es decir,
span{vy, ..., v, } = {a1v1 + - - - @ Um; a1, ..., 4y € F}

El span de una lista vacia {} es definida como {0}.

Definicion 1.7. Una lista {vy,...v,,} de vectores en V' es linealmente dependiente

si existe ay,...a,, € IF, no todos 0, tal que ajv; + - - - + av, = 0.

De esto se tiene la condicién de independencia lineal: una lista de vectores es
linealmente independiente cuando a;v; + - -+ + auv, = 0 implica que a1 = ... =

an, = 0.

Proposicion 1.8. Suponga que {vy,...,v,} es una lista linealmente dependiente en

V. Entonces eziste j € {1,2,...,m} tal que lo siguiente es cierto:

2



e v; € span{vy,...,vj_1};

e si el j-ésimo término es removido de {vy, ..., v}, el span de la lista restante

es igual a span{vy,..., U }.
Demostracion. Ya que la lista {vy,...,v,,} es linealmente dependiente, existen ni-
meros aq, ..., a4, € IF, no todos 0, tal que

av1 + -+ GV, = 0.

Sea j el elemento mas grande de {1,...,m} tal que a; # 0. Entonces

aq aj—1
Uj———/l)l—..._

a/A

J

i 1.1
a; Vj—1, ( )

esto prueba el primer enunciado.
Para probar el segundo, suponga u € span{vy, ..., v, }. Entonces existen niimeros
C1y ...,y € F tal que

U= Ccvy + -+ CpUm.

En la ecuacién de arriba, se puede reemplazar v; con el lado derecho (1.1), esto

muestra que u esta en el span de la lista obtenida de remover el j-ésimo término de
{v1, s Um } O

Definicién 1.9. Un mapeo lineal de V a W es una funcion 7: V' — W con las

siguientes propiedades:
aditividad T'(u + v) = Tu + Tv para toda u,v € V;
homogeneidad T'(Av) = A\(Tv) para toda A € F y toda v € V.

Los mapeos lineales de un espacio vectorial a si mismos resultan muy importantes
que reciben nombre propio y se denotan como L(V, W), el conjunto de aplicaciones
lineales de V' a W.

Definicién 1.10.

e Un mapeo lineal de un espacio vectorial a si mismo es llamado operador.

e La notacion L(V') denota el conjunto de operadores en V. En otras palabras,

LV) =LV, V).

Una lista de vectores linealmente independientes que son capaces de generar

determinado espacio vectorial también recibe un nombre especial.



Definicién 1.11. Una base de V' es una lista de vectores vy, ...,v, en V que es

linealmente independiente tal que span(vy,...,v,) =V .

Si vy,...,v, es una base de V. y T: V — W es lineal, entonces los valores de
Twy, ..., Tv, determinan los valores de T' en vectores arbitrarios en V', consultar [10].
Las matrices son usadas como un método eficiente para registrar los valores de Tv}s

en términos de una base de W, consultar [10].

Definicion 1.12. Sean m y n enteros positivos. Una matriz A de m X n es un

arreglo rectangular de elementos de F con m filas y n columnas:

ail ... QAip

La notacién a;j indica la entrada en la fila j y columna %k de A.

1.1.2. Vectores y valores propios
Definicion 1.13. Suponga que 7" € L(v). Un namero A € F es llamado valor

propio de T si existe v € V tal que Tv = \v.

Definicién 1.14. Suponga que 7' € L(V) y A € F es un valor propio de 7. Un
vector v € V es llamado un vector propio de T correspondiendo a A si v # 0y
Tv = .

1.1.3. Productos internos y normas

Para motivar el concepto de producto interno, considere vectores en R? y R? como
flechas con punto inicial en el origen. La longitud de un vector x € R? o z € R?
es llamada la norma de z, denotado por ||z|. Asf para z € R?, ||z|| = /2% + 3.

Similarmente, si x € R3, ||z|| = /22 + 23 + 2.

Incluso aunque no sea posible dibujar imagenes en dimensiones superiores, la

lz|| = /2% + ... + 22.

La norma no es lineal en R?, pero el producto punto si lo es.

generalizacion a R" es:

Definicion 1.15. Un producto interno en V es una funciéon que toma cada par
ordenado (u,v) de elementos de V' a un nimero (u,v) € F y tiene las siguientes

propiedades



positividad
(v,v) > 0 para todo v € V;

definida

(v,v) =0 siy solosiv=0;

aditividad en primera entrada

(u+v,w) = (u,w) + (v,w) para toda u,v,w € V;

homogeneidad en la primera entrada
(Au,v) = A (u,v) para toda A € F y toda u,v € V;

simetria conjugada

(u,v) = (u,v) para toda u,v € V.
En R™ el producto interno de dos vectores = e y denotado por x -y es
Ty =T1Y1+ ... T TpYn

y se llama producto punto, donde x = (21, ..., 2,) ¥ Y = (Y1, -+, Yn)-

Definicion 1.16. Para v € V, la norma de v, denotada ||v||, es definida por

[o]] = v/ (v, v).

1.2. Calculo

1.2.1. Derivadas y diferenciacién

Ahora se procede a introducir los conceptos referentes al calculo, empezando por

la derivada y como se calcula.

Definicion 1.17. Sea f: R — R. La derivada de f es definida como

o) — tim LN =T

h—0 h o dx’
si este limite existe.

Si f’(a) existe, entonces se dice que f es diferenciable en a. Si f es diferenciable
en cada nimero de un intervalo, entonces esta funciéon es diferenciable en este
intervalo. Se puede interpretar a la derivada como la tasa instantdnea de cambio de

f(z) con respecto a x.



1.2.2. Derivadas parciales

Ahora se extiende la definicion de derivada en varias dimensiones, es decir, apli-

cado a funciones multivariantes aparecen las siguientes definiciones.

Definicion 1.18. Sea y = f(x1,...,2,): R — R una funcién con n variables. La

derivada parcial de y con respecto al i-ésimo parametro x;, con 1 < i <n, es

dy . flxy, i, + howiag, e xy) — f(21, -0, T0)
im )
81’1‘ h—0 h

Para calcular dy/0x;, simplemente se tratan el resto de variables x1,...,z; 1,
Zit1,---, Ln como constantes y calcula la derivada de y con respecto a x;. Para la

notacion de derivadas parciales, lo siguiente es equivalente

9y _ of

1.2.3. Gradientes

Utilizando todas las derivadas parciales de una funciéon puede obtenerse el vector
gradiente de la funcion. El gradiente de una funciéon f(x) con respecto a x =

(21, ..., Tp) €8

V. f(x) = [W () 5f(X)} |

a$1 T 8$n
donde Vi f(x) y V f(x) son notaciones equivalentes. Este vector apunta en la direc-

cién donde f crece mas rapido.

1.2.4. Regla de la cadena

Cuando el céalculo del gradiente resulta complicado de encontrar, debido a que
las funciones utilizadas son frecuentemente compuestas, la regla de la cadena facilita
enormemente el calculo.

Para el caso unidimensional, sea y = f(u) y v = g(x) ambas funciones diferen-

ciables, entonces la regla de la cadena establece

dy _ dydu
dr  dudz

Volviendo al caso mas general, donde las funciones tienen un ntmero arbitrario de
variables. Suponga que la funciéon diferenciable y depende de las variables ug, ..., t,,

donde cada u;, 1 < ¢ < n, es diferenciable y depende de las variables zq, ..., z,.



Entonces y es una funciéon de x4, ..., z,, asi la regla de la cadena toma la forma

dy ﬁ duq ﬁ i,
dr;  duy dz; du,, dz;

para cualquier i = 1, ..., n.

1.2.5. Integracién

Definicion 1.19. Sea [a, b] un intervalo dado. Por particién P de [a, b] se entendera

un conjunto finito de puntos =z, ..., z,, donde
a=xg<x1<...<72p1<1x,=0

se toma Azry =x; — 2,21, 1 <7< n.

Sea f es una funcion real acotada, es decir, existe M > 0 tal que |f(x)] < M

para cada en x € [a,b] y considere

M; =sup f(r) (i1 <oz < a5)

m; = inf f(x) (v <z <uay),

donde inf denota la maxima cota inferior y sup la minima cota superior. Se definen

los ntimeros
UP f) = zn:Mz'AfBi
i=1
L(P, f) = Zn:mzﬁ%
i=1
y apartir de éstos, se define

/b fdv = inf U(P, f), (1.2)

/ fdx =sup L(P, f) (1.3)

Los primeros miembros de (1.2) y (1.3) se llaman integral superior e inferior de

Riemann sobre [a, b], se escribe f € # y representa el valor comtn de (1.2) y (1.3)
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por

/ab fdx. (1.4)

1.3. Estadistica

1.3.1. Probabilidad y resultados basicos

Antes de pasar directamente al concepto de probabilidad, primero se define un
espacio muestral S = {s;,...,s,} como el conjunto de posibles resultados en un
experimento aleatorio, una prueba que consiste en repetir un fenémeno aleatorio
con el objetivo de analizarlo y extraer conclusiones sobre su comportamiento. A
un subconjunto A de S se le llama evento, y sobre el cual se calcula el valor de
la probabilidad. Ademas, la cardinalidad de S puede ser finita o infinita. A cada

elemento a de S le llamaremos punto muestral.

Definiciéon 1.20. Sea S un espacio muestral, asociado a cierto experimento aleatorio
y consistiendo de un conjunto finito de puntos muestrales de tamano n, cada uno
con la misma probabilidad de ocurrir cuando al muestra se lleva a cabo. Entonces la
probabilidad de cualquier evento A, consistiendo de m puntos muestrales esta dado

por P(A) = m/n, esta es la definicion clasica de probabilidad.

Definicion 1.21. Se tiene también un planteamiento axiomatico de probabilidad,
las siguientes propiedades para que la funciéon P, definida en cada evento del espacio

S y tomando valores en la recta real R, sea una funcién de probabilidad son:
P1 P(A) > 0 para cada evento A (No negatividad de P).
P2 P(S) =1 (P esta normalizada).

P3 Para una cantidad contable de eventos disjuntos a pares A; ( A, N A; = 0,

i=1,2...,1# j), se cumple

P(ULA) = Y P(4)).

Teorema 1.22. Sea S un espacio muestral y P una funcion de probabilidad. En-

tonces



1. P(0) = 0.
2. Para cada par de eventos disjuntos a pares Ay, ..., A,, P(U_ 1 A;) = > | P(A;),

3. Para cada evento A, P(A°) =1 — P(A). Aqui A° indica el complemento del

conjunto A, todos los elementos de S que no pertenecen a A.

4- Para Ay y As eventos tales que Ay C Ag, implica P(A;) < P(Ag) y P(As —

5. 0 < P(A) <1 para cada evento A.

6. Para cualesquiera dos eventos Ay y As:

P(A;UAy) = P(Ay) + P(Ay) — P(A1 N Ay)

Demostracion.

1. Usando la propiedad (P3) y que S=SU@UOU...,
P(S)=P(SUPUOU...)=P(S)+ P0)+ P(®) +---,

por tanto P({)) = 0.

2. Sea A; = ) para i < n+ 1, usando (P3) y el resultado anterior

P (UL A) = P U, A, ZP =3 PA)

3. De (P2) y el resultado anterior, P(AU A°) = P(S) =10 P(A)+ P(A°) =1
asi P(A°) =1— P(A).

4. La relacion A; C A, puede expresarse como Ay = A; U (A — Ay), donde
(Ay — A;) es el conjunto de todos los elementos de A, eliminando los que
pertenecen a la interseccion de Ay y A;. Usando el segundo resultado, P(As) =
P(Ay) + P(Ay — Ay), se obtiene P(Ay — Ay) = P(As) — P(A;) y por (P1),
se concluye que P(A;) < P(A2). Si A; no estd contenida en A, entonces
P(Ay — Ap) no es necesariamente P(Ay) — P(A;).

5. Dado que ) C A C S es cierto para cualquier evento A. Entonces por (P1), el
primer resultado y el cuarto se tiene 0 = P(()) < P(A) < P(S) = 1.
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6. Primero se toma la expresiéon A; U As como sigue
A1UA2 :A1U(A2mAi) :A1U(AQH(S—A1)) :A1U<A2—A1QA2>
Entonces, usando los resultados segundo y cuarto:

P(A; N As) = P(A)) + P(Ay — Ay N Ay) = P(A;) + P(As) — P(A; N Ay).

1.3.2. Variables aleatorias y distribuciones de probabilidad

Para un subconjunto B de R, se suele denotar por (X € B) el siguiente evento en
S: (X € B){=s € S| X(s) € B} por simplicidad. En particular (X = z) = {s €
S; X (s) = x}. La funcion de distribucion de probabilidad de una variable aleatoria
(v.a) X se denota P, y es una funcién de probabilidad definida en subconjuntos
de R como: Px(B) = P(X € B). Una v.a X se dice que es discreta si existe
una cantidad contable de puntos en R, xy, 9, ..., tal que Px({z;}) > 0,5 <1,y
> Px({z;}) = (32, P(X = z)) = 1. Entonces la funcién f, definida en R por la
relacion

fo(z;) = Px({z;})(= P(X = z;)) para x = x;

y fx(z) = 0 en cualquier otro punto tiene las propiedades:

fx(x) <0, para cada z, y fo(xj) =1.

J

Ademés,
P(X€B)= Y fx(z;).
z;€B

Es decir, en vez de calcular la probabilidad del evento {s € S | X(s) € B}, tni-
camente se suman los valores de fx(x;) para todos los x;s los cuales pertenecen a
B; asumiendo que la funcién fy es conocida. La funcién fx es llamada funcién de
densidad de probabilidad (f.d.p) de X.

Ahora, suponga que X es una v.a. la cual toma valores en un intervalo I, finito
o infinito, en R con la siguiente condicion: P(X = x) = 0 para cada z € I, I C R.
Tal v.a. es llamada una v.a. continua. Analogo al caso discreto, una funciéon fx
que satisface las propiedades fx(z) > 0 para cadaxz € I,y P(X € J) = [, fx(z)dzx
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es llamada funcion de densidad de probabilidad en el caso continuo.

Desde un punto de vista més formal, la idea que P(X = z) = 0 para cada x de
una v.a continua puede ser interpretada como f; fx(y)dy, y esto es cero para cada
x. Para comprobar si una funcion f es una f.d.p tinicamente se debe verificar que f
es no negativa en ningin punto de su argumento, y que la suma o integral de sus
valores es 1.

Cuando una funciéon X esta definida en un espacio muestral S y toma valores
en un espacio n-dimensional R", es llamado un vector aleatorio n-dimensional y

es denotado por X. Entonces las f.d.p discreta y continua toman la forma:

P(X=x;)>0,7=1,2,..., con ZP )=1, yP(XeB)= foxj

x;€EB

siendo B un subconjunto de R", fx(x) = P(X = x) y X = X; en el caso discreto;
por otra parte, el vector aleatorio X es continuo si P(X = x) = 0 para cada x € I,

hay una funcién fx definida en R™ tal que

fx(x) > 0paracadax € R" y P(X €)= /fx(X dx
I

1.3.3. Funcién de distribucién, probabilidad marginal y con-
dicional
La distribucién de un vector aleatorio n-dimensional X es una funcion F': R —

[0,1] y se define como
Fx(x) = P(X <x)

El valor de la distribucion se calcula segtin su tipo

qu f(y) Caso discreto,
f f(y)dy Caso continuo.

H@:Pm<]{

La funcién de distribucién conjunta se define como F(xy,...,x,) = P(X; <
o X, < 1), con x = (21, ...,x,) y se utiliza para el calculo de la probabilidad

condicional y marginal. Si F'(xy, ..., z,) tiene derivadas parciales de n-ésimo orden y

8n

mF(xl, vy ) = fT1, .0y xy)

en los puntos de continuidad de f, donde F, . x,, la cual por simplicidad de ahora
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en adelante se expresard como F, es la funciéon de distribuciéon de X.

Definicién 1.23. Sea X = (X3,..., X,,) un vector aleatorio con f(z1,...,z,) una
funcion de densidad de probabilidad. La funcién f(xy,...,z,) se llama funcién de
densidad de probabilidad conjunta de las v.a. X, ..., X,,, puede ser discreta

o continua.

Definicién 1.24. Sea X = (X7, ..., X,,) un vector aleatorio y f(z1, ..., z,) una fun-
cion de densidad de probabilidad, si se suma (o integral) sobre ¢ de las variables
x1, ..., T, manteniendo s variables fijas, donde (¢ + s = n), la funcion resultante es
la funcion de densidad de probabilidad conjunta de las s v.a.

thwm f(zy,...,x,) Caso discreto

Jiriis (@iys oy i) = { 7t

=[5 fx, e my)day, ... dxj, Caso continuo.
Tal f.d.p es llamada f.d.p. marginal.

Definicién 1.25. Sea X = (X7, ..., X,,) un vector aleatorio y f(z1, ..., z,) una fun-

cion de densidad de probabilidad, si x;,,...,x;, son tales que fi, i (%, .. ) > 0,

£

entonces la funcion de zj, _j, es

Iil,...,azis> ( U ’ n)

B fil,...,it (Ii17 L) xis) .

t

f (%,..m

Esta funcion es llamada la f.d.p condicional conjunta de las v.a. X, ...,
dado Xz s Xis .

tha
1y ees

La funcion de distribucién condicional esta definida similarmente:

Z(yjl,.‘.,yjt)g(xil,...,zit) f(yj1> e Yy ‘ Ligy ooy xis)

( g J ’ 1 ) { f,;"'f,ééf@jum’yjt |mi1,...,$is)dyjl...dyji

1.3.4. Esperanza y varianza

Para resumir las caracteristicas de distribuciones de probabilidad, se necesitan
algunas medidas. La esperanza (o promedio) de una variable aleatoria X, para el

caso discreto se calcula por
E[X]=> zP(X =ux).
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Cuando la entrada de una funcion f(z) es una variable de una distribucion P con

diferentes valores z, la expectacion de f(x) es calculada como
E[f(x)] =) f@)P(z).

En muchos casos se quiere medir que tanto una variable aleatoria X se desvia de
su valor de expectacion. Es posible cuantificar esto utilizando la varianza definida

como

Var[X] = E[(X — E[X])?]

La raiz cuadrada de la varianza es llamada desviacion estandar. La varianza de
una funcion de una variable aleatoria mide que tanto la funcion se desvia del valor

de expectacion de la funcién, dependiendo del valor .

Var[f(z)] = E [(f(x) — E[f(2)])?].

Si X es un vector aleatorio dado por

tal que la i-ésima entrada del vector X es una variable aleatoria con varianza finita,
entonces la matriz de covarianza ¥ es una matriz de dimensién n x n cuya entrada

(4,7) es la covarianza entre la variable X;, X, es decir

Eij = COV()(i7 XJ)

1.4. Optimizaciéon

Los problemas de optimizacién consisten en encontrar los puntos donde se al-
canzan los méaximos y minimos de una funcién objetivo f sobre un dominio D,
conjunto sobre el cual se define la funcién. Dichos puntos se denominan puntos 6p-
timos y pueden ser locales, maximos o minimos en una vecindad contenida en el
conjunto D, o globales, es decir, para todo el dominio. En teoria de la optimizacion,
uno de los principales objetivos es determinar las condiciones necesarias y suficientes

en general, para que un punto dado sea un punto 6ptimo.
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El conjunto D también se denomina conjunto de restriccion de la funciéon objetivo

y suele definirse como
D=Un{zxeR"|g(z)=0,h(x) >0},

donde U € R™ es un abierto, g: R* — R, v h: R® — R, Las funciones se entende-
ran como g = (g, ..., gx) restricciones de igualdad, y las funciones h = (hy, ..., Iy)
como restricciones de desigualdad. Los problemas de optimizacién que no pre-
sentan restricciones de igualdad ni desigualdad se conocen como problemas de opti-
mizacion sin restricciones, problemas de optimizaciéon con restricciones de igualdad
si nicamente esté g, problemas de optimizacion con restricciones de desigualdad si

tnicamente esta h y mixtos cuando ambos tipos de restricciones estan presentes.

1.4.1. Convexidad y optimizaciéon

La convexidad es importante en el disenio de algoritmos de optimizacion. Se debe
ampliamente al hecho que es mucho més facil analizar y probar algoritmos en este

contexto [4].

Definicién 1.26. Sea D C R™, también sean x,y € Dy toda A € (0,1), entonces

D es un conjunto convexo si
A+ (1 =Ny eD.

En lo que queda del capitulo, se asumira que D es un conjunto convexo. Ahora
que ya se definié conjunto convexo, se introduce la definicién de funcién convexa y

funcion concava, .

Definicion 1.27. Una funciéon f: D — R es cdncava si para todo =,y € D y para

todo A € [0, 1], se tiene que

fz 4+ (1 =Nyl > Af(x) + (1= N)f(y).

Por otra parte, f: D — R es una funcién convexa si

fz 4+ (1 =Nyl < Af(x)+ (1= X)f(y).

Las funciones céncavas y convexas juegan un rol importante en problemas de

optimizacion. Su significado aparece en problemas con un conjunto de restriccion
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Figura 1.1. Ilustracion funciones convexas y no convexas (curvas celestes). Las lineas
punteadas permiten visualizar facilmente las curvas que no son convexas. Tomado de [4].

convexo y una funcién objetivo concava, las condiciones de primer orden son nece-
sarias y suficientes para identificar un maximo global; mientras en problemas con
un conjunto de restriccion convexo y una funciéon objetivo convexa, las condiciones

de primer orden son necesarias y suficientes para identificar un minimo global [8].

1.4.2. Derivadas y convexidad

El siguiente teorema provee una caracterizaciéon completa de la concavidad o
convexidad de una funcién diferenciable en todas partes f usando su primera deri-

vada.

Teorema 1.28. Sea D un conjunto abierto y convero en R™, y sea f : D — R

diferenciable en D. Entonces, f es concava en D si y solo si
Df(x)(y —x) = f(y) — f(x) para cada x,y € D,
mientras [ es convexa en D si y solo si

Df(x) < f(y) — f(x) para cada =,y € D.
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Demostracion. Suponga que f es concava, se tiene

Df(z)(y —z) = lim flettly—2) = flx) _ . fly+(1Q-t) = f(z)

t—04 t t—04 t

Cuando t € (0,1), la concavidad de f implica f(ty+ (1 —t)x) > tf(y)+ (1 —1t)f(z),
asi escogiendo t > 0, t — 0, se tiene
Df@)y - o) > lin LWTLZOIO Ty pq

t—04 t

Ahora suponga que para cada x1, x5 € D se define

Df(x1)(x2 —a1) = f(x2) — f(21).
Ahora se toman = e y en D, y cualquier A € (0,1). Por convencion se define

z=Xx+(1—-N)y

De esto, se deduce

=

f@) = f(2) < Df(z)(z — 2) = Df(2)w,

—_
I‘y
>
N——
S

Por hipoétesis, también se tiene

A

1) - 1) 2 D - 2) = (125 ) e

Multiplicando la primera ecuacién por A/(1 — )), y sumando las dos ecuaciones, se

(125) 10+ 500 - (125) £ <o

Reordenando términos después de multiplicar por 1 — A

obtiene

M) + (1 =N f(y) < f(z) = fhe + (1= Ayl

esto completa la prueba. O

16



1.4.3. Minimo local de una funcién convexa

Finalmente se presenta un resultado de la optimizacién convexa que establece

que todos los 6ptimos deben ser globales.
Teorema 1.29. Suponga D C R" es convexa, y f: D — R es concava. Entonces,
1. Cualquier mdximo local de f es un mdximo global de f.

2. El conjunto arg max{f(x) | x € D} de maximizadores de f en D es o vacio o

COMVETO0.

Demostracion. Suponga que f tiene un maximo local x que no es un maximo global.
Ya que x es un maximo local, hay » > 0 tal que f(z) > f(y) para cada y €
B(xz,r) N D. Como z no es un maximo global, hay un z € D tal que f(z) > f(z).
Al ser D convexa, (Ax + (1 — A\)z) € D para cada A € (0,1). Si se toma un A
lo suficientemente cercano a la unidad para que (Az + (1 — \)z) € B(z,r). Por

concavidad de

fPx+ (1 =2z 2 Af(z) + (1 =N f(2) > f(x),

pero por construccion se debe tener f(x) > f[Ax+(1—\)z], esto es una contradiccion.
Asi se prueba la parte 1.

Para la parte 2, sean x; y xo maximizadores de f en D. Entonces, se tiene
f(x1) = f(x2). Ademés, para A € (0, 1), se tiene

fz1+ (1= Nzo] > Af(z1) + (1 = A) f(22) = f(1),

y esto debe ser cierto con la igualdad o x; y x5 podrian no ser maximizadores. [

1.5. Algoritmos de optimizacion

Los algoritmos de optimizacién son importantes para el aprendizaje profundo.
Por un lado, entrenar un modelo complejo de aprendizaje profundo puede llevar
horas, dias o incluso semanas. El rendimiento del algoritmo de optimizacion afecta
directamente la eficiencia de entrenamiento del modelo. Por otro lado, comprender
los principios de los diferentes algoritmos de optimizacion y la importancia de sus
hiperparametros permitird ajustarlos de manera especifica para mejorar el rendi-

miento de los modelos de aprendizaje profundo.
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Para un problema de aprendizaje profundo, normalmente se define una funcion
de pérdida. Dicha funcién se usa en un algoritmo de optimizacién para intentar
minimizar el error para acercarse al 6ptimo. En optimizacion, una funcién de éstas
caracteristicas a menudo se denomina funcién objetivo del problema de optimizacion.
Por tradicion y convencion, la mayoria de los algoritmos de optimizacion se ocupan

de la minimizacion, ver [4].

1.5.1. Descenso del gradiente

En esta seccion se introducen los conceptos basicos que subyacen al descenso
de gradiente. Aunque este ultimo rara vez se usa directamente en el aprendizaje
profundo, su comprension es clave para comprender los algoritmos de descenso de
gradiente estocastico. Asimismo, el preacondicionamiento es una técnica comun en

el descenso de gradientes y se traslada a algoritmos mas avanzados, ver [4].

1.5.1.1. Descenso del gradiente en una dimensiéon

Trabajar en una dimension permite ilustrar bastante bien por que el algoritmo
del descenso del gradiente se puede reducir al valor de la funcién objetivo. Considere
alguna funcion de valor real continuamente diferenciable f: R — R. Usando una

expansion de Taylor. se obtiene que

fla+e) = flx) +ef (z) + O(),

donde O(€?), notacion O-grande, indica que el valor absoluto del resto de términos
en la expansion estédn acotados por €2. En primera aproximacion f(x + ¢) estd dado
por una funcion de valor real f(x) y su primera derivada. Recordando que el vector
gradiente apunta hacia la direcciéon en la que el valor de f incrementa méas rapida-
mente, es de esperar que para € moviendose en la direcciéon del gradiente negativo,
f decrezca. Se escoge un tamano de paso fijo n > 0y e = —nf’'(z). Reemplazando

esto en la expansion de Taylor de arriba
fl@=nf'(z)) < f(2).
Quiere decir que, si se sustituye x con z — nf’(z), denotado por
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el valor de la funcion puede decrecer. Por tanto, en el descenso de gradiente, primero
se elige un valor inicial x y una constante > 0 y luego se utiliza para iterar sobre
x hasta que se alcanza la condicién de parada, por ejemplo, cuando la magnitud
del gradiente |f’(x)| es suficientemente pequena o el nimero de iteraciones alcanza

cierto valor.

1.5.1.2. Descenso del gradiente multivariante

Ahora que se tiene una mejor intuicion del caso univariante, considérese el caso
donde x € R? La funcién objetivo f: R — R mapea los vectores en escalares. El

gradiente es:

ofx)  ofx)]"
\Y% = .
Cada derivada parcial df(x)/0x; en el gradiente indica que la tasa de cambio de f
en x con respecto a la entrada z;. La correspondiente aproximacion de Taylor para

las funciones multivariantes es
fx+e€) = f(x) + € Vfx)+O(|z]).

Para el término de segundo orden en € la direccién de descenso méas empinada
estd dada por el gradiente negativo —V f(x). Escogiendo un paso de aprendizaje

adecuado 1 > 0 produce el algoritmo de descenso de gradiente prototipico:
X+ x —nVf(x).

Es importante resaltar que el descenso del gradiente necesita que f(x) sea una
funcién convexa, ya que el minimo o maximo alcanzado por el algoritmo podria ser
un minimo o maximo local y no global, esto se soluciona utilizando el descenso del

gradiente estocastico.

1.5.2. Descenso del gradiente estocastico (DGE)

En aprendizaje profundo, la funciéon objetivo es usualmente promediada de las
funciones de pérdida para cada ejemplo en el conjunto de datos de entrenamiento,
ver [4]. Se asume que f;(x) es la funciéon de pérdida del conjunto de entrenamiento

con n ejemplos, un indice de i, y vector de parametro de x, entonces la funcién
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objetivo
1 n
fx) =~ > filx).
i=1

El gradiente de la funcion objetivo en x es calculado como
1 n
Vi) = > Vfix).
i=1

Si el descenso del gradiente es usado, el costo de computo para cada iteracion de la
variable independiente es O(n), ver [4]. Por lo tanto, cuando el conjunto de datos de
entrenamiento del modelo es grande, el costo del descenso de gradiente para cada
iteracion sera muy alto.

El descenso del gradiente estocéstico (DGE) reduce el costo computacional en
cada iteracion. Se muestrea uniformemente un indice i € {1,...,n} para ejemplos de

datos aleatorios, y calcula el gradiente V f;(x) para actualizar x:
x  x —nV fi(x),

71 es la tasa de aprendizaje, un hiperpardmetro que se presento en los algoritmos de
optimizacion, este hiperparametro junto al de regularizacion se explican al final del
capitulo 2. Se debe mencionar que el gradiente estocastico V f;(x) es la estimacion

imparcial del gradiente V f(x).
LYV = V70 (15)

En promedio, el gradiente estocéstico es una buena estimacion del gradiente, ver [4].
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2. Elementos de aprendizaje profundo

En este capitulo se introducen los conceptos de aprendizaje de maquina y apren-
dizaje profundo que con méas frecuencia se utilizan. Se hace énfasis en el funcio-
namiento de una red neuronal multicapa y su definiciéon formal, como actian las
funciones de activacion y las funciones de pérdida en la red neuronal. También se
presentan los algoritmos de descenso del gradiente y gradiente estocéastico (que es
una mejora del descenso del gradiente) que junto al algoritmo de propagacion hacia
atras permite construir un optimizador para minimizar el valor de la funciéon de

pérdida usando una taza de aprendizaje adecuada.

2.1. Conceptos principales de aprendizaje de méa-
quina

Los conceptos presentados a continuacion son tomados de [5]. El interés en el
aprendizaje de maquina se ha disparado en la ultima década. El aprendizaje de
maquina se ve en programas de ciencias de la computaciéon y conferencias de la
industria casi a diario. Fundamentalmente, el aprendizaje de méquina utiliza algo-
ritmos para extraer informacion de datos sin procesar y representarla en algin tipo
de modelo. Dicho modelo se usa para inferir cosas sobre otros datos que atn no se
han modelado.

Para definir como pueden aprender las maquinas, se define qué se entiende por
«aprendizaje». En el lenguaje cotidiano, el término aprender, se refiere a «adquirir
conocimientos mediante el estudio, la experiencia o la ensenanzay». Afinando un
poco el enfoque, se puede pensar en el aprendizaje de méaquina como el uso de
algoritmos para adquirir descripciones estructurales a partir de ejemplos de datos.
Una computadora aprende algo sobre las estructuras que representan la informaciéon
en los datos sin procesar. Las descripciones estructurales son otro término para los
modelos construidos para contener la informaciéon extraida de los datos sin procesar,

y se pueden usar esas estructuras o modelos para predecir datos desconocidos. Las
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descripciones (o modelos) estructurales pueden adoptar muchas formas, incluidas

las siguientes:

e Arboles de decision.
e Regresion lineal.

e Redes neuronales con pesos.

Cada tipo de modelo tiene una forma diferente de aplicar reglas a datos conocidos
para predecir datos desconocidos. Los arboles de decision crean un conjunto de
reglas en forma de estructura de arbol y los modelos lineales crean un conjunto de
parametros para representar los datos de entrada.

Las redes neuronales tienen lo que se denomina un vector de pardmetros que

representa los pesos de las conexiones entre los nodos de la red.

2.2. Funcionamiento del aprendizaje de maquina

En el campo del algebra lineal, es de interés la resoluciéon de sistemas de ecua-
ciones lineales de la forma: Ax = b donde A es la matriz de coeficientes o pesos, x el
vector de pardametros y b un vector columna de términos constantes. Fundamental-
mente, el aprendizaje de méaquina se basa en técnicas algoritmicas para minimizar
el error, la diferencia entre un valor calculado en comparacion a otro de referencia,
de la ecuacion Az = b a través de la optimizacion.

La optimizacién se enfoca en cambiar los ntimeros en el vector de columna =z
(vector de pardmetros) hasta encontrar un buen conjunto de valores que brinde los
resultados méas cercanos a los valores reales. Cada peso en la matriz de peso se
ajustara después de que la funciéon de pérdida, como las presentadas en la seccion
2.6, calcule el error producido por la red. Una matriz de error que atribuya una

parte de la pérdida a cada peso se multiplicara por los pesos mismos.

2.2.1. Aprendizaje supervisado y no supervisado

Hay dos grandes paradigmas de aprendizaje en que las maquinas pueden entender
un conjunto de datos, aprendizaje supervisado y aprendizaje no supervisado. El
aprendizaje supervisado es el mas utilizado e incluye algoritmos como regresion
lineal y logistico, clasificacion de clases multiples, maquinas de vectores de soporte,

entre otros. Se denomina asi, porque el desarrollador actiia como una guia para
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ensenar al algoritmo las conclusiones a las que debe llegar, es decir, la salida del
algoritmo ya es conocida. Es similar a la forma en que un nino podria aprender de un
maestro. Requiere que los posibles resultados del algoritmo ya sean conocidos y los
datos utilizados para entrenar el algoritmos ya estén etiquetados con las respuestas
correctas.

Por otra parte, el aprendizaje no supervisado son el conjunto de técnicas que
tratan de inferir modelos a partir de datos, como k-means y reglas de asociacion, de
los cuales se desconoce la salida deseada, es decir, tratan de encontrar caracteristicas
similares entre ellos para realizar una clasificacion correcta usando patrones que a
simple viste no se perciben. Un ejemplo de esto se da en el mercadeo, donde se han
conseguido buenos resultados en la segmentacion de clientes, es decir, separacion de

clientes por habitos o caracteristicas para determinar la publicidad més apropiada.

2.2.2. Regresiéon

La regresion se refiere a funciones que intentan predecir una salida de valor
real. Este tipo de funcién estima la variable dependiente conociendo la variable
independiente. La clase de regresion més comiin es la regresion lineal, en el modelado
de sistemas de ecuaciones lineales. La regresion lineal intenta generar una funciéon
que describa la relaciéon entre x e y y, para valores conocidos de x, predice valores
de y que sean precisos.

La prediccion de un modelo de regresion lineal es la combinacion lineal de co-
eficientes (del vector de parametros x) y luego variables de entrada (caracteristicas

del vector de entrada). Se puede modelar usando la siguiente ecuacion:

y=a+ Bx (2.1)

donde a es el intercepto en y, B es la caracteristica de entrada, y x el vector de
parametro.

La ecuacion expandida es
y:CL‘i‘bSQZO—FbTQZl—F"’bzxn

Un ejemplo simple de un problema que resuelve la regresion lineal seria predecir
gastos mensuales en gasolina en funcion de la duraciéon de un viaje. Aqui, lo que paga
por llenar el tanque es una funcién de la distancia que conduce. El costo de la gasolina

es la variable dependiente y la duraciéon del viaje es la variable independiente. Es
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razonable hacer un seguimiento de estas dos cantidades y luego definir una funciéon

de la forma:

costo = f(distancia).

La relacion permite predecir razonablemente el gasto de gasolina en funciéon del
kilometraje. En este ejemplo, la distancia es la variable independiente y el costo la
variable dependiente del modelo f.

Aqui hay algunos otros ejemplos de modelos de regresion lineal:

e Prediccion del peso en funcion de la altura

e Predecir el precio de venta de una casa en funcién de sus pies cuadrados.

Se puede representar la regresion lineal como encontrar una linea que mejor se ajuste
a tantos puntos como sea posible en un diagrama de dispersion de datos. Ajustar
es definir una funcién f(z) que produce valores de y cercanos a los valores de y

medidos del mundo real.

15
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Figura 2.1. Ilustracion de una regresion lineal (linea roja) para un conjunto de datos
(puntos azules) en el plano cartesiano. Tomado de [5].

2.2.3. Clasificacion

La clasificacién es un modelo basado en la delineacién de clases de salida en fun-

cion de algin conjunto de caracteristicas de entrada. Si la regresion da un resultado
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de «cuantoy, la clasificacién da un resultado de «qué tipo». La variable dependiente
y es categorica en lugar de numérica. La forma mas bésica de clasificacién es un
clasificador binario que tiene una tunica salida con dos etiquetas (dos clases: 0 y 1,

respectivamente). Ejemplos de clasificacion binaria incluyen: clasificaciones.
e (lasificacion de una persona enferma o no enferma.
e (Clasificacion de un correo electrénico como spam o no spam.
e (lasificacion de una transacciéon como fraudulenta o nominal.

Mas alla de dos etiquetas, se puede tener modelos de clasificacion que tengan N
etiquetas donde se clasificaria cada una de las etiquetas de salida, y luego la etiqueta
con la puntuacion mas alta es la etiqueta de salida. Se discutirda mas adelante cuando

se aborden las redes neuronales con miltiples salidas y su arquitectura.

2.2.4. Modelos de evaluaciéon

La evaluacion de modelos es el proceso de comprender qué tan bien dan la clasifi-
cacion correcta y luego medir el valor de la predicciéon en un contexto determinado.
A veces, solo importa la frecuencia con la que un modelo obtiene una prediccién
correcta; otras veces, es importante que el modelo obtenga cierto tipo de predic-
cion correcta con mas frecuencia que las demés. La herramienta basica para evaluar

modelos: la matriz de confusion.

2.2.4.1. Matriz de confusion

La matriz de confusion es una tabla que representa las predicciones y las
salidas actuales para un clasificador. Se usa esta tabla para entender mejor como
el modelo o clasificador esta rindiendo basado en dar la respuesta correcta en el
momento apropiado.

Las medidas de las respuestas se obtienen contando lo siguiente:

e Verdaderos positivos (VP)
Predichos positivos.
Etiqueta positiva.

e Falsos positivos (FP)

Predichos negativos.

Etiqueta negativa.
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e Verdaderos negativos (VN)

Predichos positivo.

Etiqueta negativa.

e Falsos negativos (FN)

Predicho negativo.

Etiqueta positiva.

En estadistica tradicional un falso positivo también se conoce como error tipo I
y un falso negativo se conoce como error tipo II, consultar [11]. Mediante el segui-
miento de estas métricas, se lograr un mayor anéalisis detallado sobre el rendimiento
del modelo més alla del porcentaje bésico de conjeturas que eran correctas, ver [2].
Se pueden calcular diferentes evaluaciones del modelo en base a combinaciones de

los cuatro recuentos de la matriz de confusion.

Sensibilidad y especificidad. La sensibilidad y especifidad son dos medidas
diferentes de un modelo de clasificaciéon binaria. La taza de verdaderos positivos
mide como se clasifican las entradas en la clase positiva y su correcta clasificacion.
Esto también es llamado sensibilidad, o recall; un ejemplo seria clasificar a un
paciente con una condicién de la cual actualmente esta enfermo. La sensibilidad

cuantifica como el modelo evita falsos negativos

sensibilidad = VP/(VP + FN).

Si el modelo clasificara a un paciente del ejemplo anterior como que no tiene la
afeccion y en realidad no la tenia, entonces esto se consideraria un verdadero negativo
(también llamado especificidad). La especificidad cuantifica qué tan bien el modelo

evita los falsos positivos.

especificidad = VN/(VN + FP).

Muchas veces es necesario evaluar el compromiso entre sensibilidad y especificidad.
Un ejemplo seria tener un modelo que detecte enfermedades graves en pacientes con
mayor frecuencia debido al alto costo de diagnosticar erroneamente a un paciente
realmente enfermo. Si ahora este modelo tiene baja especificidad. Una enfermedad
grave puede suponer un peligro para la vida del paciente y de los que le rodean,

por lo que se consideraria que el modelo tiene una alta sensibilidad a esta situacion
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y sus implicaciones. En un mundo perfecto, el modelo seria 100 % sensible y 100 %

especifico.

Exactitud y precision La precision es el grado de cercania de las mediciones

de una cantidad al verdadero valor de dicha cantidad.

exactitud = (VP +VN)/(VP+ FP+ FN +VN),

la precision puede ser enganosa en la calidad del modelo cuando el desequilibrio de
clases es alto. Si simplemente se clasifica todo como la clase mas grande, el modelo
automaticamente obtendra una gran cantidad de sus conjeturas correctas y pro-
porcionarad una puntuaciéon de alta precision pero una indicacién de valor enganosa
basada en una aplicacion real del modelo [5].

El grado en que las mediciones repetidas bajo las mismas condiciones dan los
mismos resultados se llama precision en el contexto de la ciencia y la estadistica. La
precision es también conocida como el valor de predicciéon positivo. Aunque a veces
se usa indistintamente con «exactitud» en el uso coloquial, los términos se definen

de manera diferente en el marco del método cientifico,
precision = VP/(VP + FP).

Una mediciéon puede ser exacta pero no precisa, no exacta pero ain asi precisa, ni
exacto ni preciso, o tanto exacto como preciso. Se considera una medida como valido

si es exacta y precisa.

2.3. Principios generales de redes neuronales

Las redes neuronales son un modelo computacional que comparte algunas pro-
piedades con el cerebro animal en el que muchas unidades simples funcionan en
paralelo sin una unidad de control centralizada. Los pesos entre las unidades son el
principal medio de almacenamiento de informaciéon a largo plazo en las redes neu-
ronales. La actualizacion de los pesos es la forma principal en que la red neuronal
aprende nueva informacion.

Cuando se mencion6 el modelo Ax = b. En el contexto de las redes neuronales,
la matriz A sigue siendo los datos de entrada y el vector de la columna b sigue siendo
las etiquetas o los resultados de cada fila de la matriz A. Los pesos en las conexiones

de la red neuronal se convierten en z (el vector de parametros).
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El comportamiento de las redes neuronales esta determinado por su arquitectura

de red, la que puede ser definida (en parte) por:

e Numero de neuronas.
e Numero de capas.

e Tipos de conexiones entre capas.

La red neuronal mas conocida y mas simple de entender es la red neuronal
multicapa dirigida hacia adelante. Tiene una capa de entrada, una o varias capas
ocultas y una sola capa de salida. Cada capa puede tener un ntumero diferente de
neuronas y cada capa estd completamente conectada a la capa adyacente, en la
subseccion 2.3.3 se definiran con mayor formalidad.

Una red neuronal multicapa dirigida hacia adelante puede representar cualquier
funcion, dadas suficientes unidades de neuronas artificiales, [5]. Por lo general, se
entrena mediante un algoritmo de aprendizaje llamado aprendizaje propagacion ha-
cia atras. La propagacion hacia atras utiliza un descenso de gradiente en los pesos
de las conexiones en una red neuronal para minimizar el error en la salida de la red,
[4].

Historicamente, la propagacion hacia atrés se ha considerado lenta, pero los
avances recientes en el poder computacional a través del paralelismo y las unidades

de procesamiento de graficos (GPU) han renovado el interés en las redes neuronales,

I5].

2.3.1. El perceptréon

Las redes neuronales son una caja de herramientas muy popular para abordar
problemas de aprendizaje supervisado, desde tareas de procesamiento de lenguaje
natural hasta tareas de vision artificial, |5, 4]. El perceptron es un modelo que imita
ampliamente el funcionamiento de una neurona biolégica: un perceptréon recibe una
senal, realiza un conjunto de operaciones, generando un resultado, y finalmente hay
un discriminador que decide si se activa o no en base a dicho resultado. El modelo
del perceptron se ilustra en la figura 2.2.

El perceptrén toma un vector de parametros como entradas = = (x1, ..., ,) y las
salidas son 0 o 1. La activacion se determina usando un conjunto de pesos {wy, ..., wy }

y un sesgo denotado por b, acorde a
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Figura 2.2. Estructura del perceptron, red neuronal de una sola capa. Tomado de [5].

{ 0, siw-z+b<0
1, siw-x4+b0>0.

Al ajustar cuidadosamente los pesos y el sesgo, el perceptréon atribuye a un con-
junto dado de valores de entrada 0 o 1. Esta explicacion resalta del hecho que un
perceptron puede entenderse como un clasificador lineal, y que el limite de decision

correspondiente viene dado por la ecuacion
(w,z) +b=0.

A un lado de este limite, la salida del perceptrén es 1; en el otro lado, incluido el
propio limite, la salida es 0. En R", el limite de decisién corresponde a un hiperplano.
Siguiendo con esto, se puede notar que los perceptrones son capaces de resolver
problemas linealmente separables [5, 11]. Pero los perceptrones se pueden conectar
facilmente al considerar las salidas de algunos como las entradas de otros, creando
asi una red de perceptrones, una red neuronal. La esperanza es entonces que tal red

sea capaz de resolver problemas mas dificiles que los linealmente separables.

2.3.2. Perceptréon multicapa

Los perceptrones tienen salidas binarias, como se vio anteriormente. Sin embargo,

es muy dudoso que cualquier aprendizaje pueda ocurrir en tal entorno. Supéngase
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que se tiene un proceso de aprendizaje capaz de ajustar cuidadosamente los pesos
y sesgos de una red neuronal, si los pesos y sesgos de un perceptréon dado en la red
son tales que w-x+b =~ 0, incluso un pequeno cambio en w o b es muy probable que
haga que el perceptréon invierta su decision y, por lo tanto, cambie completamente
la decision de toda la red. En consecuencia, es necesario introducir el concepto de
funciones de activacion. En lugar de salidas binarias, considere ahora que las salidas
de las neuronas se calculan como f(w - x + b) donde f es una funcién no lineal
dada; f necesita ser no lineal, de lo contrario, una red neuronal de tales unidades
se reducirfa a una sola capa de neuronas, ya que el conjunto de funciones lineales
se cierra bajo composicion [5, 11]. El diferencial de la funcion de activacion muestra
que esta nueva salida es tal que
of of
df =) ——dw; + -db.
; 8Wj ob

En consecuencia, un pequeno cambio en los pesos o el sesgo provoca un pequeno
cambio en la salida, proporcionalmente a la derivada parcial de la cantidad modi-
ficada. Historicamente, la primera funciéon de activacion considerada fue la funcion
sigmoidea o(z) := (1 +e)7', [11]. Ya que un perceptrén es una neurona cuya
funcion de activacion es la funcion salto de Heaviside, una neurona sigmoidea rea-
liza una aproximacion suave del perceptron, [4, 5, 11]. Las funciones de activacion
clasicas incluyen funciones con una forma que se aproxima a la funciéon de Heaviside,
como las funciones de tangente hiperbélica y sigmoidea, o funciones con derivadas
interesantes, como la funcion ReLU definida por f(x) = méx(0,z) cuyo gradiente
es 1 para todas las entradas positivas, [11]. Las funciones de activacion y de pérdida
se detallaran més en siguientes secciones.

Los perceptrones multicapa tiene tres tipos de capas: la capa de entrada, las

capas ocultas y la capa de salida.

e Capa de entrada: recibe los datos de entrada (vectores) de la red. El nimero
de neuronas en una capa de entrada suele ser el mismo ntumero que la entidad
de entrada a la red. Estas capas van seguidas de una o més capas ocultas.
En las redes neuronales dirigidas hacia adelante clasicas estdn completamente
conectadas a la siguiente capa oculta, sin embargo, en otras arquitecturas de

red, la capa de entrada podria no estar completamente conectada.

e Capa oculta: los valores de peso en las conexiones entre las capas son como

las redes neuronales, codifican la informacion aprendida extraida de los datos
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de entrenamiento sin procesar. Son la clave para permitir que las redes neuro-
nales modelen funciones no lineales, como en las limitaciones de las redes de

perceptrones de una sola capa.

Capa de salida: da la respuesta o prediccion del modelo de la capa de salida.
Dado que se asigna un espacio de entrada a un espacio de salida con el modelo
de red neuronal, la capa de salida brinda una salida basada en la entrada de
la capa de entrada, [5|. Dependiendo de la configuracion de la red neuronal,
la salida final puede ser una salida de valor real (regresién) o un conjunto
de probabilidades (clasificacion), esto esta controlado por el tipo de funcion
de activacion usada en las neuronas en la capa de salida, [5]. La capa de
salida suele utilizar una funcién de activacion softmax o sigmoidea para la

clasificacion, [5].

Output layer

Hidden layer

Input layer

Figura 2.3. Perceptron multicapa con cinco neuronas en su capa oculta. Tomado de [5].

2.3.3. Redes neuronales profundas

En esta seccién se presenta la breve formulacion matematica para redes neuro-

nales profundas, tomada de [11]. Una arquitectura de red neuronal es un conjunto

(V,E, f), donde V denota el conjunto de neuronas, F el conjunto de aristas dirigi-

das, y f la funciéon de activacion. Se representan los pesos y sesgos de la red con

una funciéon de peso w: E — R, los sesgos estan incluidos con la suposicion que

cada capa incluye una neurona de sesgo, vinculado a todas las neuronas solo de la
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siguiente capa. Siguiendo con esto, es posible clasificar redes neuronales acorde a
su arquitectura (V, £, f), definiendo la clase Cqy,p,r) como el conjunto de todas las
redes neuronales cuya arquitectura es (V) E, f).

Las neuronas estdn organizadas en capas disjuntas Ly,..., Ly, tal que V =
UN,L;. El ntimero de neuronas en una capa dada, |L;|, se llama el tamano de
la capa L;. Usando la terminologia de grafos, se habla de capas totalmente conec-
tadas cuando, para cada i € {0,..., N — 1}, todas las neuronas en la capa L; estan
conectados a todas las neuronas en la capa L;;;. Una red neuronal dirigida hacia
adelante es una red neuronal cuyo grafo no contiene ciclos dirigidos, [11]. Usan-
do estas notaciones, se puede establecer que la clase de perceptrones multicapa es
el conjunto de todas las clases Cv,g s tal que la red resultante sea dirigida hacia
adelante, con capas totalmente conectadas.

Se llama a una red neuronal profunda cuando tiene mas de una capa oculta,
es decir, cuando N > 2. De otra forma, se denomina poco profunda. Uno de los
principales problemas del aprendizaje profundo es el disenio de tales redes, es decir,
elegir la clase Cv,g,f) adecuada de la red neuronal para resolver un problema dado.
Los tamanos de las capas de entrada y salida dependen completamente del problema
en cuestion y, en consecuencia, se encuentran facilmente.

No hay una teoria matematica que pueda guiar hacia lo que se podria considerar
un diseno bueno o eficiente, a menudo solo son ttiles para determinados conjuntos
de problemas. La cantidad de capas y neuronas ocultas en ellas son parte del hiper-
parametro de la red, pardmetros que se ajustan y disenan cuidadosamente para que

la red resuelva el problema de interés.

2.4. Algoritmo de propagacion hacia atras

El DGE provee una forma de actualizar los pesos y sesgos de una red neuronal
usando gradientes, pero asume que los gradientes se pueden calcular efectivamente.
Como se menciond, los gradientes se calculan mediante el algoritmo de propaga-
cion hacia atrés. Primero se definen las notaciones a usar para referirse a una red
neuronal. Se toma una red neuronal de una clase dada C(y,g ) con L capas, para
l=1,..., L, se denota como w} .. los pesos para la conexion de la neurona k en la capa
(I—1) ala neurona j en la capa [, y bé- el sesgo para la neurona j en la capa [. Para
cada capa, se puede por tanto definir una matriz de pesos W' y un vector de sesgo

b'. También se introduce a', el vector de activacion de la capa [, cuyas componentes
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estan definidas tal que
= (et 1)
k

Usando estas notaciones, los calculos realizados por una red neuronal se pueden

resumir en la siguiente forma vectorizada:
a = f (I/Vlal_1 + bl) .
Finalmente, se introduce la entrada ponderada 2!
A= Wt 4,

por tanto verificando a' = f(2!).
La propagacion hacia atras prevé una manera de calcular las derivadas parciales
. e . ! . !
de la funcion de pérdida con respecto a cualquier peso w:, y cualquier sesgo b;, es

decir,
1 1
Ow; 1 ob;

de la red. La propagacion hacia atris se basa en dos suposiciones en la funcién
de pérdida £,. La primera es la hipotesis de separabilidad que es requerida por el
DGE, que la funciéon de pérdida se puede separar en dos piezas que solo dependen en
una muestra del conjunto de entrenamiento {(z;, ;) }i=1,. n, la ecuacion (1.5) es una
consecuencia de esto. La segunda es que las pérdidas parciales obtenidas a través de
la separabilidad pueden escribirse como funciones de las salidas de la red neuronal
tnicamente, es decir, tales que £,, = £, (a”).
Notese que
5; = %,

j

el error de la neurona j en la capa [, v ' el vector asociado. El algoritmo permite

calcular estos errores, y relacionarlos a las derivadas parciales de interés

o, o,
&ué-, . 8b§

necesarias para el DGE. Este se basa en las cuatro ecuaciones de la proposiciéon 2.1.

Proposicion 2.1. Se tienen las siguientes ecuaciones donde ® designa el producto
de Hadamard [4, 5, 11].
o = vaL‘Cp © f,(ZL)7
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51 — ((WZ+I)T5Z+1) ® f,(Zl),
oL, oL,

—=p _ st y -
l l k )
ob; J Ows ), J
Demostracion.
Usando regla de la cadena
Z 8£ 86Lk
82L’
donde 0} = acp . Pero
] a I
duf _,
0z;
para todo k # j, y asi
L
L _ 8£p 3&]-

J 0(1? 8sz '

Ahora, usando el hecho que af =f (sz)7 se obtiene que
oL
oL = ZZ=P g1 Ly
7 aa]L f (Zj )

Para la segunda ecuacion se tiene

oL, 0z Ozt
L_ p OZ k Ll
=2 gt~ 2o 5

insertando la definiciéon de ¢. De igual forma zfjl > leaL + b =
> wieh f(2h) + b Asf se obtiene, diferenciando esta expresion respecto a
2k,
Ozt
0z}

= wk,jf'(zé-).

Reemplazando esta expresion en la suma anterior

= D wh o (=) = (W8, f(2)).
k

Nuevamente usando regla de la cadena, para la tercera ecuaciéon de la propo-

sicibén
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0L, 0.~ OL
I _ k __
=2 G o = 2 o

I I l-1
ya que b; = 2; — >, w; a; -, esto prueba el resultado.

d) Finalmente si se toma 25

o~ v usando la regla de la cadena

l
gk

oL, 0L, 8,2;- R P AS]
Ol - Ozt Al _6jak ’

1 _ I
ya que z; = S wh w; LAt b;. Con esto se prueban todas las ecuaciones.

Las cuatro ecuaciones dan una forma para calcular el error de salida 6%, y en-
tonces propagarlo en la red hacia atras para encontrar los gradientes necesarios para
actualizar los pesos y los sesgos. Ahora ya se tiene lo necesario para construir un
proceso de aprendizaje, u optimizador, como se detalla en [11].

Si se toma {(z;,y;)}i=1,.» como el conjunto de entrenamiento. Para cada i, el

-----

conjunto de entradas de activacion a®!, y se usa el DGE

Wl Wl — n Z §ol (ai=1)T

i€EB

<_bl 772(5”

i€B

donde
e B es un subconjunto escogido aleatoriamente del conjunto de entrenamiento.

e 6" conl = L—1,...,1son los errores de propagacion hacia atras y 6** el error

de salida.

o Wlah=1 + b el peso de entrada y la correspondiente funcién de activacién
att = f(W'la"=t + V') para cada capa | =2,..., L.

Con este optimizador, en la clase de red Cy g f, se encuentra el conjunto de pesos y

sesgos minimizando la funciéon de pérdida £, en el conjunto de entrenamiento [11].
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2.5. Funciones de activacion

Las funciones de activacion toman escalares y dan escalares, y producen la acti-
vacion de la neurona. Muchas funciones de activacion pertenecen a la clase logistica
de transformadas que se asemejan a una S, ésta clase de funciéon se llama sigmoidal
[5]. La familia de funciones sigmoideas contiene variaciones, una de las cuales se
conoce como la funcion sigmoidea, [5]. Algunas funciones de activacion utiles en las

redes neuronales son:

2.5.1. Lineal

Una transformacién lineal, en la practica, es parecida a una funcién identidad
para redes neuronales, y f(x) = Wx es un caso particular, donde la variable depen-

diente tiene una relaciéon directamente proporcional con la variable independiente.

2.5.2. Sigmoide

Como todas las transformaciones logisticas, la funcién sigmoide puede reducir
valores extremos o valores atipicos en los datos sin eliminarlos [5]. Una funcion
sigmoidea convierte variables independientes de rango casi infinito en probabilidades

simples entre 0 y 1, y la mayor parte de su salida estard muy cerca de 0 o 1.

2.5.3. Tangente hiperbdélica

Asi como la tangente representa una relacion entre los lados opuestos y adyacen-
tes de un triangulo rectangulo, tanh representa la relacion entre el seno hiperbdlico
y el coseno hiperbolico: tanh(z) = sinh(z)/ cosh(x). El rango normalizado es —1 a

1. La ventaja de tanh es que tiene la facilidad con ntimeros negativos.

2.5.4. Softmax

La softmax es una generalizaciéon de la regresion logistica en la medida en que
se puede aplicar a datos continuos (en lugar de clasificar binarios) y puede conte-
ner multiples limites de decision. Maneja sistemas de etiquetado multinomial. Se

encuentra a menudo en la capa de salida de un clasificador.

o(Z)i = ﬁ
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Cuando se trabajan miles de etiquetas, se utiliza la variante llamada funcién
de activacién jerarquica de softmax, ésta variante descompone las etiquetas en
una estructura de arbol y el clasificador softmax se entrena en cada nodo del arbol

para dirigir la ramificacion para la clasificacion [5].

2.5.5. ReLu

La funcién lineal rectificada es una transformacion mas interesante que activa
un nodo solo si la entrada esté por encima de cero. Mientras, si la entrada esta por
debajo de cero, la salida es cero, pero cuando la entrada sube por encima de cierto
umbral, tiene una relacion lineal con la variable dependiente f(z) = max(0,z).
ReLu ha demostrado entrenar mejor en la practica que las funciones de activacion

sigmoidea, [5].

(a) (b) (c)

Figura 2.4. Funciones de pérdida mas utilizadas en aprendizaje profundo. En 2.4a se
muestra la grafica de la funcién sigmoide, en 2.4b la grafica de la tangente hiperbélica y
en 2.4c la funcion ReLu. Tomado de [4].

2.6. Funciones de pérdida

Las funciones de pérdida cuantifican qué tan cerca esta una red neuronal dada
del ideal hacia el cual se esté entrenando. La idea es sencilla, se calcula una métrica
en funciéon del error observado en las predicciones de la red. Luego los errores se
agregan en todo el conjunto de datos y se promedian para tener un tinico niimero
representativo de qué tan cerca esta la red neuronal de su ideal.

Buscar este estado ideal es equivalente a encontrar los pardmetros (pesos y ses-
gos) que minimizaran la «pérdida» incurrida por los errores. De esta forma, las
funciones de pérdida ayudan a replantear el entrenamiento de redes neuronales co-

mo un problema de optimizacién. En la mayoria de los casos, estos pardmetros no
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se pueden resolver analiticamente, pero, en la mayoria de los casos, se pueden apro-
ximar bien con algoritmos de optimizacion iterativos como el descenso de gradiente.
La siguiente seccion proporciona una descripcion general de las funciones de pérdida

comunmente vistas.

e Sea N el niimero de muestras que se han recopilado.

e Cada punto de datos registra un conjunto de caracteristicas de entrada y
caracteristicas de salida tnicas. Sea P denote la cantidad de caracteristicas de
entrada recopiladas y M denote la cantidad de caracteristicas de salida que se

han observado.

e (X,Y) denota los datos de entrada y salida recopilados. El i-ésimo par en el

conjunto de datos serd X; v Y;.

e Se usara Y para denotar la salida de la red neuronal. Y es la conjetura de la

red en Y y, por lo tanto, también tendra M caracteristicas.

e Se usard la notacion h(X;) = Y; para denotar la red neuronal transformando

la entrada X; para dar la salida Y.

e y; ; se refiere a la j-ésima caracteristica observada en la i-ésima muestra reco-

lectada.

e La funcién de pérdida se representara igual que en la seccion 2.4, £,(W,b).

La notacion h(X) =Y debe ser condicionada en un conjunto de pesos y sesgos, asi,

se modifica la notacion para decir hy,,(X) =Y.

2.6.1. Funciones de pérdida para regresion
2.6.1.1. Error cuadratico medio

Un modelo de regresion que requiere una salida de valor real, se utiliza la funcion
de pérdida al cuadrado, como en el caso de los minimos cuadrados ordinarios en la
regresion lineal. Considere el caso donde se desea predecir solo una caracteristica de
salida (M = 1). El error cuadratico medio (ECM) en una prediccion se eleva
al cuadrado y se promedia sobre el nimero de datos en la siguiente ecuaciéon para

la pérdida:

N
1 .
L,W,h) =+ S (Vi = iy
=1
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Si M es mayor que uno y se busca predecir miltiples caracteristicas de salida para
un conjunto dado de caracteristicas de entrada en este caso, las entradas deseadas
y predichas, Y y Y, respectivamente, son una lista ordenada de ntimeros, es decir,

vectores. Una variacion de la funcion de pérdida ECM es

1L 1 &
E _NZ yz] yz] .

=1 7j=1

Téngase en cuenta que N, el tamano del conjunto de datos, y M, la cantidad de

caracteristicas que la red tiene que predecir, son constantes.

2.6.1.2. Error medio absoluto

De manera similar, una alternativa a la pérdida ECM es la pérdida del error

absoluto medio (EAM), como se muestra en la siguiente ecuacion:
| NoM
‘C - W ZZI jzl |y2] ym

Esto simplemente promedia el error absoluto sobre todo el conjunto de datos.

2.6.1.3. Error logaritmico cuadratico medio

Otra funciéon de pérdida utilizada para la regresion es el error logaritmico

cuadratico medio (ELCM):

| oM
~ 2
Ly( _NZZ(logyij_logyij) .

i=1 j=1

2.6.2. Funciones de pérdida para clasificacion

También es posible construir redes neuronales para agrupar puntos de datos en

diferentes categorias.

2.6.2.1. Pérdida de bisagra

La pérdida de bisagra es la funcién de pérdida mas utilizada cuando la red

debe optimizarse para una clasificacion estricta. La siguiente es la ecuacion para la
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pérdida de bisagra cuando los puntos de datos deben clasificarse como —1 o 1:

N
Z — islis) -

La pérdida de bisagra se usa principalmente para clasificaciones binarias.

2.6.2.2. Pérdida logistica

Las funciones de pérdida logistica se utilizan cuando las probabilidades son de
mayor interés que las clasificaciones estrictas. Predecir probabilidades validas signifi-
ca generar nimeros entre 0y 1, [5]. Predecir probabilidades vélidas también significa
asegurarse de que la probabilidad de resultados mutuamente excluyentes sume uno.
Por esta razon, es esencial que la tltima capa de una red neuronal utilizada en la

clasificaciéon sea un softmax. La pérdida logistica se expresa como sigue

HAyz 1—%1 Yi

2.6.2.3. Logaritmo de probabilidad negativo.

Cuando se trata del producto de probabilidades, se acostumbra convertirlas al
logaritmo de las probabilidades; por lo tanto, el producto de las probabilidades se
transforma en la suma del logaritmo de las probabilidades. La funciéon de pérdida

de M clases da la siguiente ecuacion para la pérdida logistica

N M
L,(W,b) ==Y yijlog .

i=1 j=1
Esto es matematicamente equivalente a lo que se llama la entropia cruzada entre
dos distribuciones de probabilidad, [5].

2.7. Hiperparametros

En el aprendizaje de maquina, hay parametros de modelo y parametros que se
ajustan para que las redes se entrenen mejor. Estos parametros de ajuste se deno-
minan hiperparametros y se ocupan del control de las funciones de optimizacién
y la seleccion de modelos durante el entrenamiento con el algoritmo de aprendizaje,

[5]. La seleccion de hiperparametros se enfoca en garantizar que el modelo se ajus-
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te de forma adecuada al conjunto de datos de entrenamiento, mientras aprende la

estructura de los datos lo méas rapido posible.

Taza de aprendizaje: la tasa de aprendizaje afecta la cantidad en la que
ajusta los parametros durante la optimizaciéon para minimizar el error de las
conjeturas de la red neuronal. Es un coeficiente que escala el tamano de los
pasos (actualizaciones) que toma una red neuronal a su vector de parametros

x cuando cruza el espacio de la funcion de pérdida.

En la propagacion hacia atrés, se multiplica el gradiente de error por la tasa de
aprendizaje y luego actualiza la tltima iteracion de un peso de conexién con
el producto para alcanzar un nuevo peso. La tasa de aprendizaje determina
cuanto del gradiente se usara para el siguiente paso del algoritmo, [5]. Un gran
error y una pendiente pronunciada se combinan con la tasa de aprendizaje
para producir un gran paso. En la préactica a medida el error disminuye y el

gradiente se aplana, el tamano del paso tiende a acortarse, [4].

Un coeficiente de tasa de aprendizaje grande (p. ej., 1) hara que sus parametros
den saltos, y los pequenios (p. €j., 0.00001) haran que avance lentamente. Los
grandes saltos ahorraran tiempo inicialmente, pero pueden ser desastrosos si
se sobrepasa el minimo. Una tasa de aprendizaje demasiado grande hace que
el algoritmo rebote hacia adelante y hacia atras a ambos lados del minimo sin
detenerse nunca. Por el contrario, las tasas de aprendizaje pequenas deberian
llevarlo eventualmente a un minimo de error (podria ser un minimo local en
lugar de uno global), pero pueden llevar mucho tiempo y aumentar la carga

de un proceso que ya es computacionalmente intensivo.

Regularizacion: la regularizacion ayuda con los efectos de los parametros fue-
ra de control mediante el uso de diferentes métodos para minimizar el tamano

del parametro con el tiempo.

En notaciéon matemética, la regularizacion se representa por el coeficiente A,
que controla el equilibrio entre encontrar un buen ajuste y mantener bajo el
valor de ciertas ponderaciones de caracteristicas a medida que aumentan los
exponentes de las caracteristicas, [5]. Los coeficientes de regularizacion Ly y Lo
ayudan a combatir el sobreajuste, resultado de un entrenamiento que terminé
memorizando los datos y no predice nada fuera de éste, al reducir ciertos pesos,
[5]. Los pesos de menor valor conducen a hipotesis més simples, y las hipotesis

més simples son las mas generalizables. Los pesos no regularizados con varios
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polinomios de orden superior en el conjunto de caracteristicas tienden a so-
breajustarse al conjunto de entrenamiento. A medida que crece el tamano del
conjunto de entrenamiento de entrada, el efecto de la regularizacion disminu-
ye y los parametros tienden a aumentar en magnitud, [5]. Esto es apropiado,
porque un exceso de caracteristicas en relacion con los ejemplos de conjuntos

de entrenamiento conduce a un sobreajuste en primer lugar.

2.8. Otros métodos de optimizacion

Existen mas métodos de optimizacion basados en el DGE que consisten en me-
joras cuando se trabaja sobre conjuntos no convexos. A continuacién se mencionan

brevemente.

2.8.1. DGE con momento

La mejora que introduce es reemplazar los gradientes con un promedio sobre
gradientes anteriores acelerando la convergencia y evitando el estancamiento en el

proceso de optimizacion, que es mucho mas probable de ocurrir para el DGE, [4].

2.8.2. Gradiente adaptivo

Reduce la tasa de aprendizaje dindmicamente por coordenadas y utiliza la mag-
nitud del gradiente como un medio para ajustar la rapidez del progreso. A diferencia

del DGE, éste utiliza utiliza la expansion de Taylor hasta segundo orden, [4].

2.8.3. Propagacion de la raiz cuadrada media

Una limitacion del gradiente adaptivo es que puede dar como resultado un ta-
mano de paso muy pequeno para cada parametro al final de la busqueda, lo que
puede ralentizar demasiado el progreso de la busqueda y puede significar no ubicar
los valores 6ptimos, [4].

Es una extension del descenso de gradiente y la version AdaGrad del descenso
de gradiente que utiliza un promedio decreciente de gradientes parciales en la adap-
tacion del tamafio de paso para cada parametro, [4]. El uso de un promedio movil
decreciente permite que el algoritmo olvide los gradientes iniciales y se concentre
en los gradientes parciales observados mas recientemente durante el progreso de la

bisqueda, superando la limitacion del gradiente adaptivo.
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2.8.4. Adam

Combina todas estas técnicas en un algoritmo de aprendizaje eficiente. Este es
un algoritmo que se ha vuelto bastante popular como uno de los algoritmos de
optimizaciéon més robustos y efectivos para usar en el aprendizaje profundo. Sin
embargo, no esta exento de problemas. Hay situaciones en las que Adam puede
divergir debido a un control de varianza deficiente, como se muestra en [12]. Aunque
en el trabajo [14], Zaheer propuso una revision para Adam, llamada Yogi, que aborda
estos problemas. Ademas utiliza una correccion de sesgo para ajustarse a un inicio

lento al estimar el impulso y un segundo momento.
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3. Factorizacion de matrices para filtrado

colaborativo

Primero se veran los aspectos generales sobre sistemas de recomendacion
(SR) y filtrado colaborativo (FC). El modelo central a tratar es un modelo de
factorizacion de matrices sin restricciones al cual se introduce un factor de regulari-
zacion y dos términos de sesgos para usuario y elemento, aunque el punto de partida
son los modelos de reduccion de la dimensionalidad para comparar sus ventajas res-
pecto a un método de reduccion de dimensionalidad estandar. La factorizacion de

matrices es un método basado en el modelo usado en filtrado colaborativo.

3.1. Sistemas de recomendacion

Los modelos basicos para los SR funcionan con dos tipos de datos, que son (i) las
interacciones usuario-elemento, como calificaciones o comportamiento de compra, y
(ii) la informacion de atributos sobre los usuarios y elementos, como perfiles tex-
tuales o palabras clave relevantes [1]. Los métodos que usan el primero se conocen
como métodos de filtrado colaborativo, mientras que los métodos que usan el tltimo
se denominan métodos de recomendacion basados en el contenido [1]. Los sistemas
basados en contenido también usan las matrices de calificacion, matrices cuya en-
trada (i, j) es la calificacion asignada por el usuario ¢ al producto (elemento) j, en la
mayoria de los casos, aunque el modelo generalmente se enfoca en las calificaciones
de un solo usuario en lugar de las de todos los usuarios, [1].

Los SR basados en contenido y contexto también son ttiles para incorporar des-
cripciones de contenido de elementos/usuarios y senales contextuales como marcas
de tiempo y ubicaciones [2]. En los SR basados en el conocimiento, las recomen-
daciones se basan en requisitos de usuario especificados explicitamente en lugar de
utilizar calificaciones historicas o datos de compra y se utilizan restricciones y bases
de conocimiento externas para crear la recomendacion, [1]. Algunos SR combinan

estos diferentes aspectos para crear sistemas hibridos. Los sistemas hibridos pue-
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den combinar las fortalezas de varios tipos de SR para crear técnicas que pueden

funcionar de manera més solida en una amplia variedad de entornos, [1].

3.2. Filtrado colaborativo

En general, las técnicas de FC se pueden clasificar en: FC basada en memoria,
FC basada en modelo y su hibrido. Las técnicas representativas de FC basadas en
memoria son FC basadas en vecinos més cercanos, como FC basadas en usuarios y
FC basadas en elementos. Los modelos de factores latentes, como la factorizacion de
matrices, son ejemplos de FC basados en modelos. Muchos enfoques de FC basados
en modelos se pueden ampliar con redes neuronales, lo que da lugar a modelos més
flexibles y escalables con la aceleracion de la computacion en el aprendizaje profundo
[4]. En general, FC solo usa los datos de interaccién usuario-elemento para hacer
predicciones y recomendaciones.

La idea principal de los enfoques de recomendaciéon colaborativa es explotar
la informacién sobre el comportamiento pasado o las opiniones de una comunidad
de usuarios existente para predecir qué elementos probablemente le gustaran o le
interesaran al usuario actual del sistema, [1].

Los enfoques colaborativos puros toman una matriz de calificaciones dadas de
usuario-elemento como la tinica entrada y normalmente producen los siguientes tipos
de salida: (a) una prediccion (numérica) que indica en qué medida le gustard o
disgustara al usuario actual un determinado elemento y (b) una lista de n articulos

recomendados, [1].

3.2.1. Métodos basados en memoria

Los métodos basados en la memoria también se denominan algoritmos de fil-
trado colaborativo basados en la vecindad, estos se encontraban entre los primeros
algoritmos de filtrado colaborativo, en los que las calificaciones de las combinaciones
de elementos de usuario se predicen en funciéon de sus vecindarios. Las ventajas de
las técnicas basadas en la memoria yace en su facilidad de implementar y las reco-
mendaciones resultantes suelen ser faciles de explicar. Por otro lado, los algoritmos
basados en memoria no funcionan muy bien con matrices de calificacion dispersas.
En otras palabras, dichos métodos pueden carecer de una cobertura completa de las

predicciones de calificacion, [1].
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3.2.1.1. Filtrado colaborativo basado en usuario

Las calificaciones proporcionadas por usuarios afines a un usuario objetivo A
se utilizan para hacer las recomendaciones para A. Por lo tanto, la idea bésica es
determinar los usuarios que son similares al usuario objetivo A y recomendar califica-
ciones. Para las calificaciones no observadas de A calculando promedios ponderados
de las calificaciones de este grupo de pares. Las funciones de similitud se calculan

entre las filas de la matriz de calificaciones para descubrir usuarios similares [1].

3.2.1.2. Filtrado colaborativo basado en elemento

Para hacer las predicciones de calificacion para el elemento de destino B por parte
del usuario A, el primer paso es determinar un conjunto S de elementos que sean
mas similares al elemento de destino B. Se utilizan las calificaciones en el conjunto
de elementos S, que son especificados por A para predecir si al usuario A le gustara
el articulo B. Las funciones de similitud se calculan entre las columnas de la matriz

de calificaciones para descubrir elementos similares, [1].

3.2.2. Métodos basados en el modelo

En los métodos basados en modelos, los métodos de aprendizaje de méaquina
y mineria de datos se utilizan en el contexto de modelos predictivos. En los casos
en que el modelo estd parametrizado, los parametros de este modelo se aprenden
dentro del contexto de un marco de optimizacion. Algunos ejemplos de tales métodos
basados en modelos incluyen arboles de decision, modelos basados en reglas, métodos
bayesianos y modelos de factores latentes, [1]. Muchos de estos métodos, como los
modelos de factores latentes, tienen un alto nivel de cobertura incluso para matrices
de calificaciones escasas.

Los SR basados en modelos a menudo tienen una serie de ventajas sobre los

métodos basados en vecinos (memoria):

1 Eficiencia espacial: por lo general, el tamano del modelo aprendido es mucho
més pequeno que la matriz de calificaciones original. Por lo tanto, los requisitos
de espacio son a menudo bastante bajos. Por otro lado, un método de vecindad
basado en el usuario podria tener una complejidad de espacio O(m?), donde
m es el nimero de usuarios. Un método basado en elementos tendra una com-
plejidad de espacio O(n?), para més detalles sobre la notacion puede referirse
a [13].
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2 Velocidad de entrenamiento y velocidad de prediccion: un problema con los
métodos basados en vecindarios es que la etapa de preprocesamiento es cua-
dréatica en el nimero de usuarios o en el niimero de elementos. Los sistemas
basados en modelos suelen ser mucho mas rapidos en la fase de preprocesa-
miento de la construccion del modelo entrenado. En la mayoria de los casos, el
modelo compacto y resumido se puede usar para hacer predicciones de manera

eficiente, [1].

3 Evitar el sobreajuste: el sobreajuste es un problema grave en muchos algo-
ritmos de aprendizaje de maquina, en los que la prediccién estda demasiado
influenciada por artefactos aleatorios en los datos, este problema también se
encuentra en los modelos de clasificacion y regresion. El enfoque de resumen
de los métodos basados en modelos a menudo puede ayudar a evitar el sobre-
ajuste. Ademas, los métodos de regularizacion se pueden utilizar para hacer

que estos modelos sean robustos, [1].

3.2.3. Reacciones explicitas e implicitas

Para conocer las preferencias de los usuarios, el sistema recopilara sus comen-
tarios. La retroalimentacion puede ser explicita o implicita. Por ejemplo, recopila
clasificaciones de estrellas que van de una a diez estrellas para peliculas. Es evidente
que recopilar comentarios explicitos requiere que los usuarios indiquen sus intereses
de manera proactiva. No obstante, los comentarios explicitos no siempre estan dis-
ponibles, ya que muchos usuarios pueden ser reacios a calificar los productos. En las
aplicaciones del mundo real las matrices de calificacion tienden a ser muy escasas, ya
que los clientes generalmente brindan calificaciones para (o han comprado) solo una
pequena fraccion de los elementos del catédlogo. En general, el desafio en ese con-
texto es calcular buenas predicciones cuando hay relativamente pocas calificaciones
disponibles. En términos relativos, la retroalimentacion implicita a menudo esta fa-
cilmente disponible, ya que se ocupa principalmente de modelar el comportamiento
implicito, como los clicks de los usuarios, etcétera. También es posible diferenciar

las tareas segun los tipos de comentarios y datos de entrada, [4].

3.3. Métodos de reduccion de dimensionalidad

La escasez es un problema recurrente en los SR, incluso en la configuracion mas

simple, es probable que una matriz dispersa con miles de filas y columnas (es decir,
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usuarios y elementos), la mayoria de los cuales son ceros. Por lo tanto, la reduccion
de la dimensionalidad se produce de forma natural. Su aplicacién marca una gran
diferencia y sus resultados son directamente aplicables al calculo del valor predicho,
que ahora se considera un enfoque para el diseno de SR, en lugar de una técnica de
preprocesamiento, [2].

Los métodos de reduccion de dimensionalidad se usan comtinmente en otras areas
de anélisis de datos para representar los datos subyacentes en una pequena cantidad
de dimensiones. La idea basica de los métodos de reduccion de dimensionalidad es
rotar el sistema de ejes, de modo que se eliminen las correlaciones por pares entre
las dimensiones. Aprovechan las correlaciones de filas y columnas para crear una
representacion reducida y completamente especificada. Los métodos de factorizacion
de matrices proporcionan una forma ordenada de aprovechar todas las correlaciones
de filas y columnas de una sola vez para estimar la matriz de datos completa, [1].
Esta sofisticacion del enfoque es una de las razones por las que los modelos de
factores latentes se han convertido en lo ultimo en filtrado colaborativo, [2].

A continuacion se abordan los algoritmos de reduccion de dimensionalidad més
relevantes en el contexto de SR: anélisis de componentes principales (ACP) y los
modelos de factorizacion de matrices. Primero se desarrollara el método de ACP,
luego los modelos de factores latentes y factorizacion de matrices y las ventajas que

estos presentan sobre el método de ACP.

3.3.1. Analisis de componentes principales

Es un método estadistico clasico para encontrar patrones en conjuntos de datos
de alta dimensionalidad. ACP permite obtener una lista ordenada de componentes
que representan la mayor cantidad de varianza de los datos en términos de errores
de minimos cuadrados: la cantidad de varianza capturada por el primer componente
es mayor que la cantidad de varianza en el segundo componente. Finalmente, es
posible reducir la dimensionalidad de los datos ignorando aquellos componentes con
una pequena contribucion a la varianza, [2].

Como ejemplo ilustrativo del ACP considere una nube de puntos bidimensional
generada por una combinaciéon de distribuciones. Después de centrar los datos, se
obtienen los componentes principales y se denotan por u; y us. Tenga en cuenta
que la longitud de las nuevas coordenadas es relativa a la energia contenida en sus
vectores propios. Por lo tanto, para el ejemplo particular, si el primer componente

uy representa el 83.5 % de la energia, lo que significa que eliminar el segundo compo-
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nente uy implicaria perder solo el 16.5 % de la informacion. La regla general es elegir
un m’ de modo que la informacién acumulada esté por encima de cierto umbral,
normalmente el 90 %. El ACP permite recuperar la matriz de datos original al pro-
XonxmW,, donde

, es la matriz que se encarga de proyectar la informacion contenida en n x m

yectar los datos en el nuevo sistema de coordenadas X/

nxm!
w!

mxXm

xm/»

dimensiones a n X m’ dimensiones. La nueva matriz de datos X’ contiene la mayor
parte de la informaciéon de la X original con una reduccion de dimensionalidad de
m—m/, [2].

ACP es una técnica poderosa, pero tiene limitaciones importantes. Este método
se basa en que el conjunto de datos empiricos es una combinacién lineal de una
determinada base, aunque se han propuesto generalizaciones de ACP para datos no
lineales [2]. Otra suposicion importante de ACP es que el conjunto de datos original
se extrajo de una distribucién gaussiana. Cuando esta suposicién no es cierta, no

hay garantia de que los componentes principales sean significativos [2].

3.3.1.1. Desarrollo del método

Se tiene una serie de variables (zy, ..., ) ¥ (Y1, .., Ym). Entonces se tiene

_ I SN .
Yy, = E Qi = ;T = (aila --'aaim) : )
J=1

Im

con a;; la entrada en la fila ¢ y columna j de la matriz de datos. Con el conjunto
de restricciones de igualdad ||a;|| = 1 para cada i = 1,...,m, o expresado de otra

forma g(a;) = ala; — 1 = 0. Se pretende maximizar la varianza de y;, que es
Var(y;) = Var(aix) = al¥a;

donde ¥ es la matriz de covarianza. El método que se suele utilizar para funciones de
varias variables es el método de los multiplicadores de Lagrange, para més detalles
sobre el teorema y su demostracion puede referirse a [8]. La funcién objetivo o
lagrangiana es

L,(a;) = ai¥a; — N(ata; — 1).

Se encuentran los puntos criticos calculando la derivada respecto a a; e igualando a

cero

oL,
3ai

= Ya; + al¥ — Xa; — Aal =0,

)
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Ahora usando la propiedad atY = Ya;, reescribiendo la ecuacion se obtiene

oL,
aCLZ'

= 22&1 —/\ICLl —)\[Cll =0

oL,
3@1»

Para que el sistema tenga solucion no trivial, por el teorema Rouché-Frobenius la

= (2 — Al)ay = 0.

matriz debe tener determinante cero, [15]. Asi, una condicién necesaria y suficiente
es
|X — | =0. (3.1)

De la ecuacion ((3.1)), A debe ser un autovalor de ¥. La matriz de covarianza, ¥ es
de orden m y definida positiva, por esto sabemos que sus valores propios son reales
positivos. Con lo cual podemos ordenarlos de tal forma que A\y > Ay > --- > A\,

Del resultado »a; = Ala; y la condiciéon de restriccion obtenemos
Var(y;) = \ata; = \.

Se puede notar que para maximizar la varianza son necesarios los valores propios.
Un segundo conjunto de restricciones se obtiene de exigir Cov(y;,v;) = 0, para j # 1,
que es

Cov(y;,y;) = Cov(a;z, a;x) = a§E((x — )z — p))a; = a§2a,;

donde 4 es el valor esperado. De esto, a}¥a; = a}(Aa;) = Aaja; = 0. Quiere decir
que a; debe ser ortogonal a a,. Por tanto resulta necesario volver a implementar el
método de los multiplicadores de Lagrange, en este caso usando dos condiciones. La

funciéon objetivo es
Ly(a;) = a;¥a; — Naja; — 1) — 6(a%a).

Repitiendo el procedimiento anterior se llega a las siguientes expresiones

oL
87;: = QECL]‘ - 2)\(1,]‘ - 5&1‘ = 0,

multiplicando por a! por la izquierda

5 = 2&2207
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Y la derivada parcial respecto a a; es

oL,
&Li

= 2¥as — 2Xay — 2aﬁ§]a2a1 =0,

y el dltimo término de esta ecuacion es cero, asi

2(S — Al)a; = 0.
Si
(25 ai ... Qim T
Yn Am1 -+ Omm Tm

del sistema y = Az se tiene

A = Var(y) = A'Var(z)A = A'S A

Y= AAA" = AAAT?

con A® = A7! por que A es ortogonal y A = diag(\y, ..., \,). En resumen, para
obtener las componentes principales es suficiente calcular los valores y vectores pro-
pios de la matriz de covarianzas y a partir de esto hacer las transformaciones de
multiplicar por filas los resultados en forma de producto escalar para obtener las
nuevas variables que no estaran correlacionadas. En base a eso se juzgaré si sera

necesario eliminar alguna para reducir la dimensiéon del problema.

3.3.2. Modelos de factores latentes

Es una técnica de reduccion de datos usada para métodos basados en el modelo,
que utiliza algoritmos de clasificacién como una subrutina. Por tanto, los métodos
de reduccién de la dimensionalidad tinicamente permiten crear una representacion
méas conveniente de los datos para métodos basados en el modelo, [1]. En el resto
del capitulo se presentardan métodos mas sofisticados, por que el objetivo es usar
métodos de reduccion de la dimensionalidad para estimar directamente la matriz de
datos de una sola vez, a diferencia del ACP que no predice.

La idea basica usar el hecho que porciones significativas de las filas y colum-
nas de las matrices de datos estan altamente correlacionadas. Como resultado, los

datos tienen redundancias incorporadas y la matriz de datos resultante a menudo
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se aproxima bastante bien a una matriz de rango bajo. Debido a las redundancias
inherentes a los datos, la aproximacion de rango bajo completamente especificada
se puede determinar incluso con un pequeno subconjunto de las entradas en la ma-
triz original, esta aproximacién de rango bajo totalmente especificada a menudo
proporciona una estimacion solida de las entradas que faltan, [1].

Una forma de comprender la eficacia de los modelos de factores latentes es exa-
minar el papel que desempena la factorizacion en tales matrices. La factorizacion es,
de hecho, una forma mas general de aproximar una matriz cuando es propensa a la

reduccion de dimensionalidad debido a las correlaciones entre columnas (o filas), [1].

3.3.3. Principios basicos de factorizacién de matrices

Se asume la matriz de calificaciones que se denota por R, y es una matriz de
m X n donde m es el nimero de usuarios y n el niumero de elementos. Por lo tanto,
la calificacién del usuario ¢ para el elemento j se indica mediante 7;;. En el modelo
bésico de factorizacion de matrices, la matriz de calificaciones aproximadamente se

factorizada dentro de una matriz U de m x k y otra V de n x k como
R=~UVT, (3.2)

Cada columna de U (o V') se denomina vector latente o componente, mientras cada
fila de U (o V') se denomina como factor latente. La i-ésima fila @; de U es llamada
factor de usuario, y contiene k entradas correspondientes a la afinidad del usuario ¢
hacia los k conceptos en la matriz de calificaciones. Similarmente, cada fila v; de V' se
entiende como un factor de elemento, y representa la afinidad del i-ésimo elemento
hacia los k£ conceptos.

De la ecuacion (3.2), se sigue que cada calificacién r;; en R se puede expresar
aproximadamente como un producto punto del i-ésimo factor de usuario y el j-ésimo
factor de elemento:

Ya que los factores latentes @; = (w1, ..., wx) ¥ U = (vj1, ..., v;x) se pueden entender
como las afinidades de los usuarios para k conceptos diferentes, una manera intuitiva

de expresar:

k
T’Z‘j% E U;isVyjs-
s=1
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Las diferencias clave entre varios métodos de factorizacion de matrices surgen en
términos de las restricciones impuestas a U y V' (por ejemplo, ortogonalidad o no

negatividad de los vectores latentes) y la naturaleza de la funcion objetivo.

3.3.4. Familia de factorizacion de matrices

Existen diversas formas de factorizaciéon de matrices y la mayoria de formu-
laciones de optimizacién minimizan la norma de Frobenius de la matriz residual
(R—UVT) sujeta a varias restricciones en las matrices factoriales U y V', [1]. Notese
que el objetivo de la funcion es hacer que UV7T se aproxime a la matriz de califi-
caciones R tanto como sea posible. Las restricciones sobre las matrices factoriales
logran diferentes propiedades de interpretabilidad. De hecho, la familia mas amplia
de modelos de factorizacion de matrices puede usar cualquier otra funcién objetivo
o restriccion para forzar una buena aproximacion. Esta familia méas amplia se puede

escribir de la siguiente manera:

Optimizar J = [Funcién objetivo que cuantifica el emparejamiento entre Ry UV7]

sujeto a:

Restricciones en U y V.

La funcién objetivo de un método de factorizaciéon de matrices a veces se denomina
funcion de pérdida, cuando esté en forma de minimizacion. Tenga en cuenta que la
formulacién de optimizaciéon puede ser un problema de minimizaciéon o maximiza-
ciéon, pero el objetivo de la funciéon objetivo siempre es forzar a R a que coincida
con UVT lo més cerca posible. La norma de Frobenius es un ejemplo de un objeti-
vo de minimizacién, y algunos métodos de factorizacion de matrices probabilisticas
utilizan una formulaciéon de maximizaciéon como la funciéon objetivo de maxima ve-
rosimilitud [1, 7, 9].

En la mayoria de los casos, se agregan regularizadores a la funcion objetivo para
evitar el sobreajuste. Las diversas restricciones a menudo imponen diferentes tipos
de interpretabilidad de los factores. Dos ejemplos de dicha interpretabilidad son la
ortogonalidad (que proporciona la interpretabilidad geométrica) y la no negatividad
(que proporciona la interpretabilidad de la suma de las partes). Ademaés, aunque las
restricciones aumentan el error en las entradas observadas, a veces pueden mejorar

los errores en las entradas no observadas cuando tienen una interpretaciéon semantica

o4



significativa [1]. Esto se debe a que las restricciones reducen la varianza de las
entradas no observadas al tiempo que aumentan el sesgo. Como resultado, el modelo
tiene una mejor generalizacion. Por ejemplo, fijar las entradas en una columna en
cada uno de U y V a unos casi siempre da como resultado un mejor rendimiento.
La seleccion de las restricciones correctas para usar a menudo depende de los datos
y requiere conocimientos sobre el dominio de la aplicaciéon en cuestion.

Existen otras formas de factorizacion en las que se puede asignar interpretabi-
lidad probabilistica a los factores. El analisis semantico probabilistico latente
(ASPL) es un buen ejemplo, y puede verse como una variante probabilistica de
factorizacion de matriz no negativa. En este método la funciéon objetivo aprende los
parametros de este proceso generativo para que la probabilidad de que el proceso
generativo cree la matriz de calificaciones sea la mayor posible. Por lo tanto, la fun-
cioén objetivo esta en forma de maximizacion. En muchas de estas formulaciones, las
técnicas de optimizacion como el descenso (o ascenso) de gradiente son utiles. Por
lo tanto, la mayoria de estos métodos utilizan ideas muy similares en cuanto a la
formulacion del problema de optimizacion y la metodologia de solucion subyacente.

Para mas detalles de este método puede referirse a [1].

3.3.5. Factorizacion de matrices sin restricciones

La forma méas fundamental de factorizacién de matrices es el caso sin restriccio-
nes, en el que no se imponen restricciones a las matrices factoriales U y V. Gran
parte de la literatura de recomendaciones se refiere a la factorizacion de matrices
sin restricciones como descomposicion en valores singulares (DVS). Estrictamente
hablando, esto es técnicamente incorrecto; en DVS, las columnas de U y V deben
ser ortogonales [1].

Antes de discutir la factorizacion de matrices incompletas, primero se considera el
problema de factorizacion de matrices completamente especificadas. Para determinar
las matrices U y V' se puede formular un problema de optimizacién con respecto a

dichas matrices:

1
Minimizar J = 3 HR — UVTH2
sujeto a ninguna restriccion en U y V.

Aqui, ||-||* representa la norma de Frobenius al cuadrado de la matriz, que es igual
a la suma de los cuadrados de las entradas de la matriz (ECM). Asi, la funcion

objetivo es igual a la suma de los cuadrados de las entradas en la matriz residual
(R—-UVT).
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Sin embargo, en el contexto de una matriz con entradas faltantes, solo se conoce
un subconjunto de las entradas de R. Por lo tanto, la funcién objetivo, como se
escribié anteriormente, tampoco esta definida. Después de todo, no se puede calcular
la norma de Frobenius de una matriz en la que faltan algunas de las entradas. Por
lo tanto, la funcién objetivo necesita reescribirse solo en términos de las entradas
observadas para aprender U y V. Lo bueno de este proceso es que una vez que se
aprenden los factores latentes U y V, la matriz de calificaciones completa se puede
reconstruir como UV directamente.

Sea (i,7) el par ordenado usuario-elemento, los cuales son observados en R,
denotados por S. Aqui, i € {1,...,m} es el indice de un usuario, y j € {1,...,n} esel
indice de un elemento. Por tanto, el conjunto observado de pares usuario-elemento
es definido como

S ={(4,]) | ri; es observado}

Si de alguna manera se puede factorizar la matriz incompleta R como el producto
aproximado UV de matrices completamente especificadas U = [Wislmxk Yy V =
[Vjs]nxk, entonces todas las entradas en R pueden ser predichas. Especificamente, la

entrada (i, j) de la matriz R se puede predecir como:

k
Tij = E Uis Vjs-
s=1

El sombrero en el lado izquierdo de la ecuacién de la calificacion indica que es un
valor predictivo y no uno observado. La diferencia entre el valor observado y predicho

de una entrada especificada (1, j) esta dada por

k
€ij = (Tij — i) = (rig) = (rig = Y _ g Ujs)'
s=1

Entonces, la funcién objetivo modificada, la cual solo funciona para matrices incom-

pletas, se calcula solo para las entradas en S

k 2
L 1
Minimizar J = 5 Z (Tij — ;Uis Ujs)

(4,5)€S

sujeto a ninguna restriccion en U y V.

Notese que la funciéon objetivo mencionada suma los errores solo sobre las entradas
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observadas en S. Ademas, cada uno de los términos

k 2
<7“ij - g Uis Ujs)
s=1

es el error cuadratico ef; entre los valores observado y predicho de la entrada (4, j).
Aqui, u;s y v;s son las variables desconocidas, que es necesario aprender para mi-
nimizar la funcién objetivo. Entonces tnicamente queda aplicar algin método de
descenso del gradiente para minimizar el error, pero primero se introduce un término

de regularizacion y dos de sesgos al modelo.

3.3.5.1. Introduciendo el término de regularizacion

Uno de los principales problemas con este enfoque surge cuando la matriz de
calificaciones R es escasa y se observan relativamente pocas entradas. Este es casi
siempre el caso en escenarios reales, [1].

En tales casos, el conjunto S observado de clasificaciones es pequeno, lo que
puede provocar un sobreajuste. Tenga en cuenta que el sobreajuste también es un
problema comun en la clasificaciéon cuando los datos de entrenamiento son limitados,
de los mejores enfoque para abordar este problema es utilizar la regularizacion, como
se menciono6 al final del Capitulo 2.

La idea es desalentar valores muy grandes de los coeficientes en U y V pa-
ra fomentar la estabilidad. Por lo tanto, se agrega un término de regularizacion,
x(IU|I> + IV]1*)/2, a la funcién objetivo, con y > 0. Este es un enfoque estandar,
que se utiliza en muchas formas de clasificacion y regresion, y también se aprovecha
mediante el filtrado colaborativo, [1].

Como en el caso anterior, suponga que e;; = (r;; — Zle U;s Vjs) representa la
diferencia entre el valor observado y el valor predicho de la entrada especificada

(7,7) € S. La funcién objetivo regularizada es la siguiente

k 2 m ok n ok
Minimizar J = % Z Tij — Zuis vis | + % Z Zui + % Z ZU?S'
(i,5)€S s=1 i=1 s=1 j=1 s=1

3.3.5.2. Introduciendo sesgos de usuario y elemento

Ahora se construye una variaciéon del modelo sin restricciones para incorporar
variables que pueden aprender los sesgos del usuario y de los elementos. A cada

usuario ¢, se le asocia una variable o;, que indica el sesgo general de los usuarios
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para calificar los elementos. Por ejemplo, si el usuario ¢ es una persona generosa,
que tiende a calificar muy bien todos los elementos, entonces la variable o; sera una
cantidad positiva. Por otro lado, el valor de o; serd negativo para un usuario que
califica negativamente la mayoria de los elementos. De manera similar, la variable
p; denota el sesgo en las calificaciones del elementos j. Los elementos que gustan
mucho (por ejemplo con las peliculas, un éxito de taquilla) tenderén a tener valores
mayores (positivos) de p;, mientras que los elementos que no gustan tendran valores
negativos de p;. El trabajo del modelo factorial es aprender los valores de o; y p; de
una manera basada en datos. El principal cambio al modelo de factor latente original
es que una parte de la (4, j)-ésima calificacion se explica por o; + p; y el resto por la
(1, j)-¢sima entrada del producto UV de las matrices de factores latentes [1]. Por
lo tanto, el valor predicho de la calificacion de la entrada (i,j) viene dado por lo

siguiente:

k

Tij = 0 +pj + E Uis Vjs
s=1

Asi, el error e;; de una entrada observada (i, j) € S esta dado por

€ij = Tig —Tij = Tij — 0i —Pj — E Uis Vjs

Tenga en cuenta que los valores o; y p; también son variables que deben aprenderse
de manera basada en datos junto con las matrices de factores latentes U y V.
Entonces, la funcion objetivo de minimizacién J se puede formular agregando los
errores cuadraticos sobre las entradas observadas de la matriz de calificaciones (es

decir, establecer S) de la siguiente manera:

SLD I CEVENED S

(4,5)€S

k n k m n
(P IO WIS WL W)
i=1 s=1 j=1 s=1
Resulta que este problema es diferente de la factorizacion de matrices sin restric-
ciones solo en un grado menor. En lugar de tener variables de sesgo separadas o; y p;
para usuarios y elementos, se puede aumentar el tamano de las matrices de factores

para incorporar estas variables de sesgo, [1]. Es necesario agregar dos columnas adi-

cionales a cada matriz factorial U y V, para crear matrices factoriales mas grandes
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de tamanio m x (k + 2) y n x (k + 2), respectivamente. Las tltimas dos columnas
de cada matriz factorial son especiales, porque corresponden a los componentes de

sesgo. Especificamente, se tiene

Uipy1 = 0; para cada i € {1,....,m} y w;x2 =1 paracadai € {1,..,m},

vjrp+1 = 1 paracada j € {1,....,n} ¥y vji42 =p,; paracada j € {1,...,n}.

Toémese un momento para meditar la estructura de las matrices factoriales con las
columnas introducidas, se daré cuenta que aparecen como una consecuencia natural.
Entonces, el problema de optimizaciéon modificado con estas matrices factoriales

ampliadas es el siguiente:

1 fe+2 2
Minimice J = 5 Z (n-j — ;uis : Ujs)

ijes

sujeto a

la columna (k 4 2) de U contiene solo 1s

la columna (k 4 1) de V contiene solo 1s

El otro cambio es el incremento en el tamano de las matrices factoriales al incorporar
las variables de usuario y elemento. Ahora utilizando el método del descenso del
gradiente la actualizaciéon en las entradas pueden ser ejecutadas ciclando sobre cada

una de las entradas especificadas (i,7) € S:

Uig <= Uiq + (€ - Vjg — X - W) para cada g € {1,....,k+ 2}

Vjq < Vjq + ale;j - uig — x - vjy) paracada g € {1,....k + 2},

Donde u;, y vj, se obtienen calculando las derivadas parciales 0.J/0u;q y 0.J/0v;, en

la expresion (3.4), respectivamente, y a denota la tasa de aprendizaje.
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3.3.6. Resultados

El objetivo principal es realizar un recomendor Top-/N, en este caso se dard un
ejemplo creando un recomendador de peliculas utilizando movielens-100k. El tamano
de la matriz de calificaciones utilizada, para predecir calificaciones en sus entradas
aun sin valorar por los usuarios, fue de 943 filas (usuarios) y 1682 columnas (ele-
mentos). El conjunto de datos movielens-100k puede ser cargados desde la libreria
dl2, una libreria especializada para el diseno y entrenamiento de redes neuronales,
puede consultar la documentacion en [17]. Para hacer las predicciones de las en-
tradas faltantes en la matriz se implement6 el modelo (3.4) en google colaboratory
utilizando la version 3.7.15 de Python con una CPU Intel Xeon a 2.20 GHz y 13 GB
de memoria RAM.

El modelo fue entrenado utilizando los algoritmos de optimizacion DGE y Adam,
ya incorporados en la libreria. Para el DGE se utiliz6 una tasa de aprendizaje o =
0.005 y le tomd 51 minutos con 17 segundos reducir el error por debajo de 0.1
realizando 2307 iteraciones (epochs). Por otra parte, el entrenamiento con Adam
demor6 apenas 3 minutos y 43 segundos para reducir el error por debajo de 0.01
realizando 129 iteraciones con una tasa de aprendizaje de 0.001. La figura 3.1a
muestra la evolucion del error usando DGE y 3.1b la evolucion del error con Adam.
Para este caso particular, el método de Adam fue mas rapido por un factor de 13.80
que DGE pese a reducir el error un orden méas de magnitud y usar una tasa de
aprendizaje 5 veces mas pequena.

El tiempo de ejecucion de cada iteracion fue de 1.33s y 1.73s para DGE y Adam,
respectivamente. En este caso podemos visualizar el comportamiento de la pérdida
de entrenamiento en funciéon del tiempo para las figuras 3.1a y 3.1b con unidad de
tiempo de 1.33s y 1.73s, respectivamente.

Una vez entrenada la red es bastante sencillo realizar un recomendador Top-N
para usuarios con los valores predichos para las entradas ausentes de la matriz de

calificaciones.
Entrada

o Identificador ¢ de usuario, que es igual al nimero de fila que contiene las

valoraciones predichas para el usuario en la matriz de calificaciones.
Proceso

o Se toma de la i-ésima fila de la matriz de calificaciones predichas todas las

calificaciones y etiquetas de los elementos que el usuario ¢ no ha calificado
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Figura 3.1. Comportamiento de la funcién de pérdida para el conjunto de entrenamiento
y de prueba durante el entrenamiento de la red neuronal, en 3.1a utilizando DGE y en
3.1b Adam. Elaboracién propia.

(interaccionado) en la matriz de calificaciones observadas.

o Reordenar las etiquetas de izquierda a derecha en un arreglo cumpliendo
la siguiente condicién: una etiqueta esta a la izquierda de otra si su cali-

ficacion correspondiente es mayor o igual a la calificacion de la segunda
etiqueta.

Salida

o Arreglo de etiquetas ordenado.

Al ser i arbitrario, ya se tiene un recomendador para un conjunto de usuarios.
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CONCLUSIONES

1. La implementacion y entrenamiento del modelo de factorizaciéon matricial con
factor de regularizacion y términos de sesgo en Python permitio la creacion
de un sistema de recomendaciéon Top-N debido a las predicciones, obtenidas

durante el entrenamiento de la red neuronal, en la matriz de calificaciones.

2. El comportamiento de la funcion de pérdida se comparé para los algoritmos de
optimizaciéon DGE y Adam. En ambos casos el valor de la funcion de pérdida
tiendié a cero, como lo garantiza el método del descenso del gradiente que
actualiza los pesos y sesgos en la red y el calculo de los gradientes se debe al
algoritmo de propagacion hacia atras, a medida que el nimero de iteraciones
aumentaba. El algortimo de Adam fue mas rapido que DGE necesitando una
menor cantidad de iteraciones para pasar del umbral esperado, como se espe-
raba, pues el resto de algortimos como DGE con momento, gradiente adaptivo
o propagacion de la raiz cuadrada media consisten en diferentes técnicas que
mejoran la convergencia de DGE y el algoritmo de Adam combina todas estas

técnicas en un algoritmo de aprendizaje eficiente.

3. Los modelos de factores latentes, como la factorizacion matricial, es un método
de reduccion de la dimensionalidad que ofrece ventajas sobre otros métodos de
reduccion como el andlisis de componentes principales (ACP). No solamente
se encarga de reducir el tamano de la dimensiéon, en este caso expresando
la matriz de calificaciones R como un producto de dos matrices U y V de
menor dimension, sino también lidia con el problema de escasez de datos en la
matriz R prediciendo las entradas faltantes. Por otra parte, el método trabaja
directamente con la matriz R mientras (ACP) necesita trabajar con una matriz

de covarianza y calcular los autovalores.
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ANEXOS

Codigo de la implementacion en el lenguaje Python

# —x— coding: utf—8 —x—

"""Factorizacion_ Matrices.ipynb
Automatically generated by Colaboratory.

Original file is located at
https://colab.research.google.com/drive/1CIKYCJSVDGuwWmYwfV51yAI98zQTrdDdJ

#Instalamos la libreria manet

# Seccion nueva

wn

pip install mxnet==1.7.0.postl
nrntinstalacion de la libreria d20"""

pip install matplotlib—inline

pip install —U d21

#Importamos las librerias mecesarias

from d21 import mxnet as d21

from mxnet import autograd, gluon, np, npx
from mxnet.gluon import nn

import mxnet as mx

from mxnet import nd, context

npx.set_np ()

#Implementamos el modelo de factorizacion de matrices con un termino de regularizacion
#y un termino de sesgos para usuario y elementos en una clase que hereda de maznet. gluon

#es decir, una estructura de red neuronal
class MF(nn.Block):
def _ _init_ _(self , num_factors, num_users, num_items, sxkwargs):
super (MF, self)._ _init__ (#xkwargs)
self .U = nn.Embedding (input_dim=num _users, output_dim=num _factors)
self .V = nn.Embedding (input_dim=num_items, output_dim=num _factors)
self .user _bias = nn.Embedding(num_users, 1)
self.item_bias = nn.Embedding (num_items, 1)
def forward (self, user_ id, item_id):

U u = self.U(user_id)
V_i = self.V(item_id)

o _u = self.user_ bias(user_id)
p_i = self.item bias(item_id)
outputs = (U_u % V_i).sum(axis=1) + np.squeeze(o_u) + np.squeeze(p_i)

return outputs.flatten ()
#Creamos una funcion para calcular el ERCM
def evaluator(net, test_iter, devices):

# obtiene la Error de Raiz Cuadrada Media, esta wvariable es wuna instancia
rmse = mx.metric .RMSE()

rmse _list = []
for idx, (users, items, ratings) in enumerate(test_iter):
u = gluon.utils.split_and_load (users, devices, even_split=False)
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i = gluon.utils.split_and_load (items, devices, even_split=False)

r_ui = gluon.utils.split_and_load(ratings , devices, even_split=False)
r_hat = [net(u, i) for u, i in zip(u, i)]

rmse.update (labels=r_ui, preds=r_hat)

rmse _list.append(rmse.get ()[1])

return float (np.mean(np.array (rmse_list))) #retornamos el error

#Definimos una lista wvacia donde se guardaran los datos del numero

#de iteracion (epoch) y la medicion de los errores de prueba y entrenamiento

y = [l

def train_recsys rating(net,train_iter ,test iter ,loss ,trainer ,err,\
devices=d2l.try all gpus(),evaluator=None,**kwargs):

timer = d21.Timer ()
aux = 9999
epoch = 0
#Hacemos un ciclo que termina hasta que el error de
#entrenamiento quede por debajo del umbral indicado
while (aux > err):
metric, 1 = d21.Accumulator(3), 0.
for i, values in enumerate(train_iter):
timer.start ()
input_data = []
values = values if isinstance(values, list) else [values]
for v in values:
input_data.append(gluon. utils.split_and_ load(v, devices))

train_feat = input_data[0:—1] if len(values) > 1 else input_ data
train_label = input_ data[—1]
with autograd.record ():

preds = [net(xt) for t in zip(xtrain_feat)]

ls = [loss(p, s) for p, s in zip(preds, train_label)]

[1.backward () for 1 in Is]
1 += sum([1.asnumpy () for 1 in Is]).mean() / len(devices)
trainer.step(values [0].shape[0])
metric.add(l, values[0].shape[0], values[0].size)
timer.stop ()

if len(kwargs) > O0:

test _rmse = evaluator(net, test iter, kwargs|[’inter_ mat’], devices)
else:
test _rmse = evaluator(net, test iter, devices)
train_1 =1 / (i + 1)
epoch +=1
aux = metric[0] / metric[1]
if epoch % 100 == O0:

print (aux)
y.append ([epoch, test rmse, aux])
return y

#Empezamos el entrenamiendo del modelo
#Indicamos que se utilicen todas las gpus disponibles
#e importamos los datos de movie lens 100k
devices=d2l.try all_gpus()
num _users,num_items, train_iter ,test_iter=d2l.split_and_ load_ mll100k(test ratio=0.1,batch_size=512)

#I'mprimimos el numero de usuarios para verificar

print (num_users)

print (num_items)
#Creamos una instancia del modelo para iniciar el entrenamiento y calcular la perdida

net = MF(50, num_users, num_items)
net.initialize (ctx=devices, force_reinit=True, init=mx.init.Normal(0.01))

#definimos las wvariables de los parametros, hiperparametros y les asignamos los valores
#Tambien indicamos el optimizador a utilizar (DGS o Adam)

tasa_error, error, peso_caida, optimizador = 0.001, 0.01, le—5, ’Adam’

#definimos wuna instancia de la funcion de error L2 o ECM

perdida = gluon.loss.L2Loss ()
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entrenador = gluon. Trainer (net.collect params(),optimizador ,\
{"learning _rate":tasa_error, ’wd’:peso_caida})
resultados = train_recsys_rating(net,train_iter ,test iter ,\

perdida ,entrenador ,error ,devices ,evaluator)

#SGD lr = 0.005 y error = 0.1
#adam lr = 0.001 y error = 0.01

#Guardamos en un .txt los walores de perdida para graficarlos posteriormente
archivo = open("adam", "w")
for epoch, yl, y2 in resultados:
archivo.write(str(epoch) + "_" + str(yl) + "_" + str(y2))
archivo.write("\n")
archivo.close ()

#Creamos un recomendador Top—N

def recomendador (u_i,num_items, N):
scores = []

diccionario = {}

#nos interesa la mota del usuario en la posicion u_1i
#obtenemos las calificaciones predichas para el usuario u_1i a todos los elementos
for i in range(0,num_items):
temp = net(np.array ([u_i],dtype="int’,ctx=devices[0]),\
np.array ([i],dtype="int’,ctx=devices [0]))
scores .append( float (temp) )

#Finalmente ordenamos la lista e imprimimos los resultados del recomendador Top—N

scores = sorted(scores, reverse=True)[:N]
print (scores)
for i in range(0,num_items):
calificacion = net(np.array ([u_i],dtype="int’,ctx=devices[0]),\

np.array ([i],dtype=’int’,ctx=devices [0]))
calificacion = float(calificacion)
if calificacion in scores:
diccionario[i] = calificacion
print (diccionario)
recomendador (20 ,num_items, 15)
# Link para documentacion de mazxnet
# https://mznet. apache.org/versions/1.6/api/python/docs/api/
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