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INTRODUCCION

El efecto Hall, descubierto en 1879 por Edwin H. Hall, se debe a la naturaleza
de la corriente en un conductor. La corriente consiste en el movimiento de peque-
nos portadores de carga, tipicamente electrones, huecos, iones o los tres. Cuando
un campo magnético esté presente, estas cargas experimentan una fuerza, llamada
fuerza de Lorentz. Cuando dicho campo magnético esta ausente, las cargas siguen
trayectorias aproximadamente rectas entre colisiones con impurezas, fonones, en-
tre otros. Sin embargo, cuando se aplica un campo magnético con un componente
perpendicular, sus trayectorias entre colisiones son curvas, por lo que las cargas en
movimiento se acumulan en una cara del material. La resistividad Hall clasica es
pacy = Ey/Ja;

El efecto Hall cuantico entero es una version cuantizada del efecto Hall que se
observa en sistemas de electrones bidimensionales sometidos a bajas temperaturas y
fuertes campos magnéticos, en los que la resistencia Hall (%) exhibe escalones que
toman los valores cuantificados. También existe el efecto Hall cuantico fraccionario,
que como su nombre lo indica, la resistencia Hall muestra mesetas cuantificadas en

valores fraccionarios.

Hay descripciones fenomenologicas del efecto Hall cuantico en teoria de cam-
pos y de estas teorias surgen objetos matematicos conocidos como voértices que se
interpretan como particulas de estadistica intermedia. Los vortices son solitones to-
polégicos en dos dimensiones, soluciones a sistemas de ecuaciones diferenciales no
lineales acopladas que estéan localizados dentro de una regioén y su forma es perma-
nente, excepto por un cambio de fase. El efecto Hall cuéntico fraccionario puede
entenderse como un efecto Hall cuéntico entero para fermiones compuestos, un elec-
tron que da lugar a un vortice debido a la antisimetria unido a m — 1 voértices
adicionales. Los m vortices forman un fermion cuando m es impar y de aqui nace
la dualidad voértice-particula. Un buen ejemplo son los sistemas cuya soluciéon apro-
ximada se obtiene en los capitulos 3 y 5 luego de simplificarlos usando un ansatz

radialmente simétrico. Los vortices de las soluciones numeéricas corroboran la teoria
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de la dualidad vortice-particula en el efecto Hall cuantico resumidos en el sistema

de ecuaciones.

Las particulas compuestas pueden tener estadisticas permaneciendo entre los
fermiones y bosones. Tales particulas son llamadas aniones. Esta propiedad permi-
ti6 a Zhang et. al., motivado por el trabajo iniciado por Ginvin-McDonal hacer un
cambio de estadistica, como si fuera una “transmutacion estadistica”’, de un Hamil-
toniano fermiénico a uno bosénico. Esto los llevd a plantear el lagrangiano de la

teoria.

La teoria de Chern-Simons Ginzburg-Landau (CSGL) es una descripcion feno-
menologica del efecto Hall fraccionario y se estudia en presencia de un potencial de
confinamiento. El efecto esta relacionado con cambios, por acumulacién de carga,
en el borde cuando cambia el potencial quimico y permite reproducir correctamente
varias de sus caracteristicas. Fue postulado por Zhang et. al. y también se conoce

como la teoria Zhang-Hansson-Kivelso (ZHK).

Estudiaremos teorias de campo que describen el efecto Hall cuantico fraccionario
y se analizan soluciones. El contenido se separa en cinco capitulos y se desarrolla
la teoria necesaria para presentar una introducciéon a la teoria de CSGL. En el
capitulo 1 partimos del efecto Hall clasico y del modelo de Drude estudiaremos las
bases del efecto Hall cuantico entero y fraccionario y herramientas como el potencial
gauge de Landau, la conexion de Berry, la fase de Berry y el efecto de Aharonov-
Bohm. En el capitulo 2 desarrollaremos mas a fondo el efecto Hall cuantico viendo
la razén causante de las mesetas y los picos observadas en los experimentos para las
resistividades, el ansatz propuesto por Robert Laughlin para el efecto Hall cuantico

fraccionario y la aparicion de las cuasi particulas y los cuasi huecos.

Por otra parte, en el capitulo 3 apoyandonos en la teoria béasica de campos y de
solitones abordaremos los conceptos mas importantes de vortices donde veremos el
rol que toma la carga topoldgica y sus diferentes interpretaciones. Los lagrangianos
que se trabajan son de campos estaticos, funciones de Ginzburg-Landau, en la teoria
global y la teoria gauge y el método estandar para una obtener una soluciéon aproxi-
mada. En el capitulo 4 profundizamos maés en las teorias de Chern-Simons donde se
replantea el efecto Hall cuéntico entero y fraccionario desde la perspectiva de una
teorfa de campo construida con el término de Chern-Simons y viendo la dualidad
vortice-particula de los electrones y las cuasi particulas en las teorias Abeliana de
Higgs y del modelo XY. Finalmente el capitulo 5 hace uso del método mostrado en

el capitulo 3 para resolver las ecuaciones estaticas de vortices, esta vez aplicado al

XII



modelo abeliano de Higgs con los términos de Maxwell y Chern-Simons y finalmente

presentamos una solucién numérica para una expresion sin el término de Maxwell.
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1. Fundamentos

La historia del efecto Hall comienza en 1879 cuando Edwin H. Hall descubri6
que un pequeno voltaje transversal aparecié a través de una delgada tira de metal
portadora de corriente en un campo magnético aplicado [17]. Hasta entonces, de los
resultados experimentales solo se obtenia la movilidad de densidad de portadores,
y la separacion de estas dos importantes cantidades fisicas tenia que depender de
otras mediciones dificiles. El descubrimiento del efecto Hall permitié una medicion
directa de la densidad de portadores. Desde entonces, el desarrollo de la técnica ha
dado lugar a una herramienta practica, que hoy en dia se utiliza de para caracterizar
las propiedades eléctricas y la calidad de casi todos los materiales semiconductores.

Vamos a comenzar considerando un nimero grande de electrones, estos se res-
tringen a permanecer en un plano dos dimensional y se activa un campo magnético
intenso. Este sistema provee la configuraciéon para un sorprendente resultado en la
fisica. Estos fendémenos son conocidos colectivamente como el efecto Hall cuantico.

La conductividad Hall toma valores cuantizados

62

Ogy = ﬁy.

Originalmente fue encontrado que v tiene valor entero. A diferencia de la cuanti-
zacion a nivel microscopico, esta vez es diferente: esta es la cuantizacion de una
propiedad macroscopica emergente en un sistema “sucio” involucrando varias parti-
culas y su explicacion requiere algo nuevo [11].

Posteriormente, fue encontrado que v no solo esta restringido a tomar valores
enteros, también valores racionales especificos. Las fracciones mas prominentes expe-
rimentalmente son v = 1/3 y v = 2/5. Pero para esto es necesario otro ingrediente,
es la interaccion entre electrones los cuales resultan en un estado cuéntico altamente
correlacionado que ahora es un nuevo estado de la materia [11]. Las particulas car-
gadas que vagan alrededor del sistema portan una fraccion de la carga del electron,
como si el electron se partiera a si mismo en varias piezas.

En efecto, no es la carga del electron que se fragmenta: esto pasa con las esta-



disticas del electron [11]. Dado que el electréon es un fermion, lo cual significa que
la distribuciéon de muchos electrones es gobernada por la funcién de distribuciéon de
Fermi-Dirac. Cuando el electréon se descompone, asi también lo hace su naturaleza
fermionica. Los constituyentes individuales ya no son fermiones, pero tampoco bo-
sones, en vez son una nueva entidad conocida como aniones [11] los cuales, en los
casos més simples, permanecen entre los bosones y fermiones como veremos al final
del siguiente capitulo.

Debido a este tipo de comportamiento llamativo, el efecto Hall cuantico ha tenido
una constante fuente de nuevas ideas, proporcionando pistas sobre donde buscar
fendémenos interesantes y nuevos. Ejemplos importantes incluyen el tema de aislantes

topologicos, orden topolédgico y computacion cuantica topologica [11].

1.1. El efecto Hall clasico

Para comenzar, consideremos que se enciende un campo magnético B, apuntando
en la direccion z. Mientras, los electrones son restringidos a moverse solo en el plano
(x,y). Una corriente constante I fluye en la direccion z. El efecto Hall enuncia que

este induce un voltaje Vy en la direccion y [17], como se muestra en la figura (1.1).

|

B a

Figura 1.1. Para observar el efecto Hall, se aplica un campo magnético a un conductor
que transporta corriente. Cuando [ tiene la direccién x y B la direccién y, los portadores
de cargas tanto se desvian hacia arriba en el campo magnético. El voltaje Hall se mide
entre los puntos a y ¢. Tomado de [17]

El efecto Hall aparece del hecho que un campo magnético causa que las particulas



cargadas se muevan en circulos. Recordemos las bases. La ecuaciéon de movimiento

para una particula de masa m y carga —e en un campo magnético es

d
md—‘tf = —ev X B.

Cuando el campo magnético apunta en la direccion z, tal que B = (0,0, B), y la
particula se mueva solo en el plano transverso, asi v = (#,9,0), la ecuacion de

movimiento se convierte en dos ecuaciones diferenciales acopladas
mi = —eBy y mij = eBit (1.1)
La solucién general es
x(t) = X — Rsin(wpt +¢) y y(t) =Y + Rcos(wp + ¢) (1.2)

Vemos que la particula se mueve en un circulo el cual, para B > 0, esta en una
direccion en contra de las agujas del reloj. El centro del circulo, (X,Y), el radio del
circulo R y la fase ¢ son todos arbitrarios. Sin embargo, la frecuencia con la cual la
particula va alrededor del circulo es fija, y esta dada por

_eB

wp = (1.3)

Esta es llamada la frecuencia de ciclotron [11].

1.1.1. El modelo de Drude

Ahora repetiremos los calculos con dos componentes adicionales. El primero es un
campo eléctrico E. Este acelerara las cargas y, en la ausencia de un campo magnético,
podria resultar en una corriente en la direcciéon de E. El segundo ingrediente es un
término de friccién lineal, el cual es supuesto para captar el efecto del electron
rebotando en todo aquello que impida su progreso, el latice subyacente u otros

electrones [4, 11]. La ecuacion resultante de movimiento es

mal—vz—eE—eva—m (1.4)
dt T

El coeficiente 7 en el término de friccion es llamado el tiempo de dispersion, también
conocido como tiempo de relajacion o tiempo de colision [4]. Puede ser entendido

como el tiempo promedio entre colisiones.



Nos interesan soluciones en equilibrio de (1.4) el cual tiene dv/dt = 0. La velo-

cidad de la particula debe entonces ser
viLvxB=-"E (1.5)
m m
La densidad de corriente J esta relacionada a la velocidad por
J = —nev

donde n es la densidad de portadores de carga. En notaciéon matricial (1.5) se vuelve

1 wpT | § _ 627LTE
—WpBpT 1 m

Podemos invertir esta matriz para obtener una ecuaciéon de la forma

J=0E

Esta ecuacion es conocida como la Ley de Ohm. La constante de proporcionalidad o
es la conductividad. La ligera novedad es que, en la presencia de un campo magné-

tico, 0 no es un nimero: es una matriz. A veces llamada el tensor de conductividad.

(o ) "
“Oyz Oyy

La estructura de la matriz, con componentes diagonales idénticos, y componentes

Escribimos esto como

fuera de la diagonal iguales pero con signo opuesto, sigue de la invarianza rotacional.

Por el modelo de Drude, la expresion explicita para la conductividad es

- OpC 1 —wpgT con o nexr
1+wim? \ wr 1 m

Aqui ope es la conductividad DC en ausencia de campo magnético [11]. Los términos
fuera de la diagonal en la matriz son responsables del efecto Hall: en equilibrio, una
corriente en la direcciéon x requiere un campo eléctrico con un componente en la
direccion y [11].

La resistividad es definida como el inverso de la conductividad. Esto se mantiene



igual cuando ambos son matrices,

p:a—1:< Pzz Pay ) (1.7)
—Pzy  Pyy

Del modelo de Drude, tenemos

1 1 wWpBpT
pm L ( ) | (is)
opc \ —wpT 1

Los componentes fuera de la diagonal del tensor de resistividad p,, = wpT/opc,
tienen un par de buenas propiedades. Primero, son independientes del tiempo de
dispersion 7 y segundo, la propiedad esta en aquello que se mide [11]. Usualmente
medimos la resistencia R, la cual difiere de la resistividad p por factores geométri-
cos. Sin embargo, para pg,, esas dos cosas coinciden. Consideremos una muestra de
material de longitud L en la direccion y. Eliminamos un voltaje V, en la direccion y

y medimos la corriente resultante I, en la direccién x. La resistencia transversa es

V, LE E
ny:—y: y:—y:pxy
I, LJ, J,
En contraste, si medimos la resistencia longitudinal R,, entonces tendremos que
dividir en longitudes apropiadas para extraer la resistividad p,.
Para una corriente I, fluyendo en la direccién z, y el campo eléctrico asociado

E, en la direccion y, el coeficiente Hall es definido por

E p
Ry — — v _ Py
"7 JB B
Asi en el modelo de Drude, tenemos
wp 1

Ry

- Bope ne’
Vemos que el coeficiente de Hall solo depende en la informacién microscopica acerca
del material: la carga y densidad de las particulas [11]. El coeficiente Hall no depende
en el tiempo de dispersion 7; este es menos sensitivo a cualquier proceso de friccion
que estén en el material [11].

Se concluye que las resistividades deben ser

m B

Pz = —5— Y Pay = -
nest ne



Note que solo p,, depende en el tiempo de dispersion 7, y p,, — 0 como el proceso

de dispersion se vuelve menos importante y 7 — oo.

1.2. Efecto Hall cuantico entero

El aspecto cuantico se vuelve importante cuando tratamos con bajas tempera-
turas y fuertes campos magnéticos donde cosas mas interesantes suceden.

Es 1util distinguir entre dos efectos Hall diferentes los cuales estan asociados a
dos fenémenos relacionados. Estos son llamados efecto Hall entero y fraccionario.
Ambos fueron descubiertos experimentalmente y solo subsecuente mente entendidos
teoricamente [13]. El primer experimento explorando el régimen cuantico del efecto
Hall fue realizado en 1980 por von Klitzing, usando muestras preparadas por Dorda

y Pepper [13]. Las resistividades se muestran en la figura 1.2 Ambos la resistividad

10+ |
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Figura 1.2. Resistividad Hall [kQ] contra campo magnético [T]. Este es el efecto Hall
entero. Por esto, von Klitzing gané el premio novel en 1985. Tomado de [11]

Hall p,, y la resistividad longitudinal p,, exhiben comportamientos interesantes.
Quizas la caracteristica mas llamativa en los datos es el hecho que la resistividad
Hall p,, presenta mesetas para un rango de campos magnéticos, antes de saltar
repentinamente a las siguiente meseta. En esas mesetas, la resistividad toma el
valor

2rh 1
Pzy = ?;, vedl. (19)

Las mediciones del valor de v indican que es un entero con una precision extraordi-



naria. La cantidad 27h/e? es llamada el cuanto de resistividad [11] (con —e, la carga
del electron). Ahora es usado como el estandar para la medicion de la resistividad.
La precision de medicion para v en diferentes dispositivos difiere apenas en 3 par-
tes en 10'Y [11]. El efecto Hall cuantico es ahora usado como la base para medir el
cociente de constantes fundamentales. Esto significa que, por definicion, el estado
v =1en (1.9) es un entero exacto.

El centro de cada una de esas mesetas ocurre cuando el campo magnético toma

los valores
2mwhn

ve

B= = L,
1%

donde n es la densidad de electrones y &, = 27h/e es conocido como el cuanto de
flujo [15]. La sorpresa es que la meseta existe con la cuantizacion persistiendo sobre
un rango de campos magnéticos, esto se explica en el capitulo 2.

Los sistemas experimentales son tipicamente sucios, llenos de impurezas. El nom-
bre técnico para esto es desorden. Aun, en el efecto Hall cuéntico, a medida que
incrementa la cantidad de desorden la meseta se vuelve mas prominente, no menor
[11, 13|. En efecto, en la ausencia de desorden, las mesetas se supone que se anulan
completamente. Cuando el valor de p,, se encuentra sobre una meseta, la resistivi-
dad longitudinal se anula p,, = 0. Solamente presenta picos cuando p,, salta a la
siguiente meseta, como en la figura 1.2.

Usualmente entendemos un sistema con p,, = 0 como un conductor perfecto.
Pero hay algo un poco contra intuitivo con la anulaciéon de la resistividad en la
presencia de un campo magnético. Para ver esto, podemos regresar a la definicion

(1.7) la cual, en componentes se lee

Pzx _pxy
okt Pt
Si pgy = 0 entonces podemos obtener la relacion familiar entre conductividad y
resistividad: 0,, = 1/py,. Pero si p,, # 0, entonces tenemos una relaciéon mas

interesante. En particular vemos
Poz =0 = 045 =0 (s pyy #0).

Mientras, podriamos usualmente llamar un sistema con o,, = 0 un conductor per-
fecto. Veamos cual es la razén
La sorpresa particular tiene mas para hacer con las palabras que usamos para

describir el fendmeno de la fisica subyacente. En particular, no tiene nada que hacer
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Figura 1.3. Resistividad Hall [kQ] contra campo magnético [T]. Comportamiento de la
resistividad Hall en funciéon del campo magnético. Tomado de [11]

con la mecanica cuantica: este comportamiento ocurre en el modelo de Drude en el
limite 7 — oo donde no hay dispersion. En esta situacion, la corriente esta fluyendo
perpendicular al campo eléctrico aplicado, asi que E - J = 0. Pero recordemos que
interpretamos la expresion E - J como el trabajo hecho en aceleracion de cargas. El
hecho que esto se anule significa que tenemos una corriente estacionaria fluyendo sin
hacer algtin trabajo y, correspondientemente, sin ninguna disipacion [11]. El hecho
que 0., = 0 nos dice que ninguna corriente esta fluyendo en la direccién longitudinal
(como un aislante) mientras el hecho que p,, = 0 nos dice que no hay disipacion de

energia [11] (como un conductor perfecto).

1.3. Efecto Hall cuantico fraccionario

A medida que el desorden es disminuido, las mesetas del efecto Hall entero se
vuelven menos prominentes. Pero otras mesetas emergen en valores fraccionarios.
Esto fue descubierto en 1982 por Tsui y Stormer usando muestras preparadas por
Gossard [13]. Las resistividades se ven como en la figura (1.3)

Este es el efecto Hall cudntico fraccionario. En la meseta, la resistividad Hall



otra vez toma la forma simple (1.9), pero ahora con v un nimero racional

veQ.

Cabe aclarar que no todas las fracciones aparecen. Las mesetas més prominentes
estan en v = 1/3,1/5 y 2/5, sin embargo, hay muchos mas. La basta mayoria
de esos denominadores son enteros impares. Pero hay excepciones, en particular la
meseta que tiene v = 5/2 [13].

A medida que el desorden disminuye, mas y més mesetas emergen. Se ve plau-
sible que, en el limite de una muestra perfectamente limpia, pudiéramos obtener un
numero infinito de mesetas lo cual nos trae de regreso a la fisica clasica de una linea
recta para pg, [13].

El efecto Hall cuéntico entero puede entenderse usando electrones libres. En
contraste, para explicar el efecto Hall cuantico fraccionario necesitamos tomar la in-
teraccion entre electrones en cuenta. Las bases de la teoria fueron primero asentadas
por Robert B. Laughlin [13].

1.4. Niveles de energia de Landau

Ahora haremos un repaso de la mecanica cuantica de particulas libres moviéndose
en un campo magnético de fondo y el fenémeno resultante de los niveles de Landau.
Despreciaremos el espin del electron. Esto es més o menos apropiado para la mayoria
de los sistemas Hall cuantico realizados fisicamente. La razén es que en la presencia
de un campo magnético B hay una separaciéon de Zeeman entre las energias de
los espines arriba y abajo por A = 2ugB donde ug = eh/2m es el magneton de
Bohr [18]. Nos centraremos en campos magnéticos fuertes donde grandes energias
son necesarias para girar el espin. Esto significa que, si nos restringimos a bajas
energias, los electrones actiian como si efectivamente no giraran.

Primero necesitamos ver brevemente algo de la estructura clasica en la presencia
de un campo magnético. El lagrangiano para una particula de carga —e y masa m

moviéndose en una campo magnético de fondo
B=VxA

€S

L=-mx®—ex-A.



Bajo una transformacion gauge [12], A — A + Va, el lagrangiano cambia por una
derivada total: L. — L — ec. Este es suficiente para asegurar que la ecuacion de
movimiento (1.1) se mantiene sin cambio bajo una transformacion gauge.

El momento canénico apareciendo del Lagrangiano es

oL

:&:mX—eA.

p
Este momento difiere de aquello a lo que normalmente llamamos momento mx, por
mx entendemos el momento mecanico.

Ahora calculamos el Hamiltoniano

H=x-p— L= L(p—i—eA)2
2m

Si escribimos el Hamiltoniano en términos del momento mecanico entonces este
pareceria igual al que tendriamos en la ausencia del campo magnético: H = %mk. Es
el enunciado de que un campo magnético no realiza trabajo y no cambia la energia
del sistema. Sin embargo, hay mas para el marco de referencia del Hamiltoniano que
solo el valor de H. Necesitamos recordar cuales variables son variables canoénicas.
Esta informacion esta codificada en la estructura de los brackets de Poisson de la
teoria (o en la estructura simpléctica del espacio de fase) y, en la teoria cuantica, es
transferido dentro de las relaciones de conmutacion entre operadores [18]. El hecho

que x y p son candnicos significa que

{zs,pi} = 0ij con {z;,x;} = {pi,p;} = 0. (1.11)

Cabe resaltar que p no es invariante gauge. Quiere decir que el valor numérico de
p no puede tener ningin significado fisico ya que este depende de la eleccion del
campo gauge [11, 12]. En contraste, el momento mecanico mx es invariante gauge
pero, no tiene estructura canoénica de Poisson [18]. Especificamente, el bracket de

Poisson del momento candnico con si mismo no se anula

0A; A,
gr'  Oul

{ma;,mi;} = {p; + eA;,p; +eA;} = —e ( ) = —ee;j, By (1.12)
Ahora debemos resolver para el espectro y funciones de onda del Hamiltoniano

cuantico,

! (p +eA)”. (1.13)

2m

H =

Observemos que no se usaran sombreros en los operadores; solamente debemos recor-
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dar que son operadores cuanticos. Ya que la particula esta restringida a permanecer
en el plano, escribimos x = (z,y). Mientras, tomamos el campo magnético para ser
constante y perpendicular a este plano, V x A = Bz. Las relaciones de cuantizacion

canonica que siguen de (1.11) son
[z, p;] = ihd;; con [z, x;] = [pi, p;] = 0.

Esto es muy similar a la solucion algebraica del oscilador armonico y tiene la ventaja
que no necesitamos especificar una eleccion del potencial gauge A [12]. La desventaja
es que no se obtienen las funciones de onda especificas en términos de la posicion
de los electrones [11].
Para proceder, trabajamos con las relaciones de conmutaciéon para el momento
mecanico. Hacemos
T =p+eA =mx. (1.14)

Entonces las relaciones de conmutacion del bracket de Poisson (1.12) son
[Tz, my] = —tehB. (1.15)

Resulta 1til introducir nuevas variables. Estos son los operadores de creacion y
destruccion [18], enteramente anélogos a esos usados en el oscilador armonico. Son

definidos como

1 1
a = T — AT a' = Ty + 0T .
\/thB< 284 \/thB( 284

Por tanto la relaciéon de conmutaciéon para estos operadores es

[a,al] = 1.

También podemos notar que esta es la misma relacion de conmutaciéon para los
operadores de creacion y destruccion en el oscilador armoénico [18]. El Hamiltoniano

(1.13) toma la forma

1 1
H:%W-WZMB(CLT-CL—I—é)

donde wp = eB/m es la frecuencia de ciclotron que tenemos en (1.3).

Ahora, podemos construir el espacio de Hilbert en la misma forma que para el

11



oscilador armoénico: introducimos primero un estado fundamental |0) tal que a |0) =

0 y construyendo el resto del espacio de Hilbert haciendo actuar al operador a' [18],
a'n)y=vVn+1|ln+1) yaln)=+vnln—1).

El estado |n) tiene energia
1
E, = hwg (n—|—§) n € N. (1.16)

Aprendimos que en la presencia de un campo magnético, los niveles de energia
de una particula se vuelven igualmente espaciados, con un hueco entre cada nivel
proporcional al campo magnético B [18]. Los niveles de energia son llamados niveles
de Landau. Notemos que este no es un pequeno cambio: el espectro luce muy diferente
al de una particula libre en la ausencia de un campo magnético [18].

Empecemos con una particula libre moviéndose en el plano. Este tiene dos grados
de libertad. Pero el resultado final fue en términos del oscilador armoénico el cual
solo tiene un grado de libertad. Se dejo pasar algo por alto. Los niveles de energia de
Landau (1.16) son el espectro correcto de la teoria pero, al menos para el oscilador
armonico, esto revela que cada nivel de energia no tiene un tinico estado asociado a
este. En cambio hay una degeneracion de estados [15].

La separacion entre los niveles de Landau es A = hwp = ehB/m. Pero, para
electrones libres, esto precisamente coincide con el efecto Zeeman A = gugB entre
espines, donde pup = eh/2m es el magneton de Bohr y g = 2 [18]. Como si las
particulas de spin arriba en el nivel de Landau n tuvieran exactamente la misma
energia que las particulas con espin abajo en el nivel n + 1. La razéon es doble.
Primero, el valor verdadero de la frecuencia de ciclotron es wg = eB/m.ss, donde
mess s la masa efectiva del electron moviéndose en su ambiente [11]. Segundo, el

factor g también varia debido a efectos de la estructura de banda.

1.4.1. Potencial gauge

Para encontrar funciones de onda correspondiente a los autoestados de energia,

primero necesitamos especificar un potencial gauge A tal que
V x A = Bz.

12



Cabe aclarar que no solamente hay una elecciéon. En esta seccion vamos a trabajar
con

A = zBy, (1.17)

el campo es llamado el gauge de Landau. Notemos que el campo magnético B
es invariante bajo simetria traslacional y simetria rotacional en el plano (z,y). Sin
embargo, la eleccion de A no lo es; este rompe la simetria de traslacion en la direccion
x (pero no en la direccion y). Esto significa que, mientras la fisica sea invariante bajo
todas las simetrias, los calculos intermedios no presentaran invarianza [11]. Este tipo
de comportamiento es comin cuando se usan campos magnéticos.

El Hamiltoniano (1.13) es

1
H = %(PZ + (py + eBx)?).

Debido a que se presenta la invarianza traslacional en la direccién y, podemos buscar
estados de energfa los cuales también sean autoestados de p,. Esto sugiere un ansatz

usando la separacion de variables [11]

Ur(z,y) = e™ fi(2), (1.18)

vemos que el operador p, solo es reemplazado por su valor propio hk

Hiy(z,y) = %(pi + (hk + eBx)* ), (7, y) = Hpbp(, y).

Este es el Hamiltoniano para un oscilador armoénico en la direccion x, con el centro
desplazado del origen,
1

2
2 mwpg 212
= — . 1.1
Hy, 5P T (x + Klp) (1.19)

La frecuencia del oscilador armoénico es otra vez la frecuencia del ciclotron wp =
eB/m, y también hemos introducido una escala de longitud /5. Esta es una escala
de longitud caracteristica la cual gobierna cualquier fenémeno cuéntico en un campo

magnético [13, 15]|. Es llamada la longitud magnética

Ip = \/GEB. (1.20)

Para dar una idea de esto, en un campo magnético de B = 1 Tesla, la longitud

magnética para el electron es Lg = 2.5 x 107 %m.
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Los autovalores de energia son

1

Pero ahora podemos escribir la funcién de onda de forma explicita. Este depende en

dos ntimeros cuanticos
Ynk(,y) ~ eV H, (2 + Kl )e” (B2 (1.21)

con H, las funciones de onda polinomiales de Hermite habituales del oscilador ar-
monico [18]. El ~ refiere a que las funciones de onda no se han normalizado.

Una ventaja de este enfoque es que inmediatamente podemos ver la degenera-
cion en cada nivel de Landau. La funcién de onda (1.21) depende en dos ntimeros
cuanticos, n y k pero los niveles de energia dependen solo en n [15].

Necesitamos restringirnos a una region finita del plano (z,y). Escogemos un
rectangulo con lados de longitud L, y L,. Queremos conocer la cantidad de estados
que se ajustan dentro de este rectangulo.

Tener un tamano finito L, es como poner el sistema en una caja en la direccion
y. Sabemos que el efecto de esto es cuantizar el momento k en unidades de 27/L,,.

Por otra parte, tener una tamano finito L, es algo mas sutil. La razon es que,
como mencionamos arriba, la eleccion gauge (1.17) no ha manifestado invarianza
traslacional en la direcciéon x. Esto significa que el argumento sera heuristico. Debido
a que las funciones de onda de (1.21) estan exponencialmente localizados alrededor
x = —kl%, para una muestra finita restringida a 0 < x < L, podrfamos esperar los
valores de k permitidos para estar entre — L,/ l%, < k < 0. El resultado final es que
el nimero de estados es

L, [° _ L,L, eBA

dk

== —_ = — 1.22
27]' —Lx/l2B 27'('[23 27Th ( )

donde A = L, L, es el area de la muestra.
La degeneracion (1.22) es muy grande. Hay un niimero macroscopico de estados
en cada nivel de Landau. El espectro resultante luce como la figura 1.4, con n € N
etiquetando los niveles de Landau y la energia independiente de k.
Para introducir una nueva notacion para describir la degeneracion (1.22). Escri-
bimos
AB 2mh

N: (}TO con (I)O = T, (123)
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E(n=3,k)

E(n=2,k)

E(n=1,k)

\

Figura 1.4. Energfa contra vector de onda. Se muestra el comportamiento de las energias
E, 1 en el espacio de vectores de onda es claramente constante en ausencia de un campo
eléctrico. Elaboracion propia.

®, es llamado el flujo cuantico o cuanto de flujo [15, 13]. Esto puede ser pensado
como el flujo magnético contenido dentro del area 27l%. Esto juega un rol importante

en un numero de fenémenos cuanticos en la presencia de campos magnéticos [11].

1.4.2. Agregando un campo magnético

El gauge de Landau es 1til para trabajar en geometrias rectangulares. Uno de los
aspectos particularmente facil en este gauge es la adiciéon de un campo eléctrico F

en la direccion x. Podemos implementar esto por la adiciéon de un potencial eléctrico

¢ = —Fx. El Hamiltoniano resultante es
Lo 2
H= %(pl, + (py + eBx)*) + eLx. (1.24)

De nuevo, podemos usar el ansatz (1.18). Debemos completar el cuadrado otra
vez escribiendo el Hamiltoniano como el de un oscilador armoénico desplazado. Los

estados estan relacionados a los vistos anteriormente, pero con un desplazamiento

¢($a y) - ¢n,k(x + mE/6327 y) (125>

y las energias estdn ahora dadas por

£ ) m B (1.26)

1
E, = hw —) —eE [kl 4+ —5 ——
k B(n+2) (& ( B_‘_mw% +2BQ
La degeneracion en cada nivel de Landau ha sido llenada. La energia en cada
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nivel ahora depende linealmente en k, como se ve la figura 1.5 . Debido a que la

//// E(n=3,k)

/// E(n=2,k)
// E(n=1,k)

» k

Figura 1.5. Energia contra vector de onda. En presencia de un campo eléctrico los niveles
de energia F, j ahora dependen linealmente en k. Elaboracién propia.

energia ahora depende en el momento, esto quiere decir que los estados derivan en

la direccion y. La velocidad de grupo [13] es

10F E
_10Ewk _ eppn B (1.27)

YT ok n B

Este resultado es uno de los mejores de la fisica clésica; si ponemos un campo
eléctrico E perpendicular al campo magnético B entonces las 6rbitas del electron se
desvian. Pero no se desvian en la direccion del campo eléctrico. En cambio, estos se
desvian en la direccion E x B.

Un paquete de onda k ahora esta localizado en la posicion x = —1% — eE/mw%;
el término medio de arriba puede ser entendido como la energia potencial de este
paquete de onda. El término final puede ser pensado como la energia cinética para

la particula en la direccion y: %mvz

1.4.3. Potencial gauge simétrico

Ahora veamos que sucede con un gauge simétrico, se define como

1 B 1B
A=—rxB- —y?fw %y. (1.28)

Esta eleccion de gauge rompe la simetria traslacional en ambas direcciones. Sin
embargo, preserva la simetria rotacional en torno al origen. Esto significa que el

momento angular es un buen niimero angular.

16



La razon principal para el estudio de los niveles de Landau en un gauge simétrico
es que este es un lenguaje més conveniente para describir el efecto Hall cuantico.

Recordemos que el enfoque algebraico usa el momento mecanico 7 = p + €A.
Este es un invariante gauge, pero no canénico. Podemos usar esto para construir

operadores de creacion, el Hamiltoniano toma la forma del oscilador armoénico

m

1 1
H=—n-7=hwpg(aa+=).
9 T B ( 2)
Para ver la degeneracion empezamos por introducir otro tipo de “momento” 18],
T=p-—cA (1.29)

en contraste a 7, este nuevo momento no es invariante gauge.
Los conmutadores de este nuevo momento difieren de (1.15) solo por el signo
menos
[T, 71y = iehB. (1.30)

Sin embargo, la falta de la invarianza gauge se visualiza cuando tomamos los con-
mutadores de 7 y 7. Encontramos
0A,

L. 04, L., 04y oy o 0A,
[Ty T02) = 22677,% , |7y, ] = 2ieh oy [Ty, Ty| = |7y, 7| = ieh (zeh 9 + ieh e ) .

Esto significa que no podemos, en general, diagonalizar simultdneamente 7 y el
Hamiltoniano H [18] lo cual quiere decir que no podemos usar 7 para saber sobre
otros nimeros cuanticos.

En el gauge simétrico (1.28) todos los conmutadores se anulan y tenemos
[ﬁ'i, 7?(]] - 0

Podemos definir ahora un segundo par de operadores de creaciéon y destruccion

1
b= —— (7, + ihatm b =
/—QGhB( y) y

Estos también obedecen [b, bf] = 1.

Si tomamos el estado fundamental como |0,0) para ser aniquilado (destruido)

1
V2ehB

(7t — thatm,).

por ambos operadores de destruccion, tal que a|0,0) = 5]0,0) = 0. Entonces el
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estado general en un espacio de Hilbert es |n, m) definido por

afmpim
[n,m) = —==10,0)
vnlm!
Vamos a centrar nuestra atenciéon ahora en el nivel mas bajo de Landau, n = 0, ya
que este seré el interés primario en la discusion del efecto Hall cuéntico fraccionario.
Los estados en el nivel de Landau mas bajo son aniquilados por a, es decir, a |0, m) =

0. El truco es convertir esto en una ecuacion diferencial. El operador de destruccion

es
1 .
= Jaeng e i)
1 , .
= 5ehD (pa: — 1Py + G(Acc - ZAy))

1 ( .h<3 _3)+eB( ))
= —th| — —1— —(—y —ix) | .
V2ehB or Oy g \ Y
En este estado, es 1til trabajar en coordenadas en el plano. Introducimos
z=x—wyyyz=x+wy

Esto es para que las funciones de onda a tratar sean holomorfas [13] y no anti-

holomorfas [13]. También introducimos las correspondientes derivadas holomorfas y

3_1 3+22 5_1 ﬁ_zg
- 2\0z Oy Y9795\ or dy

las cuales cumplen 9z = 0z = 1y 9z = 9z = 0 [13]. En términos de esas coordenadas

anti-holomorfas

holomorfas a toma la forma

a=—iv?2 (lBa+ i)

Al
y correspondientemente

Alp

at = —iv2 (lBa — i) :

Las funciones de onda del nivel més bajo de Landau 11 (z, Z) son aquellas que se

aniquiladas por este operador diferencial [13|. Pero puede ser resuelto como

Vri(z,2) = f(z)e /48
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para cualquier funcién holomorfa f(z). Entonces podemos construir los estados es-
pecificos |0,m) en el nivel de Landau mas bajo escribiendo b y b’ como operadores

diferenciales [11]. Encontramos

— Z f 5 *
b z\/§<l38+4l8>yb NE(lBa 413).

El estado mas bajo ¥ m=0 es aniquilado por ambos a y b. Hay un tnico estado

P m
1412
Q/JLLL,m:O ~ (_) P /4157

lp

dado por

esos son autoestados de momento angular. Donde el operador de momento angular

[18] es

: 0 0 -
J =1ih (xa—y — y%> = h(z0 — z0). (1.31)

Entonces, aplicando al estado de Landau de nivel mas bajo obtenemos

JVLLLm = mYLLrm. (1.32)

En simetria gauge los perfiles de las funciones de onda (1.31) forman anillos concén-
tricos alrededor del origen [11]. El perfil de las funciones de onda no nos dice nada
fisico, ya que no es invariante gauge.

Sin embargo, merece la pena entenderlo como si pudiéramos ver la degeneracion
de estados en el gauge simétrico. La funciéon de onda con momento angular m alcanza
su maximo en un anillo de radio r = v/2mlip [15]. Esto significa que en una region

con forma de disco de drea A = wR?, el nimero de estados es rigurosamente

eBA
2mh

N = R?)215 = A)2nl3 =

lo cual concuerda con el resultado (1.22).

Aun hay otra forma de ver esta degeneracion que hace contacto con la fisica
clasica [11]. La solucién mas general para las ecuaciones clasicas de movimiento esta
dada por (1.2)

x(t) = X — Rsin(wpt + ¢) y y(t) =Y + Rcos(wp + ¢). (1.33)

Tratemos de ver esto con lo que ya sabemos de los estados cuénticos exactos en

términos de los niveles de Landau. Para ello, pensaremos sobre las coordenadas eti-
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quetando el centro de la érbita (X, Y) como operadores cuanticos. Podemos ordenar

(1.33) para dar

X:x(t)+RSin(wBt—i—¢):x—i:x— "y

wB mws (1.34)
Y = y(t) + Reos(wpt + ) =y + — =y — —=—,

wpgB mwp

tenemos el centro de masa de coordenadas en términos de operadores cuanticos

familiares. En efecto, podemos verificar que bajo evoluciéon temporal [18§]
ihX = [X,H] = 0,ihY = [V, H] = 0. (1.35)

Si ahora regresamos al gauge simétrico podemos reemplazar las coordenadas x y y
apareciendo aqui con el potencial gauge (1.28). Terminamos con
1 T 1 T
X = —(2e4, — =YL yY=-"1{(-2eA, y) = —
eB(e v =) eBy eB( ey + 72) eB
donde hemos usado la expresion (1.29). Las relaciones de conmutacion (1.30) nos
dice que las posiciones de la o6rbita en el plano (X,Y) fallan para conmutar entre
ellos
(X, Y] =il3 (1.36)

La falta de conmutatividad es precisamente la longitud magnética (%4 = h/eB. El
principio de incertidumbre de Heisenberg [18] ahora nos dice que no podemos loca-
lizar estados en ambas coordenadas X y Y. En general la incertidumbre esta dada
por

l2

AXAY = 2.

2

Podemos ingenuamente contar de forma semi clasica los estados tomando el plano

y encerrando en una region de area 27l%. El ntimero de estados en un area A [15] es

A A eBA

N=3xay — onl2,  27h’

1.5. Flujo espectral

Para ver como el potencial gauge Z puede afectar la fisica, consideremos un
solenoide de area A, portando campo magnético § y por tanto flujo ® = BA.

Fuera del solenoide el campo magnético es cero, sin embargo, el vector potencial no
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lo es [15]. Usando el teorema de Stokes el cual nos dice que la integral de linea fuera

del solenoide esta dada por
Q%Zd?:/éd?:Q

Podemos resolverlo de una manera mas facil haciendo uso de las coordenadas polares,
tenemos o

Ahora consideremos una particula cargada restringida a un anillo de radio r fuera del
solenoide. El unico grado dindmico de libertad es la coordenada angular ¢ € [0, 27).
El Hamiltoniano es

2m  2mr?

1 1 0 ed\?
H=_—(ps+edy)’=— (—zha—¢ + g) :

Las energias de los autoestados son

1 ,
Y = e’ nel.

\21r

Usando esto en la ecuaciéon de Schorédinger independiente del tiempo Hvy = Ev,

encontramos el espectro

1 e®\? B o\’
E= hn+—) = — ¥/
2mr? ( n 27r> 2mr? (n * <I>0> "

Note que si ® es un maultiplo entero del cuanto de flujo &y = 27h/e, entonces el

espectro no es afectado por el solenoide.

Supongamos ahora que el solenoide es retirado y la particula es posicionada en el
estado fundamental n = 0. Si incrementamos el flujo entonces, para cuando hayamos
llegado a ® = Py, el estado n = 0 se habrd transformado en el estado etiquetado
con n = 1. Similarmente, cada estado n es desplazado al siguiente estado, n + 1.
Este es un ejemplo de un fenémeno llamado flujo espectral: bajo una cambio de
parametro, en este caso P, el espectro del Hamiltoniano cambia, o “fluye”. A medida
que aumentamos el flujo por una unidad de ® el espectro vuelve a si mismo, pero

los estados se han transformado uno en el siguiente [15].
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1.5.1. El efecto de Aharonov-Bohm

Consideremos una configuracién como la anterior donde el campo magnético esta
localizado en alguna region del espacio. Otra vez, consideremos una particula la cual
esta situada fuera de esta region. Sin embargo, esta vez restringimos la particula a
permanecer en una pequena caja. La fisica dentro de la caja puede ser interesante,
asi que la capturaremos incluyendo un potencial V(?) en el Hamiltoniano y, para
atrapar la particula, tomamos este potencial para ser infinito fuera de la caja.

El hecho que la caja sea pequena se refiere a que el potencial gauge es aproxi-
madamente constante dentro de la caja [11]. Si colocamos el centro de la caja en la

posicion 7 = }, entonces el Hamiltoniano del sistema es

1
H = —(=ihV + cAX)?+ V(T — X).
m
Empezamos por colocar el centro de la caja en la posicion 7 = ?0 donde el poten-
cial gauge se anula: Z(?g) = 0 (Es posible hacer una transformacion gauge para
asegurarnos que X se anule en cualquier punto que escojamos). Tomamos el estado

fundamental para ser

W@ - X),

el cual esté localizado alrededor (7 = ?) como debe ser. Notemos que hemos hecho
la eleccion de fase especificando esta funciéon de onda. Ahora movemos lentamente
la caja en alguna trayectoria del espacio. Al hacer esto, el potencial gauge Z(? =

) experimentado por la particula cambia. Es facil verificar que la ecuacion de

Schrodinger para el Hamiltoniano (1.5.1) se resuelve para el estado

. @=X
(T — X) = exp (-% . A7) - ﬁ) H(T — Xo).

Esto funciona porque cuando la derivada V se aplica al exponente, este hace un
factor el cual cancela el término ez en el Hamiltoniano.
Antes de continuar definimos la conexion y fase de Berry [15, 23|. La fase de

Berry aparece para un Hamiltoniano general el cual escribimos como
a 1
H(x* \").

El Hamiltoniano depende en dos tipos diferentes de variables, los ® son los grados

de libertad del sistema que son las variables que deseamos resolver para cualquier
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problema, tipicamente son las posiciones o espines de las particulas [11].

En contraste, las otras variables, A\’ son los pardmetros del Hamiltoniano, estos
son fijos con sus valores determinados por algiin aparato externo que probablemente
involucra perillas y diales y haces de luces, etc [11].

La idea consiste en escoger los valores de los parametros A y colocar el sistema
en un autoestado de energia especifico [¢) el cual se toma para que sea el estado
fundamental. Asumimos que este es tnico (esta suposicién puede no ser asi) [11].

La conexion de Berry es

]
o |7

A\ = —i (n) (1.37)

y la fase de Berry se define como

e’ = exp (—z ]fc Ai(/\)d/\i) (1.38)

donde C' es una trayectoria cerrada en el espacio de parametros [15, 23|.
Ahora aplicamos el método estandar de Berry: tomamos la caja en el ciclo y lo

traemos de vuelta al inicio [15, 23]. La funcion de onda se convierte en
H(T — X) = (T — Xo) con € = exp (—% ]f A7) ﬁ) . (1.39)

Comparando esto a nuestra expresion global para la fase de Berry, vemos que en

este contexto particular la conexion de Berry es identificada con el potencial elec-

A = %Z(? ~X).

El electron tiene carga ¢ = —e pero, en lo que sigue, vamos a necesitar tratar

tromagnético

particulas con diferentes cargas. En general, si una particula de carga ¢ va alrededor

de una region conteniendo flujo @, este recogera una fase de Aharonov-Bohm |13, 15|
eiqq)/h
Esto tendra un rol importante en nuestra discusion del efecto Hall cuantico fraccio-

nario. En el siguiente capitulo analizaremos mas a fondo los efectos Hall cuantico

entero y fraccionario.
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2. Efecto Hall cuantico

Procederemos a desarrollar con més detalle el efecto Hall cuantico entero y frac-
cionario y justificar algunos resultados presentados en el capitulo 1, como la cuan-
tizacion de la conductividad Hall y la presencia de niveles de llenado fraccionarios.
La invarianza gauge y la topologia del sistema permiten llegar a tales conclusiones.
También como el desorden afecta en los estados de energia y permite la existencia

de las mesetas en rangos de campo magnético.

2.1. El efecto Hall cuantico entero

Este fenbmeno puede ser entendido sin tomar en cuenta las interacciones entre
electrones. Esto quiere decir que asumiremos que los estados cuénticos para una tni-
ca particula en un campo magnético como el descrito en la seccion (1.4) mantendra
los estados cuanticos cuando hayan muchas particulas presentes [11]. La tinica ma-

nera que una particula sepa de la presencia de otra seréd por el principio de exclusion
de Pauli.

2.1.1. Niveles de Landau llenos

El dato experimental para la resistividad Hall muestra un ntimero de mesetas
etiquetadas por un entero v. Mientras, el espectro de energia forma niveles de Lan-
dau, también etiquetados por un entero, resulta ser que esos enteros son los mismos
que p,, = 2mh/e*v y cuando precisamente el nivel de Landau v esta lleno [15].

Sabemos que en una meseta, la resistividad Hall toma el valor
_ 27hl

Poy = 5
Y e v

con v € Z. Pero, del calculo clasico en el modelo de Drude, tenemos la expectacion

25



que la conductividad Hall debe depender en la densidad de electrones, n

B

Pey = —
Y ne’

vemos que la densidad necesaria para obtener la resistividad de la v-ésima meseta

es
B

= (}?01/ (2.1)

n

cuando v niveles de Landau estén llenos [15]. Hay un hueco en el espectro de energia.
Para ocupar el siguiente estado el costo en energia es fiwp donde wp = eB/m es
la frecuencia de ciclotron [15]. Mientras estemos en temperaturas kg1 < hwpg, €sos
estados se mantendran vacios [15]. Cuando ponemos un pequenio campo eléctrico,
no hay lugar para el movimiento de los electrones: estos se atascan en su posicion
como un aislante [13|. Quiere decir que el tiempo de dispersiéon 7 — 0o y tenemos
)
Ya conocemos que la velocidad de la particula estd dada por

mx =p+eA
donde p; es el momento canoénico. La corriente es I = —ex, lo cual significa que, en
la perspectiva de la mecénica cuantica, la corriente total esta dada por
e

I=— > (@ —ihV +eA )

Estados llenos

Es mejor ver este tipo de calculos en el gauge de Landau, A = xBy. Introducimos
un campo eléctrico E en la direccion x tal que el Hamiltoniano esté dado por (1.24)
y los estados por (1.25). Con el nivel v de Landau lleno, la corriente en la direccién

T €es
6 — 0
I = — — 1h— —
. mn§:1 Ek (Uil Zhax (Vi) =0

Esto se anula debido al calculo del valor de expectacién del momento del oscilador

armonico |[18]. Mientras, la corriente en la direccion y es

e « 0 c\
I, = — Z Z (Vnr| — zha—y + exB |pn ) = o Z Z (Y| Bk + Bz [thn) -
n=1 k n=1 k

El segundo término de arriba esté calculando el valor esperado de la posicion < x >

de los autoestados. Pero sabemos de (1.21) y (1.25) que esos estados de oscilador
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armonico estan desplazados del origen, asi que (Y x| @ | ) = —hk/eB —mE /e B?
[11, 18]. El primero de esos términos cancela el término ik en la expresion para I,.

Se tiene la expresion
E
I, =ev zk: 3 (2.2)

La suma sobre k solo da el nimero de electrones los cuales se calcularon en (1.22)
para ser N = AB/V, [13, 15]. Dividimos por el area para obtener la densidad de

corriente J en vez de la corriente I. El resultado de esto es

(0) =2 (o)
E = = J= .
0 evE [ ®q

Comparando la definicion del tensor de conductividad (1.6), se obtiene

ev D, 2mh
crm:Oyaxy:a]=>pm:prxy:—e—V:—€2—y. (2.3)

Que es exactamente lo visto en la meseta del efecto Hall cuantico entero.

2.1.1.1. Modos de borde

Hay un par de aspectos que la descripcion de arriba no captura. Una de esas es
el rol jugado por el desorden y el otro son los modos de borde del sistema [5, 15].

Consideremos particulas moviéndose en circulos en un campo magnético. Para
un campo magnético fijo, todo el movimiento de las particulas es en una direccion,
digamos en contra de las agujas del reloj. Cerca de los bordes de la muestra, las
orbitas deben chocar con la frontera [5, 15]. Como todo el movimiento es en contra
de las agujas del reloj, la tinica opcién abierta de estas particulas es recuperar su
orbita [5, 15]. El resultado es un movimiento en salto en el cual las particulas a lo
largo del limite unidimensional se mueven en una sola direccion |5, 15]. Una particula
restringida a moverse en una direccion a lo largo de un linea se dice que es quiral
[5, 15]. Las particulas que se mueven en una direcciéon en un lado de la muestra, y
en la direcciéon opuesta en el otro lado de la muestra. Decimos que las particulas
tienen quiralidad opuesta en los dos lados. Esto asegura que la corriente neta, en la
ausencia de un campo eléctrico, se anule.

Los modos de borde también aparecen en teoria cuantica, se considera el gauge

de Landau y una geometria rectangular, la cual es finita solo en la direccion z |5, 15].
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El Hamiltoniano es

1
o= %(p?c +(py + eBx)?) + V(x).

En la ausencia del potencial, se sabe que las funciones de onda son Gaussianas de
ancho [ (1.20) [18]. Si el potencial es suave sobre distancias de escala [z, entonces,
para cada estado, podemos hacer una expansion de Taylor alrededor de su localiza-

cion X. Cada funcién de onda entonces experimenta el potencial
V(z) = V(X)+ (0V/0x)(x — X) + ...

Eliminamos el término cuadratico y, por supuesto, el término constante puede se
despreciado. El resultado es un potencial lineal con una velocidad de desvio en la

direccion y (1.27), esta vez dada por

1 0V

Uy = eB Oz’

Cada una de las funciones de onda, etiquetadas por su momento k, se queda en
una posicion diferente x, x = —I% y tiene una diferente velocidad de desvio. En
particular, los modos en cada borde son ambos quirales, moviéndose en direcciones
opuestas: v, > 0 en la izquierda, y v, < 0 en la derecha [5, 15|. Esto concuerda con
el resultado clasico de salto de érbitas.

Tener un modo quiral es algo especial. Hay un teorema el cual establece que no
podemos tener particulas quirales cargadas moviéndose a lo largo de una cadena,
tiene que haber particulas que también puedan moverse en direcciones opuestas.
En el lenguaje de la teoria de campo, esto es llamado la anomalia quiral |5, 15].
En el lenguaje de la fisica de la materia condensada, con particulas moviéndose en
un latice, esto se sigue del teorema de Nielsen-Ninomiya [11]|. La razon de que el
ejemplo de una particula en un campo magnético evita esos teoremas es porque los
fermiones quiral viven en la frontera de un sistema dos dimensional, en vez de una
cadena unidimensional. Es parte de la historia general: hay fenomenos fisicos los
cuales pueden tomar lugar en la frontera de un sistema [11].

Ahora veamos que sucede cuando llenamos los estados disponibles. Hacemos
esto introduciendo un potencial quimico Er [11]. Los estados son etiquetados por
el momento en y hk pero, como hemos visto, este puede ser igualmente entendido
como la posicion del estado en la direccion z.

De nuestro entendimiento usual de aislantes y conductores, podriamos decir que
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el interior (bulk) del material es un aislante (porque todos los estados en la banda
estan llenos) pero el borde del material es un metal [4]. Lo que se hace es introducir
una diferencia de potencial Ay en los dos lados de la muestra.

Para calcular la corriente resultante necesitamos sumar sobre los estados llenos.

Pero, en el nivel de nuestra aproximacion, esto es equivalente a integrar sobre x

dk e 1 0V e

El voltaje Hall es eVy = Ap, dandonos la conductividad Hall

2
I, e

ny VH 27Th’ ( 5)

que es la conductividad esperada para un tnico nivel de Landau.

Ahora la corriente esta compartida entre todos los estados. Sin embargo, la parte
positiva sobre el célculo (2.4) es que no le importa la forma que el potencial V' toma.
Siempre y cuando este sea lo suficientemente suave, la conductividad Hall resultante
se mantiene cuantizada (2.5), ver la figura 2.1. Debido a esto se podria escoger un
potencial aleatorio y aun obtendriamos la respuesta cuantificada (2.4) siempre que

el potencial aleatorio no se extienda por encima de Er. Todo lo descrito arriba es

| - 4
SRVEVANA — L
(a) (b) (c)

Figura 2.1. Potencial contra posicion. En (2.1a) se muestra un potencial adecuado y en
(2.1b) y (2.1c) se muestran potenciales que no son suaves. Elaboracion propia.

cierto para un unico nivel de Landau. Es posible generalizar a multiples niveles de
Landau, siempre y cuando el potencial quimico Er permanezca entre los niveles de
Landau [11]. Correspondientemente hay n tipos de modos quiral en cada borde.
Una segunda razén de por que los modos quiral son especiales es que son di-
ficiles de interrumpir [5|. Si se anaden impurezas al sistema, estos dispersaran los
electrones [5]. Tipicamente la dispersion hace que los electrones reboten alrededor
en direcciones aleatorias y el efecto neto es frecuentemente que los electrones no se
alejen demasiado pero, para modos quiral esto no es posible simplemente porque

todos los estados se mueven en la misma direccién, eso significa que las corrientes
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portadas por los modos quiral son inmunes a impurezas [5].

2.1.2. Robustez de los estados Hall

Los resultados anteriores muestran que si un nimero entero de niveles de Landau
estan llenos, entonces las resistividades longitudinal y de Hall son observadas en la
meseta. Pero esto no explica por que esas mesetas existen en primer lugar, ni porque
hay saltos abruptos entre diferentes mesetas.

Para ver el problema, supongamos que fijamos la densidad de electron n. En-
tonces tnicamente llenamos los niveles de Landau cuando el campo magnético es
exactamente B = n®,/v para algin entero v.;Pero que pasa con el resto del tiempo
cuando B # n®,/v? Ahora el nivel de Landau solo esta parcialmente lleno. Cuando
aplicamos un pequeno campo eléctrico, hay estados accesibles para los electrones
para esparcirse. La conductividad longitudinal o,, seguramente sera distinta de ce-
ro, mientras la conductividad Hall sera diferente del valor cuantizado (2.3) [11]. Sin
embargo, todo el punto del efecto Hall cuantico es que los experimentos revelan que
los valores cuantizados para la resistividad (2.3) persisten sobre un rango de campo

magnético.

2.1.2.1. El rol del desorden

Resulta que las mesetas deben su existencia al desorden. Esto aparece porque las
muestras experimentales son inherentemente sucias [11]. Estos contienen impurezas
las cuales pueden ser modeladas por la adicion de un potencial aleatorio V' (z) al
Hamiltoniano [11]. Hay una peculiaridad en esto, la precision con la cual esos enteros
v son medidos es debido a la suciedad [13].

Para ver como funciona, pensemos sobre lo que probablemente el desorden le
hara al sistema. La primero es que este dividira los autoestados degenerados que
forman un nivel de Landau [11]. En el terreno general de la teoria de perturbacion
cuantica: cualquier perturbacion, la cual no preserva una simetria, romperé la de-
generacion [18]. También pediremos que la fuerza del desorden sea pequena relativa

al de separacion de los niveles de Landau
V < hwp. (2.6)

En la practica quiere decir que las muestras que exhiben el efecto Hall cuantico

actualmente tienen que ser muy limpias [11]. Es decir, se necesita de desorden, pero
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no demasiado.

Hay un segundo efecto del desorden: convierte muchos de los estados cuénticos de
extendidos a localizados |13, 11]. Aqui, un estado extendido abarca todo el sistema,
en constraste, un estado localizado esta restringido a permanecer en una region del
espacio [11]|. Podemos ver la existencia de esos estados localizado en una perspectiva
semi clasica la cual se sostiene si el potencial varia apreciablemente en escalas de

distancias mucho més grandes que la longitud magnética lp

hw

vV < =2
lp

El centro de la orbita, X entonces se desvia a lo largo de equipotenciales. Para

visualizarlo, recordemos que podemos introducir operadores cuanticos (X,Y") des-

cribiendo el centro de la orbita (1.34)

Ty

T
X=2—-—"LyY =9+
mwp mwp

con 7 el momento canoénico (1.14). La evolucion temporal de esos operadores esta

dada por
L ov oV
. ov. oV
WY = [V H + V] = [V,V] = [V, V]S = —ilh o,

donde hemos usado el hecho (1.35) que, en la ausencia de un potencial [X, H| =
[Y, H] = 0, junto con las relaciones de conmutaciéon [X,Y] = il% (1.36). Esto dice
que el centro de masa se desvia en una direccion (X,Y’) la cual es perpendicular a
VV: en otras palabras, el movimiento es a lo largo de equipotenciales.

Para la conductividad, la distinciéon entre estados localizados y extendidos es
una importante. Solo los estados extendidos pueden transportar carga de un lado
de la muestra a otro [11]. Asi esos estados pueden contribuir a la conductividad.

Ahora veamos el tipo de comportamiento esperado para la conductividad. Su-
pongamos que se han llenado todos los estados extendidos en un nivel de Landau
dado y consideremos que pasa a medida que disminuye B con un n fijado [13]. Cada
nivel de Landau puede acomodar unos pocos electrones. Pero en vez de saltar al
siguiente nivel, comenzamos a poblar los estados localizados [13]. Ya que estos no
pueden contribuir a la corriente, la contribuciéon no cambia. Eso conduce a exacta-

mente el tipo de meseta que observamos, con constante de conductividades sobre

31



un rango de campos magnéticos [13].

Asi la presencia de desorden explica la presencia de mesetas. Pero ahora tenemos
que revisar el argumento original de por que las resistividades toman los valores
cuantizados especificos (2.3). Esos fueron calculados asumiendo que todos los estados
en el nivel de Landau contribuyen a la corriente. Ahora sabemos que muchos de esos
estados estan localizados por impurezas y no transportan carga. Muy probablemente
esperamos el valor de la resistividad diferente. Resulta no ser asi. Hay que remarcar
que la corriente portada por los estados extendidos incrementa para compensar la
falta de corriente transportada por los estados localizados [13]|. Esto asegura que
las resistividades se mantengan cuantizadas como (2.3) a pesar de la presencia de

desorden [13]. Veamos a que se debe esto.

2.1.2.2. El rol de la invarianza Gauge

En vez de considerar electrones moviéndose en una muestra rectangular, conside-
raremos electrones moviéndose en una anillo. Esto es llamado el anillo de Corbino,
figura (2.2). Usualmente argumentamos que si la conductividad Hall esta cuantizada

entonces no deberia depender de la geometria de la muestra.

Corbino Disk

Figura 2.2. Cuando se enciende un campo magnético a lo largo del eje (B apunta direc-
tamente hacia afuera de la pantalla), la fuerza de Lorentz impulsa un componente circular
de corriente y la resistencia entre los bordes interior y exterior aumenta. Este aumento de
resistencia debido al campo magnético se llama magnetorresistencia. Tomado de [1].

Lo bueno acerca de la geometria del anillo es que provee una ayuda extra, en
adicion al campo magnético de fondo B el cual penetra la muestra, podemos intro-

ducir un flujo adicional ® a través del centro del anillo [11]. Dentro del anillo, ® es

32



localmente un gauge puro.

Primero veamos lo que ® hace con la conductividad Hall. Supongamos que se
incrementa lentamente ® de 0 a &y = 27h/e. Aqui, por “lentamente” quiere decir que
toma un tiempo 7' > 1/wp. Se induce una fuerza electromagnética (fem) alrededor
del anmillo, & = —0®/0t = —Py/T. Suponga que podemos argumentar que los
electrones son transferidos del interior del circulo al exterior de este en el tiempo T'.
Esto podria resultar en una corriente I, = —ne/T.

& B 27?7”21

Py = I_ - (27)

e n
Por tanto, el objetivo es argumentar que los n electrones son en efecto transferidos
a través del anillo a medida que el flujo es aumentado a P.

La idea clave es que necesitamos del flujo espectral, introducido al final del ca-
pitulo anterior. El espectro del Hamiltoniano es el mismo cuando ¢ es un multiplo
entero de ®y. Sin embargo, si empezamos con un autoestado de energia particular
cuando ® = 0, este evolucionara en un autoestado diferente de energia con ® = .
Como el cambio es hecho adecuadamente lento, sobre un tiempo 7' > 1/wp, el teo-
rema adiabatico asegura que el autoestado de energia final debe permanecer en el
mismo nivel de Landau como el estado inicial [18].

Para ilustrar esto, primero veamos la situaciéon sin considerar desorden. Para la
geometria del anillo, es conveniente usar el gauge simétrico y coordenadas radiales,

2z = x —iy = re'®. Las funciones de onda en el nivel de Landau mas bajo son (1.31),

sz ~ Zme—\z|2/4l2B _ eim¢7ﬂme—r2/4l23
m = .
La m-ésima funcion de onda es fuertemente puntiaguda en un radio r &~ \/2ml%
(donde m es escogido entero tal que la funcién de onda permanezca dentro del anillo)
[11]. Si incrementemos el flujo de & = 0 a & = P las funciones de onda se desplazan

demam+1.
UV (P =0) = (P = Pg) = V1 (P =0).

Quiere decir que cada estado se mueve hacia fuera, de radio r = \/m ar =
\/W- El resultado neto es que, si todos los estados en el nivel de Landau
estan llenos, un tnico electréon es transferido al anillo interno hacia el exterior del
anillo a medida que el flujo es incrementado de ® = 0a & = & = o, [11]. Sin
niveles de Landau estén llenos, entonces n electrones son transferidos del interior al

exterior [11] y la resistividad Hall esta dada por (2.7) como es requerido.
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Ahora veamos como esto cambia en la presencia de desorden. En coordenadas

polares, el Hamiltoniano toma la forma

1 , 10 (0 ih @ eBr\’
Hozo =5 [—h " or (a_) * (‘?a@ * T)

donde V (r, ¢) es el potencial aleatorio capturando el efecto del desorden. Notemos

+V(r,¢)

que el potencial depende en ¢, asi el momento angular no es un buen niimero cuantico

en este sistema. Anadiendo el flujo a través del centro cambia el Hamiltoniano a

H —L _hQEQ 2 + _@2_{_@@ i
=0 om ror \' or r O¢ 2 27r

El flujo ® afecta solo a los estados extendidos, este no cambia los estados localizados

+ V(r, o).

[11]. Para notar esto, intentemos deshacer el flujo por una transformacion

Y(r, @) = e Y (1, ).

Para los estados localizados, donde 9 es distinto de cero solo en alguna region finita,
no hay problema en hacer esto. Sin embargo, para los estados extendidos, que se
envuelven alrededor del anillo, también tenemos el requerimiento que la funcién de
onda v es univaluada como ¢ — ¢ + 27 [11]. Vemos que esto solo es cierto cuando
® es un multiplo entero de &y = 27h/e.

El resultado de este argumento es que el espectro del Hamiltoniano es otra vez
invariante por la izquierda cuando ® es un multiplo entero de ®( [11]. Pero esta vez
como el flujo esta aumentando de 0 a @, los estados localizados no cambian [11].
Solo los estados extendidos se someten al flujo espectral; estos solo deben mapearse

a ellos mismos.

2.1.2.3. El rol de la topologia

Describiremos una configuracion en la cual podremos ver las fuertes conexiones
entre la topologia y la conductividad Hall [5]. La configuraciéon esta cercanamente
relacionada a la invarianza gauge que acabamos de ver. Sin embargo, consideraremos
el sistema Hall en un toro espacial T2, puede entenderse como un rectangulo con
bordes opuestos idénticos |3, 5|. Tomaremos las longitudes de los lados para ser L,
y Ly.

Colocamos un campo magnético uniforme B a través del toro. El primer resultado
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que necesitamos es que B obedece la condicion de cuantizacion de Dirac [5].

orh
BL,L,=—"nneZ (2.8)
e

Consideremos funciones de onda sobre el toro y pedimos: jque periodicidad requerida
debe tener la funciéon de onda? La primera conjetura, es que debemos insistir que
las funciones de onda obedecen ¢ (z,y) = ¢¥(x + L, y)) = ¢(z,y + L,). Pero esto
resulta ser también restrictivo cuando hay un flujo magnético a través del toro
[5]. En cambio, se tiene que trabajar con parches; en el traslape entre dos parches
diferentes. Las funciones de onda deben estar relacionadas por una transformacion

gauge. Introducimos los operadores de traslaciéon magnética,

T(d) = e~ P/t = o=id((V+eA)/h.
Esos operadores trasladan un estado ¢ (z,y) por vector de posicion d. Las condicio-
nes de frontera apropiadas seran cuando un estado es trasladado alrededor de un
ciclo del toro, este vuelve asi mismo. Asi T, (x,y) = ¥(z,y) y T,20(x,y) = ¥(x,y)
donde T, =T(d = (L,,0)) y T, =T7(d = (0, L))

Es claro de la expresion de arriba que los operadores de traslaciéon no son inva-
riantes gauge: estos dependen en la eleccion que se haga de A. Escogeremos el gauge
de Landau A, = 0y A, = Bx. Con esta eleccion, las traslaciones en la direccion x
son las mismas que esas en la ausencia de un campo magnético, mientras que para
las traslaciones en la direccion y escogemos una fase extra [5]. Si tomamos un estado

¥(z,y), trasladado alrededor de un ciclo del toro, esto se convierte en

Tob(x,y) = Y(x + Layy) = ¥(2,9),
Ty@b(ﬂf; y) = 6_iEBLyx/h¢(x> Ly) = w(% y)'

Notemos que podemos ver explicitamente en la tltima de esas ecuaciones que la
funcion de onda no es periddica en la direccion y: ¢ (x, y+ L,) # ¥(x,y). En cambio,
las dos funciones de onda concuerdan solo hasta una transformacion gauge.

Sin embargo, esas ecuaciones no son consistentes para ninguna elecciéon de B.
Comparando lo que sucede si trasladamos alrededor del ciclo x seguido del ciclo y o
si hacemos estos en el orden opuesto tenemos

T,T, = e "eBLllu/b T (2.9)

Y
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ya que ambos requieren devolvernos al mismo estado, debemos tener

¢BL,L,

5 € 2nZ.

Esta es la condicion de cuantizacion de Dirac (2.8).
Ahora vamos a perturbar el sistema. Hacemos esto anadiendo dos flujos ®, y ®,
a través de los ciclos z y y del toro [5], respectivamente. Es decir, que el potencial

gauge se convierte como sigue

K

P
A, =2y A, =Y+ Bz
Asumiremos que el estado fundamental es no degenerado y que hay un hueco para el
primer estado excitado [5]. Entonces, para el primer orden en teoria de perturbacion,

el estado fundamental se convierte en

n|AH
oy = oy + 3 O )
n#o 0

Considerando cambios infinitesimales de ®;, se puede expresar como

0@/) | Ji |vbo)
) ___ng E[; n)-
n#o

Y la conductividad Hall seria

(ol Jy ) (n] Je [vho) = (ol Je ) (| Jy |tho)

0y = ihL,L, —
n#yo <En EO)
00, 90, ‘99, 00,

0 Mgy 8 Oy
— it | 5= (W 500) ~ g (i
esta forma final de escribir la conductividad Hall provee una nueva perspectiva en
el efecto Hall cuantico entero.
El espectro del Hamiltoniano solo depende en ®;mod®, lo que quiere decir que
esos parametros deben ser entendidos como perioddicos: el espacio del parametro de

flujo es en si mismo un toro T% [11]. Ahora queremos parametrizar este toro, para
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ello introducimos variables angulares sin dimension 6;

27'('(1)1'
Do

91’ = con 91 € [0, 271')

dado un espacio de parametros podemos considerar la fase de Berry que aparece
cuando los pardmetros son variados [15, 23]. Esto es descrito por la conexiéon de

Berry que, en este caso, vive sobre T3 y es

Ai(®) = =i (tho

El campo de fuerza, o curvatura, asociado a la conexiéon de Berry esta dada por

0A, 0A, Oy 3%

a0, 06, <

>8<9

Para el toro con flujos es posible escribir

62

Oy = %ny

Esta es una buena férmula. Pero no explica por que o,, no estid cuantizada. Sin em-
bargo, supongamos que promediamos sobre todos los flujos. En este caso integramos

sobre el toro T% de parametros para obtener

e? d?0
Ogy = — - ny7

W Jxy G
la integral de la curvatura sobre T%, es el primer nimero de Chern [12, 5]

1
C=— d*0F,,.
27?/T3b T

Es importante resaltar, que siempre es un entero: C' € Z [12]. Se sigue del argumento
que se hizo en la cuantizacién de Dirac. El resultado neto es que si promediamos

sobre los flujos, la conductividad Hall es necesariamente cuantizada como

- (2.10)

La relacion entre la conductividad Hall y el nimero de Chern es usualmente referido
al invariante TKNN [5, 15| (Thouless, Kohomoto, Nightingale y den Nijs).
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2.2. FEfecto Hall cuantico fraccionario

Como con el efecto Hall cuéntico entero, estos interesantes resultados fueron
primero descubiertos por fisicos experimentales y no por teoéricos [13]. Fue una gran
1

sorpresa cuando, en 1982, las mesetas fueron vistas en fracciones de llenado v = 3

y %, y mas tarde en v = ¢, 2,2, 5,5, %, en el nivel més bajo de Landau y v =
2,2 15712713 en el nivel més alto [11], asi como muchos otros.

Hay dos cosas que se pueden resaltar. Primero, las interacciones entre electrones
deben tener alguna influencia. Y segundo, la respuesta a por qué estas mesetas son
complicadas.

Supongamos, por el valor del argumento, que tenemos v < 1 tal que el nivel
mas bajo de Landau estd parcialmente lleno. Cada nivel de Landau puede tener
N = AB/® (espin polarizado) electrones, donde B es el campo magnético y A es
el area de la muestra. Este es un ntimero macroscoépico de electrones. El niimero de

formas para llenar v de estos estados es
N (NN — vAN))
el cual, usando la férmula de Stirling, es aproximadamente:

1 vN 1 (1-v)N
v 1—v )

Este es un nimero extraordinariamente grande: una exponencial de una exponencial.

El estado fundamental de cualquier nivel de Landau parcialmente lleno es enorme-
mente degenerado [11].

Ahora consideremos el efecto de la interaccién de Coulomb entre electrones,

62

VCoulomb - (2 11)

dmeg|r; — 1]
podriamos esperar que tal interaccion elevara la degeneracion de los estados fun-
damentales. El enfoque que tomamos fue usar teoria de perturbacién degenerada.
Pero, en este caso, la degeneracion es extraordinaria donde necesitamos diagonalizar
una matriz tremendamente grande. Incluso numéricamente, nadie puede hacer esto
para una docena de particulas.

Como se menciond, se esperaba las interacciones de electrones para aumentar
la degeneracion de los niveles de Landau, resultando en un espectro de estados de

ancho ~ Fcouomnb. L0s datos podrian ser bien explicados si este espectro tuviera
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huecos en las fracciones de llenado v donde se ven los estados Hall.

Entonces se puede volver a repetir el procedimiento: incluimos algo de desorden,
el cual introduce estados localizados dentro del hueco, que luego da lugar tanto a las
mesetas en pg, y el observado p,, = 0. Cuanto mayor es la brecha, mas prominente es

la meseta observada. La historia completa requiere la jerarquia de escala de energias,
th > ECoulomb > V:iesorden-

Asumiremos en lo que sigue que este es el caso. La cuestion en la que se centrara en

su lugar es: ;Cual es la fisica de los estados Hall fraccionarios?

2.2.1. Estados de Laughlin

El primer enfoque para el efecto Hall fraccionario fue debido a Laughlin [13],

quien descubri6 la fisica en fracciones de llenado

con m un entero impar. Como ya explicamos, es muy dificil diagonalizar el Hamil-
toniano exactamente. En su lugar Laughlin simplemente propuso la respuesta, fue

motivado por una combinacién de intuicion fisica y conjeturas [13].

2.2.1.1. La funcién de onda de Laughlin

La funcién de onda de Laughlin fue motivada considerando un modelo de ju-
guete. Si se toman dos particulas interactuando en el nivel de Landau mas bajo [5].

Tomamos un potencial central arbitrario entre estos
V= V(|7’1 — T’QD.

En la mecanica clésica aprendimos que problemas como estos se resuelven usando
la conservacion del momento angular. En la fisica cuantica, quiere decir que traba-
jamos con autoestados de momento angular [18]. Como vimos en la seccion (1.4) si
queremos hablar sobre el momento angular en niveles de Landau, debemos trabajar
con simetrias gauge. Las funciones de onda de una particula en el nivel de Landau

mas bajo toman la forma (1.31)
wm ~ Zm6—|z|2/4l23
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con z = x — iy [13|. Estos estados estan localizados en un anillo r = v/2mlg. El
exponente m de esas funciones de onda etiqueta el momento angular. Esto puede
verse aplicando el operador de momento angular (1.32)

0 0

J:ih(m——

3y y%) =h(z0 — 20) = J, = hmib,.

Siempre y cuando despreciemos la mezcla entre los niveles de Landau (lo cual es vali-
do si iwp > V') entonces los autoestados de dos particulas para cualquier potencial

deben tomar la forma
Y~ (21 + ZQ)M(Zl — 2’2)7”6*(%|2+|22|2)/41237

donde M y m son enteros no negativos, con M determinando el momento angular del
centro de masa, y m el momento angular relativo [13]. Notemos que aqui, no se ha
hecho el intento de normalizar las funciones de onda. Es sorprendente que podamos
escribir los autoestados para una potencial complicado V(r) sin haber resuelto la
ecuacion de Schordédinger, y es méas sorprendente ain que todos los potenciales V (r)
tienen los mismos autoestados de energia. Es el requerimiento de posicionarnos en
el nivel Landau mas bajo lo que nos permite hacer esto [13].

Desafortunadamente, no es posible generalizar argumentos similares para tnica-
mente determinar los autoestados para N > 2 particulas. Sin embargo, por motivos
generales, cualquier funciéon de onda de los niveles de Landau méas bajos deben tomar

la forma
(21, oo 2n) = F(21 onry 2n) e Dot 2l /41 (2.12)

para alguna funcion analitica f(z) [13]. Ademaés, esta funcion debe ser antisimétrica
bajo el intercambio de cualesquiera dos particulas z; <+ z;, reflejando el hecho que
los electrones son fermiones [13].

La propuesta de Laughlin para los estados fundamentales de la funcién de onda

en la fraccion de llenado v = 1/m es:
R | (O (2.13)
i<j

Para m un entero par, este puede entenderse como un estado Hall cuéntico para
bosones [13|. Podemos inferir de la ecuacion (2.13) que el prefactor se anula con un
cero de orden m cuando dos electrones vienen juntos. Mientras, el factor exponen-

cial decrece rapidamente cuando los electrones se alejan demasiado del origen [13].
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La funcion de onda alcanza su méximo en configuraciones que equilibran esos dos
efectos.

Primero veamos que la funcién de onda tiene la fraccion de llenado deseada.
Para hacer esto, centrémonos en qué nos esta diciendo la funciéon de onda sobre una
Unica particula, digamos z;. Los términos que dependen en z; en el prefactor de la

funcién de Laughlin son

i<j i=2

lo cual dice que son m(N — 1) potencias de z;. Es decir que el momento angular
méaximo de la primera particula es m(N —1) y asi su radio méximo es R = V2mNlp.
Correspondientemente, el area de los dropletes es A ~ 2rmNI% (donde hemos re-
emplazado N — 1 con N) [13]. Recordemos que el niimero de estados en el nivel de
Landau lleno es AB/®, = A/27l% ~ mN. Este argumento nos da la fraccion de
llenado

v=—. (2.14)

m
El estado de Laughlin (2.13) con m = 1 debe describir un nivel de Landau com-
pletamente lleno [13]. Pero es algo que podemos calcular en la perspectiva de no
interaccion y este provee una simple verificacion en el ansatz de Laughlin.

Lo siguiente es una funcién de onda para muchas particulas, revisemos como
construir una. Para electrones que no interaccionan. Se supone que N electrones
permanecen en estados 1; con ¢ = 1, ..., N. Debido a que los electrones son fermio-
nes, esos estados deben ser distintos. Para construir la funciéon de onda para varias
particulas, necesitamos antisimetria sobre todas las particulas. Esto se logra por el
determinante de Slater [14]

Yi(z1)  i(w2) o ()

wlay = | ) ) (2.15)

Un(T1) Yn(T2) - Un(TN)

Ahora es posible aplicar esto al nivel de Landau més bajo, con los estados de una

particula, construidos con ntimeros cuanticos de momento angular sucesivos

U (2) ~ 2™ e B = 1N
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El determinante de Slater resultante da un estado de la forma general (2.12), con

f(z) dado por la funcion conocida como el determinante de Vandermonde [13, 21|

2 2 2%
Z1 Z9 ZN
flz)=1] o =1 =)
: : . : i<j
z1 -1 zév_l ZN_l

Para ver esto el determinante es en efecto dado por el factor del producto, notemos
que [, j(zi — 2;) es el orden mas bajo. Mientras tanto, el determinante es com-
pletamente antisimétrico y tiene el mismo orden que el factor del producto [13].
Esto asegura que deben ser iguales a un factor numérico general el cual puede ser
verificado para ser 1. Vemos que el estado de Laughlin m = 1 en efecto concuerda

con la funcién de onda para el nivel mas bajo de Landau lleno.

2.2.1.2. Hamiltoniano de prueba

El estado de Landau (2.13) no es el estado fundamental exacto del Hamiltoniano
con repulsion de Coulomb. Sin embargo, es posible escribir un Hamiltoniano de
prueba cuyo estado fundamental esta dado por el estado de Laughlin [11].

Regresemos al problema de dos particulas interactuando a través de un potencial
central general V(r; — r3), en el nivel més bajo de Landau los autoestados para
cualquier potencial son los mismos, caracterizados por dos enteros no negativos [11]:

el momento angular del centro de masa M y el momento angular relativo m
|M7 m) ~ (Zl + ZQ)M(zl — ZQ)me*(|Zl\2+|z2|2)/4lzB.

Debemos tomar m impar si las particulas son fermiones, m par si son bosones.
Los autovalores del potencial V' estan dados por
(M, n|V|M,n)

Un = L] (2.16)

Estos autovalores capturan una imagen clara del perfil espacial del potencial [11].
Este se debe a, como hemos visto, que las funciones |M,m) de onda alcanzan su
maximo en un circulo de radio r = v/2mlpg. Correspondientemente, los autovalores

son aproximadamente

Um = V(r = V2mig), (2.17)
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esto significa que tipicamente los valores v,, son positivos para potenciales repulsivos
y negativos para potenciales atractivos.

Sin embargo, los autovalores son discretos. El simple hecho nos esta diciendo
algo interesante: cada uno de los estados | M, m) puede ser pensado como un estado
ligado de dos particulas, incluso si el potencial es repulsivo [11]. Esto esta en marcado
contraste con la mecanica cuantica en ausencia de un campo magnético donde no
hay estados ligados de energia discreta para un potencial repulsivo, solo estados
dispersos con un espectro continuo [18].

Dados los autovalores v,, podemos siempre reconstruir el potencial V. En este
nivel mas bajo de Landau, no hay energia cinética y el potencial es el tnico que

contribuye al Hamiltoniano [11]. Es 1til escribir esto como
H=> 0P, (2.18)

donde P, es el operador el cual proyecta en estados en los cuales las particulas
tienen momento angular relativo m.

Ahora podemos escoger el v,, que queramos para diseniar nuestro Hamiltoniano.
Por supuesto, puede no ser realista cuando escribimos en términos de V' (r). Consi-

deremos la eleccién

1m' <
T (2.19)
0m' >m

Este Hamiltoniano significa que podemos pagar un costo de energia si el momento
angular relativo de las particulas se pone debajo de algun valor m fijado [11]. Pero
no cuesta nada tener un momento angular alto.

Podemos también usar los pseudo potenciales para construir Hamiltonianos para
N particulas [11]. Para hacer esto, introducimos el operador P,,(ij). Este proyecta
las funciones de onda dentro del estado en el cual las i-ésima y j-ésima particulas

tienen momento angular relativo m. Entonces construimos el Hamiltoniano como

H=>"> vwPu(ij), (2.20)

m/=1 1<J

notemos que P,,(ij) vy Pm(kj) no conmutan el uno con otro. Esto hace que estos
Hamiltonianos sean dificiles de resolver.

Ahora consideremos el Hamiltoniano de muchas particulas con v,, dado por
(2.19). Esta vez, pagamos un costo de energia cuando el momento angular de cual-

quier par de particulas es menor que m [11]. Podemos evitar este costo de energia
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incluyendo un factor de (z; — z;)™ para cada par de particulas, y escribiendo una

funcién de onda de la forma

U(z) = s(z) [[ (o = z)me 2 P14, (2:21)

i<j

s(z;) puede ser polinémica mente simétrica en el z; para preservar las estadisticas
de las particulas [11].

Hay algo especial sobre este estado: entre todos los estados (2.21), este es el méas
compacto [11]. Vimos que este toma un drea A = 2rmNI%. Cualquier estado con
s(z;) # 1 necesariamente se extiende sobre un area espacial grande [11]. Significa
que la funcién de onda de Laughlin sera el estado fundamental si también anadimos
un potencial de confinamiento al sistema [11].

Se puede establecer en una manera ligeramente diferente en términos de mo-
mento angular. Se sabe que estados con momento angular méas alto permanecen
en radios més grandes. Esto significa que podemos tomar el operador de momento
angular J como un representante para el potencial de confinamiento y considerar el
Hamiltoniano -

H=)Y > Pulij) +wl (2.22)

m'=1 i<j

La funcién de onda de Laughlin tiene la energia mas baja: Ey = swmN(N — 1)
[13]. Cualquier funcion de onda de la forma (2.21) con s(z;) # 1 tiene una extension
espacial méas grande que el estado basal, y asi el momento angular méas grande, y asi
el costo de energia extra debido al segundo término; cualquier funcién de onda con la
extension espacial mas pequena que la funciéon de onda de Laughlin necesariamente
tiene un par de particulas con momento angular relativo menor que m y asi paga
un costo de energia debido al primer término [11].

El hecho que esto cuesta una energia finita para exprimir la funcién se espera
que se mantenga también para los Hamiltonianos mas realistas [11]. Usualmente es

expresado diciendo que el fluido Hall cuantico es incompresible.

2.2.2. Cuasi huecos y cuasi particulas

Solo discutimos el estado fundamental v = 1/m de sistemas Hall cuanticos. Aho-
ra consideramos las excitaciones. Hay dos tipos de excitaciones cargadas, conocidas
como cuasi huecos y cuasi particulas [11].

Empecemos por los cuasi huecos. La funcién de onda describiendo un cuasi hueco
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en la posicion n € C es

N

whueco(z; 7]) = H(Zz - 77) H(Zk - Zl)mei iz |Zi‘2/4123. (223)

i=1 k<j

Vemos que la densidad de electréon ahora se anula en la posicion 7. En otras palabras,
hemos creado un “hueco” en el fluido de electrén. Mas generalmente, podemos in-
troducir M cuasi huecos en el fluido Hall cuantico en posiciones n; con j = 1, ..., M,

con funcién de onda

M N
Unimeeo(73) = [ [ [] (i = mp) [ [ (26 — 20) e T /40, (2.24)
j=1i=1 k<l

El cuasi hueco tiene una propiedad remarcable: este porta una fraccion de la carga
eléctrica del electron [11]. En nuestra convencion, el electron tiene carga —e; el cuasi
hueco tiene carga e* = 4+e/m. Una explicacion heuristica de la carga fraccionaria es
notar que si colocamos m cuasi huecos en el mismo punto n entonces la funcion de

onda se convierte en

N

@bM—hueCO(z; 77) = H(zz - nj)n H(Zk: - Zl)me_ Xin |Zi‘2/4123'

i=1 k<l

Si 7 era una variable dinamica, a diferencia de un parametro, esto es solo la funcién
de onda original con un electron extra en posicion n [11]. Pero debido a que 7 no es
una variable dindmica, en cambio un parametro, realmente es una funciéon de onda
de Laughlin que describe un déficit de un tnico electrén en la posicion 7 [11]. Esto
significa que m huecos actiian como un déficit de un tnico electréon, asi un cuasi
hueco es 1/m parte de un electréon. Debe por tanto portar una carga +e/m.
También hay excitaciones del fluido Hall cuantico los cuales portan carga e* =
—e/m, es decir, el mismo signo como la carga de un electréon. Estas son cuasi parti-
culas [11, 13|. Parece mas dificil escribir autoestados de cuasi particulas comparadas
a estados de cuasi huecos. Para ver este problema, notemos que queremos incremen-
tar la densidad de electrones dentro el fluido Hall y, asi, decrece el momento angular
relativo de algtin par de electrones [18|. En el caso de cuasi hueco, era simple incre-
mentar el momento angular: por ejemplo, para un hueco en el origen simplemente
necesitamos multiplicar la funciéon de onda de Laughlin por el factor [ [, 2;. Pero aho-
ra que queremos disminuir el momento angular no estamos permitidos para dividir

por [[; z; como la funcién de onda resultante es gravemente singular. Ni podemos
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multiplicar por [, z;. Porque aunque este disminuye el momento angular, la funcion
de onda resultante ya no permanece en el nivel de Landau mas bajo [11]. En cam-
bio, una manera simple de reducir el grado de un polinomio es derivarlo. Esto nos

conduce a una funcién de onda candidata para la cuasi particula

Yparticala (2:1) = [ﬁ (2 8@ - ﬁ) [T —z)m

7=1 k<l

o~ Tima lzil* /4 (2.25)

La derivada actia solo en el polinomio prefactor, no en el exponente.

2.2.2.1. Excitaciones neutrales

También mencionamos que hay excitaciones colectivas neutrales del fluido Hall
cuantico en el cual la densidad y carga se aniquilan en un comportamiento tipo
onda sobre largas distancias [11]. Esos son similares a las excitaciones del fotéon en
superfluidos, excepto el costo de energia que no se anula a medida que el momento
hk — 0. El hecho que estos modos estan gapeados en £ = 0 es el enunciado que el

fluido Hall es incompresible.

2.2.2.2. Carga fraccional

La cuestion mas bésica sobre los estados de Laughlin es: ;si este reproduce
correctamente la conductividad Hall? Para ver esto, podemos repetir el argumento
del disco de Corbino que se utiliz6 anteriormente. Al igual que antes, se introdujo un
flujo ®(t) dentro del centro del anillo el cual fue aumentado lentamente de cero a ®y.
Esto induce un flujo espectral asi que cuando alcanzamos ® = &, nos quedamos en
un nuevo autoestado del Hamiltoniano donde el momento angular de cada electron
es incrementado por uno. Esto se logra multiplicando la funciéon de onda por un
factor de [, z; [11]. Incluso se podria reproducir en el caso donde ambos, el circulo
interno y el solenoide insertado se vuelven ligeramente més pequenos. En este caso
multiplicar por []; z; nos devuelve precisamente la funcién de onda del cuasi hueco
(2.23) con n = 0.

Aprendimos que a medida que incrementamos ® de cero a &, una particula de
carga —e/m es transferida del anillo interno al externo. Con lo cual inferimos que
todo el electron es transferido solo cuando el flujo aumenta por m®, unidades. La
conductividad Hall resultante es

e? 1
Oay = 57—
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Vale la pena hacer una pausa para describir en que sentido las particulas del
fluido Hall cuantico genuinamente portan carga fraccional. Primero, debemos esta-
blecer lo siguiente: no se ha violado ninguna ley fundamental de la fisica. Si aislamos
el fluido Hall cuantico y medimos la carga total siempre encontraremos un multiplo
entero de la carga del electron.

Sin embargo, si se agrega un electrén (o un hueco) dentro del fluido Hall cuantico,
este se dividira en m cuasi particulas (o cuasi huecos) aparentemente independientes
[13]. Los estados tienen una degeneracion etiquetada por las posiciones 7; de los
cuasi objetos. Ademaés, esas posiciones responderan a influencias externas, como un
potencial de confinamiento o un campo eléctrico aplicado, en el sentido que podemos
construir soluciones para la ecuaciéon de Schrodinger dotando las posiciones con un
adecuado 7;(t) dependiente del tiempo [13]|. Todo esto se refiere a que los objetos
cargados fraccionariamente verdaderamente actiian como particulas independientes.

La carga fraccional puede ser vista experimentalmente en pruebas de ruido de
disparo [13].

2.2.2.3. Aniones.

Sabemos que las particulas cuénticas caen dentro de dos categorias: bosones y
fermiones. Sin embargo, si las particulas estan restringidas a moverse en un plano
dos dimensional entonces hay una laguna para el argumento usual y muchas cosas
mas interesantes pueden presentarse.

Primero el argumento usual nos dice que debemos restringirnos a bosones y fer-
miones. Tomamos dos particulas idénticas descritas por la funcién de onda ¢ (ry, rs).
Ya que las particulas son idénticas, todas las probabilidades deben ser las mismas
si las particulas son intercambiadas [18]. Es decir que |1 (ry,12)|? = |[¢(ra, 1)|? asi

que, en el intercambio, las funciones de onda difieren por como maximo una fase

77[)(1'1,1'2) = ei”a@Z)(rg,rl). (226)

Ahora supongamos que intercambiamos otra vez. Realizar dos intercambios es equi-
valente a una rotacion [18|, asi debemos regresar donde empezamos. Esto da la
condicion

(11, r) = 2™ (r,15) = 2™ =1,

Hay dos posibilidades familiares, el boséon (o = 0) o el fermion (o = 1).
El punto débil del enunciado es que cuando rotamos dos particulas 360° debemos

volver a donde empezamos. jPor que debe esto ser cierto? La respuesta se obtiene

47



considerando la topologia de las lineas de mundo que las particulas hacen en el
espacio-tiempo [11].

En d = 3 dimensiones espaciales, la trayectoria que las particulas toman en el
espacio-tiempo pueden ser siempre continuamente conectadas a la situacion donde
las particulas no se mueven en absoluto [11]. Esta es la razon por la que el estado
resultante debe ser el mismo como el anterior al intercambio. Pero en d = 2 di-
mensiones espaciales, este no es el caso: las lineas de mundo de las particulas ahora
giran uno alrededor de otra [11|. Cuando las particulas son intercambiadas en una
direccion contraria a las agujas del reloj las lineas de mundo se enredan [11]. Estas
no pueden ser suavemente deformadas dentro de las lineas de mundo de particulas
las cuales son intercambiadas en el sentido de las agujas del reloj.

Cada giro define un sector topologico diferente. La esencia de esta laguna es que,
después de una rotacion en dos dimensiones, la funcién de onda puede retener una
memoria de la trayectoria que mira a través de la fase [11]|. Quiere decir que puede
tener cualquier fase o en (2.26). Diremos que después de un intercambio en contra

de las agujas del reloj, la funcién de onda es

77[)(1'1,1'2) = eimd)(rg,rl). (227)

Después de un intercambio en el sentido de las manecillas del reloj, la fase debe ser

e~ Las particulas con o # 0, 1 son llamadas aniones.

2.2.2.4. Estado fundamental degenerado

Una remarcable propiedad de los estados Hall cuéntico fraccionarios, los cuales
solo se vuelven aparentes cuando los colocamos en un manifold compacto, es que el
numero de estados fundamentales depende de la topologia del manifold. Esto esta
intimamente relacionado con la existencia de particulas anionicas.

Creamos del vacio un par cuasi particula-cuasi hueco. Entonces separamos este
par, tomandolos alrededor de uno de los dos ciclos en el toro. Llamaremos al operador
que implementa este proceso T para el primer ciclo y T, para el segundo ciclo.

Ahora suponemos que tomamos las particulas alrededor de uno de los ciclos y
luego alrededor del otro. Debido a que las particulas son aniones, el orden en el
cual hagamos esto no importa: hay una diferencia topologica entre las trayectorias
tomadas. En efecto, podemos convencernos que T1T5T; ' T, * es equivalente a tomar

un anion alrededor de otro: las lineas de mundo tienen vinculado un ntimero. Significa
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que T; debe obedecer el algebra
T1T2 = €2ﬂ-i/mT2T1, (228)

pero tal algebra de operadores no puede ser realizada en un tnico estado vacio [11].
Se infiere que el estado fundamental debe ser degenerado. La representacion més

pequena de (2.28) tiene dimension m, con la accion

Ty |n) = *™/™ |n)

Tyln) = |n+1).

La generalizacion de este argumento a una superficie de género g de Riemann |3|
nos dice que el estado fundamental debe tener degeneracion m? [11]. Notemos que
no tenemos que decir nada sobre la forma o tamano de estos manifolds. El nimero
de estados fundamentales depende solo en la topologia.

Ya discutimos un enfoque topologico para el efecto Hall cuantico entero el cual
es valido cuando el espacio es un toro. Mostramos que la conductividad Hall es igual
a un numero de Chern y debe, por tanto, estar cuantizado. En particular, estos
calculos no hacen asunciones que los electrones no interactuaran: es igualmente cierto
para sistemas de muchas particulas interactuando fuertemente [11]. Sin embargo,
una de las aparentemente leves suposiciones era que el estado fundamental era no
degenerado. Como acabamos de ver, esto no es cierto para los estados Hall cuénticos
fraccionarios [11], lo cual explica como esos estados evitan tener conductividad Hall

entera.

2.2.2.5. Orden Topolégico

Los estados de Laughlin tienen un niimero de propiedades muy especiales. Uno
podria preguntar: ;Como podemos caracterizar esos estados? En el marco de Lan-
dau, diferentes estados de la materia son caracterizados por sus simetrias, esos que
son preservados por el estado fundamental y esos que son rotos.

Sin embargo, los fluidos Hall cuanticos caen fuera de este paradigma. No hay
simetria o parametro de orden local que distinga estados Hall cuanticos. Esto revela
que hay un parametro de orden no local, usualmente llamada “orden de largo alcance
fuera de la diagonal” [10, 11] y este puede ser usado para motivar una descripcion

de tipo Ginzburg-Landau, veremos una introduccién de esto en el capitulo final.
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2.2.3. Jerarquia de las fracciones de llenado

Solo se han descrito los estados Hall cuanticos en fracciones de llenado v = 1/m.
De los resultados experimentales se sabe que hay muchos mas estados que no son
gobernados por la funciéon de onda de Laughlin.

Antes de proceder, introducimos la siguiente notacién. Todas las funciones de
onda en el nivel mas bajo de Landau vienen con un factor exponencial comun, asf

definimos

77Z)(Z7 2) ~ 1;(2)6_ Z?:1 |Zi|2/4l23

donde 9)(z) es una funciéon holomorfa.

Podemos inducir estados de cuasi hueco (o cuasi particula) introduciendo un
exceso (o déficit) local de campo magnético a través de un solenoide [11]. Podria-
mos también preguntar que pasa si cambiamos el campo magnético en una manera
uniforme tal que el sistema como un todo se aleja del llenado v = 1/m. Por de-
finicién, supongamos que incrementamos B tal que la fraccion de llenado decrece.
Parece plausible que para B cerca del estado inicial de Laughlin, el nuevo estado
fundamental del sistema contendré cierta densidad de cuasi huecos, dispuestos en
algunas configuraciones, quiza complicadas.

Supongamos que el campo magnético desvia solo ligeramente del centro de la
meseta, correspondiente a la fraccion de llenado v = 1/m. Se podria esperar un gas
de cuasi huecos que forman un cristal de Wigner [8]. Pero el cristal de Wigner es un
estado aislante, y no cambia la resistividad Hall la cual se mantiene fija en el valor
de Laughlin p,, = 27h/e*v

Esto sugiere que el efecto Hall cuéntico puede ocurrir en la ausencia de desorden.
Recordemos que previamente el desorden parecia crucial para explicar las mesetas
observadas en la conductividad Hall. Ademas, a medida que las muestras se vuelven
més limpias, méas y mas mesetas emergen, sugiriendo ingenuamente que una muestra
infinitamente limpia podria regresar nos al resultado clasico para la conductividad
Hall. Sin embargo, la aparicion del cristal de Wigner no se basa en el desorden: puede
aparecer en muestras puras simples, donde espontaneamente se rompe la invarianza
traslacional [8]. Quiere decir que incluso muestras puras pueden exhibir una meseta
en la resistividad Hall sobre un rango de B para el cual el estado fundamental de
aniones es un cristal de Wigner.

A medida que el campo magnético incrementa mas alla de su valor central, la
densidad de los cuasi huecos incrementa. En algtin punto, es probable que prefieran

forman un fluido Hall cuantico, en vez de un cristal de Wigner. ;Que propiedades
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podria tener?

Sabemos que los estados de Laughlin toman la forma

7 m
P~ H(zl —z;)™.
i<j
donde m es impar para fermiones y par para bosones. ;Como seria un estado de
Laughlin para aniones con posiciones n; y parametro estadistico a? Para tener las

estadisticas correctas, la funciéon de onda debe tomar la forma

UES H(m - 77j)2p+a

i<j

donde p es un entero positivo. Arriba, el estado v = 1/m, cuasi huecos y cuasi
particulas tienen carga fraccionaria ¢ = +e/m y la estadistica fraccionaria o = 1/m.
El maximo momento angular de una cuasi excitacion es N(2p + %) donde el signo
+ es inherente a la carga de la cuasi excitacion [11]. Esto quiere decir que el area del
droplete es A &~ 27(2p £ +)N(ml%) donde la longitud usual magnética I3, = h/eB
ahora es reemplazada por ml% por que la carga de la cuasi excitacion es |g| = e/m.
El ntmero de estados de electron en el nivel de Landau lleno es AB/®( y cada uno se
puede pensar como hecho de m cuasi objetos. Asi el niimero total de estados de cuasi
objetos en un nivel de Landau lleno es mAB/®y = (2p = =)m? N, este resultado se
obtenido haciendo los mismos calculos hechos para el efecto Hall cuéntico entero en
la seccion anterior.

El resultado es que los cuasi huecos o cuasi particulas dan una contribucion al

llenado de estados de electrén

1

Veuasi = :Fm

donde el signo de arriba es negativo para cuasi huecos y positivo para cuasi particulas
[11]. Anadiendo esto a la fraccion de llenado del estado original v = 1/m, tenemos
1 1 1

= = . 2.29
g m:FmeQim m+ - (229)

Veamos algunos ejemplos. Empezamos con el estado v = 1/3. El estado p = 1 para
cuasi particulas entonces da v = 2/5 que es una de las mesetas Hall més prominentes.
El estado p = 1 para cuasi huecos da v = 2/7 y también ha sido observado.

Ahora se puede ir més lejos. Los cuasi objetos en este nuevo estado también
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pueden formar estados Hall cuénticos. Y asi, las ocupaciones resultantes estan dadas

por las fracciones continuas

1
v=— : . (2.30)
m 2p1iﬁ

Por ejemplo, construyendo sobre el estado Hall v = 1/3 el conjunto de fracciones
continuas para cuasi particulas con p; = 1 conduce a la secuencia v = 2/5 (el cual
es la fraccion (2.29), seguida por v =3/7, v =4/9, 5/11 y 6/13.

2.2.3.1. Fermiones compuestos

Ahora pasamos a un punto de vista alternativo para entender la jerarquia co-
nocida como fermion compuesto. Primero, es frecuente el caso que cuando sistemas
cuanticos se vuelven fuertemente acoplados, los grados de libertad adecuados para
describir la fisica no son esos con los que empezamos. En cambio, nuevos grados de
libertad débilmente acoplados pueden emerger [11].

La idea es tratar de encontrar nuevos grados de libertad, los fermiones compues-
tos. Usualmente es dificil identificar los grados de libertad emergentes, y en el caso
del efecto Hall cuéntico no es diferente.

Primero veamos la idea de vdrtice [12]. La teoria basica de campo con vortices se
desarrollara en el siguiente capitulo, de momento entenderemos un vortice como un
giro en la propia funcién de onda. Nos interesan los vortices en la funcién de onda de

Laughlin, pero para comprender la fisica hay que revisar el cuasi hueco cuya funciéon

H(Zi - ).

i

de onda incluye el factor

Claramente la funcion de onda ahora tiene un cero en la posicion 7. Lo cual provoca
dos cosas. Primero, la carga desaparece ahi. Esto le da al cuasi hueco su carga
fraccionaria e/m. Pero porque el nivel més bajo de Landau de la funcion de onda es
holomorfa, hay también dependencia angular fija: la fase de la funcién de onda gira
una vez cuando la posicion de cualquier particula se mueve alrededor de 7, esto es
el vortice [12].

La fase de la funcién de onda cambia 27 cuando una particula se mueve alrededor
del cuasi hueco. Lo cual significa que también debe cambiar por 27 cuando el cuasi
hueco se mueve alrededor de la particula. Entonces, si movemos el quasi hueco
entorno a N = u®/®q particulas, la fase cambia por v = 27N = ve®/h. Mientras

tanto, si movemos un cuasi hueco alrededor de una regiéon en la cual hay otro cuasi
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hueco, la carga dentro se reduciréa en e/m, asi el numero efectivo de particulas ahora
es N =v®/Py—1/m [11]. Esto da una contribucion extra a la fase v = —27/m que
asociamos la estadistica del cuasi hueco v = 21 = 27 /m, asi a = 1/m.

Volviendo a la propia funciéon de Laughlin

)~ T —z)m
i<j

Vamos a centrarnos en un m impar tal que la funcién de onda sea antisimétrica y
a tratar con un estado Hall de fermiones. Una caracteristica sorprendente es que
la funcién de onda tiene un cero de orden m cuando dos electrones se aproximan.
Quiere decir que cada particula puede entenderse como m vortices. Por supuesto,
cada uno de esos ceros era necesario por el principio de exclusion de Pauli. Ademas,
se necesitaban m ceros por particula para tener la fraccion de llenado adecuada.
Motivados por esto se define un fermion compuesto como un electréon ligado a m —1
vortices [11].

Si se coloca alguna densidad n = vB/®, de electrones en un campo magnético
y subsecuentemente adjuntamos vortices para hacer fermiones compuestos. Primero
veamos como esos fermiones compuestos experimentan un campo magnético B*
diferente y una fraccion de llenado v* diferente que la de los electrones [11]. Para
ello, movemos los fermiones compuestos a lo largo de una trayectoria encerrando un
area A. La fase de Berry resultante tiene dos contribuciones

N =2r (é—f — (m — l)nA) (2.31)

con n la densidad de electrones. El primer término es la fase usual de Aharonov-
Bohm debida al flujo total dentro de la trayectoria del electréon. El segundo término
es la contribucion del electron que rodea los vortices: hay m — 1 vortices que se
adjuntan a cada uno de los nA electrones.

Los fermiones compuestos experimentan un campo magnético el cual llamamos
B*. La fase de Aharonov-Bohm es

 27AB*
=5

v = B* =B — (m — 1)n®,. (2.32)

Como hay un electréon por fermién compuesto, la densidad es la misma. Pero de-
bido a que los campos magnéticos experimentados por los electrones y fermiones

compuestos difieren, las fracciones de llenado también deben diferir: se debe tener
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la relacion v*B* /®y = vB/®q. Eso nos da

*

V= T T (2.33)

Esta ecuacién es importante. Si consideramos que los fermiones compuestos lle-

nan completamente su nivel de Landau més bajo, v* = 1. Entonces tendremos

En otras palabras, el efecto Hall cuantico fraccionario puede entenderse como un

efecto Hall cuantico entero para fermiones compuestos [11].
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3. Vortices

3.1. Funciones de energia de Ginzburg-Landau

En este capitulo haremos una pausa en relaciéon a lo que hemos visto en los dos
capitulos anteriores y abordaremos la teoria sobre vortices, para ver como aparecen
los vortices en el efecto Hall cuantico en los posteriores capitulos.

Los vortices son solitones en dos dimensiones, con un niicleo de tamano finito.
Cuando se consideran en una teoria tridimensional, los vortices se convierten en
objetos extendidos cuyo nicleo es una linea recta o curva, pero veremos una teoria
dos dimensional, en la cual los vortices son tipo particulas [12]. Esta teorfa también
describe la situacion tridimensional donde todos los campos son constantes en una
direccion [12].

Suponemos que el espacio es el plano dos dimensional R?. Un punto en el espacio-
tiempo en general es denotado por x o (¢,x), y en coordenadas cartesianas x =
(z',2?). A veces, las coordenadas son combinadas como z* (u = 0,1,2) donde
2 = t. Se va a identificar R? con el plano complejo C, y denotaremos un punto
espacial por z, donde z = x! + iz2. Donde hay posibilidad de campos con simetria,
usaremos simetria circular p, 6.

La teoria basica con vortices tiene un campo escalar con dos componentes reales

(p1(x), ¢()2), y la simetria interna

ba(r) = Rapdp(x) (3.1)

donde R € SO(2) [12]. Esta simetria asegura que un vortice individual pueda tener
simetria circular. Es frecuentemente conveniente combinar las dos componentes de

campo en un tnico campo complejo

¢(x) = ¢1(x) + id(x). (3.2)
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La rotacion SO(2)

sina  Cos«

Rup(a) = ( cosa —sino ) (3.3)

se reemplazada por la rotacion de fase U(1)
P(z) — ep(z). (3.4)

Heuristicamente, una configuraciéon de campo contiene un vortice centrado en
un punto X, si X es un punto aislado donde ¢ se anula, y si a lo largo un pequeno
circulo encerrando X con curva orientada en contra de las agujas del reloj, la fase de ¢
incrementa por 27n, con n un entero distinto de cero. Se define n como multiplicidad
del vortice [12], n es generalmente +1 ya que vortices de multiplicidad mas alta se
rompen bajo pequenas perturbaciones del campo [12].

Las teorias de campo con vortices son de dos tipos: globales y gauge. Sus solucio-
nes son llamadas, correspondientemente, vortices globales y vortices gauge [12, 22].
En una teoria global esté solo el campo escalar complejo ¢(x) [12, 22]. En una teoria
gauge esta esté acoplada a un campo electromagnético con un gauge de fondo U(1)
[12, 22]. Los campos son ahora ¢(z) y el potencial electromagnético gauge a,(x),
con las componentes espaciales ag(x) y a(x) = (a1(z), az(x)).

Varios tipos de dinamica de vortices pueden ser considerados, dependiendo en la
aplicacion fisica. Hay correspondientemente varios tipos de Lagrangianos y ecuacio-
nes de campo, algunas Lorentz invariantes, y otras no [12].

Empezamos con campos estaticos. Las expresiones definiendo su energia son
conocidas como funciones de energia de Ginzburg-Landau (GL) [12]. En una teoria

global, la energia de GL es de la forma

v [ (3vve+uin) e (35)

el cual es invariante bajo la simetria interna global (3.4). La ecuaciéon de campo

compleja singular, obtenida por variar V' con respecto a ¢, es
V2 — 20" (66) = 0. (3.6)

donde V? es el laplaciano en dos dimensiones. Sus partes real e imaginarias son

obtenidas trabajando directamente con ¢, y ¢2. La ecuacion obtenida por variar V'
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con respecto a ¢ es el conjugado complejo de (3.6)
Vi —2U'(6¢)p = 0. (3.7)

El potencial U depende solo de |¢|, la magnitud de ¢, y es usualmente asumido para
ser un polinomio de al menos orden sexto o cuarto orden en |¢|, que significa que

este es cuadratico o ciibico en |¢|? = ¢¢[12]. En el primer caso,

U= it vdo + 5 (66) (3.8)

donde p, v, X\ son coeficientes constantes y reales. Para una teoria estable \ debe ser
positivo y ajustamos p tal que Uy, el valor minimo de U sea cero |12, 22|. Para v

negativo podemos reescribir U de la forma

\ B
U = 3(m® = ¢)* (3.9)
donde m es positivo. El manifold vacio V es el circulo |¢| = m, con m (V) = Z

[12, 16, 22|. Este es el caso interesante, con la posibilidad de vortices. Si v es positivo
o cero, entonces )V es un punto ¢ = 0, con el primer grupo de Homotopia trivial
[3, 22|. No hay posibilidad de solitones topolégicos en el plano en este caso [12]. Para

U de la forma anterior la energfa global de GL es

V= %/ <V<5 Vo + 2(m2 - <5¢)2) d*x (3.10)

y la ecuaciéon de campo se simplifica a

V3¢ + %(mQ — ¢p)p = 0, (3.11)

el cual es la ecuacion clasica de Ginzgburg-Landau en dos dimensiones. Para el resto
del capitulo vamos a considerar que en las teorias global y gauge U tiene rompimiento
de simetria, que es notorio en la forma cuadratica (3.9). Las soluciones de vacio, las
cuales minimizan V son de la forma ¢ = me™, donde y es una fase arbitraria la cual
debe ser constante para que el gradiente de energia se anule [22]. La eleccion de x
rompe espontaneamente la simetria global U(1). Si tomamos ¢ = me'X y sustituimos

en (3.11) encontramos que VZy = 0y Vy - Vx = 0. Por tanto y es constante, asf ¢
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es una soluciéon de vacio. La energia de Ginzburg-Landau en la teoria gauge es

- A _
V:%/(§+D@&¢+ﬂm%¢@ﬁfx (3.12)

Este es invariante bajo una trasformacion gauge
P(x) = € p(x) (3.13)

a;(x) = a; + 0;a(x) (3.14)

donde €™ es una rotacién de fase que varfa espacialmente. Los ingredientes de
V son la cantidad invariante gauge ¢¢, el gradiente covariante del campo escalar

D;¢p = 0;¢ — ia;¢, y el campo magnético
B = f12 = 8161,2 — 8a1. (315)

En un espacio de dos dimensiones, el tensor de campo de Maxwell tiene solo tres
componentes independientes. Hay una tinica componente magnética B, la cual de un
punto de vista tridimensional es el campo magnético en la direcciéon —x®. La parte
espacial del tensor de campo puede ser expresada en términos de B como f;; = €;;B.
Las dos componentes del campo eléctrico son e; = Jya; — dr1ag y e = Jpas — Osay,
pero estos no contribuyen a la energia estéatica de GL.

Las ecuaciones de campo asociadas con la energia son obtenidas variando con

respecto a ¢, a; y as como los campos independientes. Estos son

A —
QD@+§mf—¢@¢:Q (3.16)
€ij0; B + %(@D@ — ¢D;i¢) = 0. (3.17)
La tltima ecuacion (3.17) es la version dos dimensional de la ecuacion de Ampere
V x b= J [13]. Por tanto _
7 - —
J; = +(6Di6 — 6D;9) (3.18)
puede ser interpretado como la corriente en el plano. El vacio es tnico en la teoria
gauge GL. La energia es minimizada si |¢p| = m, D;¢ = 0y B = 0, en todas

partes [12]. La primera condicién requiere que ¢(x) = meX*®)| y la tltima condicién
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requiere que a; sea un gauge puro, es decir
a;(x) = O, (x). (3.19)

D;¢ entonces se anula si

im(9;x — dia)e™ = 0, (3.20)

asi 0;(x — a) =0 y por tanto aw = x + const. Asi un campo vacio es de la forma
d=mex, a; =0,x. (3.21)
Por la transformacion gauge e~%X, este se vuelve el vacio simple
p=m, a;=0. (3.22)

El campo ¢ = me'X, a; = 0, con y una constante, es un vacio también, pero este es
un gauge equivalente a (3.22). Asi el vacio es tnico. Sin embargo, el hecho que el
minimo de (m? — ¢¢)? permanece en un circulo es significante, conduce a vortices
[12].

El argumento de escala justo muestra que para tales soluciones, las dos contri-

buciones a la energia.

1 A
E, = 5/B?d?gc, By =3 /(m2 — ¢p)d*x
son iguales. En efecto, la teorfa gauge de GL con U = 2(m? — ¢¢)? es el paradigma

para una teoria que tiene solitones topologicos en dos dimensiones [12, 22].

La energia gauge de GL en polares es

1 00 2T 1 - 1 )\ _
vl (E Fio+ DB, + 5 DuDus + (i - ¢¢>2) pdpdd (3.23)

donde las derivadas covariantes son D,¢ = 0,¢—ia,¢ y lo mismo para 6. La expresién

analoga en la teoria global es

. 1 o0 21 B 1 ~ A , -
V= 5/0 /0 <8p¢a¢ + Fag(ﬁaggb + Z(m ) ) pdpdf
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3.2. Topologia en la teoria global

Consideremos la configuracion de campo ¢(x) en la teoria global de GL cuya
densidad de energia se aproxima a cero rapidamente cuando |x| — oo, la energia en
polares, vemos que |¢| — m y d,¢ — 0 como p — co. Asumamos que lim,_,., ¢(p, 0)
existe. Denotamos la forma limite ¢>(6) = me™X™ | y llamamos esto el valor de ¢
en el circulo en el infinito [22]. Para tal campo, ¢ es un mapeo del circulo en el

infinito S1 al ménifold vacio V = S*
¢ : S — St (3.24)

¢* es univaluada, asi x>°(#) debe tener la propiedad x*°(27) = x*>°(0) + 27N, para
algin entero N. N es el namero de giro, o grado, del mapeo (3.24), y es la carga
topologica de la configuracion [12].

A pesar de la topologia no trivial del manifold de vacio, no hay configuraciones
de campo de energia finita con carga topoldgica distinta de cero en la teoria global
[12, 22]. Esto es por que la contribucion del gradiente angular de ¢ a la densidad
de energia es O(1/r?) probado que x*(6) es diferenciable [12|. Su contribucién a la

energia total, fuera de un circulo de radio p, suficientemente grande es

1 oo 27 1
—m? / / ~(9px>)2dpds. (3.25)
2 po Jo P

Las integrales angulares y radiales se separan, y el radial divergente de forma loga-

ritmica a menos que
2w
| @ papas
0

se anule. Asi la energfa finita requiere que limy_,o ¢ = meX”™ para alguna constante
de fase x>, y asi N = 0 [22]. El ménifold vacio por tanto no juega un rol significante

para campos de energia finita en la teoria global [22].

3.3. Topologia en la teoria gauge

Ahora consideremos que {¢(x), a;(x)} es una configuracion de campo de energia
finita en la teoria gauge de GL. La energia finita impone las condiciones de frontera
|¢| — m como x — oo [12]. Nos gustaria deducir que ¢ tiene una forma limite en
el circulo en el infinito. Sin embargo, a partir de la expresion de energia en polares,

(3.23), vemos que la derivada covariante radial D,¢ tiende a cero cuando |x| — oo.
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Consideremos cualquier linea radial 0 < p < oo, con @ fija. Para valores grandes de

p, @ ~ meX, asi asintoticamente
D,¢ =im(8, — a,)e™* = 0. (3.26)

y por tanto a, = d,x. Ahora transformamos el campo al gauge radial a, = 0. Si

a, # 0 entonces inicialmente la transformacion gauge

6(p,0) = eap (—i [ ate ew) (3.27)

hace esto, g es una funcion suave en todas partes, y limy .o g(x) = 1 [12]. La trans-
formacion gauge también cambia ¢ y agy, pero estas siguen siendo funciones suaves
en el plano si a, fuera inicialmente suave. En el nuevo gauge, d,¢ — 0 como x — 00,
asi ¢ tiene un valor limite a lo largo de cada linea radial
lim ¢(p,0) = ¢>(0) = me*™ ), (3.28)
p—00
y este define ¢ en el circulo en el infinito. La tnica libertad gauge que queda es
multiplicar ¢ por un factor de fase constante ¢ [12]. Se puede imaginar que las

() todavia son permitidas, pero esas estan mal

transformaciones gauge del tipo e
definidas en x = 0, si «(#) es una funcion sin restricciones [12]. En el gauge radial
foo = 0 implica que d,a9 = 0, asi ay tiene un limite

lim ap(p,0) = ag°(0). (3.29)

p—00

La anulacion de Dy¢ ahora implica que
Opx™ — ap® =0, (3.30)

asi el potencial gauge es igual a la derivada de la fase de ¢ en el circulo en el infinito.
Notemos la diferencia importante de la teoria global, esta no necesariamente debe
ser constante.
Aqui ¢™ es otra vez un mapeo del circulo en el infinito S. al manifold vacio
Y =254
¢ : 8t = 5, (3.31)
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y tiene ntmero de giro

1 2

N (00 = - (*(27) = x¥(0)).

" 21 7r

N es la carga topologica de la configuracion de campo {¢(x), a;(x)}. El valor actual
de x*° no esté del todo fijado, incluso en el gauge radial, por que la constante de
transformacion e desplaza x> () a x*°() + const [12]. Hay que notar que N no
depende en la eleccion gauge que se haga. Para tanto, se considera una transfor-
macion gauge suave g(x). Para cada p > 0, ¢ es un mapa del circulo de radio p a
U(1), con namero de giro N,(p) [12]|. Esta transformacion gauge podria cambiar N
a N + N,(oc0). Sin embargo, por continuidad, N, es independiente de p y la suavi-
dad de g en el origen implican que N,(0) = 0 [12]. Asi Ny(oco) = 0, y asi la carga
topologica N es invariante gauge.

Se ha definido N en términos del nimero de giro del campo escalar ¢ en el
infinito. Sabemos que

2
¢ = % . Bd*z = % i ag°(6)do
Asi el flujo magnético esté cuantizado en la teorfa de GL, en unidades de 27, y el
flujo total ® es 27 N.

Hay otra caracterizacion topologica del niimero de giro N. Este es el nimero total
de vortice, que es, el nimero de puntos en el plano, con multiplicidad tomada en
cuenta, donde ¢ = 0 [12, 22|. Para esto, necesitamos asumir que los ceros de ¢ son un
conjunto infinitos de puntos aislados { A, B, C, ...} con multiplicidad {n4,ng, n¢, ...}
El namero de giro de ¢ a lo largo del circulo en el infinito, N, es justo la suma de

esas multiplicidades.

N=nyg+ng+nc+.... (3.32)

Para ver esto, consideramos la deformacion del circulo C4 en la curva C’. Por
continuidad, el incremento de la fase de ¢ alrededor de C'y, el cual es 27n 4, es igual
al que se hace alrededor de ), ya que no se encierra un nuevo cero [12]. Entonces
el incremento de fase alrededor de Cyp es la suma del incremento alrededor de €’y
y Cp, y asi Cy y Cp. Extendiendo esta construccién para encerrar mas ceros, y
eventualmente todos estos, llegamos a la ecuacion (3.32).

Aqui A es un cero simple de ¢ si ny = +1. Si ¢ tiene ntimero de giro N > 0,

y solo ceros simples, entonces hay al menos N de ellos [22]. Si hay N + N’ ceros
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de multiplicidad 1, debe haber N’ ceros de multiplicidad —1. Una deformacion lo
suficientemente pequena y suave de un campo con un cero simple aislado simple-
mente desplaza esos ceros [12]. Estos por tanto tienen una cierta estabilidad. Sin
embargo, por una deformaciéon continua del campo, es posible tener ceros simples
de multiplicidad 1 que se juntan en ceros de multiplicidad maés alta [12]. También
ceros de multiplicidades opuestas pueden juntarse en un cero de multiplicidad cero,
y entonces aniquilarse [12]. Ambos de estos procesos pueden también pueden ser
revertidos.

Las soluciones estaticas y dependientes del tiempo de las ecuaciones de GL gene-
ralmente tienen su densidad de energia y campo magnético alcanzando su maximo
alrededor de los ceros de ¢. Asi los ceros de ¢ no solo dan datos topologicos globales,
sino también informacion de la dindmica local sobre el campo [12]. Identificamos los
ceros de ¢ con la locacion de vortices [12]. Notemos que la densidad de energia de ¢

Ay d

es al menos gm®.

3.4. Soluciones de Vortices

En la teoria gauge GL, para todos los valores de la constante de acople A excepto
A =1, todas las soluciones de energia finita estatica conocidas de las ecuaciones de
campo tienen simetria circular alrededor de algin punto, y una simetria de reflexion
[12]. En la teoria global de GL también, hay soluciones de simetria circular, aunque
con una energia que diverge logaritmicamente. La solucién basica en cada caso, con
nimero de giro N = 1, lo llamamos vértice. La transformacion discreta ¢ — ¢, junto
con a — —a en la teorfa gauge, convierte un vortice en un antivortice, con la misma
energia y N = —1. Las soluciones con nimero de giro |N| > 1, son multivortices.

Es natural discutir las soluciones de simetria circular en coordenadas polares.
Asi los campos son ¢(p, 0) en la teoria global, complementada por a,(p, 0) y ag(p, )
en la teorfa gauge [12]. Debemos usar las simetrias circulares y de reflexion, para
obtener una funciéon de energia de GL reducida, una integral sobre la coordenada
radial p. Sus ecuaciones variacionales son las ecuaciones de campo reducidas. Por
el principio de criticidad simétrica [12], las soluciones de esas ecuaciones reducidas
dan soluciones de las ecuaciones de campo completa en el plano.

La accion de un elemento R(S) del grupo de rotacion espacial SO(2) es {p —
p,0 — 0+ B}, y el operador generador de rotaciones es 9/06. Una configuracion
de campo escalar ¢(p, ) es rotacionalmente invariante si ¢(p, 0 + 5) = ¢(p, ) para

todo f3, esto es, ¢ depende solo en p. Equivalentemente, 0¢/00 = 0. Tal ¢ tiene un
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numero de giro cero. Si ¢ es también asumido para tener la simetria de reflexion

o(p,0) = ¢(p, —0), entonces es real [12, 22]. La energia global de GL para un campo

1% :w/ooo ((%)Z%(WP —¢2)2> pdp

y su ecuacion variacional es

de este tipo es

&g  1dp X

0 + o +3 (m* — ¢*)p =0 (3.33)

La energia es minimizada por la soluciéon de vacio ¢ = m (y la solucién equivalente
o =—m).

En una teorfa gauge, invarianza rotacional significa que ¢, a, y ag solo dependen
en p, asi N = 0 [22]. Esto es atn posible para realizar una transformacion gauge
p-dependiente, sin introducir ninguna 6-dependiente y transformar al gauge radial

a, = 0 [12]. La energia de GL se reduce a la expresion

1 (dag\? (ddNT 1 5 A, o o
ver (?(d_p) # () et 0= o

cuyas ecuaciones variacionales son

d¢ 1dp 1 , A,

ST Z(m? = ¢*)¢ =0 3.34
d2a9 1da9 2
—_— = = 0. 3.35
dp*  pdp a9 (3.85)

Las soluciones de energia minima en el vacio, ¢ = m, ay = 0. No hay otras
soluciones de energia finita, satisfaciendo las condiciones de frontera ¢(oco) = m,
ag(co) = 0y ¢(0) finito, ag(0) = 0 [12]. Esto es por que la ecuacion (3.35) excluye
la posibilidad que ay tenga un maximo positivo o minimo negativo. Asi ay tiene que
anularse, y entonces la ecuacion (3.34) se reduce a la ecuacion (3.33) de la teoria de
GL, con solo el vacio como una solucion.

Ahora veamos la invarianza de ¢ bajo la accion de SO(2)

¢(p,0 + B) = ¢"7¢(p,0). (3.36)
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Denotamos ¢(p) por ¢(p,0). Entonces (3.36) se satisface si y solo si

d(p.0) = ™ o(p). (3.37)

Es claro que el numero de giro de tal campo (en ¢ = 00) es N = k.
Podemos asumir que N # 0, ya que N = 0 es el caso de simetria rotacional. Ya

que el nimero de giro es importante, reescribimos la féormula para ¢ como

o(p,0) = e™o(p). (3.38)

Infinitesimalmente, el generador de la accién combinada es (Z,iN), y ¢ es invariante

96
si este es aniquilado por el operador — 4N [12]. Para un campo de la forma (3.36),

con ¢(p) real, la energia global de GL es

(o)

y la ecuacion de campo se reduce a

2o 1dp N2 B
Gt g~ ot (= =0 (3.39)

Las soluciones existen para cualquier N # 0. Cercade p = 0, ¢(p) =~ p", asi ¢(p, ) ~

pNeN?. La solucién con ntimero de giro es por tanto un vértice de multiplicidad N.

2d¢

Ahora multiplicando la ecuacion (3.39) por 2p°Z%, obtenemos la siguiente expre-

sibn

dg

I I T

d dp dp dp

usando la regla del producto y de la cadena tenemos las relaciones

do _, ,do d2¢ s do\ 2
dp ’ (dp) pdpdp p(d_p> ’

d¢

N2
dp ¢

L CN2R) = 2

d 1 d
(3= 2) = o1 - 22 2500 - e,
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asi la expresion final es
d 2 (do ’ 2,2 1 212 22
il ) =N — %1 — + (1 — —0. 4
dp <P <dp) ¢ 2P ( o) Pl o) 0 (3.40)

Integrando, y usando las condiciones de frontera, concluimos que

| = 6)dp = 32 (3.41)
0
o equivalentemente
1 - 1
Ey =7 /(1 — ¢¢) d*xr = §7rN2 (3.42)

donde la integral es sobre todo del plano.

Regresando a la teoria de GL. Aqui también, debemos fijar m = 1, A es dejado
como un parametro libre ya que los vortices dependen en este en una forma no
trivial [12, 22]. La fase de rotacion V¥ que acompaiia una rotacién por 3 es global,
independiente de p y 6 [12]|. Este no tiene accion en el potencial gauge (a,, ag) [12].

Por tanto, la acciéon combinada SO(2) deja los campos invariantes siempre

¢(p,0) = ™ 9(p)
ap(p,0) = a,(p) (3.43)
ag(p, 0) = ag(p).

La simetria de reflexion ¢(p,0) = ¢(p, —0) otra vez hace ¢(p) real [12, 22|. Las
condiciones de frontera son ¢(co) = 1, ag(co) = N y ¢(0) = 0, ag(0) = 0 [12, 22].

Las condiciones en p = 0o asegura que
Dy = 0p¢p — iagp = (iN —iN)e™M = 0.

Las condiciones en p = 0 aseguran que ¢ es univaluada y el potencial gauge sea no
singular ahi.
Asi tenemos tres diferentes significados de IV, nimero de giro de ¢ en el infinito.

Ya que
2
/ ag(00)df = 2w N,
0

el flujo magnético total es 2r N [22]. Ya que ¢ se anula en p = 0, hay un vortice o
multivortice centrado en el origen [22]. El incremento de la fase de ¢ al rededor del

origen es 2w N, asi la multiplicidad del vortice es N [12, 22.
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Para campos de la forma (3.43), con a, = 0y ¢(p) = 0 real, la energia gauge de

GL es

o0 dag\? [do\* A
ver| (pi (d—;) +(d—ﬁ) +%<N—a9>2¢2+1<1—¢2>2> pdp,

y las ecuaciones de campo se reducen a

2o 1de 1 . A )
i (N - 21— =0 3.44
d2a9 1da9 2
2% L (N — = 0. 3.45
T = (N —ano (3.45)

Para entender el comportamiento cuando p — oo, sea

¢(p) =1—0(p) (3.46)

ag(p) = N = ¥(p). (3.47)

Las formas linealizadas de las ecuaciones (3.44) y (3.45) son las ecuaciones de Bessel
modificadas [2, 22|

d’c  1do

2 _\o = A4
a0 (3.48)
> 19

——Z =0, 3.49
dp*  pp (3.49)

cuyas soluciones dan las expresiones asintoticas

o(p) ~1- %ko(\/}p), (3.50)
ag(p) ~ N — g—:pKl(p) (3.51)

El término exponencial principal en las funciones de Bessel modificadas Koy(p) y

K, (p) para valores grandes de p es

Los coeficientes A, y A,, asociados con el decaimiento de los campos escalar y
magnético, necesitan ser determinados numéricamente, resolviendo las ecuaciones

no lineales con condiciones de frontera apropiadas en p = 0.
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En efecto, las expresiones asintoticas (3.50) y (3.51) tienen validez algo limitada.
Para A < 1 son validas solo para valores muy grandes de p, mucho mas grandes
que 1/v/X [12]. Para A\ > 4 estos son validos, debido a forzar los términos en la
linealizacion que conduce a (3.48) y (3.49) [12]. En cambio, para A > 1, las soluciones
de las ecuaciones no lineales (3.44) y (3.45), excepto en una vecindad muy pequena

de p = 0, son aproximadamente

o) =1-1 (52l (3.52)
(p) = N — 5K p), (3.53)

asi ¢ esta muy cercano a 1 para casi todo p [12]. La constante A% es 2rN. Las
formas asintoticas del campo escalar y potencial gauge nos informan de las fuerzas
esperadas entre vortices bien separados. En el valor de punto critico de la constante
de acople, A = 1, hay més soluciones de ecuaciones estaticas que solo de simetria
circular [12]. La figura (3.1) es la solucién numérica del sistema (3.44) y (3.45).

Se hizo uso del método numérico de Runge-Kutta de cuarto orden haciendo las

1.0 A —
¢(p), as(p)
0.8 4
0.6
0.4 1

0.2 1

0.0

1
o

Figura 3.1. Campos escalar y gauge contra coordenada radial. Las funciones de perfil
#(p) (curva naranja) y ag(p) (curva azul) para el vortice N =1 con A = 1.0. Las curvas se
mueven hacia la izquierda al aumentar A. Elaboracién propia.
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siguientes sustituciones

d¢
o1 = d_p
Qg
19 = d_p

tenemos el sistema

dpy  1do 1, A,
dalg_ldae

0 _ Y (N — 2
dp  pdp (= a)¢
do’

¢1—d—p

a —%

w_dp

se hizo para 9950 iteraciones con un paso de —0.001 partiendo desde 10 hasta 0.05

con una condicién inicial

& 1.0
ag B 1.0

o1 | | —0.000034189
g —0.000038438

Las pruebas hechas en la construccion de ésta solucion y la presentada en el capitulo
final presentan dependencia sensible en las condiciones iniciales en una vecindad de
centrada en cero con r < 1, significa que pequenas variaciones en las condiciones
iniciales pueden implicar grandes diferencias en el comportamiento futuro de las so-
luciones [9]. El codigo implementado en Python para la elaboracion de las soluciones

puede consultarse en [7]
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4. Teoria de Chern-Simons

4.1. Introduccion

El objetivo para construir una teoria de campo efectivo que capture la respuesta
del estado fundamental Hall cuantico para perturbaciones de baja energia. Esas
teorias efectivas son conocidas como teorias de Chern-Simons [11]. Trataremos el
potencial gauge A, del electromagnetismo como un campo gauge de fondo. Esto
significa que A, no es dinamico; solo es un parametro de la teoria que nos dice
cuales campos eléctricos y magnéticos que se han encendido [11]. Ademés, no se
incluye en A, el campo magnético original de fondo que da el efecto Hall para
iniciar. En lugar, A, describira solo las perturbaciones alrededor de un estado Hall
dado, ya sea por encender un campo eléctrico o por perturbar el campo magnético
aplicado pero manteniendo el tipo de estado (el nivel de llenado) fijo.

En la teoria de campo de contexto, A, siempre se acopla a los grados dinamicos

de libertad a través de la corriente apropiada J, asi que la accion induce el término
Sa = / Bz " A (4.1)

la medida [ d®z significa que hemos asumido que la corriente vive en d = 2 + 1
dimensiones. La accion Sy es invariante bajo la transformacion gauge A, — A,+0,w

debido a de la conservacién de la corriente
o, J" = 0.

Esas dos ecuaciones seran el punto de partida para la teorias de campo efectivo
que dicen como el sistema responde cuando es perturbado al encender un campo

eléctrico o magnético de fondo.
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4.2. El efecto Hall cuantico entero

Empezaremos haciendo una asunciéon: en bajas energias no hay grados de liber-
tad que puedan afectar la fisica cuando el sistema es perturbado. Pensemos sobre
lo que esta asuncion significa. El primer requerimiento es que hay una banda prohi-
bida de energia para el primer estado excitado [11]. En otras palabras, el sistema
es un aislante en vez de un conductor. Nos interesa la fisica en energias debajo de
esta banda prohibida. Hay un requerimiento mas sutil en la suposicién. Este esta
relacionado a la existencia de los llamdos “grados de libertad topolégicos”. La in-
tencion es calcular la funcion de particion. Esto no es una funcién de los grados
dindmicos de libertad. En cambio, es una funcién de la fuente la cual es el potencial

electromagnético A,, [11]. La forma esquemética de la funcion de particion es
Z[A,] = /D(CampOS)eiS[campos;A]/h (12)

donde los “campos” se refieren a todos los grados de libertad dindmicos. Al integrar

todos los grados de libertad, la teoria se queda solo con el estado fundamental
Z[A,] = tSertlAul/h,

Donde S representa la accion efectiva y depende en los parametros del proble-
ma més que los campos dindmicos [11]. Asi no utilizamos las ecuaciones de Euler-
Lagrange ya que no es dindmico en A,. Sin embargo, contiene informacioén impor-

tante ya que, del acople (4.1), tenemos

(SSeff[A]
6 A, ()

=< J¥(z) > . (4.3)

Esto nos dice que la accién efectiva almacena la respuesta de la corriente a los
campos eléctrico y magnético.

Ya que no sabemos como es el lagrangiano microscopico, no es posible hacer una
integral de caminos explicitamente en (4.2) [11]. En vez de eso escribimos todos los
términos posibles que pueden aparecer y escogemos los mas importantes. La primera
restriccion es que la accion efectiva Seg[A| debe ser invariante gauge [11]. Una forma

de lograr esto es construirlo de campos eléctricos y magnéticos.

1 A
E:——VAO—aTyB:VxA.
C
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El tipo de términos que podemos escribir estan més restringidos por otras simetrias
que el sistema puede tener, tal como invarianza rotacional y traslacional. Finalmente,
la accion efectiva debe ser un funcional local, esto significa que podemos escribirlo

como

Se[A] = /dd:r;a:. .

Ahora solo tenemos que escribir todos los términos en la accion efectiva que satisface
los requerimientos. Como nos interesan campos eléctricos y magnéticos pequenos,
que varian solo sobre largas distancias, los términos més importantes seran esos con
las potencias méas pequenas y derivadas mas pequenas.

Si tenemos invarianza rotacional el primer término que se obtiene es

Seq|A] :/d4x B E—2B...B.
1L
La respuesta (4.3) que sigue de esta accion efectiva es esencialmente de las corrientes
libres. En efecto, este solo difiere de la acciéon de Maxwell por las susceptibilidades
€ y i los cuales son parametros libres caracterizando la respuesta del sistema.
Entonces podemos escribir un nuevo término consistente con la invarianza rota-

cional. La accion efectiva resultante es Seg[A] = Scs[A] donde

k
Scsl[A] = e /d3:r ePA,0,A, (4.4)
El coeficiente k a veces es llamado el nivel del término de Chern-Simons [11]. A
primera vista, no es obvio que el término de Chern-Simons sea invariante gauge ya
que depende explicitamente de A,. Sin embargo, bajo una transformacion gauge,
A, — A, + 0w, tenemos
k 3 nurp
Scs[A] = yy d’z 0, (we'?0,A,)
El cambio es una derivada total. En muchas situaciones podemos simplemente des-
preciar esta derivada total y el término de Chern-Simons es invariante gauge [11].
Sin embargo, hay algunas situaciones donde la derivada total no se anula.
El término de Chern-Simons (4.4) respeta la invarianza rotacional, pero rompe

la paridad y la inversion temporal [11]. Aqui nos centramos en paridades las cuales
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en d = 2 + 1 dimensiones, se definen como

y, correspondientemente, Aq — Ag, A1 — —A; y Ay — A,. La medida fd3x es

invariante bajo paridad. Sin embargo, el integrando no es invariante:
e"PA0,A, = —e"PAL0,A,.

Esto significa que la accion efectiva de Chern-Simons con k # 0 puede solo aparecer
en sistemas donde la paridad se rompe.

Usando (4.3) calculamos la corriente que aparece del término de Chern-Simons,
esta es 5Ses|Al f
= 50—511 = —%eijEi.

En otras palabras, la accién de Chern-Simons describe la conductividad Hall con

J;

Este coincide con la conductividad Hall de llenado v de los niveles de Landau si

identificamos el nivel de Chern-Simons con k = ¢*v/h. La densidad de carga J es
0ScslA k

_0SeslA] _ ko,

Jo

5A0 2T

Vemos que el término de Chern-Simons captura la fisica basica del efecto Hall cuan-
tico entero, pero solo si identificamos el nivel k& = e*v/h. No tenemos que asumir
que k esta cuantizado en esta manera, en vez, este esta obligado para tomar valores
que son miltiples enteros de ¢2/h [11].

Para entender la cuantizacion del nivel de Chern-Simons k& en la ecuacion (4.4).
Tener un factor periddico en la geometria nos permite hacer algo nuevo con la
transformacion gauge, A, — A, +0,w. Usualmente, se trabaja con funciones w(l, x)
las cuales son univaluadas [11|. Pero es demasiado restrictivo: debemos ver que
campos fisicos son univaluados. La funcién de onda del electréon transforma como
glew/h [18]. Asi que el requerimiento no es que w sea univaluada, sino que giew/h
sea univaluada [11]. Y, cuando la geometria de fondo tenga un factor S*, esto nos

permite hacer algo nuevo donde la transformacion gauge gira alrededor del circulo,
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con
B 2mhr

W = 66.

A veces es llamado una transformacion gauge grande, el nombre supone significa-

(4.5)

tivamente que no pueden ser conectados continuamente con la identidad [11]. Bajo
tal transformacion gauge grande, la componente temporal del campo gauge es sim-

plemente desplazado por una constante

Ay — Ao+ @ (4.6)
ef

Los campos gauge que estan relacionados por una transformacién gauge deben ser
considerados fisicamente equivalentes [11|. Quiere decir que podemos entender Ay
como una variable periddica, con periodicidad 27wh/ef3, inversamente proporcional

al radio 8 de S!.
Pensemos sobre las direcciones espaciales como formando una esfera S?, en vez
de un plano R?. Haciendo uso de esta geometria se puede adherir un flujo magnético

de fondo mediante el espacio S?, dado por

1 h
— Fio=-— 4.7
21 St 12 e ( )

donde F,, = 9,A, — 0, A,. Este flujo es la cantidad minima permitida por la con-
dicién de cuantizacion de Dirac [11].
Ahora evaluamos el término de Chern-Simons (4.4) en una configuracion con

constante Ay = a y fuerza de campo espacial (4.7), tenemos
k 3
Scs = In d’r AgFig + A1 Fyy + Ay Fo.

Podemos anular todos los términos con dy, pero integrando por partes en las deri-

vadas espaciales aparece un factor extra de 2

k
SCS = —/d3$ AOF12.
2m

Evaluando en el flujo (4.7) y constante Ay = a, se tiene

hk
SCS = ﬁa?

Ahora que hemos evaluado la accién de Chern-Simons en esta configuracion parti-
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cular. Veamos que pasa bajo transformaciones gauge como (4.6) que desplaza A,.
Después de todo, el término de Chern-Simons no es del todo invariante gauge, ya que
debe permanecer sin cambios luego de la transformacion. En cambio, este transforma

como
o2rh2k

e?

SCS — Scs +

Asi, el término de Chern-Simons debe ser interpretado como una accién cuantica

efectiva
Z[Au] — WSertlAul/h

Con lo cual esta bien si el término de Chern-Simons por si mismo no es un invariante

gauge, mientras la funcién de particion e?csl4ul/? 1o sea [11]. De esto

hk

e2

€Z.

Ahora k = e*v/h con v € Z, entonces la conductividad Hall es

62

Ogy = %V.

Se ha reproducido la cuantizaciéon observada del efecto Hall cuantico ahorrandonos
mucho trabajo. No se mencionaron los niveles de Landau, no se mencioné si los por-
tadores de carga fueran fermiones o bosones, o si estuvieran libres o interaccionando
fuertemente. En cambio, en motivos generales se mostré que la conductividad Hall

esté cuantizada.

4.2.1. Compacidad

Volviendo a la derivacion, esta parece depender en dos resultados. El primero
es la naturaleza periodica de la transformacion gauge, e*“/" lo cual significa que
las transformaciones gauge topologicamente no triviales (4.5) estan permitidas [11].
Por que la carga aparece en el exponente, una asuncién implicita es que todos los
campos transforman con la misma carga. Podemos, en efecto, ablandar ligeramente
esto y podemos repetir el argumento cuando las cargas son multiplos racionales uno
del otro [11]. Las simetrias gauge abelianas con esta propiedad son conocidas como
compactas [11]. Como la simetria gauge del electromagnetismo, es compacta.

Segundo, la derivacion requerida para hacer un flujo cuantico minimo (4.7),
establecido por la condicion de cuantizacion de Dirac [11]. Sin embargo, una ins-

peccion minuciosa de la condicién de Dirac muestra que esto también depende de
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la compacidad del grupo gauge [11]. En otras palabras, la naturaleza compacta del
electromagnetismo es todo lo que se necesita para asegurar la cuantizacion de la
conductividad Hall.

En contraste, las simetrias gauge abelianas que no son compactas por ejemplo,
debido a que tienen cargas las cuales son multiplos irracionales una de la otra, no
pueden tener monopolos magnéticos, o flujos de la forma (4.7) [11]. A veces se denota

su grupo gauge como R en vez de U(1) para resaltar esta no compacidad.

4.3. FEfecto Hall cuantico fraccionario

Si queremos evitar la conclusion que la conductividad Hall toma valores ente-
ros, entonces no solo esperamos violar una de las asunciones que se hicieron en la
argumentacion previa. Aun la tnica cosa asumida es que no hay grados de libertad
dindmicos con efecto de bajas energias cuando el sistema es perturbado. Ademaés el
liquido de Hall cuantico fraccionario tiene una banda prohibida. Sin embargo, resul-
ta que pueden haber grados de libertad los cuales estdn sin brecha de energia, sin
embargo afecta la fisica en escalas de energia arbitrariamente pequenas, esos grados
de libertad son llamados topologicos [11]. El objetivo es describir los grados topo-
logicos de libertad relevantes para el efecto Hall cuantico fraccionario. Queremos

calcular
Z[A,] = /D(campos)eis[wmpos“q]/h

donde A, otra vez se acopla al campo a través de la corriente, aqui debemos con-
servar los grados de libertad topologicos. La parte complicada es que esos grados
topologicos pueden ser combinaciones complicadas del campo original y es usual-
mente muy dificil para identificar de antemano que tipo de campo emergente sera
en un sistema dado [11]. Asi, en vez de trabajar de los primeros principios, primero
debe considerarse el tipo de grado topologico de libertad puede aparecer.
Consideremos @, un campo gauge emergente, apareciendo del comportamiento
colectivo de muchos electrones subyacentes. En efecto su dinamica es descrita por

la acciéon de Maxwell

1

_4_92 dgx f;wflw

SMaxwell [CZ] =

donde f,, = d,a, — d,a, y g* es una constante de acople. Las ecuaciones de movi-

miento resultantes son 9, f*” = 0. La teorfa U(1) de Maxwell en d = 2+ 1 dimensio-
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nes describe un tnico grado de libertad sin masa. Sin embargo, hay un nuevo tipo
de acciéon que podemos escribir para campos gauge en d = 2 4+ 1 dimensiones. Esta

es la accidon de Chern-Simons

Sesla] = % /d3x e?a,0,a, (4.8)

Los argumentos que se han visto significan que k debe ser entero si la simetria
emergente U(1) es compacta [11]. Ahora veamos como el término de Chern-Simons
cambia la dindmica cuantica y clésica. Supongamos que tomamos como nuestra

accion la suma de dos términos

S = SMaxwen + Scs

La ecuacion de movimiento para a, ahora se vuelve

kg”

a, M
”f +47T

e’ foe =0
Esto ya no describe un foton sin masa. En vez, cualquier excitaciéon decae exponen-
cialmente.

Antes de seguir, consideremos una propiedad mas interesante e importante de la
ecuacion (4.8) que depende solo en la topologia del manifold. Primero miremos que
en la accion de Maxwell, si acoplamos esto a la métrica del manifold g,,, la accion

se vuelve .
SMaxwell = _@ d3$ V _ggupgyaful/fpa-

Como se ve claramente esta métrica juega dos roles: es necesaria para subir los
indices y segundo provee una métrica y/—g.
En contraste, ninguno de esos son requeridos cuando generalizamos (4.8) a

espacio-tiempo curvo. Como a A da es una 3-forma, y podemos integrar

k
Scs:—/a/\da.
4T

Asi la accion es independiente de la métrica.
Ahora podemos considerar la teoria efectiva para los estados de Laughlin v =

1/m. Esos estados Hall tienen un tnico campo gauge a, emergente y compacto U(1).
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La funcién de particion se puede escribir como
Z[A,] = / D@Heise“[a;A]/h.

La corriente esta dada por

62

JH=—€""0,a 4.9

2h P ( )
La conservaciéon de la corriente es 0,J* = 0. Esta relacién significa que el flujo
magnético de a, es interpretado como la carga eléctrica que se acopla a A, [11]. El

flujo minimo permitido esta dado por la condicién de cuantizacion de Dirac

1 h
o f12 = (4.10)

Podriamos también agregar un término de Chern-Simons e#*?A,0,A,, para A mis-
ma, pero ya hemos visto que este da una contribuciéon entera para la conductividad
Hall.

Si se calcula la conductividad Hall. Ingenuamente podriamos reemplazar un cam-

po con su ecuaciéon de movimiento, el cual en este caso es

Juwr = — F. (4.11)

La solucién para esta ecuacion es a, = A,/m. Sustituyendo esta relacién entre los

campo en la siguiente accion efectiva postulada

2

Segla, Al = &

, m
h/ dPPr— o elP A (9ap—Ee” Pa,0,a, + .. (4.12)

donde el primer término es una mezcla del término de Chern-Simons que se convierte
en el acoplamiento de A, J*; el segundo término es el nuevo término mas simple que

se puede escribir, tenemos

2
1
Seﬁ‘[A] ¢ / d3 BMV'DAMQVAP .

2 4mm

Que es el mismo tipo de accion (4.4) que hemos trabajado antes y podemos ver

directamente que la conductancia Hall es

et 1
Oy = 55—
Y 9rhm
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que es lo esperado para el estado de Laughlin. El campo gauge a, esta restringido
por la condicién de cuantizacion de Dirac, pero este es incompatible con la ecuacion
de movimiento (4.11) cuando F' también tiene solo una unidad de flujo [11].

La accion (4.12) describe el estado Hall cuéantico en el llenado v = 1/m. Aho-
ra agregamos algo a esto. Acoplaremos el campo gauge emergente a, a su propia

corriente, la cual llamamos j#, el término adicional

AS = /dgxa“j“.

Para asegurar la invarianza gauge, j# debe conservarse d,7* = 0. Luego la corriente
’ 1
7* describe cuasi huecos y cuasi particulas en el sistema. Primero se pone el campo
gauge de fondo A, a cero. La ecuaciéon de movimiento para a,, es
e 1

%fuu - Eeijﬂ‘ (4.13)

El tipo méas simple de corriente que se puede observar es una carga estatica la cual
colocamos en el origen. Esta descrita por j! = 52 = 0 y j° = ed?(z). El hecho que
esas particulas tengan carga e bajo el campo gauge a,, esta relacionado a la eleccion
de cuantizacion de Dirac (4.10). La ecuacion de movimiento de arriba se convierte

en . "
— f1a = —&6%(2).
2 ho em (z)
Vemos que el efecto del término de Chern-Simons es para adjuntar el flujo A/em a

cada particula de carga e. La corriente del electron J* en (4.9) es

2
o_ ¢ _ €
J _27rhf12_m(S (z)

es la corriente apropiada para una particula estacionaria de carga eléctrica e/m.
Recordemos que una particula de carga ¢ moviéndose alrededor de un flujo ® tiene
una fase ¢'7®/". Debido al apego al flujo (4.13), las cuasi particulas necesariamente
portan ambas ¢ = e y fluyjo ® = 2whA/em. Si movemos una particula alrededor
de otra, obtendremos una fase €®/". Pero la fase estadistica es definida por el
intercambio de particulas, que consta de solo la mitad de una érbita, como vimos en
2.2.2.3. Asi la fase estadistica esperada €™ = €¥®/?"  Para nuestros cuasi huecos,

con ¢ =ey ® = 2rh/em, tenemos



la cual es la estadistica esperada de cuasi huecos en el estado de Laughlin.

4.3.1. Estadistica fraccionaria

Los calculos de arriba son buenos y rapidos y dieron el resultado correcto. Pero
hay un factor aniénico famoso de 2 que se ha pasado por alto. Aqui esté el problema.
Como la carga ¢ en la primera particula se mueve alrededor del flujo ® en el segundo,

ia®/h Pero podemos pensar que el flujo de la primera particula

escogemos una fase e
también se mueve alrededor de la carga de la segunda. Asi seguramente este debe
dar otro factor de e’®/". Para ser precisos, no. Para ver la razén de por que esto no
es asi, lo mejor es considerar los célculos.

Por generalidad, tomamos N particulas colocadas en las posiciones z,(t) las
cuales, con la notaciéon mostradas, dejamos cambiar con el tiempo. La densidad de

carga y corrientes son

N N
P =e) P —x(1) Gt =€) X0 (x — xq(1)).
a=1 a=1
La ecuacion de movimiento (4.13) puede ser resuelta incluso en este caso general. En
el gauge de Coulomb ag = 0 con 0;a; = 0 (sumando solo sobre los indices espaciales)

la solucion esté dada por

al 2t — 2 (t)

a;(x,t) = % > e m (4.14)
a=1
Esto sigue de los métodos estandar usando la funciéon de Green para el laplaciano en
dos dimensiones: V2log|x—y| = 27§(x—y) [2]. Esta solucién es otra vez el enunciado
que cada particula porta un flujo i/em [11]. Sin embargo, podemos también usar
esta solucion directamente para calcular el cambio de fase cuando una particula

-digamos, la primera - es transportada a lo largo de una curva C' [11]. Este serfa

exp (@'e%a . dxl)

Si la curva C' encierra a la otra particula, el cambio de fase resultante se puede
calcular para ser e2™/™. Como antes, si intercambiamos dos particulas, obtenemos
la mitad de esta fase, o €™ = '™/™. Esto, por supuesto, es el mismo resultado de
arriba. Vale la pena senalar que este calculo de Chern-Simons terminé buscando

exactamente lo mismo como el calculo original de la fase de Berry para las funciones
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de onda de Laughlin en el capitulo 2.

En los calculos hemos tomado j* para ser la corriente de fondo fijada describien-
do las cuasi-particulas. Pero el marco de referencia de la teoria de campo efectiva
también nos permite hacer la dindmica de cuasi-particulas. Lo que necesitamos es
introducir un nuevo campo bosénico ¢ y lo incluimos en la accion efectiva, acoplada
minimamente a a, [11]. Entonces dotamos a ¢ con su propia dinamica. La dinamica
depende de la eleccion que hagamos. Por ejemplo, si queremos que lo cuasi huecos

tengan una relacion de dispersion relativista, podriamos introducir la accion

62

m
Sulao] = [ d'x hera,d,0, + Du0f - V(0

donde la forma relativista de la accion también implica que ¢ describira tanto ex-
citaciones de particulas como antiparticulas (es decir, huecos) [11]. Aqui V(¢) es
un potencial que gobierna la masa y autointeracciones de interacciones de las cuasi
particulas. Mas importante, la derivada covariante D, = 0, — ieq,, incluye el aco-
ple para el campo de Chern-Simons. Por los calculos de arriba, esto asegura que
las excitaciones de ¢ tendrén la estadistica anidnica correcta para describir cuasi

particulas, aunque el campo ¢ sea bosénico.

4.3.2. Teoria de Chern-Simons en un toro

Si colocamos un estado Hall cuéntico fraccionario en un manifold compacto,
entonces el niimero de estados fundamentales dependen en la topologia de ese mani-
fold. En particular, la existencia de aniones era suficiente para asegurar m estados
fundamentales en un todo y m? estados fundamentales en una superficie de genero
g. Esta es la esencia de lo que conocemos como orden topolégico.

Si estamos en el plano R? o la esfera S?, entonces la teorfa de Chern-Simons tiene
solo un estado, pero si cambiamos el manifold para ser otro més complicado, como
un toro entonces hay una degeneracion de estados fundamentales [11]. La dinamica

de la teoria efectiva es
e? m
o 3 nvp
SCS = %/d X E@ au&,ap,
la ecuacion de movimiento para aq es

fi2=0.
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Es facil ver que tales soluciones existen en el toro T?, donde un ejemplo es simple-
mente configurar cada a; para ser constante. La primera tarea es encontrar un gauge

invariante para parametrizar este espacio de soluciones. Denotamos los radios de los

Figura 4.1. Ciclos 71 y 72 definidos sobre el toro T2. Elaboracién propia.

circulos del toro T? = S! x S! como R; y Ry. También denotemos dos correspon-
dientes curvas no contraibles como 7, y 7., que estéan ilustradas en la figura (4.1).

La forma mas simple para construir un campo gauge invariante de una conexién

w; = f dz’a;.
Vi

Este es invariante bajo transformaciones gauge, pero no de esas que giran alrededor

gauge es integrar

del circulo. El invariante gauge correcto para parametrizar las soluciones son por

tanto los ciclos de Wilson

W; = exp (Z%f ajd;ﬁ) = eiewi/h‘
Vi

Como la teoria de Chern-Simons es de primer orden en derivadas temporales, estos
ciclos de Wilson estan realmente parametrizando el espacio de fase de soluciones,
en lugar del espacio de configuracion. Ademas, por que las lineas de Wilson son
numeros complejos de moédulo unitario, el espacio de fase es compacto. En motivos
generales, podriamos esperar que cuando cuantizamos un espacio de fase compacto,
tenemos un espacio de Hilbert finito dimensional [11]. Una interpretacion del ciclo

de Wilson es que una particula con carga e se propaga alrededor del ciclo del toro.
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La teoria de campo efectivo para los estados de Laughlin pueden ser resumidos

como sigue: escribimos la corriente del electréon como

1
JH= e, (4.15)

donde a, es un campo emergente. Entonces dotamos a a, con un término de Chern-

Simons, entonces la corriente de cuasi particula j* es

1
o wps o
gt = 27Te 0,a,

donde a, es un campo gauge emergente cuya dindmica es gobernada por un segundo

término de Chern-Simons. La accién final es
g a Al = [ & 1 mp A 5 M uwp o 1 ey 9 G M - O,
offla, a; A] = T %e " ,,ap—Ee a, ,,a,ﬁ—%e a, ,,ap—ﬂe a,0,a,.

Para calcular la conductividad Hall, primero integramos a y luego integramos a.

Encontramos que esta teoria describe un estado Hall con fraccion de llenado

donde m es un entero. Hay dos cuasi huecos cuyas corrientes se acoplan a a y a
respectivamente [11]. Para un cuasi hueco estatico el cual se acopla a a, las ecuaciones

de movimiento se leen

_ _ 2
mfia — fi2 = 27752(I) y mfios — fia=0= fio = - _7Tl52($)

m

mientras, si el cuasi hueco se acopla a a, las ecuaciones de movimiento son

_ _ 2
mfiz — fiz =0y mfiz — fia = 2m6*(x) = f12 = _—752(55)-
mm — 1

Los coeficientes del lado derecho de las ecuaciones finales nos devuelven la carga
eléctrica. Por ejemplo, el estado v = 5/2 tiene m = 3 y m = 2. Las cargas resultantes
de los cuasi huecos son e* = 2/5 y e* = 1/5. Ahora podemos continuar, las cuasi
particulas del nuevo estado son descritas por una corriente ja(x) la cual se acopla a
a,. Escribimos en la forma (4.15) e introducimos el nuevo campo gauge emergente

con un tercer término de Chern-Simons. Y asi sucesivamente. Los estados resultantes
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tiene fracciéon de llenado

4.4. Dualidad particula-voértice

El primer intento es obtener parametros de orden local para estados Hall cuan-
ticos en teorias efectivas de baja energia modeladas en el enfoque habitual de
Ginzburg-Landau. Los aspectos mas sutiles de los estados Hall cuénticos no son
capturados por una teoria de GL. Sin embargo, el enfoque provee un marco de refe-
rencia en el cual muchas propiedades talladas de los estados Hall cuanticos pueden
ser calculados.

En d = 2 + 1 teorias de campo, hay dos tipos de excitacion de particulas que
pueden aparecer. El primer tipo es la excitaciéon familiar que obtenemos cuando
cuantizamos un campo local [20]. El segundo tipo de particulas es un vdrtice, cuya
teoria se desarrollo en el capitulo 3, definido por el giro de algiin parametro local.

Frecuentemente en dimensiones d = 2 4 1, es posible escribir dos teorias muy
diferentes las cuales describen la misma fisica. Esto es posible por que las particulas

de una teoria estan relacionada a los vortices del otro, y vice versa.

4.4.1. FEl modelo XY

La primera teoria consiste solo de un campo escalar complejo ¢ con accion

Sy = /d% 10,012 — aldf2 — blo|* + ... (4.16)

La teoria tiene una simetria global U(1) la cual actta por rotaciones de la forma ¢ —
e$. Las fases diferentes de esta teorfa, y las excitaciones fisicas correspondientes,
pueden ser caracterizadas por el rompimiento de simetria de U(1) [6]. Hay tres
diferentes posibilidades que se pueden caracterizar por el signo de a, tomando b > 0.
e a > 0: En este fase, la simetria U(1) no se rompe y las excitaciones de ¢ son
masivas.
e a < 0 : ¢ obtiene un valor esperado de vacio y la simetria global U(1) se rompe.
Podemos escribir ¢ = pe'. Las fluctuaciones de p son masivas, mientras el
campo o es sin masa. Esta fase es a veces llamada el “modelo XY [6].

En esta fase, la teoria también tiene excitaciones de vortices. Estos aparecen
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de la fase de ¢ girando asintéticamente. El giro asumido es medido por
7{ dx' 0,0 = 27mn

con n € Z cuenta el nimero de giro de vortices. Como se explica en el capitulo
3, n estd cuantizada por razones topologicas. Esos vortices tienen una banda
prohibida.

e ¢ = 0 : permaneciendo entre las dos fases es un punto critico. Aqui, la dindmica

de bajas energias es descrita por una teoria de campo conforme.

4.4.2. EL modelo abeliano de Higgs

Esta vez el campo escalar estd acoplado a una dindmica de campo gauge o,.

Esta accién es

1 - - _ - _
o = / d's o fuf? DGR~ 6P Bl ()
con f;w = 8,@,, — a,,au. Este no tiene contra parte en la teoria anterior pero las sime-
trias gauge no son simetrias reales: sencillamente son redundancias en la descripcion
del sistema [24]. Es més importante igualar las simetrias globales. Hemos visto que
el modelo XY tiene una simetria global U(1). Pero también hay una simetria global

menos obvia en el modelo de Higgs, con la corriente dada por

gt = %e‘“’p&,ozp. (4.18)
Este es el tipo de corriente que aparecen en las teorias del efecto Hall cuantico.
La carga conservada es el flujo magnético asociado a la simetria gauge U(1) [24].
Esta debe ser identificada con la simetria global U(1) del modelo XY. Nuevamente
asumiendo que b’ > 0
e o > 0: en esta fase, los campos gzNS son masivos y la simetria gauge U(1) no se
rompe [24]. Correspondientemente, hay fotones sin masa en el espectro. Este
es usualmente referido como la fase de Coulomb. Sin embargo, en d = 2 + 1
dimensiones, el foton porta solo una tinico estado de polarizacion y puede ser
alternativamente descrito por un campo escalar, usualmente entendido como
el foton dual, o.

El fotéon dual esta relacionado al campo de fuerza por la ecuacion de movi-
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miento )

i 9
= ?Eul/pao.
Note que la corriente (4.18) puede expresarse facilmente en términos del foton
dual: este es )
Ju = g—a,p.
™

Otra forma de decir esto es que la simetria global U(1) es espontaneamente
rota por desplazar el valor del fotén dual ¢ — o + const.
El resultado de esto es que la simetria global se rompe espontaneamente en
esta fase. Esto significa que debemos identificar la fase de Coulomb de esta
teoria con el a < 0 del modelo XY. El fotén dual o puede ser visto como el
modo de Goldstone de este rompimiento de simetria.
Los campos cargados qg son masivos en esta fase. Deben ser identificados con los
vortices de la fase a < 0 del modelo XY [11]. Notemos que las excitaciones ¢
interactiian a través de la fuerza de Coulomb la cual, en d = 2+ 1 dimensiones,
resulta en una fuerza de confinamiento logaritmica entre las cargas de signos
opuestos, justo como los vortices del modelo XY'.

e o/ < 0:aqui ¢ tiene un valor esperado y la simetria gauge U (1) es rota. Ahora
el foton tiene una masa por el mecanismo de Higgs y todas las excitaciones
tienen una banda prohibida. Esta es la fase de Higgs de la teorfa.

La simetria global U(1) no se rompe en esta fase, significa que debemos identi-
ficar la fase de Higgs de este modelo con la fase con banda de energia de a > 0
del modelo XY[11].

El rompimiento de la simetria gauge U(1) significa que hay soluciones de tipo
vortices en la fase de Higgs [24]. Esto es definido por el giro asintotico del valor
esperado de gz~5 Las soluciones resultantes exhiben algunas buenas propiedades.
Primero, a diferencia de los vortices globales del modelo XY, vortices asocia-
dos a una simetria gauge tienen masa finita. Segundo, también portan flujo

magnético cuantizado

. ~ 1 -
fdarj D;arg(¢p) = —/de fia=n'
2T
donde n’ € Z es el numero de vortices, que esos vortices porten flujo magnético
significa que pueden ser cargados bajo la corriente (4.18) [24]. Estos vortices
son identificados con las excitaciones del modelo XY en la fase a > 0.

e o/ = 0 : Permaneciendo entre las fase, hay otra vez un punto cuéntico critico.
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Simulaciones numéricas muestran que este es el mismo punto cuantico critico

que existe en el modelo XY'.

4.4.3. Teoria de Chern-Simons Ginzburg-Landau

Empezamos por el modelo XY dado en (4.16). Este es un campo escalar complejo
con una simetria global U(1) ¢ — €?$. Deformamos esta teoria de la siguiente forma:
volvemos gauge la simetria global y agregamos un término de Chern-Simons en el

nivel m. Terminamos con
: mo,
Sala, ] = / P 00— ia, 0 — V(9) — T-a,d,0,, (4.19)

esta accion efectiva es la accidon para el estado de Laughlin en la fraccion de llenado
v = 1/m. En este contexto, las excitaciones del campo ¢ describe los cuasi huecos
y cuasi particulas en la teoria, con carga y estadistica fraccionaria [11]|. El campo
gauge de fondo del electromagnetismo A, se acopla a la corriente del electron
1

= —e"P0,a,.

J 2 r
Ahora podemos repetir este procedimiento para el modelo de Higgs definido en
(4.17). Otra vez acoplamos a, el campo gauge U(1) a la corriente la cual esta dada

por (4.18). Encontramos
3 Y P - 1 Hrp M e
Spla,a, ¢l = | &’z |00 — i, 0" — V() + 7.C a,0,a, — e a,0,a, + ...

Debido a que a, aparece cuadraticamente en la accion, se puede reemplazar por su

ecuacion de movimiento
1 _
f,m/ - Efm/-
Notemos que se tiene el mismo problema de la seccién anterior. Esta ecuacion de
movimiento no es consistente con la cuantizacion de flujo f,, y fw, significa que

este captura la fisica local correcta [11]. Se tiene

Spla, d] = / P 10,6 — i b2 — V(§) — 47T1me“”pozu@l,ap.... (4.20)

Esta es la teorfa dual a (4.19). En el modelo original (4.19), los cuantos elementales
¢ son las cuasi particulas mientras los vortices son los electrones. En la nueva des-

cripcion (4.20), los cuantos elementales de ¢ son los electrones mientras los vortices
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son las cuasi particulas.

En contraste, el enfoque de Ginzburg-Landau para este problema es mas comun.
Este es ligeramente impar por que la fisica resultante requiere un ntmero grande
de electrones presentes, pero podemos insistir en esto incluyendo un potencial qui-
mico apropiado. Llamaremos al campo bosonico que da origen a electrones ®. El

lagrangiano es

pvp
etPoy,0,0,

1 1
S = /d% i®T (0 — iy — i) P — ﬁ@@ — i@ — V(®) + T

con p el potencial quimico y m* es la masa efectiva del electron, esta es la descripcion
del modelo de Chern-Simons Ginzburg-Landau (CSGL) del efecto Hall cuantico
fraccionario [25]. El lagrangiano fue propuesto por Zhang, Hansson y Kivelson y
también se conoce como la teorfa ZHK [25].

Las excitaciones de ¢ en (4.20) se supone describen vortices de la teoria (4.19).
Recordemos que el campo ¢ (o ®) es bosénico: obedece las relaciones de conmuta-
cion. Pero, por el mismo argumento de la seccién anterior, la presencia del término
de Chern-Simons cambiaré la estadistica de esas excitaciones. En particular, en una

teoria no relativista, la ecuacion de movimiento para ag se lee
1z t
27

Aqui ®T® es simplemente la densidad de la particula n(x). Esto nos dice que cada
particula en el fluido Hall cuéntico tiene —m unidades de flujo. Esas particulas son
bosonicas si m es par y fermionicas si m es impar. Restringiendo al caso de m impar,
tal que los “electrones” son electrones, se pueden entender como bosones ¢ unidos a
—m unidades de flujo [11]. Alternativamente, los bosones ® pueden ser entendidos

como electrones unidos a +m unidades de flujo, se conoce como bosén compuesto
[11].
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5. Soluciones tipo vortices

5.1. El modelo de Zhang-Hansson-Kivelson (ZHK)

Vamos a empezar con un pequeno repaso histérico. Feynman, en sus Lectures on
Statistical Mechanics, propuso su “otro punto de vista” para describir la supercon-
ductividad. El argument6 que los estados fundamentales del superconductor deben
ser descritos por una funcién de onda no relativista ¢ [10], la cual podria resolver

una ecuacion de Schrodinger no lineal gauge,

2

10 = (—f—m +qV —a(l - g)) . (5.1)
La derivada covariante D = V — iqA, ¢ = 2e la carga de los pares de Cooper
[19], 0 = ¥*1 es la densidad la particula. En el enfoque de Feynman el campo
gauge es externo, sin embargo: este no tiene dinamica propia todavia. ;Puede el
sistema de materia més el campo gauge volverse uno autoconsistente? Lo primero
es suponer que el campo electromagnético satisface las ecuaciones de Maxwell, pero
la invarianza galileana de la ecuacion de Schrodinger (5.1) es inconsistente con la
invarianza de Lorentz de las ecuaciones de Maxwell: el sistema acoplado podria
no tener clara la simetria [10]. El problema no pudo ser resuelto en tiempos de
Feynman, ya que la forma de Chern-Simons no habia sido encontrada atn [10]. El
caracter topologico de este tltimo permite acoplar el electromagnetismo de Chern-
Simons ya sea materia relativista o no relativista [10].

Las ideas de Feynman no llamaron mucho la atencién en aquel tiempo: la su-
perconductividad se pensaba era entendida satisfactoriamente por las teorias de
London, Ginzburg-Landau y BCS [10]. En 1980, con los descubrimientos inespera-
dos del efecto Hall cuantico y de superconductividad de altas temperaturas se daba,
sin embargo, un aumento repentino el interés por teorias alternativas [10].

Motivados por las analogias entre el efecto Hall y supefluidez, Girvin y Mac-

Donald (GM) llamados, en particular, por una teoria de Ginzburg-Landau para el
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efecto Hall cuéntico. Sobre bases fenomenoldgicas, se sugirié representar el orden de
largo alcance fuera de la diagonal [10] por un campo escalar ¥)(x) en el plano, y “las
frustraciones debidas a las desviaciones lejos de la densidad de Laughlin cuantizada”
por un potencial gauge efectivo a(x). Ellos propusieron describir este sistema planar

estatico por la densidad de Lagrange
1
Low = =ig([V]* = 1)+ 3|(V = i)’ +i5 (4V x a+ax Vo) (5:2)

donde ¢ es un campo escalar. Las ecuaciones de movimiento son

S0 = iy, (53
kb= —1+ |i]? (5.4)
1
KD x (i¢) = j,  j =5 (¥" Dy =y DY), (5.5)

donde b = V x a es un campo magnético efectivo.
Hacemos las siguientes observaciones
1. La primera de esas ecuaciones es una ecuacion de onda gauge estatico tipo
Schrodinger para el campo de materia.
2. La segunda ecuacion relaciona el campo magnético efectivo a la densidad de

la particula. El campo gauge fisico es
1
A=a-A VxA=——. (5.6)
K
Entonces la ecuacion (5.4) puede ser representada como
KB — [yf? (5.7)
donde B=V x A=0b—B. Aqui
B=VxA (5.8)

puede ser visto como un campo magnético de fondo, y el campo magnético
fisico, B, es determinado por la densidad ¢ = |¢|* y por B [10]. Esto correspon-
de al valor determinado por los estados fundamentales de Laughlin del efecto

Hall cuantico fraccionario.
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Integrando (5.7) sobre todo el plano muestra que flujo total y la carga eléctrica,

q):/dQ:vByQ:/dsz,

KD = Q. (5.9)

son proporcionales

Anticipando la existencia de soluciones tipo vortices, la tltima puede ser iden-
tificada con las cuasi particulas de Laughlin. Tomando x = 1/m donde m es
un entero muestra que el “anién” portara flujo magnético ® y 1/m unidades
de carga fraccionaria [10].

3. Introduciendo el “campo eléctrico efectivo”
e=1Vo (5.10)

reconocemos, en la ultima ecuacion, (5.5), el efecto Hall

Ji = K€ijej,
con k identificado como la conductancia Hall op.

El hecho remarcable, aparentemente desconocido para Girvin y MacDonald,

es que configurando

apg = ’Lgb, focﬁ = aaa/g - 85%, (511)

el altimo término en el lagrangiano (5.2) es precisamente la forma estética de
Chern-Simons
ig@an+axV@:—gﬁw%hT (5.12)
Pronto, luego del propésito del modelo de Girvin-MacDonald, Zhang et al. (ZHK)
[10, 25], argumentaron que el modelo de Girvin-MacDonald era se un primer paso en
la direcciéon correcta, e improvisaron un modelo de Ginzburg-Landau para el EHQ.
Ellos derivaron su teoria directamente de la teoria macroscopica [10]. Su punto de
partida es el Hamiltoniano de un sistema planar de electrones polarizados, tomando
un Hamiltoniano H,,.. La funcién de onda de muchos cuerpos satisface la ecuacion
de Schrodinger,

Hpe\ll(l’l,...,[L'N) :E\IJ(ZEh...,ZL‘N). (513)

y es asumido, consistentemente con el principio de Pauli, para ser totalmente anti-
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simétrico con el intercambio de dos electrones [10, 25].

Como complemento tutil de las descripciones microscopicas existentes, Zhang,
Hansson y Kivelson en 1988 propusieron un modelo de Chen-Simons Ginzburg-
Landau para el efecto Hall cuantico fraccionario. Este modelo se basa en la idea de
una cambio de estadistica de la particula, es decir, el hecho de que en dos dimensiones
los fermiones pueden describirse como bosones que llevan un ntmero entero impar de
cuantos de flujo (estadistico). En el nivel lagrangiano, esto se hace al agregar campos
de Chern-Simons acoplados a los bosones. De esta forma, electrones en un campo
externo. A valores especiales de la fraccion de archivo, el campo estadistico cancela
el campo externo (en el sentido de un campo) y el sistema se describe como un gas
de bosones que no siente un campo magnético neto. Estos bosones se condensan en
un estado fundamental homogéneo. De hecho, esta teoria efectiva bastante simple
reproduce varias de las caracteristicas clave del EHCF, como la cuantificacién de
la conductancia Hall y la existencia de excitaciones (anti)vortices, considerando las
fluctuaciones cuanticas sobre el estado de fundamental del boson.

Un bosquejo de la idea de Zhang et al 25|, es mapear el problema dentro de uno
bosénico. En efecto, consideremos el sistema bosoénico con Hamiltoniano Hy,s. La

funciéon de onda bosénica de N-cuerpos ¢ requiere ser simétrica y satisfacer

Hyosd(21, ..., xn) = Ep(xq, ... xN). (5.14)

Consideremos ahora la transformacion gauge singular

U(zy,....,zn) = Ud(z1, ..., xN), U = exp [—Zz g%bl . (5.15)

a<b

donde # es un parametro real y v, = V. — Y es la diferencia del angulo polar de

electrones a y b, las etiquetas de las posiciones tal que
UHyosU ™ = H,. (5.16)

De esto se sigue que ¢ satisface la ecuacion bosonica de Schrodinger (5.14) preci-
samente cuando VU satisface el problema de autovalor de electrén polarizado (5.13)
con el mismo autovalor. ¥ es antisimétrica precisamente cuando el pardmetro 6 es
un multiplo impar de 7, 8 = (2k + 1)7, los detalles de tal demostracion se pueden
ver en [10, 25|.

Habiendo reemplazado el problema fermionico con uno bosénico la interaccion,
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Zhang et al, procedieron a derivar una teoria de campo medio.
Su modelo también involucra un campo escalar ¢ acoplado a un campo electro-
magnético externo 4, y a un campo gauge “estadistico”, a, [25]. También satisface

un término potencial, y es dependiente del tiempo. Su lagrangiano es
1 K
Lzukx = =" D) + §]Dw|2 +U®W) — 56“1/0&“8,,&0, (5.17)

donde
Dot = (00 — i€ Ay, A, =a, — A, (5.18)

es la derivada covariante. Notemos que mientras D, tiene los potenciales vectoriales
de fondo y estadistico combinados en el vector potencial A, el potencial de Chern-
Simons solo involucra el campo estadistico a,,.

Las ecuaciones de campo del modelo de ZHK son

iDp)p = —%D% + ;fj (5.19)

1
R€iger = €J;, J= Z(w*Dw — p(DY)"), (5.20)
kb=rco, 0= (5.21)

donde e, = Orag — Giar, y b = 1/2¢;;(0;a; — 0ja;), significa que el campo de ma-
teria satisface una ecuacion de Schrodinger no lineal que se complementa con las
identidades de corriente de campo de la teoria pura de Chern-Simons [10].

Estas ecuaciones describen un campo escalar en un campo de fondo y estadistico
acoplados y un potencial no lineal, apropiado para el EHCF.

Notemos que el lagrangiano de ZHK es de primer orden en la derivada temporal

del campo escalar. El potencial de Zhang es el potencial de auto interaccion

U) = —ply* + %!M‘l + const., (5.22)

donde la constante es escogida tal que el minimo de U es 0. El término u|v]*(u > 0)
aqui es un potencial quimico, mientras el término cuadratico es una interacciéon
efectiva [10].

Para un sistema estatico en un fondo puramente magnético y para U(v)) = 0, los

modelos ZHK y GM son matematicamente equivalentes (pero no fisicamente) [10].
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Ahora si se asume que todos los campos son estaticos d;(-) = 0. Haciendo

1
AQZO, B:—E, Aozaoz’iqb &:A+A, (523)

el lagrangiano de GM (5.2) se convierte,

1 .
Lan = —Aol]? + Ay + §|(V —i(A+ A)y|?
+g(AOV>< A+ AV X A+AXV Ag+ Ax VA).

Sin embargo, integrando por partes el tercer término y usando V x A = B,
Ao+g(AOV><A+.A><VAO) = Ay (1 + g(v x A+ V x A)) +términos de superficie

El primer término en el segundo miembro de la ecuacion se anula, luego eliminando

los términos de superficie tenemos
1
Loy = —ip*(—1Ag)Y + 5] (V—i(A+A)v]* + g (AV x A+ A X VA).

Para e = 1 y configurando x = €%/46, esto es precisamente el lagrangiano estatico
de ZHK (5.17), para la sustitucion

A, < ag. (5.24)

Una prueba més simple de esto se puede obtener usando las ecuaciones de campo.
La sustitucion (5.23) lleva las ecuaciones de campo de GM (5.3), (5.4) y (5.5) a las
ecuaciones de ZHK (5.19), (5.21) y (5.20).

5.2. Vortices de Chern-Simons

En las siguientes dos subsecciones se repetira el procedimiento desarrollado en la
seccion 3.4 para obtener soluciones tipo vortice planteando otra véz las respectivas
funciones de GL para los lagrangianos del modelo de Higgs con un término de
Chern-Simons y de este mismo eliminando el término de Maxwell mediante una

aproximacion cuando r — o0.
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5.2.1. Modelo abeliano de Higgs con término de Chern-Simons

El primer modelo de Chern-Simons es obtenido por sumar el término de Chern-
Simons al modelo Abeliano de Higgs, definido en un espacio de Minkowski (2 4 1)-

dimensional, con la métrica g,, = diag(—1,1,1),
1 afs 1 a * K af
Lpx =Ly+ Los = 1 0" + §Da\IJ(D )+ U(V) — 1€ TA.Fsy,  (5.25)

A
U() = (1= [9°)° (5.26)
donde D,V = 0,V — ieA,V es la derivada covariante, con e la carga eléctrica del
campo V. El término de Chern-Simons esta acoplado a través de la constante de
acople k. Se conoce a esto como el modelo de Paul-Khare (PK) [10]. Las ecuaciones

del modelo abeliano de Higgs y del sistema Chern-Simons-Maxwell puro
K
DpFO7 + §ewﬁFa5 =0,

respectivamente, son ordenados en

%Damm\m = —\(1 - [6P), (5.27)
%@(\@F”O‘) + g\/c_]e"‘“”FW - —%(@*Daqf —Y(DD)).  (5.28)

Las soluciones pueden ser buscadas a lo largo de las mismas lineas en el modelo

Abeliano de Higgs. Consideremos el ansatz radial estatico, el mismo del capitulo 3,
Ag=nA(r), A, =0, Ag=nrA(r), )= f(r)e. (5.29)
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Al hacer las sustituciones obtenemos las siguientes relaciones
: 2 iz 1
(9;11/) :dlag(_Ll?T )7 (g ) = (_Llaﬁ) \/gzr:

DV = —ienAgW, D, = D"¥ = f'e™?

1
DoV = in(1 — erA)W, D’ = ﬁDg, For = —f = —nAj,

1
Foo =0, Fg=n(A+1A4"), F"" = =F,,
T
jo = n€2f2A07
1
jr=0,4" = -2¢ (A - —) f.
T er

Las ecuaciones estaticas de segundo orden se vuelven

"+ f? —e*n?(A - e_lr)zf +nPASf + A1 — f2)f =0,
A"—I—é—%—egfg(A—i)qLﬁAg:O,
roor er

/

A A
Ag—FTO—leQAO—Fm(m—F?):O.

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

Esas ecuaciones, como esas en el modelo abeliano de Higgs usual para los cuales se

reducen para k = 0 y Ag = 0, atin no han sido resueltos analiticamente, pero Paul

y Khare argumentaron que una soluciéon de energia finita existe para cada entero n

[10, 12].

5.2.1.1. Energia de una configuracion estatica

Consideremos una configuracion estatica (A4,, V).

e Los términos convencionales de materia y de Maxwell en (5.25) contribuyen,

después de la mejora

1
2

1

F2
00+ 2

1 1
F - 562,43|\If|2 + §|D\I/]2 +U(V).
e La contribucién del término de Chern-Simons es

— % <€0ijA0Ej + 2€OiinFj0) .

Pero Fjy = 0;A¢ ya que la configuracion es estatica, asi que el segundo término
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en los paréntesis es
2<a(€jOiAiAo) -+ €0ij(aiAj)A0) = 8j <2€j0iAiA0> + GOijFl'jAo.
Eliminando el término de superficie, la contribucién de Chern-Simons es, por tanto,

—560”140}7” = /ﬂ)AoB, (534)

donde )
B = QEOijEj = —F12

es el campo magnético. Asi, la energia total es,

L, 1, 1 1
£ = / {B>+ 5B+ J|DUP — S0P + U(W) + iAo Bz, (5.3)

La energia de la configuracion radial estatica (5.29) es, en particular,

1 A
g PP ()

&= W/OO rdr{ (ng(A’ + é)2 + (f')? + e*n*(A -
’ (5.36)
+n? ((A6)2 — A2 f? 4 2k A (A + é)) }

El sistema (5.31)-(5.32)-(5.33) debe ser suplantado con las condiciones asintoticas

de energia finita

1
Ao(r) =0, A(r) — o 0, f(r)— 0, cuando r — oc. (5.37)

Insertando los valores de (5.37) dentro del sistema radial produce soluciones apro-
ximadas para valores grandes de 7.

Primero, tomando Ay ~ 0, A — 1/er =~ 0 y eliminando términos de alto orden
en (5.31) produce, para ¢ = 1 — f, la misma ecuaciéon que en el modelo usual con
ningtn término de Chern-Simons, llamémosle ecuacion modificada de Bessel [2] de

orden 0 .

¥

¢+ = —2Xp = 0.
T

Aqui, una vez més, el campo escalar enfoca sus valores asintéticos exponencialmente
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con longitud caracteristica la masa de Higgs

o~ %emw’“, My = V2. (5.38)

Luego configuramos, f ~ 1 en (5.32)-(5.33) que conduce a

1
a=—(A— =)' yay=Agr'/? (5.39)
er

el sistema acoplado

Jes

" —(e? + “5)a = k(af — %ag),
ag — (e? — ﬁ)ao = r(d + %a).

o~

(5.40)

Para cada r grande, todos los términos que tengan potencias inversas de r pueden

a’ — e*a = kay
2

ay — €*ag = Ka'.

ser eliminadas,

Sumando y restando obtenemos,

{ (a+ap)" — k(a+ag) —e*(a+ap) =0,
0.

(a —ap)” — k(a — ag) — €*(a — ap)
Ambos a y ag son pequenos para valores grandes de r. Buscando la solucién en la

forma exponencial, encontramos que los que permanecen limitados son,

1 6—%\/ﬁ2+462r

Al ~ o = (et + i) (5.41)
eiémr Lpr —Lwr
Ap(r) ~ ———=——(c1e2™ — coe 2" (5.42)

T
Asi el decaimiento es dos veces exponencial, con masas

(ma)e = ey /14 15 F 3-). (5.43)

El largo alcance del campo de Chern-Simons separa, por tanto, el valor abeliano de
Higgs ma = e de la masa; el ultimo es recuperado cuando x — 0 [10|. Notemos que
ambos valores de la masa son positivos, asi que los campos decaen exponencialmente

para ambas elecciones.
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Es mostrado por un sutil analisis que el tnico valor permitido para una solucién

de energia finita y regular es

mA:(mA), :@(Ml—i-l;—e;—l). (5.44)

5.2.2. Vértices puros de Chern-Simons

Mientras el modelo abeliano de Higgs con término de Chern-Simons tiene pro-
piedades interesantes, en particular, las soluciones de vortices, el modelo sufre de
dificultad matematica teniendo que resolver ecuaciones de campo de segundo orden
[10]. A parte de este punto técnico, para grandes distancias el término de Chern-
Simons, el cual es de bajo orden en las derivadas, domina el término de Maxwell [10].
Puede, por tanto, tener sentido hacer a un lado el término de Maxwell totalmente.

Para mayor conveniencia, la auto interaccion del campo escalar de cuarto orden
(5.26) lo reemplazaremos por el potencial de sexto orden considerado por Christ y
Lee en su modelo unidimensional [10]. Asi el langrangiano propuesto por Hong y

por Jackiw [10] es,

L— %(Duw)*pw FUW) — 2 AuFy, (5.45)
A
U() = Ml - 17 (546

Este es el modelo HKP-JLW. Las ecuaciones de Euler-Lagrange son

A
DDy = Z( — DI — 1, (5.47)
%me“aﬁFaﬂ = —j" (5.48)
donde
i* = (e,7)

es la corriente conservada.

La primera ecuacion en (5.47) es la ecuacion no lineal de Klein-Gordon sin lineali-
dad derivada del potencial de sexto orden (5.46); las identidades de Campo-corriente
(ICC), en (5.48) reemplazan a las ecuaciones de Maxwell [10]. Las componentes es-
paciales del ICC reproducen precisamente la ley Hall. Tal teoria deberia, por tanto,
describir una fisica tipo Hall de largo alcance. Notemos que, a diferencia de el caso

de Maxwell, estas ecuaciones son de primer orden en el vector potencial.
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5.2.2.1. Configuraciones de energia finita.

La energia de una configuracion estéatica es ahora

E= /d2 { Dyp(Dp)* — %eQASW\? + kAgB + U(zp)}. (5.49)

Aunque esta expresion no es una solucion estatica definida positiva de las ecuaciones
de movimiento de (5.47)-(5.48) son, sin embargo, puntos estacionarios de la energfa.

variando (5.49) con respecto a Ay conduce a una de las ecuaciones de movimiento
—e*Ao|t]* + kB = 0. (5.50)

Eliminando Ay de (5.49) usando esta restriccion, un funcional de energia definida

positiva,

£ = /d2 { Dp(Dp)* +§—Z%+U(¢)} (5.51)

es obtenido.
Para las configuraciones estéaticas de energia finita, el requerimiento usual de
rompimiento de energia U(¢) — 0 a medida que 7 — oo se puede cumplir de dos

formas diferentes.

cuando r — oo. (5.52)

(a) || =1
(b) v =0

En el primer caso, el campo escalar toma su valor de vaci6, 1, en una forma no

trivial y obtenemos vortices topologicos, el caso (b) son los solitones no topolégicos

[10, 22].

5.2.3. Vortices radialmente simétricos

Para el ansatz estatico y radialmente simétrico (5.29) las ecuaciones de movi-
miento (5.47)-(5.48), usando (5.30), son

i 1\? A
[+ e (A - —> fHen’Ag+Sf(1=f)EF-1) =0, (5.53)

er
2 r2 1 /
—ef <A - —) +rkA; =0 (5.54)
er
2 r2 / A
—2f2Ag + K <A + ?) — 0, (5.55)
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complementando con las condiciones de frontera para r grande

1
f(r) =1, A(r) — o 0, Ap(r) — 0, cuando r — oo. (5.56)

Las ecuaciones radiales estaticas (5.53)-(5.54)-(5.55) también pueden ser derivadas

usando la forma radial de la energia. En el caso radial, tenemos

ﬂ/oordr 2U(F)+(f ) +e*n* | A— 1 2f2 +n2(2kAg (A" + é) — A f?)
0 er 0 r 0 '

(5.57)
Entonces (5.57) es obtenido de (5.49) usando la formula (5.30). Variando con res-

pecto a f, Ay Ay obtenemos las ecuaciones (5.53)-(5.54)-(5.55).
Eliminando Ay de la energia usando ICC (5.50), es decir,

kB = e?f2A,

conduce a la forma radial de la expresion positiva (5.51),

[e's) 2 2
£= 7r/0 {QU(f) + () + n2e? (A - é) 2+ :j?j (A’ + é) } (5.58)

Si variamos (5.58) con respecto a f y A obtendremos dos ecuaciones de movimiento

nuevas.

Ninguna solucién analitica ha sido encontrada atn. Las soluciones numéricas
aproximan soluciones para r grande pueden ser obtenidas insertando las formas
asintoticas del campo.

e La desviacion de f de su valor asintético, ¢ = 1 — f, se encuentra insertando

¢ dentro de (5.53) y expandiendo a primer orden en ¢
1
O+ =20 =0 = o~ GKo(V2\r).
r

Asi, el comportamiento asintético es exponencial, y decae con la longitud ca-

racteristica (my) "

G
xS We_mw. (5.59)

e Haciendo f ~ 1 dentro de las tltimas dos ecuaciones conduce a

A e 2 1
A+2_C A ~o0 Ag—e—(A——)%O, (5.60)
T K

K er
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de esto podemos inferir que

EAy  1dA, o
dp2 +;d—p—A0%O, p = (6 /|/€|)7‘ (561)

De donde se reconoce la ecuacion modificada de Bessel de orden cero [2]. Asi,

2
<A025Cﬂﬂ)(f7r>. (5.62)
K
Similarmente, haciendo
1
=A-— 5.63
a4 er’ ( )
encontramos
a’ 1
'+ —— (1 + —2) a0, (5.64)
p p

el cual es la ecuacion modificada de Bessel de orden 1 [2]. Asi a =~ CKi(p) vy

1 e?
A~ ——CK, [ —=r]. (5.65)
er ||
Notemos que no hay division de masa en el sistema actual ya que la diferencia en el
caso de Chern-Simons-Maxwell, (5.40), las ecuaciones asintoticas de A y Ay (5.61)

y (5.64) estan desacopladas.

Es posible conseguir una aproximacion ain méas burda, como se sugiere en [10],
eliminando los términos con primera derivada en (5.64) (y en (5.61), haciendo
a=upY? (y Ay = up~/?) y anulando los términos con potencias inversas de

r. Entonces ambas ecuaciones se reducen a

2
" 62
u =(—1 u,
K

asi que

D 1 D
Ay ~ —=e A" A~ — 4 —e ™" r — 00.
T er T
Para alguna constante D. Los campos Ay y A aproximan sus valores asintoticos
también exponencialmente, con longitud caracteristica determinada por la masa del

campo gauge m4 = €?/|k|.
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La profundidades de penetracion de los campos gauge y escalar son, por tanto,

1 |« 1 1

respectivamente. En la figura 5.1 se muestra la soluciéon numérica del sistema 5.53-
5.55. La implementacion se realizé en Python usando el método de Runge-Kutta de

cuarto orden haciendo la sustitucion f’ = g. El sistema se reescribe como

/ 2 2 1)’ 2 242 A 2 2 g
g =en (A——) f—emtAR = SR - fER-1) - 2

er 2

Las condiciones iniciales de la solucion son

¥ 1.0
Al 0.009

Ao | —0.009

g —0.01037585

El campo eléctrico como nAj y el campo magnético n (A’ + é) con n = 1. El script

con la implementacion se puede consultar en [7].

1.00
f(r), E(r), B(r)
0.75 1
0.50 1
0.25 1
0.00

-0.25 \/

—0.50 4

-0.75 1

T T T T T T r
0 2 4 6 8 10

Figura 5.1. Campos escalar, eléctrico y magnético contra coordenada radial. Vortice
topologico con simetria radial. Funciones f(r) (curva azul), E(r)(curva amarilla) y B(r)
(curva negra) para el vortice N = 1y A = 1.0. Elaboracién propia.
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CONCLUSIONES

1. Las caracteristicas principales del EHCE y EHCF, como la cuantizacion de la
resistividad, se explican por la presencia del desorden, éste puede ser modelado
por un potencial aleatorio. La perturbacion del desorden rompe la degenera-
cion del sistema. Sin embargo, esta debe ser tal que |V| < hwp. Lo que el
desorden hace es convertir los estados extendidos, estados que abarcan todo el
sistema, en estados localizados, estados confinados en una region del sistema.
Al no contribuir a la corriente los estados localizados, tinicamente son los es-
tados extendidos los portadores de corriente y la conductividad no cambia ya
que para compensar la ausencia de corriente ausente en los estados localizados
esta aumenta en los estados extendidos.

Ante la disminuciéon del campo magnético, esto provoca que el nivel de lle-
nado aumente, nuevos estados empiezan a ser ocupados. Cuando los estados
extendidos ya estan ocupados estados localizados comienzan a llenarse y esto
sucede en un rango de flujo magnético, asi se explican las mesetas del EHCE
y la cuantizacion de la resistividad (conductividad) se justifica por tomar el
promedio sobre el espacio de flujos T2 de la expresion para la conductividad,
que es proporcional a la integral de la curvatura de Berry.

Por otra parte, los valores fraccionarios de u se deben a la existencia de las
excitaciones conocidas como cuasi particulas y cuasi huecos que actian como
particulas independientes. Sus funciones de onda pueden ser derivadas directa-
mente de la funcién de Laughlin, ésto permite entender el efecto Hall cuantico
fraccionario para v = 1/m, con m impar. Cuando aumentamos el flujo espec-
tral una unidad de @, el radio de una cuasi particula con carga —e/m hace que
su momento angular aumente y asi su radio, por tanto una carga equivalente
a la del electron es transferida fuera de ese mismo radio aumentando el flujo
m unidades de @y, de ahi que o, sea e*/(2rhm). Los estados fundamentales
Hall cuanticos fraccionarios son degenerados, eso explica por que evitan tener

conductividad Hall entera y dicha degeneracién depende de la topologia del
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méanifold.

Las teorias de campo estéaticos con vortices deben su explicacion a la carga
topologica. A pesar de la topologia no trivial del ménifold de vacio no hay
configuraciones de campo de energia finita con carga topologica distinta de
cero en la teorfa global, mientras en la teoria gauge la carga topologica es un
invariante. Las soluciones estaticas de las ecuaciones de GL generalmente tie-
nen densidad de energia y campo magnético alcanzando su maximo alrededor
de los ceros del campo ¢. Asi los ceros del campo no solo dan datos topoldgicos
globales, si no también informacién de la dinamica local sobre el campo.

En la teoria gauge de GL, para todos los valores de la constante de acople
A, excepto A = 1, todas las soluciones de energia finita estatica conocidas de
las ecuaciones de campo tienen simetria circular en torno a un punto, y una
simetria de reflexion. Esto permitié construir una soluciéon numeérica para ¢ y
ag, una teoria de campo gauge. En la teoria global también hay soluciones de
simetria circular, aunque con una energia que diverge logaritmicamente.

La soluciéon numérica para las ecuaciones de vortice topoldgico, en el efecto
Hall cuéntico se debi6 a la condicion |[¢)| — 1 cuando r — oo y la simetria
angular, es decir, vortices radialmente simétrico. En este caso con 1) = e? f(r)
tenemos que f(r) puede diverger tanto a +o0o como a —oo cuando r — 0 segin
las condiciones iniciales, en base a las pruebas realizadas, es decir, es sensible
a condiciones iniciales en una pequena vecindad de r centrada en cero, debido
a esto resulta practicamente imposible construir una solucién partiendo desde
r = 0 y hacer que se cumpla la condicién de frontera del campo escalar.

Por lo tanto, el andlisis para obtener una solucién numérica fue el siguiente:
|f| = 1 a medida que r aumenta, con lo cual para algiun valor de r < oo se
tiene que 1 — | f| =~ 0. Como esto sucede para algin r, para términos practicos
y de computo es posible hacer que tal r sea un niimero pequeno. De ésta forma
resulta mas factible construir una solucién grafica para el campo escalar debido
a que r no es cercano a 0 y los cambios en las condiciones iniciales son menos
abruptos. La misma idea se aplica a los campos eléctrico y magnético que

estan presentes en el sistema de ecuaciones.
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