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INTRODUCCION

Para hacer una descripcion completa de los sistemas cuanticos con frecuencia
se debe considerar la interaccion del sistema con su entorno. Por un lado, en la
naturelaza no existen los sistemas cuanticos ideales aislados completamente del resto
del universo. Por el otro, en sistemas de muchos cuerpos es necesario un formalismo
con el que se pueda describir la evoluciéon de un subsistema, considerando que en
general interacttia con la particion restante del sistema. Por ejemplo, para hacer
una descripcién mas precisa de un atomo en el laboratorio se necesita considerar
su interaccion con la radiacion de fondo, o para describir a un atomo atrapado en
una red Optica se debe considerar, en una primera aproximacion, la interaccion con
sus proximos vecinos. Los canales cuanticos y la ecuacion maestra en la forma de
Lindblad son algunas de las herramientas disponibles para describir la evolucién de

la matriz densidad de los sistemas abiertos [9].

La decoherencia es un fenémeno con mucho interés por entender. Este fenémeno
ha sido discutido desde los inicios de la mecanica cuantica, en la década de 1930,
por fisicos como Von Neumann [13] y Heisenberg [2]. No obstante, los fundamentos
modernos de los modelos de decoherencia fueron introducidos en las décadas de
1970 y 1980 por H. Dieter Zeh [I5] y W. Zurek [I6]. De manera muy general,
la decoherencia es un proceso mediante el cual un sistema pierde su coherencia
cuantica. Algunos ejemplos son el colapso de la funcién de onda, la disipacion de
energia de un sistema hasta llevarlo a su estado fundamental y la transformacion de
los estados puros a estados mixtos, entre otros. Desde un punto de vista teoérico, ha
habido un debate acerca de la afirmacion que la decoherencia resuelve el problema
de la medida en la mecénica cuantica [2]. Por otro lado, en un sentido préctico
y de aplicacion, el estudio y caracterizacion de la decoherencia ayuda a entender
el impacto que tiene en los protocolos de informaciéon cuantica como teleportacion

cuantica y codificacion superdensa [10].

En este trabajo introducimos a las operaciones que borran las componentes de

Pauli (PCE por sus siglas en inglés, Pauli Component Erasing), que generalizan las

XI



decoherencias de una particula de dos niveles (qubits) para sistemas de n qubits.
Para evaluar si una operacion PCE es un canal cuantico, i.e. si modela una evolucién
fisica de un sistema abierto, la operaciéon debe ser completamente positiva y preservar
las propiedades de la matriz densidad [3], como lo discutiremos en el capitulo 1. El
caso de 1 qubit es sencillo e ilustrativo para entender el punto de partida de nuestro
problema. Las operaciones PCE de 1 qubit borran o preservan las componentes del
vector de Bloch, y, de todas, son canales cuanticos s6lo aquellas que mapean la
esfera de Bloch al origen de coordenadas, a una linea sobre los ejes cartesianos y a si
misma (la operacion identidad). Estos canales cuanticos modelan la decoherencia de
un sistema de dos niveles cuando su estado se transforma al estado maximamente
mixto, cuando colapsa a alguno de los eigenestados de las matrices de Pauli y cuando
el estado no se modifica. Especificamente, en este trabajo buscamos numéricamente
las operaciones PCE de 2 y, parcialmente, de 3 qubits que satisfacen la completa
positividad y analizamos las caracteristicas en comiin para buscar pistas de una
caracterizacion general de este tipo de canales cuanticos. Ademas, estudiamos los
canales de Pauli constantes sobre los ejes, de Nathanson y Ruskai [8], para investigar
si los canales cuénticos PCE pudieran ser un subconjunto que pertenece a otros

canales de Pauli que ya han sido estudiados.
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1. FUNDAMENTOS TEORICOS

1.1. Introducciéon

El estudio de los sistemas cuanticos cerrados, es decir, sistemas que no inter-
actiian con su entorno, nos ha permitido entender bastante bien muchos fenémenos
cuanticos. No obstante, una descripciéon mas precisa requiere de considerar que los
sistemas cuénticos reales son sistemas abiertos que interactiian con su entorno. Para
estudiar los sistemas cuanticos abiertos sera tutil revisar un formalismo distinto al
del vector de estado para describir a los estados cuanticos. Este formalismo es el de
la matriz densidad y tiene la ventaja de describir de manera mas apropiada a los
estados mixtos. La interpretacion de la matriz densidad como la representacion de
los estados cuénticos es utilizada en informaciéon cuantica, computaciéon cuantica,
sistemas abiertos y otros campos en los que la preparacion del estado es ruidoso
y puede ocurrir decoherencia [6l, 9 14]. Nosotros adoptaremos esta interpretacion
de la matriz densidad a lo largo de este texto. Para la descripcion de la evolucién
dindmica vamos a estudiar la teoria de los canales cuanticos, que es un marco tebrico
en el cual se considera que los estados cuanticos (matriz densidad) evolucionan de

forma discreta.

La estructura de este capitulo es la siguiente. En la secciéon revisaremos una
motivacién para introducir a la matriz densidad a partir de un ensamble de estados.
Seguidamente, en la seccion [I.3] estudiaremos las propiedades que debe cumplir una
matriz de densidad para representar un estado cuantico y como se reformulan los
postulados de la mecanica cuantica utilizando este nuevo formalismo. En la seccion
vamos a revisar las condiciones para que un canal cuantico describa la evolucion
fisica de la matriz de densida. Por tltimo, en la seccion [I.5] vamos a estudiar la

representacion de superoperador y de Kraus de un canal cuéntico.



1.2. Ensambles de estados cuanticos

Para introducir la definicién de la matriz densidad presentamos la motivacion
que exponen Sakurai y Napolitano [12]. Consideremos un sistema cuantico que se
encuentra en alguno de los estados [¢);) con probabilidad p;. Esto induce natural-
mente el ensamble de estados del sistema {p;, [¢;)}. Supongamos que realizamos la
medicién de algin observable A sobre el ensamble. El valor esperado al medir A

sobre este sistema es

(A) = pi (il Mgy = pi (Wil ;X5 A X ] [ (1.1)
i irjik
con |¢;) es una base ortonormal del espacio de Hilbert del sistema. Si se reorde-

na ([1.1) de manera apropiada se obtiene una expresion que motiva claramente la

definicion de la matriz densidad p,

(A) = (¢l <Zpi WiXW) |05) (&5|Aldw) - (1.2)

g,k
La matriz que se encuentra entre paréntesis se define como la matriz densidad p [9,
12]

P = Zpi |thiXebil - (1.3)

Notemos que un elemento de matriz de p, escrita en la base |¢;), es

(Drlplds) = Zpi (Drli) (il ;) (1.4)

por lo tanto, sustituyendo en la ecuacion (1.2) se tiene que el valor promedio del

observable A es

(A) = (drlpAlgr) = Tr (pA). (1.5)
k
Este resultado es interesante porque muestra que es posible calcular el valor prome-
dio de un observable utilizando la matriz densidad del sistema. En virtud de este
resultado vale la pena investigar a continuaciéon como evoluciona la matriz densidad
de un sistema.
Consideremos un sistema que se encuentra en el ensamble de estados inicial

{pi, |i(0))} v que evoluciona segin algin operador unitario U(t). Es decir, el en-

2



samble de estados en cualquier tiempo t > 0 esta dado por {p;, U(¢)[¢;(0))}. En-
tonces, utilizando la definicion (1.3 recién introducida, la matriz de densidad p(t)

del sistema sera
pl(t) = 3 pi () (1)
- ip@-zf(t) (0 (0)]UT()
U0 (1.6

donde p(0) es la matriz densidad del ensamble de estados inicial {p;, [1;(0))}. Hemos
probado asi que la descripciéon dinamica de un sistema que evoluciona segiin un
operador unitario puede hacerse utilizando su matriz densidad. En la secciéon que
sigue estudiaremos las propiedades que deben satisfacer las matrices de densidad en
general y revisaremos cémo formular los postulados de la mecanica cuantica con la

matriz densidad.

1.3. Propiedades de la matriz densidad

A pesar de que contamos con la definicion de la matriz densidad dado un
ensamble de estados, seré ttil estudiar cuales son las condiciones que una matriz debe
cumplir para ser una matriz densidad. Luego de esto, estamos listos para revisar la
formulacion de los postulados de la mecanica cuantica utilizando la matriz densidad.
Por ultimo, vamos a estudiar la matriz densidad reducida, la manera para describir
a los subsistemas de sistemas compuestos con el formalismo de la matriz densidad.

Las propiedades que una matriz debe tener para que esta represente al estado

fisico de un sistema se establecen a continuacion [9):

Teorema 1.3.1. Una matriz p que actia sobre el espacio de Hilbert de un sistema
es la matriz densidad asociada a algin ensamble {p;, |1;)} si y sdlo si satisface las

condiciones:
1. Trp=1.
2. (Ylpl) =20, Vi) € H.
Demostracion. Consultar [9, p. 101] O

La condicién de traza unitaria de la matriz densidad es anédloga a la condicion

de normalizacion de la funciéon de onda, las probabilidades de medir al sistema en un



estado u otro deben sumar uno. Por otro lado, los eigenvalores \; y eigenvectores |;)
de la matriz densidad definen a uno de los posibles ensambles de estados {\;, [1;)}
del sistema. Entonces, la condicion de positividad de la matriz densidad asegura que
las probabilidades A; de encontrar al sistema en el estado [¢;) son cero o positivas,
como esperariamos que fuese.

Ahora que que ya contamos con una definicién de la matriz densidad que no
parte de conocer apriori el ensamble de estados del sistema nos ocupamos de la
formulacion de los postulados de la mecanica cuantica utilizando este nuevo forma-
lismo [9) p. 102].

Postulado 1. Estado del sistema. Un sistema fisico tiene asociado un espacio
vectorial complejo con producto interno conocido como el espacio de Hilbert H
del sistema. Los estados del sistema estan descritos por el conjunto de matrices

de densidad que acttian sobre H.

Postulado 2. Fvolucion unitaria. La evoluciéon de un sistema cuantico ce-
rrado, en un intervalo de tiempo [t1, ts], esta descrita por una transformacion

unitaria U(tq,t2) de la siguiente manera

p(ty) — Uty ta)p(t)UT (t, 1) = p(ta). (1.7)

Postulado 3. Medicion. Las mediciones sobre el estado p de un sistema estan
descritas por un conjunto de operadores {M,,}. Estos son operadores que
actian sobre H y el indice m refiere a los posibles resultados de la medicion.
Si el estado del sistema es p inmediatamente antes de la medicién, entonces la

probabilidad p(m) de obtener el resultado m es
plm) = T (M}, Myp). (1)

y el estado del sistema inmediatamente después de la medicion sera

M, pM],
pl=——"= (1.9)

tr (M:anp)
Los operadores M,, deben satisfacer la ecuacion de completitud

> MiM,, = 1. (1.10)
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Postulado 4. Sistemas de particulas. El espacio de Hilbert de un sistema de
varias particulas se compone del producto tensorial de los espacios de Hilbert
individuales. Es decir, si el sistema total se compone de N particulas, entonces

el espacio de Hilbert total es
Hiotal = H1 @ Ha ® ... @ Hy. (1.11)

Los estados del sistema total estdn descritos por las matrices de densidad que

acttian sobre Hiotal-

Debemos resaltar que aunque el espacio de Hilbert de muchas particulas es de la
forma no todas las matrices de densidad que acttan sobre son de la forma
Protal = P1 X P2 @ ... R pp, lo cual nos conduce a preguntarnos que dada una matriz
densidad de un sistema compuesto piotal, icudl es el estado en el que se encuentra
cada uno de los subsistemas que lo componen? Por esta razén, para averiguar como
describir a los subsistemas con el formalismo de la matriz densidad es que vamos a
revisar a continuaciéon céomo introducir la matriz densidad reducida utilizando una

herramienta conocida como la traza parcial [9].

Supongamos dos subsistemas A y B cuyo estado total es p*Z (en general pAP #
p @ pP). Consideremos una base ortonormal [¢;) de H 4 y una base ortonormal |¢;)
de Hp. Una base ortonormal del sistema total Hiotar €stda dado por |¢;) @ |¢;). En

esta base un elemento de matriz de pA? esta dado por

(Wil (051 o7 1) 1) (1.12)

donde hemos utilizado la notacion |¢) @ |¢) = |1) |¢). Supongamos que Q4 ® 1 es

un observable que acttia sobre A en Hioa y el valor esperado (24 ® 1), utilizan-

do (T3), es

Tr (p*? (U ® 1)) = Z (Wil (5] PP (24 @ 1) |23} |05)

= Z (Wil (5] P (Z [2e) 1) (Unl <¢z|> (R4 ® 1) |1hi) |5)

= 7 Wl {651 0™ ) 1) (I Qalidn) by

i7j7k7l



Tr (p"P(Qa©1) =) (Z (Wil (&3] 0™ [n) |¢j>) (k] Qalths) . (1.13)

i,k J

La matriz entre paréntesis define a la matriz densidad reducida p# del subsistema
A como [4]

> Wil (5l P 1) [95) = (Wilo™ ) - (1.14)

J

y retomando el calculo de (24 ® 1) en (1.13)) se obtiene, en funcién de p#,

Te (p* (@ 1)) =D (Wil ) (x|Qalths)

ik

= Z <¢i|PAQA|¢i>
= Tr (p*Q). (1.15)

Notemos la similitud de este resultado con el que se obtuvo en la ecuacion (|1.5)). El
valor esperado de un observable que acttia sobre s6lo uno de los subsistemas puede

calcularse con su matriz de densidad reducida.

Una vez discutida la utilidad que puede tener la matriz densidad reducida,
ahora vamos a discutir con detalle la operaciéon que la define en . Esta operacion
se conoce como traza parcial. El adjetivo “parcial” es porque la operaciéon de traza se
realiza solo sobre los grados de libertad de alguno de los subsistemas. En la ecuacion
denotamos a la matriz densidad reducida p? como la traza parcial sobre B
de pAB,

D Wil (5] o™ 1) [05) = (il Tr (p*7) [uoe) = (Wil [ - (1.16)

J
En general, la traza parcial es una operacion lineal que se define mediante la rela-
cion [9]

Trp(laiXa;] @ [Be)Bil) = laa)ey| Tr (16:XA), (1.17)

donde |a;) son vectores ortonormales del subespacio H 4 y |5;) del resto del espacio
de Hilbert total.

Ahora que contamos con las propiedades de la matriz densidad, los postulados

reescritos con este formalismo y la aplicacion de la matriz de densidad reducida para
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describir subsistemas ya disponemos de las herramientas adecuadas para describir
a los estados cuanticos utilizando a la matriz densidad. En la siguiente seccion
continuamos con la evolucion de la matriz densidad utilizando la teoria de los canales

cuanticos.

1.4. Canales cuanticos

La teoria de los canales cuénticos es un marco tedrico con el cual se puede
describir la evolucion de los sistemas cuénticos abiertos. Un canal cuéntico es una
operacion lineal que debe preservar las propiedades de la matriz densidad y que,
cuando el sistema forma parte de un sistema més grande junto con un ancilla, la
extension del canal que actiia sobre el sistema total debe también de preservar la
traza y positividad de la matriz densidad total.

Mateméaticamente se escribe la acciéon de un canal cuéntico £ sobre un estado

p €como

0 =Ep), (1.18)

donde £ es una operacion lineal y p’ es una matriz de traza unitaria y positiva. Para
que & sea un canal cuantico se requiere también que sea operacion completamente
positiva (CP). Antes de enunciar una de las definiciones de la completa positividad
vamos a elaborar un ejemplo con el objetivo de exponer mejor la implicacion fisica
de esta condicion.

El ejemplo que vamos a discutir es el de una operaciéon que actiia sobre p como
en ([1.18]) pero que no es CP. Por lo tanto, la extensiéon de la operaciéon que actia
sobre un sistema que interactia con un ancilla no transforma al estado maxima-
mente entrelazado en un estado fisico. La operacién que consideraremos acttia sobre
particulas de espin 1/2, i.e. sistemas cuanticos de dos niveles. En computacién e in-
formacion cuéntica se conoce a estos sistemas como qubits. Una manera de escribir

a la matriz densidad de 1 qubit es

3

1
p= 52““’“ (1.19)
=0
donde g9 = 1 y el resto de o; las 3 matrices de Pauli. Imponemos que ry = 1 para
que Tr(p) = 1. Esta forma de escribir a la matriz densidad de 1 qubit es 1til porque

las componentes 1, ry y r3 especifican las coordenadas cartesianas de un punto en



Figura 1.1. Deformacién de la esfera de Bloch a un disco sobre el plano XY. Fuente:
elaboraciéon propia.

la esfera de Bloch, esfera unitaria que se utiliza para representar a los estados de 1

qubit. Similarmente, la matriz densidad de 2 qubits se escribe como |9

3
1
p = Z_l ZTUO'i@O'j, (120>
,7=0
con rgp = 1. Consideremos entonces la operacion lineal £, de 1 qubit que mapea la
esfera de Bloch a un disco sobre el plano a-y como se muestra en la Fig. [[.1} En

términos de las componentes r;, la operacion &, transforma a una matriz densidad
)
p como en ([1.19)) de la siguiente manera

(17T17T27T3) = (17T17T270)- (121)

Aunque podemos revisar explicitamente que las propiedades de traza unitaria y
positividad de p en se preservan, también podemos argumentar geométrica-
mente que, dado que el disco final se contiene en la esfera de Bloch, las propiedades
de la matriz densidad de 1 qubit se preservan. Sin embargo, veremos que la accién
de £, ® 1 sobre el estado maximamente entrelazado de 2 qubits se transforma en

una matriz no positiva.

Para 2 qubits, |¢) = (]00) 4 [11))/v/2 es el estado maximamente entrelaza-
do [3]. Dado que conocemos como transforma &, a la matriz densidad escrita en la
base de matrices de Pauli serd necesario calcular la representacion de |p)¢| escrita
como en para luego calcular £, ® 1(|¢)¢|). Las componentes r;; se calculan

8



usando el producto interno de Hilbert-Schmidt Tr (o; ® o; [¢)¢]) [3]. Asi encontra-

mos
1
0Kl = ;{00 ® 00 + 01 ® 01— 02 ® 02 + 03 @ 03). (1.22)

Recordemos que &, borra la componente r3 de la matriz densidad de 1 qubit en
. Al calcular el superoperador £, ® 1, la representaciéon matricial de un canal
cuantico que veremos en la préxima seccion, se encuentra que £, ® 1 actuando sobre
una matriz densidad de 2 qubits escrita como en borra las componentes de la

forma 73;. Por consiguiente

€Z®1(|¢><¢|) = %(00®00+01®0‘1_O‘2®0‘2), (1.23)

que al calcular su representaciéon matricial se tiene

& @ L|oxel) = (1.24)

N= O O k=
O Rk O O

S O eI O
Bi= O O Nl

La matriz £, ® 1(|p)}¢|) tiene un eigenvalor igual a —1/4 y, por lo tanto, no
satisface la condicion de positividad para ser una matriz densidad. En otras palabras,
E. ® 1(|p)¢|) no representa a un estado fisico de 2 qubits y se dice entonces que
£. no es una operacion completamente positiva porque existen estados en el espacio
extendido de 2 qubits para el cual la extension £, ® 1 no preserva la positividad de
esos estados. De esta manera acabamos de mostrar que la condiciéon de completa
positividad surge de la posibilidad que un sistema tiene de encontrarse en un estado
entrelazado con un ancilla.

Ya que elaboramos la implicacion fisica de la completa positividad vamos a
establecer una definiciéon precisa de esta condicién con la que debe de cumplir un
canal cuantico. Se dice que una operacion £ es CP si y s6lo si, para cualquier
extension arbitraria de dimension K del espacio de Hilbert (Hy — Hy ® H) el
operador £ ® 1k es positivo [3]. Con esta definicion hemos terminado de revisar
las dos condiciones que debe de satisfacer una operaciéon lineal para ser un canal
cuantico.

Un canal cuéntico es un mapeo lineal que

1. Preserva las caracteristicas de la matriz densidad.



2. Es completamente positivo.

En la literatura se suele utilizar el término operaciones completamente positivas que
preservan la traza (CPTP por sus siglas en ingles, Completely Positive and Trace-
Preserving) para referirse a los canales cuanticos [3]. En la siguiente y tultima seccion

de este capitulo estudiaremos algunas representaciones de canales cuénticos.

1.5. Representaciones de los canales cuanticos

En esta seccion estudiaremos dos representaciones distintas de los canales cuan-
ticos: los superoperadores y la representacion de suma de operadores de Kraus. Para
cada una de ellas, vamos a revisar como escribir las condiciones que hacen a una
operacion lineal un canal cuantico. La representacion como superoperador sera es-
pecialmente ttil para investigar el problema que vamos a plantear en el siguiente
capitulo. No obstante, los operadores de Kraus siguen siendo una parte importan-
te dentro de la teoria de los canales cuanticos y por eso dedicamos brevemente la
ultima parte de esta seccion a estudiarlos.

Los canales cuanticos pueden entenderse como operadores que actiian sobre
otros operadores. La matriz densidad actia sobre el espacio de Hilbert y un ca-
nal cuantico actiia sobre las matrices de densidad, que forman parte del espacio de
Hilbert-Schmidt. La diferencia es entonces que las matrices de densidad son opera-
dores que acttian sobre el espacio de Hilbert y los canales cuanticos actiian sobre el
espacio de Hilbert-Schmidt. Para hacer una diferencia en la naturaleza de los dos
tipos de operadores, los canales cuanticos pueden recibir el nombre de superopera-
dores [11].

Vamos a revisar primero un cambio de notacion que wvectoriza a la matriz
densidad para después exponer como es la representaciéon matricial de un canal
cuantico como un superoperador. Consideremos una matriz densidad p de dimensién
d x d. Para vectorizar a p, los elementos de matriz p;; se deben acomodar en un

vector columna p, con componentes py, siguiendo la ecuacion [3]
Pk = Pij; k=(—1)d+j, (1.25)

donde 7,5 =,1,...,d. Por ejemplo, la matriz densidad

o= Poo  Po1 (1.26)
P10 P11
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que actiia sobre un espacio de Hilbert de dimensién 2 se vectoriza como

Poo
Po1
P10
P11

(1.27)

STl
Il

En general, una matriz densidad p que acttia sobre un espacio de Hilbert de dimen-
sion d es una matriz de dimensiéon d x d. Si se vectoriza a p, la matriz de densidad
se transforma en un vector 7 de d? componentes. Un canal cuantico £ que actiia
sobre p se puede representar entonces como una matriz de dimension d? x d? que
actia sobre el vector p. Esta representacion matricial de £ es la que se conoce como

superoperador.

Antes de estudiar las condiciones que un superoperador £ debe satisfacer para
ser un canal cuantico es necesario que revisemos dos herramientas algebraicas: (1)
una notacion de cuatro indices para los elementos de matriz de un operador, y (2) la
transformacion algebraica de reshuffle. Primero, para introducir la nueva notaciéon
consideremos a un superoperador £ que actia sobre un espacio de Hilbert-Schmidt
de la forma HSy ® HSy. Sea |m) una base ortonormal de HSys, |1) una base
ortonormal de HSy y, por lo tanto, |m) ® ) una base ortonormal de HSy @ HS .
Notese el uso de letras latinas para los indices del primer subsistema y letras griegas
para los indices del segundo. Utilizando cuatro indices, un elemento de matriz de £
se calcula como

Emn = (M plEln®v). (1.28)

nv

Por tltimo, vamos a introducir la transformacion algebraica de reshuffle de un su-
peroperador £ utilizando la nueva notacion de cuatro indices en (1.28]). El reshuffle

&R de un superoperador £ se define como [3]
Ety = Epp. (1.29)

El siguiente ejemplo ilustra como utilizar la notacion de cuatro indices en ((1.28)) y

como hacer la transformacion de reshuffle en (1.29)) de un superoperador que acttua
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sobre un espacio de Hilbert-Schmidt de dimension 4 de la forma HSy ® HSo,

R

Eon En En Eoo Eon Ew En En
00 01 10 11 00 01 00 01
En Eu Eo En Eo Eo Eu En
00 01 10 11 — 10 11 10 11 . (130)
Ewo o & Ew o Eo Eu Eu
00 01 10 11 00 01 00 01
Eun Eu En Eu Ewo &0 En Eu
00 01 10 11 10 11 10 11

La transformacion de reshuffle nos sera ttil especificamente para entender la condi-
cion de completa positividad que un superoperador £ de cumplir para ser un canal
cuantico.

Ahora que ya contamos con las herramientas algebraicas necesarias estamos
listos para enunciar las condiciones que debe cumplir un superoperador £ para ser
un canal cuéntico. Recordemos de la secciéon anterior que un canal cuantico es una
operacion lineal que acta sobre una matriz densidad como en (L.18)), donde p’ es
una matriz densidad y £ es una operaciéon completamente positiva. La condicion
de positividad con la que debe cumplir la matriz densidad implica que ademas es
una matriz Hermitica. Por lo tanto, que un canal cuéntico preserve la Hermiticidad,
traza unitaria y positividad de la matriz densidad impone tres condiciones sobre el

superoperador £ [3]:

(1) p=) & Enp = Eim, (1.31)
(ii) Tr(p') = 1 & > Epn =0, (1.32)

(i) @) >0, V) eH & > Empn >0, p>0. (133

nv

De esta manera, solo nos hace falta revisar la condiciéon que debe cumplir un super-
operador £ para ser una operaciéon completamente positiva. Para eso, se introduce

a la matriz de Choi D¢ de &, que se define como [3]
Ds = &R, (1.34)

con £ la transformacion de reshuffle definida en ((1.29)). El siguiente teorema esta-

blece cuando £ es una operacién completamente positiva:

Teorema 1.5.1. Teorema de Choi. Un superoperador lineal £ es completamente

positivo si y solo si su matriz de Choi asociada Dg es positiva semidefinida.

Demostracion. Vamos a presentar la demostracion expuesta por Bengtsson en [3],
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p. 281]. La matriz de Choi D¢ de un canal cuantico £ es una matriz hermitica
que actua sobre el espacio de Hilbert-Schmidt Hpy2 (espacio de las matrices de
dimension N? x N2). Por el teorema de descomposicién espectral, la matriz Dg se

puede escribir 9]
De =Y Nl (1.35)

con \; sus eigenvalores. Dado que la matriz de Choi es una matriz Hermitica, \; € R.
En la notaciéon de cuatro indices introducida en ((1.28)), (1.35)) se escribe

Dyr = AiXiwn (Xi) ™ (1.36)
Consideremos la accion de £ ® 1y sobre un estado puro z,,,z2), de Hyz,

/ * *
pmm/ﬂu’ = E Sguué,,z/%/znn/zw, = E 5;nuuznm/zuu/, (1.37)

’ ’ n' v
n,n/,v,v n,v

donde 5”3/%/ = 5m/n/(5u/,,/,

* *
> etz = Y Dy 2t 2
n,v n,v

p/mm’u,u’ = Z )‘iXirman’ (XLVZVH/) *‘ (138)

n,v,i

Por ultimo, utilizamos el hecho de que p’ debe ser una matriz de densidad y, por

ende, una matriz positiva semidefinida,

Z ymm,p;nm,ﬂ/"y:‘ﬂ/ Z O, (139)

/ /
M, [, b

CON Yy un vector arbitrario de Hyz. Utilizamos (1.38]) para sustituir p/,

m,m’ n,n’

Para que esto sea cierto para cualesquiera vectores z,m' V. Ymm’, S€ debe de cumplir
)

que A\; > 0. Recordemos que A; son los eigenvalores de Dg¢. En conclusiéon, para

que p’ sea una matriz positiva, la matriz de Choi Dg también debe ser una matriz

positiva. ]
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En resumen, un superoperador £ es un canal cuantico si cumple con las tres

condiciones establecidas en las ecuaciones ([1.31)), (1.32)) y (1.33)), ademas de lo que
establece el teorema [1.5.1] que su matriz de Choi sea positiva semidefinida.

Vamos a terminar este primer capitulo presentando brevemente la representa-
cion en operadores de Kraus de un canal cuéntico. Los operadores de Kraus fueron
introducidos por Karl Kraus en 1971 como una consecuencia deducida por ¢l del
teorema de Stinespring para las operaciones completamente positivas [3]. Aunque
la representacion en operadores de Kraus y los superoperadores puedan parecer
fundamentalmente distintos, ambas representaciones guardan conexion mediante la
matriz de Choi de un canal cuantico.

A diferencia de un superoperador, los operadores de Kraus representan a un
canal cuantico con operadores que actian sobre el espacio de Hilbert, igual que las
matrices de densidad. En la representaciéon de Kraus, un canal cuéntico £ actua

sobre la matriz de densidad como
E(p) = ExpEl, (1.41)
k
para algin conjunto de operadores { Ej} que satisfacen la condicion [9]

Y ElE. <1, (1.42)
k

donde los operadores Ej, reciben el nombre de operadores de Kraus. La libertad de la
representacion de Kraus permite que varios conjuntos distintos de operadores { Ey}
sean la representacion de un mismo canal cuantico. Por ello, es de interés determinar
un conjunto candnico de operadores de Kraus.

El conjunto candnico se puede determinar para todas las operaciones comple-

tamente positivas a partir de su matriz de Choi. Un mapeo completamente positivo
E: Mﬂ — My se puede escribir como [3]

r<d?

E(p) =D Mexepx) (1.43)
h=1

con A\, v i los eigenvalores y eigenvectores normalizados de la matriz de Choi

D¢, asi como r el rango de Dg. Estrictamente hablando, x, son los eigenvectores

reordenados como matrices segin ([1.25)). Comparando las ecuaciones (1.41)) y (1.43)),

*Espacio de las matrices de dimensién d x d.
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los operadores de Kraus canoénicos se definen como Ey, = \/Ap X, v deben satisfacer

la condicién
Tr (EJE].) = dio;. (1.44)

Por dltimo, ya que £ es una operacion que preserva la traza de la matriz densidad,

debe imponerse la ecuacion de completitud sobre los operadores canénicos de Kraus,

> ElE. =1 (1.45)
k

En pocas palabras, un canal cuantico en la representaciéon candnica de Kraus se
escribe en la forma de (|1.43)) siempre que los operadores canénicos de Kraus cumplan
con la condiciones en y .

Resumiendo, introdujimos brevemente el formalismo de la matriz densidad y
la teoria de los canales cuanticos. Por un lado, la matriz densidad es una matriz
positiva de traza unitaria que sirve de herramienta para representar a los estados
cuanticos. Por otro lado, la teoria de los canales cuanticos es un marco tedrico para
describir la evolucion discreta de los sistemas cuanticos abiertos. Un canal cuantico
es una operacion completamente positiva que preserva la traza de la matriz densidad
y se puede representar como superoperador o en la representacion de suma de ope-
radores de Kraus. La matriz densidad y los canales cuénticos son el marco tebrico
dentro del cual estudiaremos, en el resto de este trabajo, un tipo de operaciones muy
particulares que actiian sobre sistemas de qubits, operaciones que hemos bautizado

con el nombre de operaciones que borran las componentes de Pauli.
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2. OPERACIONES PCE

2.1. Introduccién

En este capitulo vamos a discutir una motivaciéon para definir y estudiar las
operaciones PCE de n qubits en la seccion 2.2 Vamos a comenzar discutiendo al-
gunos canales cuanticos de 1 qubit como bit-flip y defasing |3, 9]. Especificamente,
vamos a centrar nuestra atencion en un caso particular de estos canales para motivar
la generalizacion de este tipo de operaciones para sistemas de n qubits que hemos
bautizado con el nombre de Pauli component erasing (PCE). Luego, en la seccién
resolveremos analiticamente el problema de encontrar los canales cuanticos PCE
de 1 qubit, y en la seccion vamos a discutir el algoritmo para resolver el proble-
ma de n qubits y la complejidad analitica, en contraste con el problema de 1 qubit,
que hace que el problema sea dificil de resolver de manera exacta. Finalmente, en la
seccion vamos a presentar las herramientas computacionales para implementar

un método numeérico para encontrar canales cuanticos PCE de dos y tres qubits.

2.2. Operaciones PCE

En esta seccion vamos a elaborar una discusion que conducira a la definicion de
una operacion PCE y al planteamiento del problema a tratar en esta tesis. Comen-
zaremos por introducir a los canales cuénticos bit-flip y defasing de 1 qubit. Ambos
canales cuanticos son operaciones que mapean la esfera de Bloch a un elipsoide con
eje mayor sobre los ejes x y z, como se muestra en las Figs. vy 2.2} respectivamen-
te. Para entender algebraicamente como actiian estos canales cuanticos recordemos

que la matriz densidad de 1 qubit se escribe en la base de matrices de Pauli como
13
P = 5%7}0}, ro = 1, (21)
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Figura 2.1. Efecto del canal de bit-flip sobre la esfera de Bloch, para p = 0.3. Fuente:
elaboraciéon propia.

y y
@ H |

Figura 2.2. Accion geométrica del canal defasing de 1 qubit sobre la esfera de Bloch, para
p = 0.3. Fuente: elaboraciéon propia.

donde 71, 5 y 73 especifican las coordenadas (x,y, z) del vector de Bloch. El canal
bit-flip transforma a las componentes de ([2.1)) como [9]

(1,7’1,7“2,7‘3) L (1,7"1, (1 - 229)7“27 (1 - ZP)T:%)? 0<p<L (2-2)

Similarmente, el canal defasing actia sobre las mismas componentes r; de (12.1))
como [9]

(1,7mq,7m9,73) — (1, (1 — 2p)ry, (1 — 2p)ra,13), 0<p<1. (2.3)

Vamos a detenernos a analizar qué ocurre cuando p = 1/2. Las expresiones (2.2)) y

(2.3]) se escriben

(1,71,72,73) — (1,71,0,0), (2.4)
(17T17T27T3) — (170707T3)‘ (25>
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Es decir que, los canales bit-flip y defasing cuando p = 1/2 son operaciones que
mapean la esfera de Bloch a una linea sobre el eje mayor de los elipsoides en las Figs.
v[2.2] Va a ser practico referirnos a estos canales cuanticos como operaciones que
borran dos de las proyecciones r; de la matriz densidad de 1 qubit sobre las matrices

de Pauli, y que preservan al resto de las r;.

Operaciones como las descritas en las expresiones y (2.5)) son interesantes
porque modelan un tipo de decoherencia en un sistema de dos niveles. La decoheren-
cia es el proceso mediante el cual un sistema pasa de encontrarse en una superposi-
cion de estados a solo uno de los estados de la superposicion [I5]. En consecuencia,
vale la pena preguntarse si son canales cuanticos todas las operaciones que borran
cualquier subconjunto {r;} de la matriz densidad de 1 qubit. Sin embargo, en el
capitulo anterior discutimos una operacion de este tipo que no satisface la completa
positividad. En la seccion [I.4] elaboramos el ejemplo de la operacion &, que borra
la componente 73, y mostramos que no es un canal cuantico porque £, ® 1, que
actiia sobre una matriz densidad de 2 qubits, no transforma a la matriz densidad
del estado méaximamente entrelazado en una matriz positiva. En resumen, &£, es un
ejemplo de que no todas las operaciones que borran las componentes r; de la matriz

densidad de 1 qubit son canales cuanticos.

La extension de este tipo de canales cuanticos para sistemas de mas qubits no es
trivial de inferir a partir del caso de 1 qubit. Vamos a elaborar esta idea discutiendo
el problema de 2 qubits. La matriz densidad para un sistema de 2 qubits se puede

escribir, utilizando la base de productos tensoriales de las matrices de Pauli, como

3
1
p:ZZrijUi@)aj, To,0 = 1. (26)
i,§=0

Recordemos de la expresion que la operacion de 1 qubit que preserva rs es
un canal cuantico. Seguidamente, uno podria preguntarse si existe una operaciéon
de 2 qubits que preserve r3g y o3, 0 sea, la componente r3 local de cada qubit. Lo
tinico que podemos contestar es que debe existir una o varias operaciones de 2 qubits
que, del subconjunto de componentes de la forma r;y y o, preserven tnicamente
a r3g ¥ ro3, pero nada podemos inferir sobre como se transforman las componentes
ri; (1,7 # 0), las correlaciones cuanticas entre los dos qubits. En general, para un
sistema de n qubits, si conociéramos todos los canales cuanticos de n — 1 qubits
de este tipo, s6lo podriamos inferir como se transforman las componentes de todas

las posibles particiones de n — 1 qubits, pero seguirfamos sin poder inferir como se
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transforman las correlaciones cuéanticas 75, que comparten los n qubits.
Vamos a introducir ahora la definiciéon de una operacion PCE de n qubits. La
matriz densidad de un sistema de n qubits, en la base de productos tensoriales de

las matrices de Pauli, se escribe como

3

P=Gn Z TiyinOj @ ... Q T}, To,.0 = L. (2.7)

J1yeerjn=0

Vamos a llamar “componentes de Pauli” a los coeficientes r;, __; de . Las com-
ponentes de Pauli son las proyecciones de la matriz densidad de un sistema de
n qubits sobre los elementos de la base de productos tensoriales de las matrices de
Pauli. Llamamos una operaciéon que borra las componentes de Pauli, operacion PCE
por sus siglas en inglés (Pauli component erasing), a una operacion lineal que actia
sobre una matriz densidad de la forma y que transforma a las componentes de

Pauli como
/r.jl,...,’f'n lev"a”‘nrjl:"wr’ﬂ’ le:"'v”"ﬂ = 07 17 7—07’0 = 1' (2'8>

En otras palabras, una operacion PCE es una operacion lineal que actta sobre la
matriz densidad de n qubits y que borra a algunas de las componentes de Pauli
y deja invariantes al resto. A las operaciones PCE que satisfacen la condiciéon de
completa positividad y son, por ende, canales cuanticos, les llamaremos “canales
cuanticos PCE” o sélamente “canales PCE”.

De manera muy puntual, podemos formular el problema para este trabajo con la
siguiente pregunta: ;qué caracteristicas tienen en comiin y qué condiciones satisfacen
todos los canales PCE de sistemas de 2 y 3 qubits? Dicho de otro modo, nuestro
objetivo es investigar qué hace de diferente la condiciéon de completa positividad a
los canales PCE del conjunto de todas las operaciones PCE de 2 y 3 qubits. En
las siguientes secciones presentaremos el estudio analitico del caso de 1 qubit y el

método numérico que disenamos para estudiar sistemas de 2 y 3 qubits.

2.3. 1 qubit

El problema de los canales PCE de 1 qubit puede ser resuelto analiticamente
y vamos a discutir como en esta secciéon. Vamos a describir nuestro procedimiento
para evaluar analiticamente la completa positividad de las operaciones PCE de 1

qubit. De acuerdo con el teorema [1.5.1] podemos determinar si una operacién es
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completamente positiva evaluando que su matriz de Choi sea una matriz positiva
semidefinida. Por lo tanto, vamos a buscar diagonalizar la matriz de Choi en funcién
de los elementos 7; de la operacion PCE. Asi, evaluar que todos los eigenvalores sean
no negativos para cada uno de los arreglos de 1 y 0 de las 7; que caracteriza a las
operaciones PCE de 1 qubit

Enunciamos ahora nuestro algoritmo para evaluar la completa positividad de

una operacion PCE de 1 qubit.

1. Escribir al superoperador de una operacion PCE en la base de matrices de
Pauli 0; (con 0p = 1), base en la cual es diagonal. En general, en la base de

Pauli el superoperador de una operacion PCE de 1 qubit se escribe

T1

T2

o O O =

0 T3

2. Hacer un cambio de base al superoperador (2.9), de la base de matrices de

Pauli a la base computacional, via P®P~!, con

10 0
01 —i 0

P= ! (2.10)
01 2 O
10 0 -1

Notemos que la matriz de cambio de base P es una matriz que se construye

yuxtaponiendo las matrices de Pauli vectorizadas d;, siguiendo la vectorizacion

de una matriz como se definié en (|1.25]).

3. Aplicar la transformacion de reshuffle a P®P~!, segin (1.34)), para determinar
la matriz de Choi de la operacion PCE;,

7'3+1 0 0 7'1+7'2
1 0 11— — 0
(PoP)" =2 BT (2.11)
0 T — T2 1—7'3 0
T + T 0 0 7‘3—|-1

4. Por ultimo, para evaluar si la matriz de Choi es positiva semidefinida, calcular

los eigenvalores \; de (2.11]) y revisar que todos sean iguales o mayores a cero,
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Componentes
Canal .

No To 'R T2 T3 . .- de Pauli r;
cuantico . .

invariantes
1 1 1 1 1 v 4
2 1 1 1 0 3
3 1 1 0 1 3
4 1 0 1 1 3
5 1 1 0 0 v 2
6 1 0 1 0 v 2
7 1 0 0 1 v 2
8 1 0 0 0 v 1

Tabla 2.1. Combinaciones de 7; de todas las operaciones PCE de 1 qubit. Fuente: ela-
boracién propia.

Mo = %(1 4Tt Ts) > 0, (2.12a)
Al = %(1 +71 — 1 —T13) >0, (2.12b)
Ay = % (I1—m+m—m13) >0, (2.12¢)
A3 = %(1 — 71— Ty +73) > 0. (2.12d)

Debemos remarcar que en ninguno de los pasos hemos utilizado el hecho de que
para una operacion PCE las componentes 7; sean iguales a cero o uno, como esté
definido en (2.8)). Por lo tanto, las desigualdades en caracterizan la completa
positividad de una operacion lineal de 1 qubit que actiia sobre las componentes de
Pauli como r; — 7;1;, donde 7; puede tomar cualquier valor. Considerando eso, las
desigualdades en coinciden con las que presentan Bengtsson y Zyczkoski 13,
pag. 292].

Previo a determinar los canales PCE de 1 qubit enunciamos en la Tabla
todos los arreglos de 1 y 0 de las componentes 7; de cada una de las 8 operaciones
PCE de 1 qubit. Es tutil que discutamos la accién geométrica sobre la esfera de Bloch
de cada una de las operaciones PCE de 1 qubit en la Tabla [2.1} El arreglo 1 es la
operacion identidad. Los arreglos 2-4 son operaciones que mapean la esfera de Bloch
a un disco que es perpendicular a cada uno de los ejes cartesianos. Los arreglos 5-7
son operaciones que mapean la esfera de Bloch a una linea sobre cada uno de los

ejes cartesianos. Y, por ultimo, el arreglo 8 es la operaciéon que mapea la esfera de
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Bloch a un punto sobre el origen de coordenadas.

Al evaluar la completa positividad de cada operacion PCE en la Tabla [2.1]
comprobando que cada arreglo 7; satisfaga las desigualdades en (2.12)), encontramos
que 5 de las 8 operaciones PCE de 1 qubit son canales cuanticos. Las matrices de
Choi de las operaciones PCE 2, 3 y 4 de la Tabla tienen un eigenvalor que es
negativo. Por ejemplo, el eigenvalor A3 de la operacion PCE 2 es igual —1/2. Es
decir que, entonces, son canales PCE de 1 qubit s6lo la operacion identidad, las
operaciones que mapean la esfera de Bloch a una linea sobre los ejes cartesianos y

la operacion que mapea la esfera de Bloch al origen de coordenadas.

2.4. El problema de n qubits

El algoritmo para evaluar la completa positividad de las operaciones PCE de
1 qubit, que discutimos en la secciéon anterior, se puede generalizar para n qubits y
es el tema que discutiremos en esta seccion. A diferencia del problema de 1 qubit,
en el problema de las operaciones PCE de n qubits la diagonalizacion exacta de la
matriz de Choi es un problema no trivial. Por esa razoén, decidimos explorar una

alternativa para buscar los canales PCE de 2 y 3 qubits.

A continuacion, discutimos la generalizacion de nuestro algoritmo para evaluar

la completa positividad de una operacion PCE de n qubits.

1. Se escribe al superoperador ® de una operacion PCE, en la base de productos

tensoriales de las matrices de Pauli,

0
70,...,0,1
o = 0 0 ’7'07._.70’2 .« 0 s (213)
0 0 0 T, 1,1

con Tj, . ;. las componentes de la operacion PCE como se definio6 en (£2.8)).

2. Se hace el cambio de base P®P~! para escribir al superoperador ® en la base

computacional. P es la matriz de cambio de base y se construye yuxtaponiendo
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las matrices vectorizadas de los productos tensoriales de las matrices de Pauli,

3
P= > 10,®..00,X0;®. .00, (2.14)

j17~'-7jn:O

con |oj, ®...® 0g;j,) el vector que se construye vectorizando a la matriz resul-

tante del producto tensorial 0;, ® ... ® 0;,.

3. Se determina la matriz de Choi segiin D¢ = (P@Pil)R, aplicando el reshuffle
a la matriz PP

4. Por tltimo, se calculan los eigenvalores de Dg y si todos son positivos o cero,

entonces ® es un canal cuantico.

Es el altimo paso el que supone una dificultad en la generalizacion de nuestro al-
goritmo. La ecuacion det (Dg — A1) = 0, que hay que resolver para determinar los
eigenvalores \;, ;. , es una ecuacion de grado 4". Esto hace que la diagonalizacion
exacta de la matriz de Choi Dg, de una operacion PCE de n qubits, sea un problema
algebraicamente complicado. En vista de esta dificultad, decidimos utilizar herra-
mientas computacionales para evaluar numéricamente la positividad de la matriz
de Choi Dg de las operaciones PCE de 2 y 3 qubits y asi determinar los canales

cuanticos.

2.5. Solucién numérica

Propusimos evaluar numéricamente la completa positividad de las operaciones
PCE de 2 y 3 qubits para encontrar los canales cuanticos, y en esta seccién vamos a
describir las herramientas computacionales que desarrollamos y la implementacion
del método numérico. Para esto, disenamos rutinas que implementan el algoritmo
descrito en la seccion anterior. El método numérico consiste en generar todas las
operaciones PCE de 2 y las operaciones PCE de 3 qubits que dejan invariantes 1, 2,
3, 4, 61, 62, 63 y 64 componentes de Pauli, evaluar si son completamente positivas
y, dependiendo de ello, agrupar a los canales cuanticos PCE para luego analizar sus
caracteristicas en el préoximo capitulo.

Las rutinas se programaron en Wolfram Mathematica. Con estas rutinas, se
pueden generar todos los diferentes arreglos de 1 y 0, de los elementos de trans-

formacion 75, ., que definen a cada operacion PCE y evaluar, una por una, si es
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completamente positiva. A continuacion, describimos brevemente cada una de las

rutinas que disenamos.

1.

10.

11.

12.

Pauli|Indices]|: calcula el producto tensorial de las matrices de Pauli o; con

indices 7 en el arreglo 1-D Indices.

. PCEsTauConfigurations[n]: devuelve todos los arreglos de 1 y 0 de los ele-

mentos 7;, ;. de todas las operaciones PCE de n qubits.

. PCEsTauConfigurations[n,k]: devuelve todos los arreglos de 1 y 0 de los

elementos 7;, ;. de todas las operaciones PCE de n qubits que dejan k com-

ponentes de Pauli invariantes.

. PCESuperoperator [7]: calcula el superoperador en la base computacional de

una operacion PCE, dados los elementos 7;, ;. en el arreglo 1-D 7.

n

. Reshuffle[m]: aplica la transformacion de reshuffle a la matriz m de dimension

d? x d?. Esta funciéon implementa la definicion ([1.29)).

. PositivityTest [m]: revisa si la matriz m es positiva semidefinida. Devuelve

el valor True silo es y False en caso contrario.

. PCEFigures[7]: grafica la representacion geométrica de los elementos 7;, .,

en el arreglo 1-D 7 de una operacion PCE de 1, 2 o 3 qubits. Hablaremos de

la representacion de las figuras PCE en la siguiente seccion.

. TausOfPCEQuantumChannels [n]: devuelve todos los arreglos de 1 y 0 de los

elementos 7;, ;. de los canales cuanticos PCE de n qubits.

. Taus0fPCEQuantumChannels[n,k]: devuelve todos los arreglos de 1 y 0 de

los elementos 7j,, . ;. de los canales cuédnticos PCE de n qubits que dejan k

componentes de Pauli invariantes.

TausOfPCEQuantumChannels [0,k in, Kmazl: devuelve todos los arreglos de
1y 0 de los elementos 7, ;. de los canales cuanticos PCE de n qubits que

dejan desde k,,;, hasta k,,,, componentes de Pauli invariantes.

NumberOfPCEOperations [n]: calcula el numero total de operaciones PCE de

n qubits.

Number0fPCEQperations[n,k]: calcula el nimero total de operaciones PCE

de n qubits que dejan k componentes de Pauli invariantes.
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Todas estas rutinas las agrupamos en un paquete de Mathematica que se puede
encontrar en un repositorio de libre acceso en GitHubﬂ Especificamente, las ru-
tinas Pauli, PCESuperoperator, Reshuffle y PositivityTest fueron disenadas
para reproducir los pasos del algoritmo para evaluar la completa positividad de una
operacion PCE de n qubits de la seccion 2.4 El algoritmo completo fue implemen-
tado en la rutina TausOfPCEQuantumChannels. Debe notarse en la definicién ,
de una operacion PCE, que la lista de 1 y 0 de los elementos de transformacion
Tji ey
1 qubit que mapea la esfera de Bloch a un punto en el origen esta completamente

jn caracteriza por completo a la operacion. Por ejemplo, la operacion PCE de

determinada por los elementos 7; {1,0,0,0}; esta lista de 1 y 0 es suficiente para
encontrar al correspondiente superoperador. Dicho esto, describimos con detalle la

rutina TausOfPCEQuantumChannels a continuacion.

TausOfPCEQuantumChannels. Rutina para determinar los canales PCE de n qubits
que dejan k componentes de Pauli invariantes.

Entrada: Nimero n de qubits y nimero k de componentes de Pauli invariantes
(opcional).

Salida: Arreglos 1-D con los arreglos de 1 y 0 de los elementos 7;, ;. de los canales
PCE de n qubits que dejan k componentes de Pauli invariantes.

Utiliza: PCEsTauConfigurations,PCESuperoperator, Reshuffle

y PositivityTest.

Para cada arreglo 7 generado por PCETausConfigurations[n,k]:

1. Calcular el superoperador ® en la base computacional de la operacion PCE

con PCESuperoperator[7].

2. Calcular la matriz de Choi Dg de la operacion PCE aplicando la funcion

Reshuffle[] a la matriz del paso 1.

3. Evaluar si la matriz de Choi del paso 2 es positiva semidefinida con

PositivityTest[] (evaluacion de la completa positividad de ®).

4. Si el resultado del paso 3 es verdadero, entonces guardar el arreglo 7. De lo
contrario, pasar al siguiente arreglo 7 y repetir este procedimiento con todas

los arreglos generados por PCETausConfigurations[n,k].

“Se puede encontrar en https://github.com/deleonja/projective_maps bajo el nombre "pce.m".
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Por tltimo, vamos a describir la rutina NumberOfPCEOperations ya que, de-

pendiendo de como se use, se utilizan dos expresiones diferentes.

Number0fPCEOperations. Rutina para calcular el nimero de operaciones PCE por
ntmero n de qubits y cantidad k de componentes de Pauli invariantes.

Entrada: Nimero de qubits n y nimero k de componentes de Pauli invariantes
(opcional).

Salida: Numero total de operaciones PCE de n qubits que dejan k componentes de

Pauli invariantes.

e Si el usuario solicita NumberOfPCEOperations [n], entonces calcular 24" 1.

e Si el usuario solicita NumberOfPCEOperations[n,k], entonces calcular el co-

eficiente binomial (Z) )

No vamos a describir de igual manera a las rutinas PCEsTauConfigurations y
PCEFigures porque los detalles del algoritmo que reproducen no contribuyen a la
intuicién sobre la fisica del problema de las operaciones PCE. Las descripciones
de las rutinas en la lista es suficiente y si el lector desease conocer los detalles
de programacion puede referirse al repositorio antes mencionado. Por otro lado,
en el préoximo capitulo, en el que presentamos los resultados, vamos a discutir la
funcién que cumplen las figuras que grafica PCEFigures en la interpretacion de las
operaciones PCE.

Para ilustrar el uso de nuestras herramientas computacionales para resolver
numéricamente el problema de las operaciones PCE de 2 y 3 qubits disenamos un
cuaderno de Wolfram Mathematica. El cuaderno contiene las definiciones de todas
las rutinas, mostramos como usarlas y elaboramos el procedimiento para encontrar
los canales PCE de 2 qubits y algunos de los canales PCE de 3 qubits. Invitamos
al lector a revisar el cuaderno y jugar con nuestras rutina@. En el préoximo capi-
tulo vamos a discutir los resultados obtenidos con el método numérico que hemos

discutido en esta seccion.

el archivo del cuaderno se encuentra en https://github.com/deleonja/projective maps bajo el
nombre “pce__operations.nb”.
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3. RESULTADOS DE 2 Y 3 QUBITS

3.1. Introducciéon

Los canales cuanticos PCE de 1 qubit obedecen dos reglas: el namero de com-
ponentes de Pauli invariantes debe ser una potencia de dos, y debe existir la misma
cantidad de canales que preservan 2° y 22 componentes de Pauli. No es obvio que
los canales cuanticos PCE de n qubits deben cumplir estas reglas. Sin embargo,
nuestros resultados numéricos de 2 y 3 qubits muestran que este es el caso y que,

ademés, los canales cuanticos PCE se pueden ordenar.

En este capitulo presentaremos los resultados anteriores. Recordemos que los
elementos 7, ;. = 0,1 caracterizan por completo a una operaciéon PCE. De esa
manera, en la secciéon vamos a presentar las listas de 1 y 0 de los canales PCE
de 2 y 3 qubits. En principio, las listas con los valores de los 7;, ;. son todo lo
que necesitamos para investigar las caracteristicas de los canales cuanticos PCE.
Sin embargo, aportan nula intuicién para entender a los canales cuanticos PCE.
Por lo tanto, vamos a introducir a las figuras PCE en la seccion [3.3] y veremos
como las listas de 1 y 0, poco claras para el andlisis, se vuelven mas claras con
esta nueva herramienta, especialmente las figuras PCE de los canales PCE de 2
qubits. Vamos a ver que la representacion geométrica de las figuras PCE de los
canales cuanticos PCE de 2 qubits en la Fig. proporcionan intuicién de que una
estructura matemaética subyacente de los canales PCE es evidente. Finalmente, en
la seccion vamos a discutir todas las observaciones que se pueden deducir de los
canales cuanticos PCE de nuestros resultados. Vamos a discutir como ordenarlos,
dos reglas que obedecen las operaciones PCE para ser canales cuanticos y unas
reglas, basadas en observaciones empiricas de las figuras PCE, para construir a casi

todos los canales cuanticos de 2 qubits de este tipo.
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3.2. Resultados

En esta seccion vamos a presentar los canales cuanticos PCE de 2 y, parcialmen-
te, los de 3 qubits, encontrados con el método numeérico descrito en la seccion [2.5
También vamos a discutir la complejidad computacional del problema de 3 qubits y

justificar porqué no lo estudiamos completo.

Se encontraron las siguientes proporciones de canales cuénticos PCE a opera-
ciones PCE: 67 : 32,768 para 2 qubits, y 716 : 83,456 para 3 qubits. Recordemos
que la diferencia entre una operaciéon y un canal cuantico PCE es que el ultimo
satisface la condiciéon de completa positividad y, por tanto, es una operacién que
representa la evolucion fisica de un sistema. Las proporciones de canales cuanticos
PCE a operaciones PCE son un indicio de lo restrictiva que resulta la condiciéon de
completa positividad para que una operaciéon que borra las componentes de Pauli

sea un canal cuantico.

Para decidir qué subconjunto de las operaciones PCE de 3 qubits puede anali-
zar nuestro método numérico también es necesario conocer el nimero de operaciones
PCE en funcién del nimero de componentes de Pauli invariantes. Las operaciones
PCE estén caracterizadas por los 4" elementos 7;, ;.. No obstante, por definicion,
para preservar la traza de la matriz densidad, 7y o = 1. Entonces hay sélo 4" — 1
elementos 7;, ;. que pueden tomar los valores de 1 o 0. La cantidad de operaciones
PCE de n qubits que dejan invariantes k componentes de Pauli es igual al ntmero
de formas distintas de asignar el valor 1 a £ —1, de los 4" — 1, elementos 7, .,y 0
al resto al resto de ellos; es decir, el coeficiente binomial (4]::11). Por las propiedades
del coeficiente binomial, el nimero de operaciones PCE que dejan invariantes k& com-
ponentes de Pauli es igual al nimero de operaciones que dejan 4™ — k£ componentes
de Pauli.

El tiempo de computo es el obstaculo que le impide a nuestro método numérico
poder analizar todas las operaciones PCE de 3 qubits. El ntimero total de operacio-
nes PCE para el caso de 3 qubits es de alrededor de 9 x 10*¥. Supongamos por un
momento que tenemos acceso a la supercomputadora Fugaklﬂ que puede analizar
la completa positividad a una tasa de aproximadamente 10° operaciones PCE de 3
qubits por segundo. Si ademas asumimos que la complejidad algoritmica del proble-
ma es lineal, a la supercomputadora le tomaria aproximadamente 300 anos analizar

todas las operaciones PCE de 3 qubits. Sin embargo, ni tenemos acceso a una su-

Al 2021, Fugaku se encuentra en la posicion 1 del ranking TOP500 de las supercomputadoras
mas potentes del mundo.
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percomputadora ni nos alcanzaria la vida para esperar los resultados completos. Por
esta razon, se decidié que estudiarfamos numéricamente las operaciones PCE de 3
qubits que dejan invariantes 1, 2, 3, 4, 61, 62, 63 y 64 componentes de Pauli.

En la Tabla (ir al apéndice A) mostramos todos los canales cuanticos
PCE de 2 qubits y en la tabla Tabla mostramos s6lo 70 de los 716 canales
cuanticos PCE de 3 qubits que dejan invariantes 1, 2, 4 y 64 componentes de Pauli.
Poner todos los canales PCE de 3 qubits que se encontraron ocuparia demasiadas
péginas y no aportan informaciéon extra para fines de la discusion de resultados.
Igualmente, al lector que interesado en los resultados completos, lo invitamos a
revisar el archivo de Mathematica mencionado al final de la seccion 2.5l En las
tablas del apéndice A se muestran (a) los valores de los elementos 7;; 0 7 (1 0 0)
que caracterizan a una operaciéon PCE, segtun la definicién en , y (b) el namero
de componentes de Pauli que el canal PCE deja invariantes. Las listas de 1 y 0
hacen dificil de escudrinar las caracteristicas que comparten todos los canales PCE.
Ademas, hasta ahorita no contamos con una representacién geométrica, como la
de la esfera de Bloch para 1 qubit, con la cual puedan visualizarse las operaciones
PCE y desarrollar intuicién sobre ellas. Por lo tanto, es necesario introducir una
herramienta que permita visualizar los resultados de la Tabla de una forma
més sencilla e intuitiva. Hablaremos de una herramienta geométrica en la préoxima

seccién.

3.3. Una representacion geométrica

En la seccion anterior vimos que los resultados de los canales PCE, presentados
como listas de 1 y 0 de de los elementos 7;, ;. en las tablas y [A.2, no hacen
sencilla la tarea de analizar las propiedades que comparten los canales cuénticos
PCE. Por eso, buscamos una representacion de las operaciones PCE que haga mas
facil e intuitiva la identificacién de las caracteristicas de un canal PCE. Lo que
buscamos es una herramienta como la esfera de Bloch, una representacion geométrica
con la cual es posible asimilar las listas de 1 y 0 de los canales PCE de 1 qubit en
la Tabla[2.1} En esta seccién vamos introducir la representacion de las figuras PCE
y a presentar de nuevo los resultados de la secciéon anterior utilizando esta nueva
representacion de las operaciones PCE.

En la Fig. introducimos las figuras PCE para representar a las operaciones
PCE. Mostramos la figura PCE de la operacién identidad de 1, 2 y 3 qubits, una

operaciéon PCE con todos los elementos 7;, 7;; y Tijk, respectivamente, iguales a 1.
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Figura 3.1. De izquierda a derecha se muestran las figuras PCE de la operacion identidad

de 1, 2 y 3 qubits. En esta representacion los indices ji,. .., j, de los elementos 7;, . j,
de la operacion PCE estan asociados con una posicion en la figura PCE respectiva. Si la
posicion ji, ..., j, en la figura PCE esta pintada, entonces el elemento asociado 7, . j,

es igual a 1, y si la posicion no esté pintada (en blanco), entonces el elemento asociado
Tji,...jn €5 igual a 0. Fuente: elaboracion propia.

En una figura PCE;, la posicion de cada cuadro o cubo esté asociada con los indices
Ji,---,Jn de los elementos 7;, ;. de una operaciéon PCE. Los cuadros pintados de
negro, en figuras PCE de 1 y 2 qubits, o cubos pintados de rojo, azul o verde, en
una figura PCE de 3 qubits, estan asociados con los elementos 74, . iguales a

1; y los cuadros o cubos no pintados estan asociados con los 7, ;, iguales a 0 de
una operacion PCE. La razon por la que las figuras PCE de 3 qubits tienen colores
y las de 1 y 2 qubits no, es tinicamente para servir de ayuda visual. Los cubos
con posiciones (7, 0,0), (0,7,0) y (0,0, k) se pintan de rojo; los cubos con posiciones
(,7,0), (0,4,k) v (2,0, k) se pintan de azul; y los cubos con posicion (i, j, k) se pintan
de verde.

En la Fig. mostramos algunos ejemplos de figuras PCE. En la Fig.
estan las figuras PCE de todas las operaciones PCE de 1 qubit: de izquierda a
derecha, la operacion identidad, las 3 operaciones que mapean la esfera de Bloch
a un disco perpendicular a cada eje rectangular, las 3 operaciones que mapean la
esfera de Bloch a una linea sobre cada eje rectangular y la operaciéon que mapea la
esfera de Bloch al origen de coordenadas. En la Fig. se muestran dos figuras
PCE de operaciones que dejan invariantes los conjuntos de componentes de Pauli
{roo, 712,721,733} ¥ {r00, F02, 10, 722, 732 }. Y en la Fig. se muestran dos operacio-
nes PCE de 3 qubits que dejan invariantes los conjuntos de componentes de Pauli
{70005 7300, 7033} ¥ {7000, 7202, 7122, T331 } . NOtese que todas las figuras PCE que acaba-
mos de discutir tienen pintado el cuadro o cubo con la posicion (0), (0,0) o (0,0,0).
Esto es asi para todas las figuras PCE porque, de acuerdo con la definicion (2.8)),

una operaciéon PCE preserva la traza de la matriz densidad (i.e. 7o = 1).

La representacion de las figuras PCE puede utilizarse para visualizar geométri-
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camente operaciones PCE hasta de 3 qubits. En este punto, esta afirmacion puede
ser mas o menos obvia, pero es importante dejar claro las limitaciones de la re-
presentacion de las figuras PCE. Ya que los indices 71, ..., j, estan asociados a las
posiciones en las figuras PCE, entonces se necesita una figura n dimensional para
representar a una operaciéon PCE de n qubits. Por lo tanto, las figuras PCE pueden
utilizarse so6lo para representar operaciones PCE de 1, 2 y 3 qubits.

Ahora que ya introdujimos y discutimos la representacion de las figuras PCE;,
vamos a utilizar esta nueva representacion para presentar otra vez los resultados de
las Tablas[A.T]y[A.2]de los canales PCE de 2 y parcialmente de 3 qubit. En la Fig. [3.3]
se muestran los canales cuénticos PCE de 2 qubits. En la Fig. mostramos soélo
canales cuanticos PCE de 3 qubits representativos. En la siguiente secciéon vamos
a discutir detenidamente a qué nos referimos por representativos. No colocamos
todas las figuras PCE de los canales PCE de 3 qubits que encontramos porque
ocuparian demasiadas paginas. En contraste con las listas de 1 y 0, las figuras PCE
proporcionan mucha més intuicion de que si existen caracteristicas en comin de
los canales cuanticos PCE, como los patrones tan particulares que se obervan en
la Fig. |3.3] En la siguiente y tltima seccién de este capitulo, vamos a discutir en
profundidad la caracterizacion de los canales cuanticos PCE que se evidencian en

nuestros resultados de 2 y 3 qubits.
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Figura 3.2. (a) Figuras PCE de todas las operaciones PCE de 1 qubit. (b) Figuras
PCE de 2 operaciones PCE de 2 qubits aleatorias. La primera figura PCE representa a
un canal PCE y la segunda representa una operaciéon PCE que no satisface la condicién
de completa positividad. (c) Figuras PCE de dos operaciones PCE aleatorias de 3 qubits.
Fuente: claboracion propia.
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Figura 3.3. Figuras PCE de los canales cuanticos PCE de 2 qubits ordenados por cla-
ses de equivalencia etiquetadas como CL, donde k es el nimero de componentes de Pauli
invariantes y [ es para diferenciar entre clases de equivalencia con el mismo ntmero de
componentes de Pauli invariantes. Los elementos de una misma clase de equivalencia es-
tan conectados por intercambios de particulas y permutaciones locales de base. Fuente:
elaboracién propia.
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(a) Figura PCE del tnico canal cuéntico PCE de 3 qubits que deja invariante sélo 1

componente de Pauli.

(b) Figuras PCE de un canal cuantico PCE de cada una de las 3 clases de equivalencia
de los canales cuanticos PCE de 3 qubits que dejan invariantes 2 componentes de Pauli.

Sai
o

%/
"
&

(c¢) Figuras PCE de un canal cuantico PCE de cada una de las 9 clases de equivalencia
de los canales cuanticos PCE de 3 qubits que dejan invariantes 4 componentes de Pauli.

(d) Figura PCE de la operacion identidad, un canal cuantico PCE que deja invariantes
64 componentes de Pauli.

Figura 3.4. Figuras PCE de los canales cuanticos PCE de 3 qubits. Fuente: elaboracion
propia.
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3.4. Discusion de resultados

En esta seccion vamos a discutir sobre la clasificacion y propiedades en comin
de los canales PCE que obtuvimos numéricamente para 1, 2 y 3 qubits. En particular,
veremos que los canales PCE pueden ordenarse en subconjuntos cuyos elementos
estan conectados via dos operaciones. En la Fig. estas dos operaciones se pueden
visualizar en las figuras PCE de 2 qubits como permutaciones de las filas y columnas,
y transposiciones. Por otro lado, notaremos que los canales PCE dejan invariantes
solo cantidades de componentes de Pauli que son potencias de 2, y que el nimero

22—k componentes de Pauli es el

de canales cuanticos que dejan invariantes 2% y
mismo.

Los canales PCE pueden clasificarse en clases de equivalencia (como mostramos
en las Figs. |3.3] y [3.4). Nuestros resultados muestran que los canales PCE pueden
clasificarse en subconjuntos dentro los cuales todos los elementos son equivalentes

via las siguientes dos operaciones:

1. Intercambios de particulas. Los etiquetas de las particulas en un sistema pue-
den intercambiarse. Por lo tanto, si una operaciéon PCE es un canal cuantico
para alguna configuracion de los qubits en el sistema, entonces existen canales
PCE equivalentes que acttan sobre todas las posibles configuraciones de qu-
bits de un sistema. En las figuras PCE de 2 qubits en la Fig. esta operacion
se representa como transposiciones. Por ejemplo, abajo mostramos cual es el

canal PCE equivalente mediante intercambio de particulas de primer elemento

de C3 en la Fig.
- T

2. Permutaciones de elementos de una base local. La permutacion de los elemen-
tos O'() (z) y O' ) de la base local de la i-ésima particula del sistema resulta
en rotaciones de la esfera de Bloch de la i-ésima particula. En las figuras PCE
de 2 qubits en Fig. las permutaciones de los elementos de la base local se
visualizan como permutaciones de filas y/o columnas. Abajo mostramos un
ejemplo de un canal PCE equivalente al primer elemento de (32 en la Fig -
cuando se hace la transformacion {0(()2 ,af), Ty (2)} — { (2) a (2)}

a la base local del qubit 2.
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Con esta clasificacion es posible identificar un subconjunto maximal de canales cuan-
ticos PCE no equivalentes. Por ejemplo, para 1 qubit existen hasta tres canales PCE
no equivalentes: la identidad, una de las tres operaciones que mapea la esfera de
Bloch a uno de los ejes cartesianos y la operacion que mapea la efera de Bloch al
origen de coordenadas. En este caso, es facil ver que las operaciones que mapean la
esfera de Bloch a los ejes cartesianos estan conectadas mediante rotaciones (permu-
taciones de los elementos de la base). En el caso de 2 qubits existen hasta 10 canales
no equivalentes de los 67 en total (uno por clase de equivalencia en la Fig. . Por
un lado, esta clasificacion hace més facil la tarea de inferir las propiedades de los
canales cuénticos PCE, ya que el estudio se reduce a sélo un subconjunto de todos
los canales. Por otro lado, si se encuentran reglas para construir canales PCE, seria
necesario construir sélo a los elementos de uno de los subconjuntos maximales y el
resto de canales se generarian mediante intercambios de particulas y permutaciones
locales de los elementos de la base.

Nuestros resultados de 2 y 3 qubits muestran que, en general, los canales PCE

siguen dos reglas:

1. (Regla 2%) Los canales PCE dejan invariantes una cantidad que es potencia
de 2 de componentes de Pauli. No obstante, la regla 2¥ no es la tnica que
determina que una operaciéon PCE sea completamente positiva. Es decir, exis-
ten operaciones PCE que dejan invariantes 2¥ componentes de Pauli y que no
son canales cuanticos, como es el caso de la operaciéon PCE representada por
la figura PCE que mostramos abajo. Esta operacion PCE deja invariantes 4
(2%) componentes de Pauli, pero no satisface la completa positividad y, por

consiguiente, no es un canal cuéntico.

2. (Regla espejo) El ntimero de canales PCE de n qubits en funcion del exponente
k, de las 2* componentes de Pauli invariantes por el canal, es simétrico respecto
a k = n. En la Fig. mostramos las graficas del nimero de canales PCE
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Figura 3.5. Gréficas del ntimero de canales PCE de 1, 2 y 3 qubits en funcién del exponente
k del ntimero 2¥ de componentes de Pauli invariantes que dejan invariantes los canales. (a)
1 qubit. (b) 2 qubits. (c) 3 qubits. Los puntos en azul representan los casos no explorados
con nuestro método numérico, pero que suponemos por la regla de espejo que existen.
Fuente: elaboraciéon propia.

de 1, 2 y 3 qubits en funcién de k, segtin el ntimero de componente de Pauli
invariantes. Notese la simetria respecto a k = n en las graficas de las Figs.
y[3.5b] A partir de la regla espejo inferimos que los puntos en azul de la grafica
de la Fig.[3.5d, que no son parte de nuestros resultados, deben ser el nimero de
canales PCE de 3 qubits que dejan invariantes 16 (2*) y 32 (2°) componentes
de Pauli. De este modo la grafica seria simétrica respecto a k = 3, como la

regla lo establece.

Los canales PCE tienen otra propiedad que es consecuencia de satisfacer las
condicones para ser canales cuanticos que acttian sobre sistemas multipartitos. La
accion de un canal PCE sobre cualquier particion del sistema debe ser otro ca-
nal PCE. Un canal cuéntico también debe preservar las propiedades de la matriz
densidad de la matriz densidad reducida de cualquier particion del sistema. Esta
propiedad puede visualizarse en las figuras PCE de 2 y 3 qubits. En todas las figu-
ras PCE de la Fig. deben identificarse canales PCE de 1 qubit sobre la primera
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fila y primera columna, partes que representan la accion de la operacion sobre cada
qubit localmente. Por ejemplo, la operaciéon PCE representada en la figura PCE de
abajo, aunque cumple la regla 2¥, no puede ser un canal cuantico porque la accién
sobre el qubit 1 (primera fila) no es un canal cuéntico. Recordemos que una ope-

racion PCE de 1 qubit que deja invariantes 3 componentes de Pauli no satisface la
completa positividad (ver Tabla[2.1]y Fig. [3.2).

De manera similar, en las figuras PCE de 3 qubits, las 3 columnas con cubos rojos
y las 3 de 6 caras del cubo con planos con cubos rojos y azules (ver Fig. deben
representar canales PCE de 1 y 2 qubits, respectivamente.

Vamos ahora a discutir, a partir de observaciones empiricas de las figuras PCE
de 2 qubits (Fig. y de las propiedades que hemos mencionado antes, como
construir canales PCE de 2 qubits utilizando solo la representacion de las figuras
PCE.

1. Consideremos el canal PCE con 790 = 1 y el resto de elementos 7;; iguales a
cero. Podemos construir cualquiera de los canales PCE de 2 componentes de
Pauli invariantes escogiendo un elemento cualquiera, del resto de 7;;, igual a 1.
Segtn la clasificacion de las clases de equivalencia, podemos hacer la distincion

entres dos opciones:

1.1 Escoger un elemento de la forma 7,0 = 1. Supongamos, para ejemplificar,

que escogemos k = 2. Tenemos entonces al canal PCE:

Luego, para construir otro canal PCE, pero ahora de 4 componentes de
Pauli invariantes, hay dos bifurcaciones mas, segin la seleccion de 7;;

iguales a 1:

1.1.1 Escoger Tkm = Tom = 1, con m € {1,2,3}. Siguiendo nuestro ejemplo

(k = 2) y escogiendo m = 1, tendriamos el canal PCE:
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1.1.2 Escoger Ty,; = Ty = 1, con {my,ma} = {1,2,3}\{k} y l € {1,2,3}.

Siguiendo nuestro ejemplo (k = 2) y si escogemos [ = 3:

1.2 Escoger Tim = Tho = Tom = 1 con k,m € {1,2,3}. Si partimos una vez

més del ejemplo propuesto en 1.1 (k = 2), y escogemos m = 3:

Notese que, en general, los canales PCE que se construyen en 1.1.1 y 1.2 son

canales que pertenecen a la misma clase de equivalencia.

. Para construir un canal PCE de 8 componentes de Pauli invairantes, supon-
gamos que partimos de un canal PCE construido con las reglas del item 1.1.1,
es decir un canal PCE con 199 = Tgym = Tko = Tom = 1. De nuevo, tenemos dos
opciones para construir canales PCE de 8 componentes de Pauli invariantes,

para cada opcion elementos de cada una de las dos clases de equivalencia de

Cs (ver Fig. [3.3);

2.1 Escoger 7,0 = Ti,0 = Tiym = Tpm = 1 con {l1,lo} = {1,2,3}\{k}. Si
retomamos el ejemplo en 1.1.1 (k = 2, m = 1), esto nos lleva al siguiente
canal PCE:

2.2 Escoger 7,0 = Ti,0 = Tky, = Tea, = 1 con {l1,l} = {1,2,3}\{m}. Una
tltima vez, del ejemplo del canal PCE en 1.1.1 (k = 2, m = 1), esta regla

nos conduce a:
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Se pueden discutir cuéles son las reglas para construir un canal PCE de 8
componentes de Pauli invariantes a partir de un canal generado en el item
1.1.2, pero no es necesario. Los canales PCE construidos con las reglas en 2.1
y 2.2 son suficientes para encontrar todos los canales PCE de 8 componentes
de Pauli invariantes mediante intercambios de particulas y de permutaciones

de los elementos de base local.

Con este conjunto de reglas empiricas es posible construir todos los canales PCE
de 2 qubits excepto los canales que pertenecen a la clase de equivalencia C}. Reglas
empiricas similares pueden derivarse para los canales PCE de 3 qubits, pero no vale
la pena hacerlo. El objetivo de discutir estas reglas empiricas para construir canales
PCE de 2 qubits es proporcionar intuicion, a partir de las figuras PCE, de que los
canales PCE tienen propiedades bien definidas que los caracterizan.

En resumen, en este capitulo presentamos los canales PCE de 2 y, parcialmente,
de 3 qubits encontrados con el método numérico descrito en la seccion [2.5] Introdu-
jimos la herramienta geométrica de las figuras PCE para visualizar las operaciones
PCE y, en particular, para analizar las caracteristicas en comun de los canales cuén-
ticos PCE. Vimos que los canales PCE pueden clasificarse en clases de equivalencia,
cuyos elementos estdn conectados via intercambios de particulas y permutaciones
de elementos de una base local. Con esta clasificacion es posible encontrar un sub-
conjunto maximal de canales PCE no equivalentes. Nuestros resultados numéricos
muestran que los canales PCE obedecen dos reglas. Por un lado, la regla 2 para
el namero de componentes de Pauli que dejan invariantes. Por otro lado, la regla
espejo establece que existe simetria respecto a k = n del niimero de canales PCE
en funcién del exponente k, del nimero 2* de componentes de Pauli invariantes.
Estas propiedades, junto con la discusion de las reglas empiricas para construir ca-
nales PCE de 2 qubits en esta tltima secciéon, son evidencia de que los canales PCE

tienen alguna estructura matematica.
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4. CANALES DIAGONALES DE PAULI
CONSTANTES SOBRE LOS EJES

4.1. Introducciéon

Todos los canales PCE de 1 qubit y algunos de 2 qubits pueden identificarse
como casos particulares de un tipo de canales cuanticos que han sido estudiados
antes, llamados canales diagonales de Pauli constantes sobre los ejes [8]. Por esta
razon, es de nuestro interés, mirando en direcciéon al estudio analitico de los canales
PCE, investigar antes si, en general, los canales PCE son subconjunto un contenido
dentro de los canales diagonales de Pauli constantes sobre los ejes, o si, por el

contrario, la relacién de contencién es a la inversa.

La extension de este capitulo es corta para dirigirnos rapidamente hacia la
conclusion. En la seccion 4.2 vamos a introducir la definicion de bases mutuamente
imparciales, su relacion con un conjunto de operadores que forman una base del
espacio vectorial My de las matrices de dimensiéon d X d y, en funcién de la accion
sobre las componentes de la matriz densidad en esta base particular, la definicién
de un canal diagonal de Pauli constante sobre los ejes. Por utlimo, en la seccion
vamos a elaborar un argumento para mostrar que no existe una relacion de
contencion entre los canales PCE y los canales diagonales de Pauli constantes sobre

los ejes.
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4.2. Canales diagonales de Pauli constantes sobre

los ejes

Dos bases ortonormales {|¢;],)}o g v {|¢%)}41) de un espacio de Hilbert de

dimension d se dice que son mutuamente imparciales si se satisface la condicion |3 8|

1 .
JIEN2 ) oa si J#K
()] —{ 5w Ik (4.1)

para todo m y n. Cuando d es una potencia de un ntmero primo, el espacio de
Hilbert cuenta hasta con d + 1 bases mutuamente imparciales [5]. Dado que los
sistemas cuanticos de nuestro interés en este trabajo son qubits (sistemas de 2"
niveles) no vamos a considerar los casos de sistemas que no posean d + 1 bases

mutuamente imparciales.

La matriz densidad de un sistema de qubits puede escribirse en términos de
operadores que generan a un conjunto de bases mutuamente imparciales. Es posible
definir, a partir de un conjunto de bases mutuamente imparciales, d 4+ 1 operadores

unitarios W como [§]

d

Wy = 37 gl Yo 12)

k=1

para cada J-ésima base W}}] > Se dice que los operadores W+ son generadores del
conjunto de bases |¢;€] > mutuamente imparciales. El conjunto de las d> — 1 potencias
{W7 b zt...d—1.=1.. a+1 mas la identidad forman una base ortogonal de unitarias
del espacio vectorial My de matrices de dimension d x d con norma v/d (en el
sentido de Hilbert-Schmidt). Por lo tanto, la matriz densidad de un sistema de d

niveles puede escribirse como
1 d+1 d—1
_ T/
. (1 . zzw> 3

con vy; las proyecciones de p sobre cada uno de los operadores 7.

Dado un conjunto de bases ortonormales mutuamente imparciales del espa-
cio de estados de un sistema de d niveles se puede definir a un canal diagonal de

Pauli constante sobre los ejes £ segtn la accién sobre una matriz densidad como
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en 9],

1 d+1 d—1 ’ 1 d+1  d-1 '
e (1 . Zzij;) 1 <1 . ZAJZUJ].W5,>. (w1

J=1 j=1 J=1 =1
Es decir que las componentes v;; de p se transforman como vy; — Ajvy;, donde
Ao = 1 méas \; := s+t son los eigenvalores de £. Las condiciones para que un canales

diagonales de Pauli constantes sobre los ejesMap sea una operacion completamente

positiva que preserva la traza (CPTP), i.e. un canal cuéntico, son
-1
s+ ty=1, t; >0 y §> — . (4.5)
J

La primera condiciéon asegura que la operacion preserva la traza de la matriz de

densidad y las ultimas dos que la operacion sea completamente positiva [§].

Notese la similitud entre la definicion en de un canal diagonal de Pauli
constante sobre los ejes y la definiciéon de una operaciéon PCE, . Los dos tipos
de operaciones transforman de un modo similar a las componentes de la matriz
densidad en una base dada del espacio My . No obstante, los canales diagonales de
Pauli constantes sobre los ejes son mas generales, en el sentido que son operaciones
que actiian sobre sistemas de d niveles (las operaciones PCE actian sobre sistemas
de 2" niveles) y porque las \;, para los canales diagonales de Pauli constantes sobre
los ejes, puede tomar cualquier valor real que satisfaga las condiciones en (4.5)), a

diferencia de las operaciones PCE en las que los 7j, ;. restringido a los valores

0 o 1. De hecho, es esta definicion méas general de los canales diagonales de Pauli
constantes sobre los ejes la que motiva a investigar si los canales cuanticos PCE

estédn contenidos dentro de ellos.

4.3. Relacion con canales cuanticos PCE

En el caso de 1 qubit, los canales PCE si son un subconjunto de los canales
diagonales de Pauli constantes sobre los ejes. Para d = 2, los eigenvectores de las
matrices de Pauli 0y, 09 y 03 satisfacen (4.1)) y, por ende, son un conjunto de bases

mutuamente imparciales. Por lo tanto, siguiendo (4.3)) e identificando W, = o0, la
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matriz densidad de 1 qubit se escribe como

:%<1+;UJUJ>, (46)

donde vy son lo que hemos llamado a lo largo de este trabajo las componentes de
Pauli. De acuerdo con (4.4), un canal diagonal de Pauli constante sobre los ejes de
1 qubit transforma a la matriz densidad p en (4.6)) como

(1+ZUJU]) (1+Z)\JUJUJ> (47)

Si Ay se restringe a los valores de 0 o 1, entonces se recupera la definicién de un
operacion PCE de 1 qubit. Por lo tanto, los canales PCE de 1 qubit son un caso

particular de los canales diagonales de Pauli constantes sobre los ejes cuando d = 2.

Sin embargo, en general, no existe relacién de contencién entre los canales
cuanticos PCE y los canales diagonales de Pauli constantes sobre los ejes. Para
demostrar esta proposicion vamos a utilizar como argumento la incompatibilidad
entre los rangos de los canales PCE y de los canales diagonales de Pauli constantes
sobre los ejes. De las definiciones y teoremas elementales de algebra lineal sera util
recordar que el rango de una matriz es igual al ntimero de eigenvalores distintos de

cero, y los eigenvalores son invariantes ante cambios de base [}, [7].

Por un lado, de la definicion en es claro que un canal diagonal de Pauli
constante sobre los ejes tiene hasta d + 1 eigenvalores \; distintos de cero con
degeneracion d — 1. Por lo tanto, el rango de un canal diagonal de Pauli constante
sobre los ejes 1 + [(d — 1). Por otro lado, de la regla 2% discutida en la seccion [3.4]
los canales cuanticos PCE son matrices de rango 2*. Para que los canales PCE y los
canales diagonales de Pauli constantes sobre los ejes tengan el mismo rango se debe

cumplir
28 =1+4+1(2" 1), YVEk=0,1,...,2n;1=0,1,2,...,2" + 1. (4.8)

Sin embargo, es facil encontrar un contraejemplo para mostrar que esta ecuacién
no siempre se satisface. Veamos por ejemplo, para n = 2 y k = 3 (2 qubits y 8

componentes de Pauli invariantes),

7
[ = = - 4.9
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lo que contradice los posibles valores que puede tomar [ en (4.8). De hecho, la
ecuacion solo se cumple para £ = 0,n,2n. En conclusion, la interseccion de los
canales diagonales de Pauli constantes sobre los ejes y los canales PCE contiene al
canal depolatizante, la identidad y canales que dejan invariantes 2" componentes de
Pauli. En particular, para 2 qubits los canales que son intersecciéon entre los canales
diagonales de Pauli constantes sobre los ejes y los canales PCE son los elementos de
las clases de equivalencia C3 y C] (ver Fig. [3.3).

Ya que probamos que los rangos de los canales diagonales de Pauli constan-
tes sobre los ejes y de los canales cuanticos PCE son incompatibles, se sigue que
los canales PCE no son un subconjunto dentro de los canales diagonales de Pauli

constantes sobre los ejes, ni viceversa.
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CONCLUSIONES

En este trabajo de tesis propusimos estudiar un nuevo tipo de operaciones,
dentro del marco tedrico de los canales cuanticos, que pueden modelar el proceso de
decoherencia cuantica para sistemas de n qubits (sistemas de dos niveles). En este
manuscrito aportamos pruebas que evidencian una caracterizaciéon propia de este
tipo de canales cuanticos y, con esto, se abre la posibilidad a preguntas mas funda-
mentales acerca de estas operaciones. Para 1 qubit, el proceso de decoherencia puede
describirse por medio de canales cuanticos bien conocidos como el bit-flip (inversor
de bit), operacion que proyecta el estado del sistema a alguno de los eigenestados
de o, [3, 8, 9]. Para n qubits, introdujimos la definicién de una operaciéon que borra
las componentes de Pauli (PCE por sus siglas en ingles, Pauli Component Erasing)
como una operacion diagonal de Pauli que preserva o borra por completo las proyec-
ciones de la matriz densidad sobre los elementos de la base de productos tensoriales
de las matrices de Pauli (componentes de Pauli). Disenamos un método nimerico
para implementar la bisqueda de los canales cudnticos PCE, i.e. operaciones PCE
que son completamente positivas, y nuestros resultados muestran evidencia que es-
tos canales cuénticos podrian tener una estructura matemaética propia. Por un lado,
los canales cuanticos PCE pueden clasificarse en clases de equivalencia, es decir,
subconjuntos dentro de los cuales todos los elementos estan conectados via opera-
ciones unitarias. Ademas, identificamos que las operaciones PCE que satisfacen la
completa positividad obedecen dos reglas, (1) regla 2*: preservan una cantidad de
componentes de Pauli que es una potencia de dos, y (2) regla espejo: existe la misma
cantidad de canales cuanticos PCE que preservan 2F y 227~* componentes de Pauli.
Por dlitmo, probamos que los canales cuanticos PCE no son un subconjunto de otro

tipo de canales cuanticos de Pauli que se han estudiado antes [§].
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TRABAJO FUTURO

La evidencia que muestran nuestros resultados sobre una estructura matemati-
ca de los canales cuénticos PCE apunta hacia una direccién muy clara para el trabajo
futuro inmediato: estudiar analiticamente la caracterizacion general de los canales
cuanticos PCE de n qubits. Especificamente, hay algunas tareas que proponemos

realizar:

e Estudiar la diagonalizacion exacta de la matriz de Choi de las operaciones
PCE de n qubits. Los eigenvectores de la matriz de Choi Dg son un conjun-
to de operadores de Kraus del canal cuéntico £ [3]. Por lo tanto, estudiar la
representacion de Kraus de los canales cuanticos PCE de 1, 2 y 3 qubits, que
encontramos en este trabajo, podria proporcionar intuicién sobre los operado-
res de Kraus en el caso general y, por consiguiente, sobre los eigenvectores de
la matriz de Choi Dg.

e Estudiar la relacion entre los conjuntos de indices ji,...,7, delos 75, ;. =1
de los canales cuénticos PCE. Esto fue lo que comenzamos a hacer al elaborar
las reglas empiricas para construir canales PCE de 2 qubits al final de la secciéon
3.4l Dado que un canal cuantico PCE esta completamente caracterizado por
los valores 1’s y 0’s del conjunto {7, . ;. }, entonces vale la pena explorar si
existe alguna conexion entre los indices ji, .. ., j,. de los elementos 75, ;. = 1,

y las caracteristicas de los canales cuanticos PCE discutidas en la seccion [3.4]

e Investigar la existencia de un conjunto generador de canales cuénticos PCE.
En la Fig. es sencillo ver que la superposicion de las dos primeras figuras
PCE de la clase C} dan como resultado la primera figura PCE de la clase Cj.
Esto se traduce a que la concatenacion de dos canales PCE da como resultado
otro canal PCE. Por lo tanto, seria interesante explorar mas a fondo esta idea
para investigar la existencia de algin conjunto cuyos elementos generen al resto

de canales cuanticos PCE mediante alguna operaciéon como la concatenacion.

Por otro lado, a més largo plazo, otra linea futura de investigacion puede ser la de
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estudiar una generalizacion de los canales cudnticos PCE para sistemas de d niveles.
Existen otras bases del espacio My de las matrices de d X d, como las matrices de
GellMann o de Weyl, que podrian utilizarse para estudiar operaciones proyectivas,

es decir del tipo component erasing, que actiian sobre sistemas de d niveles.

52



1]
2]
3]

4]

[5]

[6]

7]

18]

19]

[10]

[11]

BIBLIOGRAFIA

S. J. Axler. Linear algebra done right, volume 2. Springer, 1997.
G. Bacciagaluppi. The role of decoherence in quantum mechanics. 2003.

I. Bengtsson and K. Zyczkowski. Geometry of Quantum States: An Introduction
to Quantum Entanglement. Cambridge University Press, 2nd edition, 2017.

N. Chandra and R. Ghosh. Quantum entanglement in electron optics. Quantum
Entanglement in Electron Optics: Generation, Characterization, and Applica-

tions, page 1, 2013.

T. Durt, B.-G. Englert, I. Bengtsson, and K. Zyczkowski. On mutually unbiased
bases. International journal of quantum information, 8(04):535-640, 2010.

U. Fano. Description of states in quantum mechanics by density matrix and

operator techniques. Reviews of modern physics, 29(1):74, 1957.

S. Lang. Introduction to linear algebra. Springer Science & Business Media,
2012.

M. Nathanson and M. B. Ruskai. Pauli diagonal channels constant on axes.
Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical, 40(28):8171, 2007.

M. A. Nielsen and I. L. Chuang. Quantum Computation and Quantum In-
formation: 10th Anniversary Edition. Cambridge University Press, USA, 10th
edition, 2011.

R. A. Pepino. Open quantum system studies of optical lattices and nonlinear
optical cavities: a comprehensive development of atomtronics. PhD thesis, Uni-
versity of Colorado at Boulder, 2011.

J. Preskill. Lecture notes for a course on quantum computation. Unpublished.
Awvailable at http://www. theory. caltech. edu/people/preskill/ph229, 1999, 1998.

53



[12] J. J. Sakurai and J. Napolitano. Modern Quantum Mechanics. Cambridge
University Press, 2nd. edition, 2017.

[13] J. Von Neumann. Mathematical foundations of quantum mechanics. Princeton

university press, 2018.
[14] M. M. Wilde. Quantum information theory. Cambridge University Press, 2013.

[15] H. D. Zeh. On the interpretation of measurement in quantum theory. Founda-

tions of Physics, 1(1):69-76, 1970.

[16] W. H. Zurek. Pointer basis of quantum apparatus: Into what mixture does the
wave packet collapse? Physical review D, 24(6):1516, 1981.

o4



de los

J1seee9In

canales cuanticos PCE de 2 y 3 qubits encontrados

T

A. Listas de 1 y 0 de los elementos

te

pd

numéricamen

Cantidad

de 7;

invariantes

T33

T32

T31

T30

T23

T22

T21

T20

T13

T12

T11

T10

T03

T02

No.

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

32

33
34
35
36
37
38
39
40

41

42

43

44
45

46

47

95



48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67

ol o el ol ol ool ool ool ool Mool ool Nool Nooll Bool Boel ol I IESN I I

=l === === =] === =] =] =] =
~lolo|lolo|lr|~|r|~|o|lo|lolo|~|~|r|o|lo|c|o
I i i Rl el E=1 =] k=] k=) k=] N=] R=) K=l o o o ol Rofl o) Rl
—lolo|l~|r|o|lo|~|~|o|o|~|—|o|lo|lr|o|lo|lo|o
—l—lrlolo|r|r|o]lolo|ol~|+|olo|lr|o|lolo|o
= =1 k=1 k=1 =] i = k=l k=1 K=l k=1 L= k=1 k=1 k=1 k=]
= k=1 K= Bl =l e =l e K=l K=l R K=l e K=l k=1 k=1 k=1 i
=l=lol=|ol~|ol=|o|lo|~|o|~|o|l=|c|o|ol~|o
L  E=l el =1 K=l e K=l i =l e k=R K=l e E=A k=1 =1 k=)
I E=1 L =] Bl B K=l e E=1 ) B=l i K=l K=l K=l i =1 =] k=)
—l~|lo|lolr|r|lolo|~|~|oc|lolr|~|lolo|~|o|c|o
—lo|lr|~=|lolol~|r|o|~|oc|lolr|~|lo|lo|o|l~]|c|o
R E E EE R E R E = = E E

Rlr|lo|lo|lr|o|r|r|lo|lo|~|r|o|r|o|lo|o|lo|o|+

=lo|lo|=|r|~|=|loclo|=|~|olo|lo|o|~]|~]|~|~]|+

=lo|lo|lo|o|o|lo|o|o|r|=|=|=|=|=|r|o|o|o|o

[
=]

Tabla A.1. Todos los canales cuanticos PCE de 2 qubits (67 en total) encontrados
con el método numérico descrito en la seccion [2.5] Para reproducir estos resultados con
nuestro método numérico descrito en la seccién 2.5l revise el cuaderno de Mathematica
‘“‘pce_operations.nb’’, disponible en https://github.com/deleonja/projective maps. Re-
vise la seccioén [2.5] para la descripcion de las rutinas implementadas. Fuente: elaboracion
propia.
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Tabla A.2. 70 de los 716 canales cuanticos PCE encontrados entre las operaciones PCE
de 3 qubits que preservan 1, 2, 3, 4, 61, 62, 63 y 64 componentes de Pauli. Para ver las
716 listas de 1 y 0 de los canales cuénticos PCE de 3 qubits, encontradas con nuestro
método numérico, revise el cuaderno de Mathematica ‘‘pce_operations.nb’’, disponible
en https://github.com /deleonja/projective_maps. Revise la seccion [2.5| para la descripcion
de las rutinas implementadas. Fuente: elaboraciéon propia.
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