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OBJETIVOS

General

Calcular los abanicos de Gröbner de variedades de Veronese con el apoyo del
software Macaulay2.

Específicos

1. Explicar los fundamentos de la geometría algebraica con el fin de sustentar el
objeto de estudio.

2. Definir el concepto de bases de Gröbner como principal objeto de estudio en
el desarrollo del trabajo de graduación.

3. Desarrollar los conceptos necesarios de la geometría poliedral y su conexión
con las bases de Gröbner.

4. Estudiar los abanicos de Gröbner y su relación con los politopos de estado.

5. Establecer los conceptos de la geometría algebraica proyectiva que permitirán
estudiar las variedades de Veronese.
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INTRODUCCIÓN

La geometría algebraica tiene como principal área de estudio la conexión entre
la geometría y el álgebra, es decir, el estudio de objetos geométricos utilizando
conceptos e ideas que conciernen al álgebra abstracta. Esta conexión se logra por
medio de lo que denominamos variedades afines, las cuales representan curvas y
superfices de forma algebraica, a través del estudio de lo que denominamos ideales
del anillo de polinomios [3]. En este trabajo nos centraremos principalmente en lo
que denominamos variedades de Veronese, y en particular, estudiaremos los abanicos
de Gröbner de estas variedades [20].

Para esto iniciaremos, en el capítulo 1, con una pequeña introducción a lo que
es la teoría de anillos. Definiremos algunos conceptos de mucha importancia como
lo son ideales, dominios íntegros o enteros, dominios de ideales principales; además
de esto hablaremos brevemente sobre anillos Noetherianos [4] e introduciremos los
conceptos de geometría algebraica más importantes y necesarios.

En el capítulo 2 se definirá el principal objeto de estudio de este trabajo,
las bases de Gröbner, las cuales nos permiten resolver problemas polinomiales de
forma computacional [3]; para esto discutiremos algunos conceptos como los ordenes
monomiales, formas iniciales, entre otros. Esto nos permitirá facilitar la conexión
entre poliedros [12] y sus principales propiedades (los cuales serán el principal objeto
de estudio del capítulo 3) y los conceptos ya presentados de geometría algebraica.

A partir de los conceptos de los capítulos 2 y 3, de bases de Gröbner y geometría
poliedral, podremos definir, en el capítulo 4, lo que denominamos como abanicos de
Gröbner y un algoritmo para poder construirlos [20].

El capítulo 5 inicia presentando lo que denominamos como espacio proyectivo,
variedades proyectivas y propiedades de estas últimas. A partir de esto presenta-
remos lo que es el mapeo de Veronese, el cual nos da una inclusión de variedades
proyectivas [19] y nos permite construir las anteriormente mencionadas variedades
de Veronese; estudiaremos algunas propiedades básicas de éstas y veremos ejemplos
de mucha importancia. Por último procederemos a construir abanicos de Gröbner de

ix



algunas variedades de Veronese, esto con el apoyo de un sistema algebraico compu-
tacional conocido como Macaulay2 o, simplemente, M2 [6], donde estudiaremos
algunas propiedades algebraicas y geométricas vistas con anterioridad.

x



1. CONCEPTOS PRELIMINARES

1.1. Teoría de anillos

1.1.1. Anillos

El objeto de estudio más básico del presente trabajo de investigación es lo que
conocemos como anillo. A continuación se presentarán definiciones básicas y algunos
teoremas de importancia sobre la teoría de anillos.

1.1 Definición. Un conjunto no vacío A se llamará anillo si cuenta con dos ope-
raciones binarias + y ·, llamadas suma y multiplicación, tal que cumple con las
siguientes propiedades:

1. a, b ∈ A implica que a+ b ∈ A.

2. a+ b = b+ a para cada a, b ∈ A.

3. (a+ b) + c = a+ (b+ c) para cada a, b, c ∈ A.

4. Existe un elemento 0 ∈ A tal que a+ 0 = 0 + a = a para cada a ∈ A.

5. Dado a ∈ A, existe b ∈ A tal que a+ b = 0. (Escribiremos b como −a.)

6. a, b ∈ A implica que a · b ∈ A.

7. a · (b · c) = (a · b) · d para cada a, b, c ∈ A.

8. a · (b+ c) = a · b+ a · c y (b+ c) · a = b · a+ c · a para cada a, b, c ∈ A.

Estas son las propiedades básicas que debe cumplir un anillo, sin embargo,
existen algunos casos especiales. En el caso en que la multiplicación sea conmutativa,
es decir, a · b = b · a, lo llamaremos anillo conmutativo. También tenemos el caso en
que existe 1 ∈ A tal que 1 · a = a · 1 = a para todo a ∈ A, entonces lo llamaremos
anillo con unidad.
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1.2 Ejemplo. Los conjuntos numéricos Z,Q,R,C forman un anillo conmutativo
con unidad bajo la suma y multiplicación usual. 2Z = {2p | p ∈ Z} forma un anillo
conmutativo sin unidad.

1.3 Ejemplo. El conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales, denotado
por R[x] = {a0 + a1x + · · · + anx

n | ai ∈ R, n ∈ N}, forma un anillo conmutativo
con unidad.

Sabemos que un anillo es un conjunto con dos operaciones binarias así que
es natural preguntarnos ¿qué pasa con un subconjunto de un anillo? ¿Es este un
anillo también? Para esto veremos las condiciones necesarias que debe cumplir un
subconjunto de un anillo bajo las dos operaciones dadas.

1.4 Definición. Sea A un anillo. Entonces un subconjunto B de A se dice que es
subanillo si B es un anillo bajo las mismas operaciones del anillo A.

Sin embargo, el siguiente teorema nos muestra las condiciones que necesitamos
para verificar si algún subconjunto del anillo A es un subanillo.

1.5 Teorema. Sea A un anillo y B un subconjunto de A. Entonces B es un subanillo
de A si y solo si

1. 0 ∈ B;

2. si a, b ∈ B, entonces a− b ∈ B; y

3. si a, b ∈ B, entonces ab ∈ B.

Demostración. Primero supongamos que B es un subanillo de A. Por la Defini-
ción 1.4, B es un anillo. Por la Definición 1.1 tenemos que 0 ∈ B.

Supongamos que a, b ∈ B, por la Definición 1.1 tenemos que −b ∈ B, entonces
a+ (−b) = a− b ∈ B; y también tenemos que ab ∈ B.

Supongamos ahora que B cumple las propiedades (1) − (3). Entonces por (1)

tenemos que 0 ∈ B.
Supongamos que a, b ∈ B, entonces tenemos que 0 − a = −a ∈ B y de igual

forma −b ∈ B. Con esto tenemos que a − (−b) = a + b ∈ B. Por (3) tenemos
que ab ∈ B. Para la conmutatividad de la suma veamos que (a + b) − (a + b) =

a + b − a − b = 0, entonces a + b = b + a. Y la asociatividad y distributividad se
heredan de A. Por lo que B es un subanillo.

Algo importante que notar es que para todo anillo A, tenemos que {0} y A son
subanillos de A.
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1.6 Ejemplo. Veamos que 2Z es subanillo de Z que a su vez es subanillo de Q y
estos a su vez son subanillos de R.

Por el momento hemos definido lo que es un anillo, anillo conmutativo, anillo
con unidad y subanillo. No obstante, existen algunos anillos especiales que exami-
naremos a continuación.

1.7 Definición. Un anillo conmutativo A es un dominio de integridad si a · b = 0

en A implica que a = 0 o b = 0.

1.8 Nota. Algunos textos de álgebra indican que un dominio de integridad debe
ser un anillo conmutativo con unidad.

1.9 Definición. Un anillo con unidad A se llama anillo de división si para cada
a ̸= 0 en A existe un elemento b ∈ A (normalmente escrito como a−1) tal que
a · a−1 = a−1 · a = 1.

1.10 Definición. Un anillo A se llamará campo si A es un anillo de división con-
mutativo.

1.1.2. Ideales, anillo cociente y homomorfismos

En esta sección revisaremos algunos conceptos de mucha importancia en la
teoría de anillos como lo son ideales, anillo cociente y homomorfismos entre anillos,
además de estudiar algunas de sus propiedades básicas.

1.11 Definición. Sea A un anillo. Entonces un subanillo I de A se dice que es un
ideal si ia, ai ∈ I para todo i ∈ I y todo a ∈ A.

Es decir que un ideal «absorbe» el producto del anillo. Y, así como el Teore-
ma 1.5 para determinar subanillos, existe una forma de identificar ideales fácilmente.

1.12 Teorema. Sea A un anillo. Entonces un subconjuto I de A es un ideal si y
solo si

1. 0 ∈ I;

2. i− j ∈ I para todo i, j ∈ I; y

3. ia, ai ∈ I para todo i ∈ I y todo a ∈ A.

Demostración. La demostración es bastante similar a la demostración del Teore-
ma 1.5.
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1.13 Ejemplo. Sea n un entero. Entonces nZ es un ideal de Z. Notemos que 0 ∈ nZ.
Si na, nb ∈ nZ para a, b ∈ Z, entonces na−nb = n(a−b) ∈ nZ. Además, si na ∈ nZ,
na = an ya que los enteros conmutan, entonces an ∈ nZ.

1.14 Ejemplo. Consideremos el conjunto I de polinomios f(x) ∈ R[x] tales que
f(0) = 0. Entonces I es un ideal de R[x].

Claramente el polinomio cero está en I. Además, si f(0) = g(0) = 0, entonces
(f − g)(0) = f(0) − g(0) = 0, por lo tanto f(x) − g(x) ∈ I. Ahora, si f(0) = 0

y h(x) ∈ R[x], entonces h(0)f(0) = h(0)0 = 0 y f(0)h(0) = 0h(0) = 0 por lo que
f(x)h(x), h(x)f(x) ∈ I.

1.15 Ejemplo. Para cualquier anillo A, {0} y A son ideales de A.

El siguiente teorema nos muestra una forma de encontrar nuevos ideales a partir
de ideales que ya conozcamos. Es decir, que dados los ideales I, J de un anillo A,
podemos formar un nuevo ideal como I + J e IJ .

1.16 Teorema. Si I y J son ideales de un anillo A, entonces

I + J = {i+ j | i ∈ I, j ∈ J},

IJ = {i1j1 + · · ·+ injn | ik ∈ I, jk ∈ J, n ∈ N},

son ideales también.

Demostración. Iniciaremos mostrando que I + J es un ideal. Veamos que 0 ∈ I y
0 ∈ J , por lo que 0 + 0 = 0 ∈ I + J .

Ahora, sean x, y ∈ I + J , entonces x = i + j y y = i′ + j′ donde i, i′ ∈ I y
j, j′ ∈ J . Con esto tenemos que

x− y = (i+ j)− (i′ − j′)

= i+ j − i′ − j′

= (i− i′) + (j − j′),

donde i− i′ ∈ I y j − j′ ∈ J , por lo que x− y ∈ I + J .
Por último consideremos que x ∈ I+J y a ∈ A, donde x = i+ j, i ∈ I y j ∈ J .

Con esto vemos que ax = a(i + j) = ai + aj y también xa = (i + j)a = ia + ja,
donde vemos que ai, ia ∈ I y aj, ja ∈ J por lo que ax, xa ∈ I + J .

Con esto tenemos que I + J es un ideal.
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Ahora mostraremos que IJ es un ideal. Notemos que 0 ∈ I y 0 ∈ J así que
0 · 0 = 0 ∈ IJ .

Si tenemos ik ∈ I y jk ∈ J , entones

(i1j1 + · · ·+ imjm)− (im+1jm+1 + · · ·+ injn)

=i1j1 + · · ·+ imjm + (−im+1)jm+1 + · · ·+ (−in)jn ∈ IJ.

Además, para todo a ∈ A tenemos que

a(i1j1 + · · ·+ imjm) = (ai1)j1 + · · ·+ (aim)jm,

pero aik ∈ I, por lo que a(i1j1 + · · ·+ imjm) ∈ IJ . Así también tenemos que

(i1j1 + · · ·+ imjm)a = i1(j1a) + · · ·+ im(jma),

pero jka ∈ J así que (i1j1 + · · ·+ imjm)a ∈ IJ . Y así concluimos que IJ es un ideal
de A.

1.17 Definición. Sea X un subconjunto cualquiera de un anillo A. Entonces el
ideal generado por X, denotado por (X), es el ideal más pequeño de A que contiene
a X. Si X es finito, diremos que (X) es finitamente generado.

Otra forma de ver al ideal generado por X ⊆ A, donde A es conmutativo, es

(X) = {x1a1 + · · ·+ xnan | xi ∈ X, ai ∈ A, n ∈ N}

Existe un tipo muy importante de ideal que definiremos a continuación.

1.18 Definición. Sea A un anillo conmutativo con unidad y a ∈ A. Entonces el
ideal principal generado por a es (a).

1.19 Ejemplo. En Z, tenemos que (n) = nZ para n ∈ Z.

1.20 Teorema. Si A es un anillo conmutativo con unidad, y a ∈ A, entonces (a)

es un ideal de A; ciertamente, (a) es la intersección de todos los ideales de A que
contienen a.

Demostración. Como 0 ∈ A, 0a = 0 ∈ (a). Sean x, y ∈ (a), entonces x = ra y
y = r′a, r, r′ ∈ A; con esto vemos que x−y = ra−r′a = (r−r′)a ∈ (a). Sea x ∈ (a),
entonces x = ra, r ∈ A, y sea s ∈ A; con esto tenemos que s(ra) = (ra)s = (rs)a ∈
(a). Por lo que (a) es un ideal de A.
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Sea I un ideal de A tal que a ∈ I, por lo que para todo r ∈ A, ra ∈ I.
Entonces (a) es un subconjunto de cualquier ideal de A que contenga a. Como (a)

es un ideal que contiene a, tenemos que (a) es la intersección de todos los ideales
que contienen a.

Dado un anillo y un ideal de éste, podremos definir nuevos anillos de mucha
importancia conocidos como anillos cociente.

1.21 Definición. Sea A un anillo e I un ideal de A. Entonces, el anillo cociente A/I

es el conjunto {a+ I | a ∈ A}, junto con las operaciones (a+ I)+ (b+ I) = a+ b+ I

y (a+ I)(b+ I) = ab+ I, para todo a, b ∈ A.

Para cada anillo A y cualquier ideal I de este anillo, el anillo cociente A/I

siempre formará un anillo con la suma y el producto como lo definimos anterior-
mente. Además también tenemos que si A es un anillo conmutativo, también lo es
A/I; y si A es un anillo con unidad, también lo es A/I.

Ahora nos preguntamos ¿qué pasa con funciones cuyo dominio y contradomi-
nio son anillos? Estas funciones reciben el nombre de homomorfismos y tienen la
cualidad de respetar ambas operaciones del anillo.

1.22 Definición. Sean A y B anillos. Entonces un homomorfismo de anillos (o
simplemente homomorfismo) de A a B es una función α : A → B que satisface

α(a1 + a2) = α(a1) + α(a2)

y
α(a1a2) = α(a1)α(a2)

para todo a1, a2 ∈ A.

Un concepto muy importante de homomorfismos es el de kernel (o núcleo), que
en la teoría de anillos resulta ser un ideal del dominio. Además el kernel nos permite
identificar si un homomorfismo es inyectivo o no, dado que ker(α) = {0}.

1.23 Definición. Sea α : A → B un homomorfismo. Entonces el kernel de α es

ker(α) = {a ∈ A | α(a) = 0}.

Algunas propiedades de los homomorfismos es que la imagen de un subanillo
del dominio, será un subanillo del contradominio. Lo mismo sucede con los ideales.
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La identidad de la suma del dominio se mapea en la identidad de la suma del
contradominio (y si el anillo es un anillo con unidad, lo mismo sucede con la identidad
del producto).

Si un homomorfismo es biyectivo lo llamaremos isomorfismo y un isomorfismo
que tiene como dominio y contradominio al mismo anillo se llamará automorfismo.

A continuación se presentarán tres teoremas de mucha importancia sobre iso-
morfismo, cuya demostración puede ser encontrada en cualquier libro de álgebra
abstracta como [4], [14] o [11].

1.24 Teorema (Primer Teorema de Isomorfismo). Sea α : A → B un homomorfis-
mo. Entonces A/ ker(α) es isomorfo a α(A).

1.25 Teorema (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sea A un anillo con ideales I

y J . Entonces I/(I ∩ J) es isomorfo a (I + J)/J .

1.26 Teorema (Tercer Teorema de Isomorfismo). Sea A un anillo con ideales I y
J tales qeu I ⊆ J . Entonces (A/I)/(J/I) es isomorfo a R/J .

1.1.3. Dominios especiales

Si recordamos el Ejemplo 1.3, el conjunto de todos los polinomios con coeficien-
tes reales forman un anillo. Sin embargo, no es necesario considerar solo el conjunto
de polinomios con coeficientes reales; en general si tenemos un anillo A, el con-
junto de todos los polinomios con coeficientes en A con la suma y producto con
el que ya estamos familiarizados, denotado por A[x], es un anillo como veremos a
continuación.

1.27 Teorema. Si A es un anillo, su anillo de polinomios A[x] también es un anillo.

Demostración. Sean f, g, h ∈ A[x] tales que

f(x) = a0 + · · ·+ anx
n

g(x) = b0 + · · ·+ bmx
m

h(x) = c0 + · · ·+ ckx
k

donde las a’s, b’s y c’s están en A.
El coeficiente xi de f(x) + g(x) es ai + bi ∈ A por lo que f(x) + g(x) ∈

A[x]. Además ai + bi = bi + ai que es el coeficiente xi de g(x) + f(x), por lo que
f(x)+g(x) = g(x)+f(x). Con esto tenemos que la suma es cerrada y conmutativa en
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A[x]. Como los coeficientes son asociativos bajo la suma en A, A[x] es asociativo. El
polinomio 0 es la identidad de la suma. Para cada polinomio f(x) como lo definimos
anteriormente, existe su inverso −f(x) = −a0 − · · · − anx

n.
Ahora, el coeficiente xi de f(x)g(x) es a0bi + a1bi−1 + · · · + ai−1b1 + aib0 ∈ A,

así que f(x)g(x) ∈ A[x]. Por lo que A[x] es cerrado bajo el producto. Veamos ahora
que el coeficiente xi de f(x)(g(x) + h(x)) es

a0(bi + ci) + a1(bi−1 + ci−1) + · · ·++ai(b0 + c0)

=(a0bi + aibi−1 + · · ·+ aib0) + (a0ci + a1ci−1 + · · ·+ aic0)

que es el coeficiente xi de f(x)g(x) + f(x)h(x), así que

f(x)(g(x) + h(x)) = f(x)g(x) + f(x)h(x).

La otra ley distributiva se demuestra de forma similar.
Solo nos queda demostrar la asociatividad del producto. Si utilizamos la ley

distributiva repetidas veces, reducimos el problema a mostrar que (auxubvx
v)cwx

w =

aux
u(bvx

vcwx
w), para todo au, bv, cw ∈ A; u, v, w ≥ 0. Sin embargo, esta última

ecuación es equivalente, en ambos lados, a aubvcwx
u+v+w.

También tenemos que si A es un anillo con identidad, un anillo conmutativo
o un dominio de integridad, entonces A[x] también lo es. En particular, si A es
un campo tenemos que su anillo de polinomios A[x] cumple con el algoritmo de la
división.

1.28 Teorema. Sea A un campo, sean f(x) y g(x) polinomios en A[x] con g(x) ̸= 0.
Entonces existen polinomios únicos q(x) y r(x) en A[x] tales que

f(x) = q(x)g(x) + r(x),

con r(x) = 0 o el grado de r(x) es menor al grado de g(x).

Demostración. Ver [14, p. 174]

Existen, además de anillos de polinomios, dominios de integridad especiales que
cuentan con alguna propiedad especial. En particular nos interesan los dominios de
ideales principales.

1.29 Definición. Un dominio de ideales principales es un dominio de integridad
donde cada ideal es principal.
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1.1.4. Anillos conmutativos

A partir de ahora, siempre que que hablemos de un anillo, nos referiremos
a un anillo conmutativo con unidad. Veremos algunas definiciones y teoremas de
importancia.

1.30 Definición. Un anillo A es Noetheriano si no existe una cadena creciente
infinita de ideales en A, es decir, siempre que I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ · · · sea una cadena
creciente de ideales en A, entonces existe un entero positivo m tal que Ik = Im para
todo k ≥ m.

En otras palabras, un anillo Noetheriano es un anillo tal que sus ideales cumplen
lo que se conoce como la condición de cadena ascendente.

Si tenemos un ideal I de un anillo Noetheriano A, su cociente A/I también
será un anillo Noetheriano, y la imagen de un anillo Noetheriano bajo homomorfismo
también lo será. Además, cada ideal de A es finitamente generado.

1.31 Ejemplo. Cualquier dominio de ideales principales es un anillo Noetheriano.

1.32 Ejemplo. Los enteros Z, el anillo de polinomios k[x] de un campo k y los
enteros Gaussianos Z[i], son anillos Noetherianos.

1.33 Definición. Sea I un ideal de un anillo A. El radical de I, denotado por
√
I,

es el conjunto √
I = {a ∈ A | ak ∈ I para algún k ≥ 1}.

Si I =
√
I, diremos que I es un ideal radical.

Notemos que para cada ideal I,
√
I también es un ideal y tenemos que I ⊆

√
I.

1.34 Ejemplo. En el anillo de los enteros Z, el ideal (a) es radical si y solo si a no
es un cuadrado o es cero.

1.2. Geometría algebraica

En pocas palabras, y de manera muy simplificada, la geometría algebraica es-
tudia objetos geométricos, que llamamos una variedad afín, que pueden ser descritos
por ceros de polinomios. En esta sección se presentarán algunas definiciones, teore-
mas y propiedades básicas que serán de utilidad más adelante.
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Supongamos que k es un campo, definiremos su espacio afín de dimensión n

como
kn = {(a1, . . . , an) | a1, . . . , an ∈ k}.

Es decir que el espacio afín es el conjunto de n-tuplas de elementos de k. En parti-
cular, k1 = k se llama la recta afín y k2 se llama el plano afín.

1.35 Definición. Sea k un campo y sea S ⊆ k[x1, . . . , xn]. Entonces el conjunto

V (S) = {(a1, . . . , an) ∈ kn | f(a1, . . . , an) = 0 para todo f ∈ S}

es una variedad afín definida por S. Si S = {f1, . . . , fn}, escribimos V (f1, . . . , fn).

Es decir, que una variedad afín es el conjunto de soluciones en común de los
polinomios del conjunto S. Además, notemos que V (k[x1, . . . , xn]) = ∅ y V (0) = kn,
es decir que la variedad de todo el anillo de polinomios es el vacío y la variedad del
polinomio 0 es todo el espacio afín.

1.36 Ejemplo. Sea f(x, y) = x2 + y2 − 1 un polinomio de R[x, y]. Entonces V (f)

es el círculo unitario centrado en el origen.

Figura 1.1. Círculo unitario. Fuente: elaboración propia utilizando SageMath.

1.37 Ejemplo. Consideremos los polinomios f(x, y, z) = y−x2 y g(x, y, z) = z−x3.
La variedad afín V (f, g) se conoce como la cúbica abaleada y la podemos observar
en la Figura 1.2.

1.38 Teorema. Sean S, T ⊆ k[x1, . . . , xn] y V (S), V (T ) ⊆ kn variedades afín.
Entonces

V (S) ∩ V (T ) = V (S ∪ T ),

V (S) ∪ V (T ) = V ({fg | f ∈ S, g ∈ T})
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Figura 1.2. Cúbica abaleada. Fuente: elaboración propia utilizando SageMath.

también son variedades afín.

Demostración. Para demostrar la primer igualdad sea x ∈ V (S)∩ V (T ), si y solo si
x ∈ V (S) y x ∈ V (T ), si y solo si x es un cero de lo polinomios de S y T , si y solo
si x ∈ V (S ∪ T ).

Para la segunda igualdad supongamos que x ∈ V (S)∪V (T ), entonces x ∈ V (S)

o x ∈ V (T ). Supongamos que x ∈ V (S), entonces x es un cero para cada f ∈ S, por
lo que también lo es de fg, para cada g ∈ T ; de forma similar cuando x ∈ V (T ).
Con esto tenemos que x ∈ V ({fg | f ∈ S, g ∈ T}. Por otro lado supongamos que
y ∈ V ({fg | f ∈ S, g ∈ T}. Si y ∈ V (S) hemos terminado, de lo contrario tenemos
que existe algún f ∈ S tal que f(y) ̸= 0. Esto implica que y ∈ V (T ), por lo que
y ∈ V (S) ∪ V (T ).

Este último teorema implica que la intersección arbitraria de variedades es una
variedad y la unión finita de variedades es una variedad. En especial, el conjunto
de variedades afín del espacio afín kn forman el conjunto de cerrados de la llamada
topología de Zariski.

Hasta ahora hemos visto las variedades afín V (S), donde S ⊆ k[x1, . . . , xn], sin
embargo, si consideramos el ideal I = (S) tenemos que V (S) = V (I). Es decir, toda
variedad afín está definida por un ideal del anillo de polinomios. Además si tenemos
dos ideales I, J tales que I ⊆ J , entonces V (I) ⊇ V (J).

1.39 Definición. Sea V ⊆ kn una variedad afín. Entonces definimos el conjunto

I(V ) = {f ∈ k[x1, . . . , xn] | f(x) = 0 para todo x ∈ V }.

11



1.40 Teorema. Si V ⊆ kn es una variedad afín, entonces I(V ) es un ideal de
k[x1, . . . , xn]. Llamamos a I(V ) el ideal de V .

Demostración. Claramente 0 ∈ I(V ), puesto que para cada x ∈ V tenemos que
0(x) = 0.

Sean i, j ∈ I(V ), entonces para cada x ∈ V tenemos que i(x)−j(x) = 0−0 = 0,
así que i− j ∈ I(V ).

Sea i ∈ I(V ) y f ∈ k[x1, . . . , xn], entonces para todo x ∈ V tenemos que
f(x)i(x) = f(x) · 0 = 0 y de igual forma i(x)f(x) = 0 · f(x) = 0, por lo que
if, fi ∈ I(V ). Con esto tenemos que I(V ) es un ideal de k[x1, . . . , xn].

Algo importante que notar es que si tenemos un ideal I = (S), S ⊆ k[x1, . . . , xn],
entonces I ⊆ I(V (S)). Es decir que el ideal generado por un conjunto está contenido
en el ideal de la variedad de ese conjunto, sin embargo, el ideal de una variedad nos
permite determinar la variedad de manera única por medio de la siguiente manera:

1. V ⊆ W si y solo si I(V ) ⊇ I(W ).

2. V = W si y solo si I(V ) = I(W ).

Otro resultado importante es el hecho que cualquier ideal de una variedad I(V )

es un ideal radical, es decir, I(V ) =
√

I(V ).

1.41 Definición. Un campo k se dice que es algebraicamente cerrado si cada poli-
nomio con coeficientes en k tiene sus raíces en k.

Por ejemplo, el campo de los número complejos, C, es algebraicamente cerrado.

1.42 Teorema (Nullstellensatz de Hilbert). Sea I un ideal de k[x1, . . . , xn], donde
k es algebraicamente cerrado. Entonces I(V (I)) =

√
I.

Demostración. Ver [5, p. 10].
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2. BASES DE GRÖBNER

2.1. Ordenes monomiales y bases de Gröbner

Si consideramos el anillo de polinomios k[x] = k[x1, . . . , xn] de un campo k,
diremos que un monomio es un elemento de la forma

xa := xa1
1 · · ·xan

n ,

donde a = (a1, . . . , an) ∈ Zn
≥0 y sea Mon ⊂ k[x] el conjunto de monomios.

2.1 Definición (Orden Monomial). Un orden monomial ≤ en Mon es aquel tal que
para xa, xb, xc ∈ Mon tenemos que

1. xa ≤ xa;

2. xa ≤ xb y xb ≤ xa implica que xa = xb;

3. xa ≤ xb y xb ≤ xc implica que xa ≤ xc;

4. xa ≤ xb o xb ≤ xa para todo xa, xb ∈ Mon;

5. 1 ≤ xa para todos 1 ̸= xa ∈ Mon;

6. si xa, xb ∈ Mon y xa ≤ xb entonces xaxc ≤ xbxc para todo xc ∈ Mon.

La siguiente propiedad es de mucha importancia cuando hablamos sobre un
orden monomial.

2.2 Proposición. Sea < un orden monomial. Para cada xa ∈ Mon tenemos que
cada secuencia de la forma xa > xa1 > xa2 > · · · eventualmente termina.

Demostración. Supongamos que existe xa ∈ Mon tal que existe una cadena infinita
la forma xa > xa1 > xa2 > · · · . Notemos que existe una cantidad finita de monomios
tales que xa > xa1 > xa2 > · · · > xan > 1, sin embargo, la cadena es infinita así que
debe existir xb ∈ Mon tal que 1 > xb, lo cual es una contradicción.
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Los siguientes son algunos ejemplos de ordenes monomiales.

• El orden lexicográfico, <lex, está definido como xa <lex xb si y solo si aj−bj < 0

para j = mı́n{i | ai − bi ̸= 0}.

• El orden lexicográfico graduado, <deglex, se define como xa <deglex xb si y solo
si

1.
∑n

i=1 ai <
∑n

i=1 bi, o

2.
∑n

i=1 ai =
∑n

i=1 bi y aj − bj < 0 para j = mı́n{i | ai − bi ̸= 0}.

• El orden lexicográfico reverso, <revlex, se define como xa <revlex xb si y solo si
aj − bj < 0 para j = máx{j | ai − bi ̸= 0}.

• El orden lexicográfico reverso graduado, <degrevlex, lo definimos como xa <degrevlex

xb si y solo si

1.
∑n

i=1 ai <
∑n

i=1 bi, o

2.
∑n

i=1 ai =
∑n

i=1 bi y aj − bj < 0 para j = máx{i | ai − bi ̸= 0}.

2.3 Ejemplo. Consideremos los monomios y3, xz2, xyz, xy, yz, z ∈ k[x, y, z] con
x > y > z. Aplicando los ordenes monomiales anteriores tenemos

• Lex: z < yz < y3 < xz2 < xy < xyz.

• Deglex: z < yz < xy < y3 < xz2 < xyz.

• Revlex: xy < y3 < z < yz < xyz < xz2.

• Degrevlex: xy < z < yz < y3 < xyz < xz2.

La siguiente definición nos brindará terminología de importancia.

2.4 Definición. Sea < un orden monomial y f =
∑m

i=1 cix
ai ∈ k[x], donde cada

ci ∈ k. Entonces la forma inicial de f bajo < se define como in<(f) := cjx
aj con

xaj = máx<{xai | ci ̸= 0}.

En la forma inicial in<(f) = cjx
aj , cj se denomina como coeficiente principal

y xaj se conoce como monomio principal.

2.5 Ejemplo. Consideremos el polinomio f = x2 + xy + y2 ∈ k[x, y], entonces

in<lex
(f) = x2,

in<revlex
(f) = y2.
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2.6 Definición. Sea I ⊆ k[x] un ideal. Entonces definimos su ideal inicial, con
respecto a <, como

in<(I) := (in<(f) | f ∈ I, f ̸= 0).

Es decir que el ideal inicial es el ideal generado por todas las formas iniciales de
los polinomios de un ideal. A continuación veremos algunas propiedades importantes
sobre formas iniciales.

2.7 Proposición. Sean xa, xb ∈ Mon y f, g ∈ k[x]. Entonces

1. si xa divide a xb, entonces xa ≤ xb;

2. in<(x
af) = xa in<(f);

3. in<(fg) = in<(f) in<(g);

4. in<(f + g) ≤ máx<{in<(f), in<(g)}, donde la igualdad se alcanza cuando
in<(f) ̸= in<(g).

La demostración de las primeras tres propiedades es directa. Sin embargo, la
forma inicial de la suma solo nos da una cota superior debido a que si in<(f) +

in<(g) = 0 la forma inicial de f + g será menor.
Si tenemos un orden monomial < y un ideal I, los monomios xa /∈ in<(I) se

conocen como monomios estándar. Y el conjunto

B< := {x̄a ∈ k[x]/I | xa /∈ in<(I)}

se llama una base de monomios estándar.

2.8 Proposición. B< es una k-base (visto como espacio vectorial) de k[x]/I y de
k[x]/ in<(I) para cada ideal I y cada orden monomial <.

La siguiente definición y, en general, el estudio de bases de Gröbner nos permite
resolver problemas sobre ideales de polinomios de manera algorítmica. Algunos de
estos problemas son: conocer si cada ideal del anillo de polinomios es finitamente
generado; encontrar las soluciones en común de un sistema de polinomios; entre
varios más.

2.9 Definición (Base de Gröbner). Sea I ⊆ k[x] un ideal y < un orden monomial.
Un conjunto finito {g1, . . . , gs} de elementos en I se llama base de Gröbner de I con
respecto a < si

in<(I) = (in<(g1), . . . , in<(gs)).
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2.10 Ejemplo. Consideremos el ideal I = (x2 − y, x3 − z) en k[x, y, z]. El conjunto
G = {y3 − z2,−y2 + xz, xy − z, x2 − y} es una base de Gröbner de I bajo <lex.

2.11 Ejemplo. Si tomamos el ideal I = (xy3 − x2, x3y2 − y) en k[x, y]. Tomando
<deglex tenemos que G = {xy − y4,−x2 + xy3,−x4 + y2,−y + x3y2} es una base de
Gröbner de I.

2.12 Lema. Sea J un ideal generado por los monomios {xa1 , . . . , xat}, entonces un
monomio xb ∈ J si y solo si existe un monomio xc tal que xb = xcxai, para algún
1 ≤ i ≤ t.

Demostración. Si suponemos que existe xc tal que xb = xcxa
i , para algún 1 ≤ i ≤ t,

claramente xb ∈ J por definición de ideal.
Supongamos ahora que xb ∈ J , entonces

xb =
t∑

i=1

fix
ai =

t∑
i=1

(∑
j

ci,jx
di,j

)
xai =

∑
i,j

ci,jx
di,jxai .

Luego de operar términos del mismo multigrado, tenemos que el lado derecho es
divisible dentro de algún xai , por lo que existe xc tal que xb = xcxai .

2.13 Teorema. Sea I un ideal en k[x] y G = {g1, . . . , gs} una base de Gröbner de
I con respecto al orden monomial <. Entonces G genera al ideal I.

Demostración. Sea f ∈ I, f ̸= 0. Entonces in<(f) ∈ in<(I) = (in<(g1), . . . , in<(gs)).
Por el Lema 2.12 existe gi0 ∈ G tal que in<(gi0) divide a in<(f), y sea xa0 ∈ Mon

tal que in<(f) = cxa0 in<(gi0) para algún c ∈ k.
Definamos

h0 = f − c−1
i0
c0x

a0gi0 ∈ I

donde c0, ci0 son los coeficientes principales de f, gi0 respectivamente. Con la Pro-
posición 2.7 tenemos que in<(h0) < in<(f). Si h0 = 0 tenemos que f ∈ (g1, . . . , gs).
Si h0 ̸= 0 realizamos el mismo procedimiento con h0 en lugar de f .
Con eso tenemos que

h1 = f − c−1
i1
c1x

a1gi1 − c−1
i0
c0x

a0gi0

donde gi1 ∈ G tal que in<(gi1) divide a in<(h0). Además ci1 , c1 son los coeficientes
principales de gi1 , h0 respectivamente. Como antes, tenemos que in<(h1) < in<(h0).
Si h1 = 0 tenemos que f ∈ (g1, . . . , gs). Si h1 ̸= 0 continuamos el procedimiento.
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Por la Proposición 2.2 sabemos que el procedimiento eventualmente termina, y ob-
tenemos una expresión de la forma

f =
N∑
q=0

c−1
iq
cqx

aqgiq .

Por lo que f ∈ (g1, . . . , gs).

Este teorema nos asegura que cada ideal I del anillo de polinomios k[x] tiene
una base de Gröbner, y como resultado inmediato tenemos el siguiente corolario.

2.14 Corolario (Teorema de la Base de Hilbert). Cada ideal del anillo de polinomios
tiene un conjunto de generadores finito.

Este teorema recibe su nombre gracias al matemático David Hilbert,1 quien hizo
una primera demostración en el año 1888. Sin embargo esta demostración fue del
tipo no constructiva, lo que provocó muchas críticas en ese entonces. Más adelante,
con el desarrollo de las bases de Gröbner, se logró una demostración constructiva
del teorema.

Existen varios tipos de bases de Gröbner, entonces una base de Gröbner G =

{g1, . . . , gs} se conoce como:

• Reducida si satisface que

1. el coeficiente principal de gi es 1 para 1 ≤ i ≤ s, y

2. si i ̸= j, ningún monomio de gj es divisible por in<(gi).

• Minimal si ningún monomio en el conjunto {in<(g) | g ∈ G} es redundante.

• Universal si es una base de Gröbner para cada orden monomial < simultanea-
mente.

Utilizamos la notación Gred(I;<) para denotar la base de Gröbner reducida de
I con respecto a <.

2.15 Teorema. Para cada ideal I y cada orden monomial <, existe una única base
de Gröbner reducida Gred(I;<).

1David Hilbert (1862-1943), uno de los matemáticos más influyentes de finales del siglo XIX
y principios del XX.
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Demostración. Para la existencia, sea I un ideal no nulo de k[x] y {u1, . . . , us} un
sistema minimal de monomios generadores de in<(I). Entonces, para cada i ̸= j,
el monomio ui no es divisible por uj. Para cada 1 ≤ i ≤ s, tomemos un polinomio
gi ∈ I tal que in<(gi) = ui.

Sea g1 = f2g2+ · · ·+fsgs+h1 sea una expresión de g1 con respecto a g2, . . . , gs,
donde h1 es un residuo. De esto tenemos que in<(g1) debe coincidir con alguno
de los monomios in<(f2g2), . . . , in<(fsgs), in<(h1). Como u1 = in<(g1) no puede ser
dividido por los monomios in<(g2), . . . , in<(gs), tenemos que in<(g1) = in<(h1). Por
tanto {h1, g2, . . . , gs} es una base de Gröbner de I. Como h1 es residuo de g1 con
respecto a g2, . . . , gs, entonces cada monomio de h1 no es divisible entre los monomios
in<(g2), . . . , in<(gs).

De manera similar, si h2 es un residuo de g2 con respecto a h1, g3, . . . , gs, en-
tonces tenemos que in<(h2) = in<(g2) y cada monomio de de h2 no es divisible por
in<(h1), in<(g3), . . . , in<(gs). En particular, {h1, h2, g3, . . . , gs} es una base de Gröb-
ner de I. Como in<(h2) = in<(g2), cada monomio de h2 no es divisible entre los
monomios in<(h1), in<(g3), . . . , in<(gs).

Continuando este proceso nos da los polinomios h3, . . . , hs y obtenemos una
base de Gröbner {h1, . . . , hs} de I. Dividiendo cada hi por el coeficiente de in<(hi)

para todo i, obtenemos una base de Gröbner reducida de I.
Para la unicidad, sean {g1, . . . , gs} y {h1, . . . , ht} bases de Gröbner reducidas de

I. Como {in<(g1), . . . , in<(gs)} y {in<(h1), . . . , in<(ht)} son sistemas de monomios
minimales que general al ideal inicial in<(I) de I, podemos asumir que s = t y
que in<(gi) = in<(hi) para todo i. Si gi ̸= hi, entonces 0 ̸= gi − hi ∈ I y que
in<(gi−hi) < in( gi). En particular in<(gi) no divide a in<(gi−hi). Como in<(gi−hi)

debe ser un monomio de gi o hi, tenemos que in<(gi−hi) no es divisible entre in<(gj)

con i ̸= j. Por tanto in<(gi − hi) /∈ in<(I). Esto contradice que gi − hi ∈ I.

2.16 Corolario. Sean I, J ideales de k[x]. Entonces I = J si y solo si Gred(I;<) =

Gred(J ;<).

Por último veremos un resultado importante que nos permite generalizar el
Teorema 1.28,

2.17 Teorema (Algoritmo de la División). Sea < un orden monomial en k[x].
Sean g1, . . . , gs ∈ k[x] polinomios no nulos. Entonces para cada polinomio no nulo
f ∈ k[x], existen polinomios f1, . . . , fs, f

′ ∈ k[x] con

f = f1g1 + · · · , fsgs + f ′,
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tal que se cumplen las siguientes condiciones:

1. si f ′ ̸= 0, entonces para cada monomio xa de f ′, xa /∈ (in<(g1), . . . , in<(gs));

2. si fi ̸= 0 tenemos que in<(f) ≥ in<(figi).

Llamaremos a la expresión f = f1g1 + · · ·+ fsgs + f ′ forma estándar de f con
respecto a g1, . . . , gs, y diremos que f ′ es el residuo de f con respecto a g1, . . . , gs.
Si f ′ = 0, decimos que f se reduce a cero con respecto a g1, . . . , gs.

Demostración. Sea I = (in<(g1), . . . , in<(gs)). Si ninguno de los monomios xa de f

está en I, entonces la expresión deseada sería f = f ′ con f1 = · · · = fs = 0.
Ahora supongamos que algún monomio xa de f está en I y escribamos xa0

para denotar al monomio más grande con respecto a < de los monomios de f que
pertenecen a I. Digamos que in<(gi0) divide a xa0 y xb0 = xa0/ in<(fi0). Escribimos

f = c′0c
−1
i0
xb0gi0 + h1,

donde c′0 es el coeficiente de xa0 en f y ci0 es el coeficiente de in<(gi0) en gi0 . Tenemos
que

in<(x
b0gi0) = xb0 in<(gi0) = xa0 ≤ in<(f).

Si h1 = 0 o, si h1 ̸= 0 pero ninguno de sus monomios está en I, entonces f =

c′0c
−1
i0
xb0gi0 + h1 es una expresión estándar de f con respecto a g1, . . . , gs y h1 es el

residuo de f .
Si un monomio de h1 pertenece a I, y digamos que xa1 es el más grande de

ellos, entonces xa0 > xa1 . Notemos que ningún monomio de h1 que pertenezca a I

puede ser más grande que xa0 y xa0 no es monomio de h1.
Digamos que in<(gi1) divide a xa1 y que xb1 = xa0/ in<(gi1). Entonces tenemos

f = c′0c
−1
i0
xb0gi0 + c′1c

−1
i1
xb1gi1 + h2,

donde c′1 es el coeficiente de xa1 en h1 y ci1 es el coeficiente de in<(gi1) en gi1 . Y se
tiene que

in<(x
b1gi1) < in<(x

b0gi0) ≤ in<(f).

Continuando el proceso nos da una sucesión de la forma

xa0 > xa1 > xa2 > · · ·
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que por la Proposición 2.2 sabemos que el proceso termina luego de una cantidad
finita de pasos. Supongamos que fueron N pasos, entonces obtenemos una expresión
de la forma

f =
N−1∑
q=0

c′qc
−1
iq
xbqgiq + hN ,

donde hN = 0 o, en caso de que hN ̸= 0, ninguno de sus monomios pertenecen a I.
Además también tenemos que

in<(x
bqgiq) < · · · < in<(x

b0gi0) ≤ in<(f).

Por lo que hemos encontrado una expresión f =
∑s

i=1 figi + f ′ que satisface las
condiciones deseadas.

2.18 Nota. Debemos de notar que el residuo, en este caso, no es único así como lo
era en el caso de una variable.

2.19 Ejemplo. Sea <lex el orden lexicográfico en k[x, y, z], inducido por x > y > z.
Sea g1 = x2 − z, g2 = xy − 1 y f = x3 − x2y − x2 − 1. Entonces tenemos que

f = (x− y − 1)g1 + xz − yz − z − 1,

y también
f = (x− 1)g1 − xg2 + xz − x− z − 1.

2.20 Lema. Si G = {g1, . . . , gs} es una base de Gröbner de I = (g1, . . . , gs), enton-
ces para cada polinomio no nulo f ∈ k[x], existe un residuo único de f con respecto
a g1, . . . , gs.

Demostración. Supongamos que existen residuos f ′ y f ′′ de f con respecto a g1, . . . , gs,
con f ′ ̸= f ′′. Como 0 ̸= f ′ − f ′′ ∈ I, el monomio w = in<(f

′ − f ′′) ∈ in<(I). Sin
embargo, como w debe ser un monomio de f ′ o de f ′′, tenemos que ninguno de los
monomios in<(g1), . . . , in<(gs) divide a w. Por tanto in<(I) ̸= (in<(g1), . . . , in<(gs)),
lo cual es una contradicción.

2.21 Corolario. Si G = {g1, . . . , gs} es una base de Gröbner de I = (g1, . . . , gs),
entonces un polinomio no nulo f ∈ k[x] pertenece a I si y solo si el residuo de f

respecto de g1, . . . , gs es cero.

20



2.2. Ordenes monomiales y vectores de peso

Hemos visto la forma inicial de un polinomio a partir de un orden monomial,
sin embargo, también podemos definir las formas iniciales a partir de un vector de
peso.

2.22 Definición. Sea w ∈ Rn un vector de peso y f =
∑m

i=1 cix
ai ∈ k[x]. Definimos

la forma inicial de f con respecto a w como

inw(f) =
∑
j

cjx
aj ,

donde j son todos los índices que cumplen con máx{w · ai}, para i = 1, . . . ,m. El
valor w · a ∈ R se llama w-peso de xa.

Anteriormente, cuando hablabamos de ordenes monomiales, la forma inicial de
un polinomio era un monomio; sin embargo, en el caso de vectores de peso, la forma
inicial de un polinomio no es un monomio necesariamente, puede ser otro polinomio.
De manera similar, también tenemos el ideal inicial dado un vector de peso.

2.23 Definición. Para un ideal I ⊂ k[x] el ideal inicial de I con respecto a w es

inw(I) := (inw(f) | 0 ̸= f ∈ I).

Similarmente a los ordenes monomiales, tenemos inw(f ·g) = inw(f)·inw(g) para
cualesquiera f, g ∈ k[x] y todo w ∈ Rn, es decir que la forma inicial del producto de
polinomios es igual al producto de formas iniciales de esos polinomios.

Algo importante que notar es que el ideal inicial con respecto a un vector de
peso no necesariamente es un ideal monomial, es decir, no necesariamente es un
ideal generado por monomios.

2.24 Ejemplo. Si tenemos el polinomio x1 − x2
2, su forma inicial con respecto al

vector de peso w = (2, 1) es in(2,1)(x1 − x2
2) = x1 − x2

2.

Dado un orden monomial < cualquiera, y para todo vector de peso w =

(w1, . . . , wn) ∈ Rn
≥0, podemos definir otro orden monomial <w como xa <w xb si

y solo si

•
∑n

i=1wi(ai − bi) < 0, o

•
∑n

i=1wi(ai − bi) = 0 y xa < xb.
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2.25 Teorema. Para cada ideal I ⊆ k[x] tenemos que in<(inw(I)) = in<w(I).

Demostración. Veamos que para cada f ∈ k[x] tenemos que in<(inw(f)) = in<w(f).
Esto implica que in<(inw(I)) y in<w(I) contienen los mismos monomios, y por lo
tanto son iguales.

El teorema anterior implica los siguiente corolarios.

2.26 Corolario. Si w ∈ Rn
≥0 y G una base de Gröbner del ideal I con respecto a

<w, entonces {inw(g) | g ∈ G} es una base de Gröbner para inw(I) con respecto a
<.

2.27 Corolario. Si w ∈ Rn
≥0 y inw(I) es un ideal monomial, entonces inw(I) =

in<w(I).
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3. GEOMETRÍA POLIEDRAL

Un hiperplano en Rn es el conjunto de puntos x = (x1, . . . , xn) tales que cum-
plen a · x = a1x1 + · · · + anxn = b, para a ∈ Rn y b ∈ R fijo. Entonces diremos que
un semiespacio cerrado son todos los puntos y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn tal que

c · y = c1y1 + · · ·+ cnyn ≤ b,

donde c ∈ Rn y b es el mismo del hiperplano. Hay que notar que si cambiamos
el lado de la desigualdad obtenemos otro semiespacio cerrado, y la intersección de
estos dos semiespacios cerrados es el hiperplano.

3.1 Definición. Un poliedro es la intersección finita de semiespacios cerrados en
Rn. Entonces un poliedro puede ser descrito como P = {x ∈ Rn | Ax ≤ b}, donde
A ∈ Rmxn y b ∈ Rm. Si P es acotado lo llamaremos politopo.

3.2 Ejemplo. Un ejemplo simple es el del cubo, que está dado por

C =


x ∈ R3 |



1 0 0

0 1 0

0 0 1

−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1


x ≥



−1

−1

−1

−1

−1

−1




,

y podemos verlo en la figura 3.1.

3.3 Ejemplo. El octahedro está definido como

O =


x ∈ R3 |



2 −2 −2

2 2 −2

2 2 2

2 −2 2

−2 −2 2

−2 −2 −2

−2 2 −2

−2 2 2


x ≥



−3

−3

−3

−3

−3

−3

−3

−3




,
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Figura 3.1. Cubo. Fuente: elaboración propia utilizando SageMath.

y se muestra en la figura 3.2.

Figura 3.2. Octaedro. Fuente: elaboración propia utilizando SageMath.

Si en dado caso tenemos que b = 0, entonces existen vectores u1, . . . , um ∈ Rn

tales que

P = pos(u1, . . . , um) := {λ1u1 + · · ·+ λmum | λ1, . . . , λm ∈ R≥0};

en este caso llamaremos a P cono (poliedral).
Además, cada politopo Q puede ser escrito como la envolvente convexa de un

conjunto finito de puntos, como:

Q = conv(v1, . . . , vm) :=

{
m∑
i=1

λivi | λi ∈ R≥0 y
m∑
i=1

λi = 1

}
,
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en particular, un politopo puede ser escrito como la envolvente convexa de sus
vértices.

Sea P ⊆ Rn un poliedro y w ∈ Rn, entonces definimos

facew(P ) := {u ∈ P | w · u ≥ w · v para todo v ∈ P}.

Cada subconjunto de P que tiene esta forma lo llamaremos una cara de P . Notemos
que face0(P ) = P , por lo que el poliedro es una cara de sí mismo. Una identidad
importante sobre las caras de un poliedro es que

facew′(facew(P )) = facew+ϵ·w′(P ),

para algún ϵ > 0 lo suficientemente pequeño.
La dimensión de una cara de P es la dimensión del espacio afín que genera.

La codimensión de una cara F de P se define como codimP (F ) := dimP − dimF ,
y una cara de codimensión 1 se llama faceta.

3.4 Ejemplo. Tanto el cubo del Ejemplo 3.2 y el octaedro del Ejemplo 3.3 cuentan
con 27 caras en total.

• El poliedro: 1 cara;

• cada lado: 8 caras;

• cada arista: 12 caras;

• cada vértice: 6 caras;

para un total de 27 caras.

3.5 Definición. Para dos poliedros P1, P2 ⊆ Rn definimos su suma de Minkowski
como

P1 + P2 := {p1 + p2 | p1 ∈ P1, p2 ∈ P2}.

3.6 Teorema. Sean P1, P2 ⊆ Rn y w ∈ Rn, entonces tenemos que

facew(P1 + P2) = facew(P1) + facew(P2).

Además, si v es un vértice de P1 + P2, entonces existen vértices únicos p1 ∈ P1 y
p2 ∈ P2 tales que v = p1 + p2.
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Demostración. Sea x ∈ facew(P1+P2), entonces x = x1+x2 con x1 ∈ P1 y x2 ∈ P2.
Además tenemos que x ·w ≥ p ·w para todo p ∈ P1 +P2, por lo que p = p1 + p2 con
p1 ∈ P1 y p2 ∈ P2, entonces

x · w ≥ p · w

(x1 + x2) · w ≥ (p1 + p2) · w

x1 · w + x2 · w ≥ p1 · w + p2 · w

(x1 − p1) · w + (x2 − p2) · w ≥ 0,

de esto podemos ver, geométricamente, que (x1 − p1) · w ≥ 0 y (x2 − p2) · w ≥ 0, y
por tanto tenemos que x1 · w ≥ p1 · w y x2 · w ≥ p2 · w. Entonces x1 ∈ facew(P1) y
x2 ∈ facew(P2), por lo que x ∈ facew(P1) + facew(P2).

Por otro lado, sea x ∈ facew(P1)+facew(P2), entonces tenemos que x = x1+x2,
donde x1 ∈ facew(P1) y x2 ∈ facew(P2). Con esto tenemos que x1 · w ≥ p1 · w, para
todo p1 ∈ P1, y x2 · w ≥ p2 · w, para todo p2 ∈ P2. De estas desigualdades tenemos
que

x1 · w + x2 · w ≥ p1 · w + p2 · w

(x1 + x2) · w ≥ (p1 + p2) · w

x · w ≥ p · w,

donde p ∈ P1 + P2. Por lo tanto x ∈ facew(P1 + P2).
Por último, sea w ∈ Rn tal que facew(P1 + P2) es el vértice v. Por lo anterior

sabemos que facew(P1 + P2) = facew(P1) + facew(P2), es decir que existen vértices
tales que v = p1 + p2. Mostraremos que estos vértices son únicos. Supongamos que
tenemos p1, p′1 ∈ P1 y p2, p

′
2 ∈ P2 vértices, tales que v = p1+p2 = p′1+p′2. Para algún

w ∈ Rn tenemos que p1 · w ≥ p · w, para todo p ∈ P1; en particular tenemos que
p1 ·w ≥ p′1 ·w. De forma similar tenemos que p′1 ·w ≥ p1 ·w, entonces p1 ·w = p′1 ·w
y de forma análoga p2 · w = p′2 · w. Por lo tanto p1 = p′1 y p2 = p′2.

3.7 Ejemplo. Consideremos los politopos

P1 = conv((0, 0), (0, 1)) y P2 = conv((0, 0), (1, 0)).

Su suma de Minkowski es el cuadrado P1+P2 = Q = conv((0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)),
así como lo podemos observar en la Figura 3.3.
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(a) P1 (b) P2 (c) P1 + P2 = Q

Figura 3.3. Politopos P1, P2 y Q. Fuente: elaboración propia utilizando SageMath.

3.8 Ejemplo. Consideremos el cubo, C, del Ejemplo 3.2 y el octaedro, O, del
Ejemplo 3.3. Su suma de Minkowski la podemos observar en la Figura 3.4.

Figura 3.4. Suma de Minkowski del cubo y octaedro. Fuente: elaboración propia utilizando
SageMath.

3.9 Definición. Un complejo poliédrico ∆ es una colección finita de poliedra en Rn

tal que

1. si P ∈ ∆ y F es una cara de P , entonces F ∈ ∆;

2. si P1, P2 ∈ ∆, entonces P1 ∩ P2 es una cara de P1 y de P2.

El soporte ∆ es |∆| :=
⋃

P∈∆ P . Si cada P ∈ ∆ es un cono, ∆ se llama un abanico.
Si un abanico ∆ cumple que |∆| = Rn se llama completo.
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Algo importante que notar es que podemos asociar un abanico a un poliedro
tal que si P ⊆ Rn es un poliedro y F es una cara de P , el cono normal de F en P

es:
NP (F ) := {w ∈ Rn | facew(P ) = F}.

Si tenemos que F y F ′ son dos caras del poliedro P , entonces F ′ es una cara de
F si y solo si NP (F ) es una cara de NP (F

′). La colección de conos normales NP (F ),
donde F varía sobre las caras de P , es un abanico que llamamos abanico normal de
P y lo denotamos como N (P ).

3.10 Ejemplo. Si consideramos el cuadrado Q = conv((0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)) y
la cara F = conv((0, 0), (1, 0)), tenemos que el cono normal de F en Q es NQ(F ) =

pos((0,−1)). Gráficamente podemos ver el abanico normal del cuadrado Q en la
Figura 3.5.

Figura 3.5. Abanico normal de Q. Fuente: elaboración propia utilizando SageMath.

3.11 Ejemplo. Consideremos el cubo del Ejemplo 3.2 tenemos que su abanico
normal se muestra en la Figura 3.6.

3.12 Definición. Dos politopos Q y Q′ se dice que son fuertemente isomorfos si
N (Q) = N (Q′).

Recordemos que un monomio es un elemento del anillo de polinomios k[x],
donde k es un campo, de la forma

xa = xa1
1 · · ·xan

n con a = (a1, . . . , an) ∈ Zn
≥0.
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Figura 3.6. Abanico normal del cubo. Fuente: elaboración propia utilizando SageMath.

Para cada polinomio f =
∑m

i=1 cix
ai ∈ k[x] podemos asociarle su politopo de Newton

de la siguiente manera

New(f) := conv(ai | i = 1, . . . ,m).

3.13 Lema. Para cada w ∈ Rn y cada f ∈ k[x] tenemos que

facew(New(f)) = New(inw(f)).

Demostración. Mostraremos que facew(New(f)) y New(inw(f)) tienen los mismos
vértices. Sea aj, con j fijo, un vértice de facew(New(f)), entonces aj ·w ≥ x ·w para
todo x ∈ New(f). En particular tenemos que aj · w ≥ ai · w para todo i ̸= j, por lo
que aj es la potencia de algún monomio de inw(f) y por tanto aj es un vértice de
New(inw(f)).

3.14 Teorema. Para cada f, g ∈ k[x] tenemos que New(f · g) = New(f)+New(g).

Demostración. Para mostrar la igualdad de los politopos, solo es necesario mostrar
que sus vértices son iguales. Notemos que el teorema es cierto para monomios f = xa

y g = xb ya que xa · xb = xa+b.

En caso de que f y g no sean monomios, tenemos que para todo w ∈ Rn, tal
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que facew(New(f · g)) y facew(New(f) + New(g)) sean vértices, se cumple que

facew(New(f · g)) = New(inw(f · g))

= New(inw(f) · inw(g))

= New(inw(f)) + New(inw(g))

= facew(New(f)) + facew(New(g))

= facew(New(f) + New(g)),

donde la primer igualdad es por el Lema 3.13; la segunda es una propiedad de las
formas iniciales; la tercera debido a que son monomios; la cuarta por el Lema 3.13;
y la quinta por el Teorema 3.6. Con esto se concluimos que ambos politopos tienen
los mismos vértices y, por tanto, son iguales.
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4. ABANICOS DE GRÖBNER

Antes estudiamos el politopo de Newton y algunas propiedades de éste, sin
embargo, nuestro objetivo es generalizarlo de polinomios a ideales. Para eso necesi-
taremos algunas definiciones y teoremas previos.

4.1 Definición. Sea I ⊆ k[x] un ideal. Diremos que dos vectores de peso v, w ∈ Rn

son equivalentes, con respecto a I, si inv(I) = inw(I).

Al conjunto C[w] := {v ∈ Rn | inw(I) = inv(I), I un ideal}, para algún w ∈ Rn,
lo llamaremos la clase de equivalencia de w.

4.2 Proposición. Para cada w ∈ Rn, su clase de equivalencia C[w] es un cono
convexo poliédrico relativamente abierto en Rn.

Demostración. Sea < un orden monomial y <w el orden inducido por < y w. Sea G

la base reducida de Gröbner de I con respecto a <w. Queremos mostrar que

C[w] = {w′ ∈ Rn | inw′(g) = inw(g) para todo g ∈ G}. (4.1)

Esta expresión implica que C[w] se representa como la intersección de hiperplanos y
semiespacios abiertos. Para ver esto notemos que el lado derecho por las igualdades
w′ · a = w′ · b y las desigualdades w′ · a ≥ w′ · c, donde xa y xb recorren los términos
de inw(g) y xc recorre los términos de g que no son parte de inw(g).

Primero supongamos que w′ yace en el lado derecho de la ecuación 4.1, entonces
inw(I) = (inw′(g) | g ∈ G) ⊆ inw′(I). Si esta contención fuera propia, entonces por
el Teorema 2.25 tenemos que

in<w(I) = in<(inw(I)) ⊂ in<(inw′(I)) = in<w(I).

Pero, por la Proposición 2.8, sabemos que no puede haber una contención propia de
dos ideales iniciales de I, por lo que inw(I) = inw′(I).

Por otro lado, supongamos que w′ ∈ C[w]. Por el Corolario 2.21, el conjunto
inw(G) = {inw(g) | g ∈ G} es la base de Gröbner reducida de inw(I) = inw′(I)
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con respecto a <. Fijemos g ∈ G, entonces inw′(g) se reduce a cero con respecto de
inw(G) y el orden monomial <. Esto implica que el monomio m := in<w(g) debe
aparecer en inw′(g), ya que los demás monomios de g no están en in<w = in<(inw(I)).
Escribimos inw(g) = m + h y inw′(g) = m + h′ donde h y h′ son combinaciones
lineales de monomios estándar. Luego del primer paso de la reducción a cero anterior
obtenemos un polinomio h′ − h, que yace en inw(I). Sin embargo, ninguno de los
términos de h′−h aparece en in<w(I) = in<(inw(I)). Por tanto, h′−h es el polinomio
cero, y concluimos que inw′(g) = inw(g).

La ecuación 4.1 puede ser reformulada en términos de conos normales de poli-
topos de Newton de una base de Gröbner reducida G como

C[w] = NQ(facew(Q))

donde
Q := New(

∏
g∈G

g) =
∑
g∈G

New(g).

4.3 Definición. Sea C[w] la cerradura del cono C[w] en Rn. Definimos el abanico
de Gröbner GF(I) como el conjunto de conos cerrados C[w], para todo w ∈ Rn.

4.4 Definición. Si existe un politopo P tal que GF(I) = N (P ), P se llama politopo
de estado.

4.5 Proposición. El abanico de Gröbner GF(I) es un abanico.

Demostración. Sea w′ ∈ C[w]. Entonces inw(I) es un ideal inicial de inw′(I), y por
tanto existe un orden monomial < tal que in<w(I) = in<w′ (I). Sea G la base de
Gröbner reducida de I con respecto a <w, y sea Q =

∑
g∈GNew(g). Como G es

la base de Gröbner reducida con respecto a <w′ también, C[w] y C[w′] son conos
normales del mismo politopo

C[w] = NQ(facew(Q)) y C[w′] = NQ(facew′(Q)).

Nuestra hipótesis implica que el politopo facew(Q) es una cara del politopo facew′(Q),
y por tanto, C[w′] es una cara de C[w].

Ahora debemos mostrar que GF(I) cumple los dos axiomas de un complejo
poliédrico, en la Definición 3.9. Para verificar el primer axioma, sea F una cara de
C[w]. Si w′ está en el interior relativo de F , entonces tenemos que F = C[w′] es
una cara de C[w]. Para verificar el segundo axioma, sean w,w′ ∈ Rn y consideremos
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P := C[w] ∩ C[w′]. Sabemos que para cada w′′ ∈ P , C[w′′] es una cara de C[w] y
de C[w′]. Por tanto P es una unión finita de caras en común. Pero una unión sin
redundancia de caras de C[w] solo puede ser convexa si es un conjunto unitario. Por
tanto concluimos que P es una cara de C[w] y de C[w′].

Definiremos el grado de un monomio xa ∈ k[x] como deg(xa) =
∑n

i=1 ai, y con
Id definimos al subespacio vectorial de polinomios homogéneos1 de grado d en el
ideal I. Entonces, para algún ideal monomial J definimos

∑
Jd como la suma de

todos los vectores a ∈ Zn
≥0 tal que xa es de grado d y xa ∈ J .

4.6 Ejemplo. Consideremos el ideal J = (x, y2), entonces J4 es el conjunto de
polinomios homogéneos de grado 4. Notemos que J4 tiene como base al conjunto
{x4, x2y2, y4}. Entonces

∑
J4 = (4, 0) + (2, 2) + (0, 4) = (6, 6).

4.7 Definición. Sea I un ideal y U una base de Gröbner universal minimal de I.
Definimos

Stated(I) := conv
{∑

in<(I)d |< cualquier orden monomial
}
.

Sea D = máx{deg(g) | g ∈ U}. Definimos

State(I) :=
D∑

d=1

Stated(I) = State1(I) + · · ·+ StateD(I).

4.8 Ejemplo. Sea I = (g) y g = xy2 + x2y + y3. En este caso solo tenemos tres
ordenes monomiales de interés:

in<1(g) = xy2, in<2(g) = x2y, in<3(g) = y3.

En particular, {g} es una base de Gröbner universal minimal de I y notemos que
D = 3. Tenemos que

∑
in<1(g) = (1, 2),

∑
in<2(g) = (2, 1) y

∑
in<3(g) = (0, 3).

Entonces
State3(I) = conv{(1, 2), (2, 1), (0, 3)}.

Notemos que Statei(I) = ∅ para i < 3. En este caso especial tenemos que State(I) =
State3(I) = New(g).

Por el Lema 3.13, sabemos que para un polinomio f ∈ k[x] y w ∈ Rn tenemos
que facew(New(f)) = New(inw(f)). El siguiente lema nos generaliza este resultado.

1Un polinomio homogéneo es tal que todos sos monomios tienen el mismo grado.
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4.9 Lema. Para cada w ∈ Rn tenemos que facew(Stated(I)) = Stated(inw(I)).

Demostración. Primero probaremos el caso en el que w ∈ Rn tal que inw(I) es
un ideal monomial y facew(·) selecciona un vértice del politopo de estado. Sean
xa1 , . . . , xam todos los monomios de grado d, y sea r := dim(Id) ≤ m. Sea < algún
orden monomial tal que inw(I) = in<(I). Podemos suponer que xa1 , . . . , xar son
precisamente los monomios en in<(I)d. Ya que los monomios estándar forman una
base módulo I, existen polinomios

xai −
m∑

j=r+1

cijx
aj ∈ Id para i = 1, . . . , r.

En cada una de estas r ecuaciones tenemos que el primer término es el más grande
con respecto a w respectivamente, es decir, w · ai ≥ w · aj siempre que cij ̸= 0.
Observemos que Stated(inw(I)) = {a1 + · · ·+ ar} ya que inw(I) es monomial.

El vértice facew(Stated(I)) es igual a
∑

in<′(I)d para algún orden monomial
<′. Sean xj1 , . . . , xjr los monomios en in<′(I)d. Supongamos que el lema 4.9 es falso.
Por definición de facew(·) tenemos que w · (aj1 + · · ·+ajr) > w · (a1+ · · ·+ar). Por el
lema de cambio de base de Steinitz aplicado al espacio vectorial (k[x]/I)d, podemos
pasar de la suma a1 + · · · + ar a la suma aj1 + · · · + ajr con los cambios ai 7→ aj

con cij ̸= 0. Pero hemos visto que cada uno de estos reemplazos decrece el valor del
funcional lineal w. Esto es una contradicción. Hemos mostrado que el lema 4.9 es
verdadero para casi todos los w ∈ Rn.

Para demostrar el Lema 4.9 en general, mostraremos que ambos politopos
tienen los mismos vértices. Sea w′ ∈ Rn como en la parte anterior. Entonces, para
ϵ > 0 lo suficientemente pequeño,

facew′(facew(Stated(I))) = facew+ϵ·w′(Stated(I))

= Stated(inw+ϵ·w′(I))

= Stated(inw′(inw(I)))

= facew′(Stated(inw(I))).

Por lo que ambos politopos tienen los mismo vértices.

4.10 Corolario. Si < y <′ son ordenes monomiales distintos, entonces

in<(I)d ̸= in<′(I)d ⇐⇒
∑

in<(I)d ̸=
∑

in<′(I)d.
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Esto nos lleva al resultado más importante del capítulo.

4.11 Teorema. Sea I un ideal homogéneo de k[x]. Existe un politopo State(I) ⊂ Rn

cuyo abanico normal N (State(I)) coincide con el abanico de Gröbner GF(I).

Demostración. Debemos motrar que GF(I) = N (State(I)). Notemos que, por la
Proposición 4.5, GF(I) es un complejo poliédrico. Todas las caras de un comple-
jo poliédrico se determinan por sus caras maximales. Por lo tanto dos complejos
poliédricos coinciden si y solo si sus caras maximales coinciden. Por lo tanto so-
lo debemos mostrar que los conos maximales (abiertos) de gf(I) y N (State(I))

coinciden. De forma equivalente, debemos mostrar que inw(I) = inw′(I) si y so-
lo si facew(State(I)) = facew′(State(I)), para los vectores w,w′ ∈ Rn tal que
inw(I), inw′(I) son ideales monomiales.

Dos ideales homogéneos son iguale si y solo si son iguales para cada grado. El
número D es una cota universal para los grados de generadores minimales de I. Por
tanto

inw(I) = inw′(I) ⇐⇒ inw(I)d = inw′(I)d (4.2)

para todo d = 1, 2 . . . , D. También notemos que, por el Teorema 3.6, tenemos que

facew(State(I)) =
D∑

d=1

facew(Stated(I)), (4.3)

y de forma similar para w′. La dirección ⇒ es una consecuencia directa de las ecua-
ciones 4.2, 4.3 y el Lema 4.9. Para la dirección ⇐ supongamos que facew(State(I)) =
facew′(State(I)), los cuales son vértices por como elegimos w y w′, y podemos sus-
tituirlos por ordenes monomiales. Con esto ⇐ se vuelve consecuencia directa del
Corolario 4.10 y de la segunda parte del Teorema 3.6.

4.12 Proposición. Sea f un polinomio homogéneo y I = (f) su ideal principal.
Entonces el politopo de Newton New(f) es un politopo de estado de I.

4.13 Corolario. Sea U una base de Gröbner universal de I, que también es una
base de Gröbner reducida de I para cada orden monomial. Entonces

∑
g∈U New(g)

es un politopo de estado de I.
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5. VARIEDADES DE VERONESE

5.1. Espacio proyectivo y variedades proyectivas

Anteriormente hablamos sobre variedades afín y algunas propiedades de éstas.
A continuación estudiaremos las variedades proyectivas; para esto debemos definir lo
que es el espacio proyectivo, el cual se puede considerar como una compactificación
de un espacio afín.

5.1 Definición. Sea k un campo cualquiera. El espacio proyectivo sobre k, denotado
como Pn(k) o simplemente Pn, es el conjunto de líneas que pasan por el origen de
kn+1.

Es decir, el espacio proyectivo lo vemos como el conjunto de clases de equiva-
lencias definido de la siguiente forma

Pn =
kn+1\{0}

∼
,

donde ∼ denota la relación de equivalencia x ∼ y, para x, y ∈ kn+1, si y solo si existe
λ ∈ k no cero tal que y = λx. Entonces cada elemento P ∈ Pn se puede describir
como la clase de equivalencia

P = [x0 : x1 : · · · : xn] = {(λx0, λx1, . . . , λxn) | λ ∈ k, λ ̸= 0},

donde cada elemento se conoce como coordenada homogénea de P .
La Definición 1.35 nos indica que una variedad afín son las soluciones en común

de un conjunto de polinomios, sin embargo, en el espacio proyectivo, un polinomio
f ∈ k[x0, . . . , xn] no nos define una función debido a la no unicidad de las coordena-
das homogéneas. Podemos evitar este problema si nos centramos en cierto tipo de
polinomios.

Decimos que un polinomio es homogéneo si todos sus términos tienen el mismo
grado. Sea F ∈ k[x0, . . . , xn] un polinomio homogéneo de grado d, entonces tenemos
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que
F (λx0, . . . , λxn) = λdF (x0, . . . , xn).

Entonces P ∈ Pn es una solución de un polinomio homogéneo F ∈ k[x0, . . . , xn] si
para toda elección de coordenadas homogéneas de P tenemos que

F (P ) = 0.

5.2 Definición. Sea S ⊂ k[x0, . . . , xn] un conjunto de polinomios homogéneos.
Entonces el conjunto

V (S) = {P ∈ Pn | F (P ) = 0 para todo F ∈ S}

es una variedad proyectiva definida por S.

De forma similar a las variedades afín, la unión y la intersección de variedades
proyectivas es una variedad proyectiva; y el conjunto vacío y todo el espacio son
variedades proyectivas. Además, las variedades proyectivas en Pn son los conjuntos
cerrados en la topología de Zariski.

Sea S ⊂ k[x0, . . . , xn] un conjunto de polinomios homogéneos, y sea I = (S) un
ideal homogéneo, entonces V (S) = V (I). Además definimos el ideal de una variedad
proyectiva como

I(V ) = {F ∈ k[x0, . . . , xn] | F (P ) = 0 para todo P ∈ V }.

Notemos que I(V ) es un ideal homogéneo; también es fácil probar que I(V ) es un
ideal radical y que es finitamente generado. Además si F ∈ I(V ), entonces cada
término de F está en I(V ).

5.3 Teorema. Sea I un ideal de k[x0, . . . , xn]. Si V (I) ̸= ∅, entonces I(V (I)) =
√
I.

Demostración. Ver [5, p. 46].

Por último discutiremos sobre mapeos entre variedades proyectivas.

5.4 Definición. Sean V ⊂ Pn y W ⊂ Pm variedades proyectivas, y consideremos el
mapeo

ν : V −→ W.

Decimos que ν es un mapeo de variedades proyectivas si: para cada p ∈ V , existen
polinomios homogéneos ν0, . . . , νm ∈ k[x0, . . . , xn] tal que para alguna vecindad
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abierta1 no vacía U ⊆ V de p, el mapeo ν|U : U → W concuerda con el mapeo
polinomial

U −→ Pm

q 7−→ [ν0(q) : · · · : νm(q)]

Algo importante, y que está implícito en la definición anterior, es el hecho que
cada polinomio νi debe tener el mismo grado; de lo contrario no describirían un
mapeo bien definido a Pm. Es más, los νi no deben desvanecerse simultáneamente
en la vecindad abierta U de p.

Como ejemplo consideremos el mapeo

ν : P1 −→ P2,

definido de la siguiente forma

[s : t] 7−→ [s2 : st : t2].

Este mapeo está bien definido, ya que si tomamos [s : t] ∈ P1, tenemos que

[s : t] = [λs : λt] 7−→ [λ2s2 : λ2st : λ2t2] = [s2 : st : t2],

para cualquier constante λ ̸= 0. Por lo que el mapeo no depende de nuestra elección
de representante para los elementos de P1. Es más, al menos una de las coordenadas
s2 o t2 de la imagen no es cero.

5.2. Mapeo y variedad de Veronese

Los mapeos que veremos a continuación son un ejemplo importante de mor-
fismos de variedades proyectivas. Esto es debido a que estos mapeos hacen una
inclusión de un espacio proyectivo Pn en uno de mayor dimensión de una forma no
trivial.

5.5 Definición. El mapeo de Veronese de grado d es el morfismo

νn,d : Pn −→ PN ,

1Nos referimos a una vecindad abierta en el sentido topológico, dada la topología de Zariski.

39



dado por
[x0 : · · · : xn] 7−→ [· · · : xJ : · · · ],

donde xJ varía sobre los monomios de grado d de las variables x0, . . . , xn y

N =

(
n+ d

d

)
− 1.

Este es un morfismo bien definido puesto que los polinomios de la imagen tienen
el mismo grado y no todos se desvanecen simultáneamente en ningún punto de Pn.

5.6 Proposición. El mapeo de Veronese es una inclusión de variedades proyectivas.

Demostración. Ver [19, p. 64].

5.7 Ejemplo. El mapeo de Veronese con n = 1 y d = 2, donde N =
(
1+2
2

)
− 1 = 2,

es
ν1,2 : P1 −→ P2

definido por
[x0, x1] 7−→ [x2

0, x0x1, x
2
1].

5.8 Ejemplo. El mapeo de Veronese con n = 1, d = 3 y N = 3 es

ν1,3 : P1 −→ P3

dado por
[x0, x1] 7−→ [x3

0, x
2
0x1, x0x

2
1, x

3
1].

Las variedades proyectivas obtenidas a partir de estos mapeos se llaman varie-
dades de Veronese y las denotaremos como Vn,d. En general, la variedad de Veronese
se puede definir a partir de las ecuaciones

{zIzJ − zKzL | I, J,K, L ∈ Zn+1
≥0 , I + J = K + L},

donde cada zI son las coordenadas homogéneas de la imagen del mapeo de Veronese.
Es decir que, en el Ejemplo 5.7 tenemos que la variedad de Veronese está dada

por
V1,2(xz − y2),

donde x = x2
0, y = x0x1, z = x2

1.
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De forma similar podemos ver la variedad de Veronese del ejemplo 5.8 es

V1,3(xw − yz, y2 − xz, wy − z2),

donde x = x3
0, y = x2

0x1, z = x0x
2
1, w = x3

1.

5.3. Abanicos de Gröbner de variedades de Verone-

se

En esta última sección nos apoyaremos del software Macaulay2 (M2) [6] pa-
ra calcular los abanicos de Gröbner de algunas variedades de Veronese, es decir,
tomaremos los polinomios que generan dichas variedades y estudiaremos el com-
portamiento de los abanicos de Gröbner del ideal generado por estos. Para lograr
esto utilizaremos el apoyo de tres paquetes disponibles para Macaulay2 llamados
Resultants, StatePolytope y Polyhedra.

5.9 Nota. Los cálculos realizados en Macaulay2 fueron hechos en el campo de los
racionales Q.

Iniciaremos estudiando el mapeo de Veronese

v1,2 : P1 −→ P2.

Iniciamos cargando los paquetes necesarios para realizar nuestros cálculos. Re-
sultants nos permitirá generar los mapeos de Veronese y por consiguiente las varieda-
des de Veronese con las que deseamos trabajar; StatePolytope nos permitirá calcular
el politopo de estado de nuestra variedad de Veronese; Polyhedra lo usaremos para
obtener nuestro abanico de Gröbner.

i1 : loadPackage "Polyhedra"

o1 = Polyhedra

o1 : Package

i2 : loadPackage "Resultants"

o2 = Resultants

o2 : Package

i3 : loadPackage "StatePolytope"
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o3 = StatePolytope

o3 : Package

Luego de tener nuestros paquetes cargados calcularemos la variedad de Vero-
nese de interés a partir de su mapeo de Veronese.

i4 : v12 = veronese(1,2)

2 2

o4 = map (QQ[t ..t ], QQ[x ..x ], {t , t t , t })

0 1 0 2 0 0 1 1

o4 : RingMap QQ[t ..t ] <--- QQ[x ..x ]

0 1 0 2

i5 : V12 = ker v12

2

o5 = ideal(x - x x )

1 0 2

o5 : Ideal of QQ[x ..x ]

0 2

A partir de esto podemos construir nuestro anillo de polinomios con el que
trabajaremos y así generar el ideal con el cual realizaremos los cálculos que deseamos.

i6 : R = QQ[x_0..x_2]

o6 = R

o6 : PolynomialRing

i7 : I = ideal(x_1^2-x_0*x_2)

2

o7 = ideal(x - x x )

1 0 2

o7 : Ideal of R

A continuación generaremos los vértices del politopo de estado del ideal en
cuestión.

i8 : P = polymakeStatePolytope(I)

o8 = {{1, 0, 1}, {0, 2, 0}}

o8 : List
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Dados los vértices podemos construir el politopo de estado a partir de su en-
volvente convexa.

i9 : M = transpose matrix P

o9 = | 1 0 |

| 0 2 |

| 1 0 |

3 2

o9 : Matrix ZZ <--- ZZ

i10 : Q = convexHull M

o10 = Q

o10 : Polyhedron

Con esto podemos notar, en la siguiente línea de código, que nuestro politopo
de estado es de dimensión 1 y que no es de dimensión completa, es decir, estamos
trabajando en un espacio de 3 dimensiones y la dimensión del politopo es menor.

i11 : dim Q

o11 = 1

i12 : isFullDimensional Q

o12 = false

Por último calcularemos el abanico normal del politopo de estado, que por el
Teorema 4.11 coincide con el abanico de Gröbner de éste.

i13 : NF = normalFan Q

o13 = NF

o13 : Fan

De esto podemos ver que el abanico es completo, es decir, su soporte es igual
a todo el espacio.

i14 : isComplete NF

o14 = true

Por último generaremos la lista de conos maximales y los rayos del abanico de
Gröbner, para poder ver el comportamiento de dichos conos.
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i15 : MC = maxCones NF

o15 = {{1}, {0}}

o15 : List

i16 : raysNF = rays NF

o16 = | 0 0 |

| 1 0 |

| 0 1 |

3 2

o16 : Matrix ZZ <--- ZZ

i17 : apply(MC,mc -> raysNF_mc)

o17 = {| 0 |, | 0 |}

| 0 | | 1 |

| 1 | | 0 |

o17 : List

A continuación veremos el código para calcular el abanico de Gröbner del mapeo
de Veronese

v1,3 : P1 −→ P3,

cuya variedad de Veronese es

V1,3(x
2
2 − x1x3, x1x2 − x0x3, x

2
1 − x0x2).

i18 : v13 = veronese(1,3)

3 2 2 3

o18 = map (QQ[t ..t ], QQ[x ..x ], {t , t t , t t , t })

0 1 0 3 0 0 1 0 1 1

o18 : RingMap QQ[t ..t ] <--- QQ[x ..x ]

0 1 0 3

i19 : V13 = ker v13

2 2

o19 = ideal (x - x x , x x - x x , x - x x )

2 1 3 1 2 0 3 1 0 2

o19 : Ideal of QQ[x ..x ]

0 3
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i20 : R = QQ[x_0..x_3]

o20 = R

o20 : PolynomialRing

i21 : I = ideal(x_2^2-x_1*x_3,x_1*x_2-x_0*x_3,x_1^2-x_0*x_2)

2 2

o21 = ideal (x - x x , x x - x x , x - x x )

2 1 3 1 2 0 3 1 0 2

o21 : Ideal of R

i22 : P = polymakeStatePolytope(I)

o22 = {{11, 7, 7, 11}, {7, 15, 3, 11}, {4, 18, 6, 8}, {3, 18, 9, 6},

{11, 3, 15, 7}, {8, 6, 18, 4}, {6, 9, 18, 3}, {3, 15, 15, 3}}

o22 : List

i23 : M = transpose matrix P

o23 = | 11 7 4 3 11 8 6 3 |

| 7 15 18 18 3 6 9 15 |

| 7 3 6 9 15 18 18 15 |

| 11 11 8 6 7 4 3 3 |

4 8

o23 : Matrix ZZ <--- ZZ

i24 : Q = convexHull M

o24 = Q

o24 : Polyhedron

i25 : dim Q

o25 = 2

i26 : isFullDimensional Q

o26 = false

i27 : NF = normalFan Q

o27 = NF
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o27 : Fan

i28 : isComplete NF

o28 = true

i29 : MC = maxCones NF

o29 = {{6, 7}, {2, 6}, {2, 4}, {3, 7}, {0, 4}, {3, 5}, {1, 5}, {0, 1}}

o29 : List

i30 : raysNF = rays NF

o30 = | 0 0 0 0 0 0 0 0 |

| 29 11 1 -2 11 -7 -1 -7 |

| 4 22 -1 2 -5 13 -2 4 |

| -21 -21 3 3 6 6 15 15 |

4 8

o30 : Matrix ZZ <--- ZZ

i31 : apply(MC,mc -> raysNF_mc)

o31 = {| 0 0 |, | 0 0 |, | 0 0 |, | 0 0 |,

| -1 -7 | | 1 -1 | | 1 11 | | -2 -7 |

| -2 4 | | -1 -2 | | -1 -5 | | 2 4 |

| 15 15 | | 3 15 | | 3 6 | | 3 15 |

| 0 0 |, | 0 0 |, | 0 0 |, | 0 0 |}

| 29 11 | | -2 -7 | | 11 -7 | | 29 11 |

| 4 -5 | | 2 13 | | 22 13 | | 2 22 |

| -21 6 | | 3 6 | | -21 6 | | -21 -21 |

o31 : List
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CONCLUSIONES

1. La geometría algebraica estudia la representación de curvas y superficies geo-
métricas de forma algebraica por medio de lo que denominamos variedades
afines. Es decir, esta estudia la conexión entre la geometría y el álgebra.

2. El desarrollo de las bases de Gröbner ha brindado herramientas que permiten
la resolución de varios problemas relacionados al estudio de polinomios de
forma computacional.

3. Se estableció la conexión entre la geometría poliedral y el álgebra por medio
del denominado politopo de Newton para polinomios y del politopo de estado
para ideales del anillo de polinomios.

4. Se definió el abanico de Gröbner y se demostró que el abanico normal del
politopo de estado de un ideal es equivalente éste.

5. Una variedad de Veronese se define como la imagen de un mapeo de Veronese,
el cual es un mapeo entre espacios proyectivos, donde se estudiaron varias
propiedades concernientes a su abanico de Gröbner, como su dimensión total,
si es completo y la forma de sus conos dada de forma matricial.
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RECOMENDACIONES

1. Estudiar más a fondo la relación entre ideales binomiales y las bases de Gröbner
de variedades de Veronese.

2. Desarrollar el aprendizaje de herramientas como los sistemas algebraicos compu-
tacionales como apoyo al aprendizaje de estudiantes de matemática.

3. Investigar el comportamiento del abanico de Gröbner distintas variedades pro-
yectivas, así como lo son las variedades de Veronese, la inclusión de Segre y
otras.
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