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OBJETIVOS

General

Calcular los abanicos de Grobner de variedades de Veronese con el apoyo del

software Macaulay2.

Especificos

1. Explicar los fundamentos de la geometria algebraica con el fin de sustentar el

objeto de estudio.

2. Definir el concepto de bases de Grébner como principal objeto de estudio en

el desarrollo del trabajo de graduacion.

3. Desarrollar los conceptos necesarios de la geometria poliedral y su conexion

con las bases de Grébner.
4. Estudiar los abanicos de Grobner y su relacién con los politopos de estado.

5. Establecer los conceptos de la geometria algebraica proyectiva que permitiran

estudiar las variedades de Veronese.
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INTRODUCCION

La geometria algebraica tiene como principal area de estudio la conexién entre
la geometria y el algebra, es decir, el estudio de objetos geométricos utilizando
conceptos e ideas que conciernen al algebra abstracta. Esta conexiéon se logra por
medio de lo que denominamos variedades afines, las cuales representan curvas y
superfices de forma algebraica, a través del estudio de lo que denominamos ideales
del anillo de polinomios [3]. En este trabajo nos centraremos principalmente en lo
que denominamos variedades de Veronese, y en particular, estudiaremos los abanicos

de Grobner de estas variedades [20].

Para esto iniciaremos, en el capitulo 1, con una pequena introduccion a lo que
es la teorfa de anillos. Definiremos algunos conceptos de mucha importancia como
lo son ideales, dominios integros o enteros, dominios de ideales principales; ademés
de esto hablaremos brevemente sobre anillos Noetherianos [4] e introduciremos los

conceptos de geometria algebraica més importantes y necesarios.

En el capitulo 2 se definird el principal objeto de estudio de este trabajo,
las bases de Grobner, las cuales nos permiten resolver problemas polinomiales de
forma computacional |3]; para esto discutiremos algunos conceptos como los ordenes
monomiales, formas iniciales, entre otros. Esto nos permitira facilitar la conexion
entre poliedros [12] y sus principales propiedades (los cuales seran el principal objeto

de estudio del capitulo 3) y los conceptos ya presentados de geometria algebraica.

A partir de los conceptos de los capitulos 2 y 3, de bases de Grébner y geometria
poliedral, podremos definir, en el capitulo 4, lo que denominamos como abanicos de

Grébner y un algoritmo para poder construirlos [20].

El capitulo 5 inicia presentando lo que denominamos como espacio proyectivo,
variedades proyectivas y propiedades de estas tdltimas. A partir de esto presenta-
remos lo que es el mapeo de Veronese, el cual nos da una inclusiéon de variedades
proyectivas [19] y nos permite construir las anteriormente mencionadas variedades
de Veronese; estudiaremos algunas propiedades basicas de éstas y veremos ejemplos

de mucha importancia. Por tltimo procederemos a construir abanicos de Grébner de

IX



algunas variedades de Veronese, esto con el apoyo de un sistema algebraico compu-
tacional conocido como Macaulay2 o, simplemente, M2 [6], donde estudiaremos

algunas propiedades algebraicas y geométricas vistas con anterioridad.



1. CONCEPTOS PRELIMINARES

1.1. Teoria de anillos

1.1.1. Anillos

El objeto de estudio més basico del presente trabajo de investigacion es lo que
conocemos como anillo. A continuacién se presentaréan definiciones basicas y algunos

teoremas de importancia sobre la teoria de anillos.

1.1 Definicién. Un conjunto no vacio A se llamara anillo si cuenta con dos ope-
raciones binarias + y -, llamadas suma y multiplicaciéon, tal que cumple con las

siguientes propiedades:
1. a,b € A implica que a + b € A.
2. a+b=>b+ a para cada a,b € A.
3. (a+b)+c=a+ (b+c) para cada a,b, c € A.
4. Existe un elemento 0 € A tal que a +0 =0+ a = a para cada a € A.
5. Dado a € A, existe b € A tal que a + b = 0. (Escribiremos b como —a.)
6. a,b € A implica que a-b € A.
7.a-(b-¢c)=(a-b)-dpara cada a,b,c € A.
8. a-(b+c)=a-b+a-cy(b+c)-a=b-a+c-aparacadaa,b,c € A.

Estas son las propiedades bésicas que debe cumplir un anillo, sin embargo,
existen algunos casos especiales. En el caso en que la multiplicacion sea conmutativa,
es decir, a-b =b- a, lo llamaremos anillo conmutativo. También tenemos el caso en
que existe 1 € Atal que 1-a = a-1 = a para todo a € A, entonces lo llamaremos

anillo con unidad.



1.2 Ejemplo. Los conjuntos numéricos Z,Q, R, C forman un anillo conmutativo
con unidad bajo la suma y multiplicacion usual. 2Z = {2p | p € Z} forma un anillo

conmutativo sin unidad.

1.3 Ejemplo. El conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales, denotado
por R[z] = {ag + a1z + -+ - + a,2" | a; € R,n € N}, forma un anillo conmutativo

con unidad.

Sabemos que un anillo es un conjunto con dos operaciones binarias asi que
es natural preguntarnos ;qué pasa con un subconjunto de un anillo? ;Es este un
anillo también? Para esto veremos las condiciones necesarias que debe cumplir un

subconjunto de un anillo bajo las dos operaciones dadas.

1.4 Definiciéon. Sea A un anillo. Entonces un subconjunto B de A se dice que es

subanillo si B es un anillo bajo las mismas operaciones del anillo A.

Sin embargo, el siguiente teorema nos muestra las condiciones que necesitamos

para verificar si algin subconjunto del anillo A es un subanillo.

1.5 Teorema. Sea A un anillo y B un subconjunto de A. Entonces B es un subanillo

de A si y solo si
1. 0 € B;
2. st a,b € B, entoncesa—b € B; y
3. st a,b € B, entonces ab € B.

Demostracion. Primero supongamos que B es un subanillo de A. Por la Defini-
cion 1.4, B es un anillo. Por la Definicién 1.1 tenemos que 0 € B.

Supongamos que a,b € B, por la Definicién 1.1 tenemos que —b € B, entonces
a+ (=b) = a—b € B;y también tenemos que ab € B.

Supongamos ahora que B cumple las propiedades (1) — (3). Entonces por (1)
tenemos que 0 € B.

Supongamos que a,b € B, entonces tenemos que 0 — a = —a € B y de igual
forma —b € B. Con esto tenemos que a — (—b) = a + b € B. Por (3) tenemos
que ab € B. Para la conmutatividad de la suma veamos que (a + b) — (a + b) =
a+b—a—0b=0, entonces a+ b = b+ a. Y la asociatividad y distributividad se

heredan de A. Por lo que B es un subanillo. O

Algo importante que notar es que para todo anillo A, tenemos que {0} y A son
subanillos de A.



1.6 Ejemplo. Veamos que 2Z es subanillo de Z que a su vez es subanillo de Q y

estos a su vez son subanillos de R.

Por el momento hemos definido lo que es un anillo, anillo conmutativo, anillo
con unidad y subanillo. No obstante, existen algunos anillos especiales que exami-

naremos a continuacion.

1.7 Definicion. Un anillo conmutativo A es un dominio de integridad si a-b =0

en A implica que a =00 b= 0.

1.8 Nota. Algunos textos de algebra indican que un dominio de integridad debe

ser un anillo conmutativo con unidad.

1.9 Definiciéon. Un anillo con unidad A se llama anillo de division si para cada

a # 0 en A existe un elemento b € A (normalmente escrito como a™!') tal que

a-at=a"1a=1.

1.10 Definicion. Un anillo A se llamara campo si A es un anillo de divisién con-

mutativo.

1.1.2. Ideales, anillo cociente y homomorfismos

En esta seccion revisaremos algunos conceptos de mucha importancia en la
teoria de anillos como lo son ideales, anillo cociente y homomorfismos entre anillos,

ademas de estudiar algunas de sus propiedades basicas.

1.11 Definicién. Sea A un anillo. Entonces un subanillo I de A se dice que es un

tdeal siia,ai € I para todo i € I y todo a € A.

Es decir que un ideal «absorbe» el producto del anillo. Y, asi como el Teore-

ma 1.5 para determinar subanillos, existe una forma de identificar ideales facilmente.

1.12 Teorema. Sea A un anillo. Entonces un subconjuto I de A es un ideal si y

solo si
1. 0el;
2.1—j €l para todoi,j € I;y
3. ia,ai € I para todo i € I y todo a € A.

Demostracion. La demostracion es bastante similar a la demostracion del Teore-
ma 1.5. ]



1.13 Ejemplo. Sea n un entero. Entonces nZ es un ideal de Z. Notemos que 0 € nZ.
Sina,nb € nZ para a,b € 7, entonces na—nb = n(a—>b) € nZ. Ademas, si na € nZ,

na = an ya que los enteros conmutan, entonces an € nZz.

1.14 Ejemplo. Consideremos el conjunto I de polinomios f(z) € R[x] tales que
f(0) = 0. Entonces I es un ideal de R|z].

Claramente el polinomio cero esté en /. Ademas, si f(0) = ¢(0) = 0, entonces
(f —9)(0) = f(0) — g(0) = 0, por lo tanto f(z) — g(x) € I. Ahora, si f(0) =0
y h(z) € Rz], entonces h(0)f(0) = h(0)0 =0y f(0)h(0) = 0h(0) = 0 por lo que
f(@)h(z), h(zx)f(z) € 1.

1.15 Ejemplo. Para cualquier anillo A, {0} y A son ideales de A.

El siguiente teorema nos muestra una forma de encontrar nuevos ideales a partir
de ideales que ya conozcamos. Es decir, que dados los ideales I,.J de un anillo A,

podemos formar un nuevo ideal como I + J e IJ.

1.16 Teorema. Si I y J son ideales de un anillo A, entonces
I+J={i+jliel,je},

]JZ{i1j1+"'+injn|ik€I,jk€J,n€N},

son ideales también.

Demostracion. Iniciaremos mostrando que I + J es un ideal. Veamos que 0 € [ y
OeJ,porloque0+0=0€e 1+ J.
Ahora, sean x,y € I + J, entonces x =i+ jyy =14 + 7 donde i,i/ € Iy

J,j" € J. Con esto tenemos que

r—y=(i+7j) — (@ -7
—itj—i— ]

dondei—ivelyj—j €, porloquex—yel+J.

Por ultimo consideremos que z € [+ Jya € A,dondex =i+j,1 € lyj € J.
Con esto vemos que ax = a(i + j) = ai + aj y también xa = (i + j)a = ia + ja,
donde vemos que at,ia € I v aj,ja € J por lo que azx,za € I + J.

Con esto tenemos que [ + J es un ideal.
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Ahora mostraremos que I.J es un ideal. Notemos que 0 € I y 0 € J asi que
0-0=0€e1J.

Si tenemos i, € I y j, € J, entones

(iljl + 4+ imjm) - (im+1jm+1 + Zn]ﬂ)
:iljl + Z’rn]m + (_im+1)jm+1 +oee (_Zn)]n elJ.

Ademas, para todo a € A tenemos que
a(itji + -+ tmim) = (ai1)j1 + - + (@) jim,
pero aiy € I, por lo que a(iyj; + -+ + imjm) € IJ. Asi también tenemos que
(ig1+ -+ imim)a = i1(jra) + -+ +im(jma),
pero jra € J asi que (i1j1 + -+ imim)a € IJ. Y asi concluimos que I.J es un ideal

de A. ]

1.17 Definicién. Sea X un subconjunto cualquiera de un anillo A. Entonces el
ideal generado por X, denotado por (X), es el ideal mas pequenio de A que contiene

a X. Si X es finito, diremos que (X) es finitamente generado.

Otra forma de ver al ideal generado por X C A, donde A es conmutativo, es
(X) ={z1a1 + -+ wna, | 7, € X,0; € A,in € N}

Existe un tipo muy importante de ideal que definiremos a continuacion.

1.18 Definicion. Sea A un anillo conmutativo con unidad y a € A. Entonces el

ideal principal generado por a es (a).
1.19 Ejemplo. En Z, tenemos que (n) = nZ para n € Z.

1.20 Teorema. Si A es un anillo conmutativo con unidad, y a € A, entonces (a)
es un ideal de A; ciertamente, (a) es la interseccion de todos los ideales de A que

contienen a.

Demostracion. Como 0 € A, 0a = 0 € (a). Sean x,y € (a), entonces * = ra y
y=r'a,r,r" € A; con esto vemos que t —y = ra—r'a = (r—r")a € (a). Sea z € (a),
entonces © = ra, r € A, y sea s € A; con esto tenemos que s(ra) = (ra)s = (rs)a €

(a). Por lo que (a) es un ideal de A.



Sea I un ideal de A tal que a € I, por lo que para todo r € A, ra € I.
Entonces (a) es un subconjunto de cualquier ideal de A que contenga a. Como (a)
es un ideal que contiene a, tenemos que (a) es la interseccion de todos los ideales

que contienen a. O

Dado un anillo y un ideal de éste, podremos definir nuevos anillos de mucha

importancia conocidos como anillos cociente.

1.21 Definicion. Sea A un anillo e I un ideal de A. Entonces, el anillo cociente A/
es el conjunto {a+1 | a € A}, junto con las operaciones (a+ 1)+ (b+1) =a+b+1
y (a+1)(b+ 1) =ab+ I, para todo a,b € A.

Para cada anillo A y cualquier ideal I de este anillo, el anillo cociente A/l
siempre formard un anillo con la suma y el producto como lo definimos anterior-
mente. Ademés también tenemos que si A es un anillo conmutativo, también lo es
A/I; y si A es un anillo con unidad, también lo es A/I.

Ahora nos preguntamos jqué pasa con funciones cuyo dominio y contradomi-
nio son anillos? Estas funciones reciben el nombre de homomorfismos y tienen la

cualidad de respetar ambas operaciones del anillo.

1.22 Definicion. Sean A y B anillos. Entonces un homomorfismo de anillos (o

simplemente homomorfismo) de A a B es una funciéon a: A — B que satisface

ala; + as) = alar) + alas)

alaraz) = a(ar)a(as)

para todo aq,as € A.

Un concepto muy importante de homomorfismos es el de kernel (o nicleo), que
en la teoria de anillos resulta ser un ideal del dominio. Ademés el kernel nos permite

identificar si un homomorfismo es inyectivo o no, dado que ker(a) = {0}.

1.23 Definicion. Sea a: A — B un homomorfismo. Entonces el kernel de a es
ker(a) = {a € A | a(a) =0}.

Algunas propiedades de los homomorfismos es que la imagen de un subanillo

del dominio, serd un subanillo del contradominio. Lo mismo sucede con los ideales.



La identidad de la suma del dominio se mapea en la identidad de la suma del
contradominio (y si el anillo es un anillo con unidad, lo mismo sucede con la identidad
del producto).

Si un homomorfismo es biyectivo lo llamaremos isomorfismo y un isomorfismo
que tiene como dominio y contradominio al mismo anillo se llamara automorfismo.

A continuacion se presentaran tres teoremas de mucha importancia sobre iso-
morfismo, cuya demostraciéon puede ser encontrada en cualquier libro de algebra
abstracta como [4], [14] o [11].

1.24 Teorema (Primer Teorema de Isomorfismo). Sea a: A — B un homomorfis-

mo. Entonces A/ ker(«) es isomorfo a a(A).

1.25 Teorema (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sea A un anillo con ideales I
y J. Entonces /(I NJ) es isomorfo a (I +J)/J.

1.26 Teorema (Tercer Teorema de Isomorfismo). Sea A un anillo con ideales I y
J tales qeu I C J. Entonces (A/I)/(J/1I) es isomorfo a R/J.

1.1.3. Dominios especiales

Si recordamos el Ejemplo 1.3, el conjunto de todos los polinomios con coeficien-
tes reales forman un anillo. Sin embargo, no es necesario considerar solo el conjunto
de polinomios con coeficientes reales; en general si tenemos un anillo A, el con-
junto de todos los polinomios con coeficientes en A con la suma y producto con
el que ya estamos familiarizados, denotado por Alz], es un anillo como veremos a

continuacion.
1.27 Teorema. Si A es un anillo, su anillo de polinomios Alz| también es un anillo.
Demostracion. Sean f, g, h € Alx] tales que

flx)=ag+ -+ aza"

g(x) =by+ -+ bypa™
h(l‘):Co+"'+Ck$k

donde las a’s, b’s y ¢’s estan en A.
El coeficiente z* de f(z) + g(x) es a; + b; € A por lo que f(z) + g(z) €
Alz]. Ademés a; + b; = b; + a; que es el coeficiente z* de g(x) + f(z), por lo que

f(z)+g(x) = g(z)+ f(x). Con esto tenemos que la suma es cerrada y conmutativa en
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Alz]. Como los coeficientes son asociativos bajo la suma en A, Alz] es asociativo. El
polinomio 0 es la identidad de la suma. Para cada polinomio f(z) como lo definimos
anteriormente, existe su inverso —f(z) = —ag — -+ - — apx".

Ahora, el coeficiente x* de f(z)g(z) es agh; + a1bi_1 + -+ + a;_1by + a;by € A,
asi que f(z)g(x) € Alx]. Por lo que A[z] es cerrado bajo el producto. Veamos ahora

que el coeficiente ' de f(x)(g(z) + h(z)) es

ag(bi + ¢;) + ar(bio1 + 1) + -+ + +ai(bo + co)
=(aobi + aibi1 + -+ abo) + (aoc; + arciy + -+ + a;ico)

que es el coeficiente z° de f(x)g(z) + f(z)h(z), asi que

f@)(g(x) + hz)) = f(z)g(x) + f(z)h(z).

La otra ley distributiva se demuestra de forma similar.

Solo nos queda demostrar la asociatividad del producto. Si utilizamos la ley
distributiva repetidas veces, reducimos el problema a mostrar que (a,x"b,z")c,z" =
ay " (byz¥c,yx™), para todo ay, by, ¢, € A; w,v,w > 0. Sin embargo, esta dltima

ecuacion es equivalente, en ambos lados, a a,b,c,z" Y. O

También tenemos que si A es un anillo con identidad, un anillo conmutativo
o un dominio de integridad, entonces A[z] también lo es. En particular, si A es
un campo tenemos que su anillo de polinomios A[z] cumple con el algoritmo de la

division.

1.28 Teorema. Sea A un campo, sean f(x) y g(x) polinomios en Alx] con g(x) # 0.

Entonces ezisten polinomios unicos q(x) y r(x) en Alx] tales que

f(@) = q(x)g(x) + (),

con r(x) =0 o el grado de r(z) es menor al grado de g(x).
Demostracion. Ver |14, p. 174] O

Existen, ademaés de anillos de polinomios, dominios de integridad especiales que
cuentan con alguna propiedad especial. En particular nos interesan los dominios de

ideales principales.

1.29 Definicion. Un dominio de ideales principales es un dominio de integridad

donde cada ideal es principal.



1.1.4. Anillos conmutativos

A partir de ahora, siempre que que hablemos de un anillo, nos referiremos
a un anillo conmutativo con unidad. Veremos algunas definiciones y teoremas de

importancia.

1.30 Definicion. Un anillo A es Noetheriano si no existe una cadena creciente
infinita de ideales en A, es decir, siempre que I; C I, C I3 C - sea una cadena
creciente de ideales en A, entonces existe un entero positivo m tal que I, = I,, para
todo £ > m.

En otras palabras, un anillo Noetheriano es un anillo tal que sus ideales cumplen
lo que se conoce como la condicién de cadena ascendente.

Si tenemos un ideal I de un anillo Noetheriano A, su cociente A/ también
sera un anillo Noetheriano, y la imagen de un anillo Noetheriano bajo homomorfismo

también lo serd. Ademas, cada ideal de A es finitamente generado.
1.31 Ejemplo. Cualquier dominio de ideales principales es un anillo Noetheriano.

1.32 Ejemplo. Los enteros Z, el anillo de polinomios k[z] de un campo k y los

enteros Gaussianos Z[i|, son anillos Noetherianos.

1.33 Definicién. Sea I un ideal de un anillo A. El radical de I, denotado por VI,
es el conjunto
VI={aeA|d" eI para algtn k > 1}.

Si I = /I, diremos que I es un ideal radical.

Notemos que para cada ideal I, v/ también es un ideal y tenemos que I C /1.

1.34 Ejemplo. En el anillo de los enteros Z, el ideal (a) es radical si y solo si a no

es un cuadrado o es cero.

1.2. Geometria algebraica

En pocas palabras, y de manera muy simplificada, la geometria algebraica es-
tudia objetos geométricos, que llamamos una variedad afin, que pueden ser descritos
por ceros de polinomios. En esta seccion se presentaran algunas definiciones, teore-

mas y propiedades bésicas que seran de utilidad méas adelante.



Supongamos que k es un campo, definiremos su espacio afin de dimension n

como
K" ={(ai,...,a,) | a1,...,a, € k}.

Es decir que el espacio afin es el conjunto de n-tuplas de elementos de k. En parti-

cular, k' = k se llama la recta afin y k2 se llama el plano afin.

1.35 Definicién. Sea k un campo y sea S C k[xy,...,z,]. Entonces el conjunto
V(S)={(a,...,a,) € K" | f(a1,...,a,) =0 para todo f € S}

es una variedad afin definida por S. Si S = {fi,..., fu}, escribimos V(fi,..., fa).

Es decir, que una variedad afin es el conjunto de soluciones en comin de los
polinomios del conjunto S. Ademés, notemos que V (k[z1,...,z,]) = @y V(0) = k",
es decir que la variedad de todo el anillo de polinomios es el vacio y la variedad del

polinomio 0 es todo el espacio afin.

1.36 Ejemplo. Sea f(x,y) = 2* + y*> — 1 un polinomio de R[z,y]. Entonces V (f)

es el circulo unitario centrado en el origen.

Figura 1.1. Circulo unitario. Fuente: elaboraciéon propia utilizando SageMath.

1.37 Ejemplo. Consideremos los polinomios f(x,y,2) = y—2*y g(z,y,2) = 2 —x>.

La variedad afin V'(f, g) se conoce como la ctbica abaleada y la podemos observar

en la Figura 1.2.

1.38 Teorema. Sean S, T C k[xy,...,x,]) y V(S),V(T) C k™ variedades afin.

Entonces

V(S)NV(T)=V(SuUT),
VS)UV(T) =V({fgl feSgeT}
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5.00

x=0.00 .0

Figura 1.2. Cubica abaleada. Fuente: elaboraciéon propia utilizando SageMath.

también son variedades afin.

Demostracion. Para demostrar la primer igualdad sea x € V(S)NV (T, si y solo si
xeV(S)yaxeV(T),siy solosizesun cero de lo polinomios de S y T, si y solo
sizeV(SUT).

Para la segunda igualdad supongamos que xz € V(S)UV (T'), entonces z € V(5)
ox € V(T). Supongamos que x € V(S), entonces x es un cero para cada f € S, por
lo que también lo es de fg, para cada g € T; de forma similar cuando = € V(7).
Con esto tenemos que = € V({fg | f € S,g € T'}. Por otro lado supongamos que
yeV{fgl|feSgeT} Siye V(S)hemos terminado, de lo contrario tenemos
que existe algin f € S tal que f(y) # 0. Esto implica que y € V(T), por lo que
y € V(S)UV(T). O

Este ultimo teorema implica que la interseccion arbitraria de variedades es una
variedad y la unién finita de variedades es una variedad. En especial, el conjunto
de variedades afin del espacio afin £™ forman el conjunto de cerrados de la llamada
topologia de Zariski.

Hasta ahora hemos visto las variedades afin V' (S), donde S C k[zy,...,x,], sin
embargo, si consideramos el ideal I = (.5) tenemos que V(S) = V(I). Es decir, toda
variedad afin esta definida por un ideal del anillo de polinomios. Ademaés si tenemos
dos ideales I, J tales que I C J, entonces V(1) D V(J).

1.39 Definicion. Sea V C k™ una variedad afin. Entonces definimos el conjunto
IV)=A{f € kl[z1,...,2,) | f(x) =0 para todo z € V'}.

11



1.40 Teorema. Si V C k™ es una variedad afin, entonces I(V') es un ideal de
klxy,...,2,]. Llamamos a I(V') el ideal de V.

Demostracion. Claramente 0 € I(V), puesto que para cada x € V tenemos que
0(z) = 0.

Sean i,j € I(V'), entonces para cada z € V tenemos que i(z)—j(z) = 0—0 = 0,
asi que i —j € I(V).

Sea i € I(V)y f € k[ry,...,x,], entonces para todo z € V tenemos que
f(z)i(z) = f(z) -0 = 0y de igual forma i(z)f(x) = 0- f(z) = 0, por lo que
if, fi € I(V). Con esto tenemos que (V) es un ideal de k[z1, ..., z,). O

Algo importante que notar es que si tenemos un ideal I = (5), S C k[z1, ..., z,],
entonces [ C I(V(5)). Es decir que el ideal generado por un conjunto esta contenido
en el ideal de la variedad de ese conjunto, sin embargo, el ideal de una variedad nos

permite determinar la variedad de manera tinica por medio de la siguiente manera:
1. VCWsiysolosi I(V) D I(W).
2. V=Wsiysolosi I(V)=I(W).

Otro resultado importante es el hecho que cualquier ideal de una variedad (V)
es un ideal radical, es decir, I(V) = /I(V).

1.41 Definicién. Un campo k se dice que es algebraicamente cerrado si cada poli-

nomio con coeficientes en k tiene sus raices en k.
Por ejemplo, el campo de los ntimero complejos, C, es algebraicamente cerrado.

1.42 Teorema (Nullstellensatz de Hilbert). Sea I un ideal de klxy,...,x,], donde
k es algebraicamente cerrado. Entonces I(V (1)) = /1.

Demostracion. Ver |5, p. 10]. O
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2. BASES DE GROBNER

2.1. Ordenes monomiales y bases de Grobner

Si consideramos el anillo de polinomios k[x] = k[z1,...,x,] de un campo £k,

diremos que un monomio es un elemento de la forma

=o'

an
n ?

donde a = (ay,...,a,) € Z%, y sea Mon C k[z] el conjunto de monomios.

2.1 Definiciéon (Orden Monomial). Un orden monomial < en Mon es aquel tal que

para ¢, 2%, ¢ € Mon tenemos que

1. 2% < 2%

2. 2% < 2° y 2° < 2* implica que 7% = 2%
3. 2% < 2° y 2 < ¢ implica que 2% < 2%

4. 2% < 2 o0 2¥ < 2* para todo 2%, 2® € Mon;
5. 1 < x® para todos 1 # z® € Mon;

6. si 2% 2® € Mon y 2% < 2® entonces z%2¢ < xPx° para todo ¢ € Mon.

La siguiente propiedad es de mucha importancia cuando hablamos sobre un

orden monomial.

2.2 Proposicion. Sea < un orden monomial. Para cada x* € Mon tenemos que

cada secuencia de la forma z¢ > ™ > x® > --- eventualmente termina.

Demostracion. Supongamos que existe ¢ € Mon tal que existe una cadena infinita
la forma z* > ™ > z% > -... Notemos que existe una cantidad finita de monomios
tales que z% > x™ > x% > ... > x% > 1, sin embargo, la cadena es infinita asi que

debe existir 2° € Mon tal que 1 > 2°, lo cual es una contradiccion. O
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Los siguientes son algunos ejemplos de ordenes monomiales.

e Bl orden lezicogrifico, <jes, esta definido como 2% <., x° si y solo si a;—b; <0

para j = min{i | a; — b; # 0}.

o El orden lexicogrdfico graduado, <gegies, se define como 2 <gegiex 2% si y solo

si
1. Z?:l a; < Z?:l bi, (0}
2. > iai= 7 biya;—b; <0 para j =min{i|a; —b; # 0}.

e Bl orden lexicogrifico reverso, < eyies, se define como % <,eyiee 2° si y solo si

aj —b; <0 para j = max{j | a; — b; # 0}.

e El orden lexicogrdfico reverso graduado, <gegrevies, 10 definimos como 2% <gegreviea

2’ si y solo si

1. Z?:l a; < Z?:l bi, (e}
2. Y a; =" biya;—0b; <0 para j = mix{i | a; — b; # 0}.

2.3 Ejemplo. Consideremos los monomios 4°, x2% zyz, vy, yz,2 € k[x,y,z2] con

x >y > z. Aplicando los ordenes monomiales anteriores tenemos
o Lex: z <yz <yd < az? <ay < ayz.
o Deglex: z < yz < ay < y® < x2° < xy2.
o Revlex: 2y < 3 < 2 < yz < zyz < 222
e Degrevlex: oy < z < yz < 3° < xyz < x2%
La siguiente definiciéon nos brindara terminologia de importancia.

2.4 Definicioén. Sea < un orden monomial y f = > " c;z® € k[z], donde cada

¢; € k. Entonces la forma inicial de f bajo < se define como in.(f) := ¢;a% con

En la forma inicial in.(f) = ¢;2%, ¢; se denomina como coeficiente principal

x% = max {z%

y % se conoce como monomio principal.

2.5 Ejemplo. Consideremos el polinomio f = x? + zy + 3> € k[z, y|, entonces

in<lem(f) - x2’

in<revleac (f) y2'
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2.6 Definicion. Sea I C k[z] un ideal. Entonces definimos su ideal inicial, con

respecto a <, como

inc () := (in<(f) | f €1, [ #0).

Es decir que el ideal inicial es el ideal generado por todas las formas iniciales de
los polinomios de un ideal. A continuacién veremos algunas propiedades importantes

sobre formas iniciales.

2.7 Proposicién. Sean z¢,2° € Mon y f, g € klx]. Entonces

b b

1. st x® divide a x°, entonces x* < x°;

2. inc(2f) = 2%in(f);
3. inc(fg) =1in(f)in(g);

4. in.(f +g) < max_{in.(f),inc(g9)}, donde la igualdad se alcanza cuando

in.(f) # in<(g)-

La demostracion de las primeras tres propiedades es directa. Sin embargo, la
forma inicial de la suma solo nos da una cota superior debido a que si in.(f) +
in_(g) = 0 la forma inicial de f + g sera menor.

Si tenemos un orden monomial < y un ideal I, los monomios z* ¢ in.(I) se

conocen como monomios estandar. Y el conjunto
B. :={z% € k[z]/I | 2* ¢ inc(I)}

se llama una base de monomios estandar.

2.8 Proposicion. B. es una k-base (visto como espacio vectorial) de k[z|/I y de

klx]/in.(I) para cada ideal I y cada orden monomial <.

La siguiente definicion y, en general, el estudio de bases de Grobner nos permite
resolver problemas sobre ideales de polinomios de manera algoritmica. Algunos de
estos problemas son: conocer si cada ideal del anillo de polinomios es finitamente
generado; encontrar las soluciones en comun de un sistema de polinomios; entre

varios mas.

2.9 Definicion (Base de Grobner). Sea I C k[x] un ideal y < un orden monomial.
Un conjunto finito {gi, ..., gs} de elementos en I se llama base de Grébner de I con

respecto a < si

in<(]) = (in<(gl)7 s 7in<<gs))'
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2.10 Ejemplo. Consideremos el ideal I = (z* — y,x® — 2) en k|z,y, z]. El conjunto

G ={y>— 2% —y* + 22,2y — 2,22 — y} es una base de Grébner de I bajo <.

2.11 Ejemplo. Si tomamos el ideal I = (xy® — 2%, 2%y*> — y) en k[z, y]. Tomando
<deglez tenemos que G = {xy — y*, —2? + zy®, —x* + y?, —y + 23y*} es una base de
Grobner de 1.

2.12 Lema. Sea J un ideal generado por los monomios {x® ... x™}, entonces un

b

monomio x° € J si y solo si existe un monomio ¢ tal que x° = x°x%, para algin

1 <0<t

Demostracion. Si suponemos que existe ¢ tal que z°

= x°xf, para algin 1 <7 <¢,
claramente x? € J por definicién de ideal.

Supongamos ahora que z° € J, entonces

t t
ab = g Jix® = E (E Cz’JZEd”) " = E Cig ™Iz,
i=1 i=1 \ j i\j
Luego de operar términos del mismo multigrado, tenemos que el lado derecho es

divisible dentro de algn 2%, por lo que existe z¢ tal que 2 = x°x%. n

2.13 Teorema. Sea I un ideal en klx] y G = {q1,...,9s} una base de Grébner de

I con respecto al orden monomial <. Entonces G genera al ideal 1.

Demostracion. Sea f € I, f # 0. Entonces in_(f) € in.(I) = (in<(g1), - - - ,in<(gs))-
Por el Lema 2.12 existe g;, € G tal que in.(g;,) divide a in(f), y sea 2% € Mon
tal que in.(f) = cx™in.(g;,) para algin c € k.
Definamos

ho=f — c;olcoacaogio el

donde ¢y, ¢;, son los coeficientes principales de f, g;, respectivamente. Con la Pro-
posicion 2.7 tenemos que inc(hg) < inc(f). Si hy = 0 tenemos que f € (g1,...,gs)-
Si hg # 0 realizamos el mismo procedimiento con kg en lugar de f.

Con eso tenemos que

hi=f— cl-_llclmalgil — cl._olcozvaogio
donde g¢;, € G tal que in(g;,) divide a in.(hg). Ademas ¢;,, ¢; son los coeficientes
principales de g;,, ho respectivamente. Como antes, tenemos que in(hy) < in(hy).

Si hy = 0 tenemos que f € (g1,...,9s). Si hy # 0 continuamos el procedimiento.
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Por la Proposiciéon 2.2 sabemos que el procedimiento eventualmente termina, y ob-

tenemos una expresion de la forma
N
f= cle,x%g;
- iqg 4 glq'
q=0

Por lo que f € (g1,...,9s) O

Este teorema nos asegura que cada ideal I del anillo de polinomios k[x] tiene

una base de Grobner, y como resultado inmediato tenemos el siguiente corolario.

2.14 Corolario (Teorema de la Base de Hilbert). Cada ideal del anillo de polinomios

tiene un conjunto de generadores finito.

Este teorema recibe su nombre gracias al matemético David Hilbert,! quien hizo
una primera demostracion en el ano 1888. Sin embargo esta demostracion fue del
tipo no constructiva, lo que provocé muchas criticas en ese entonces. Mas adelante,
con el desarrollo de las bases de Grobner, se logré una demostracion constructiva

del teorema.
Existen varios tipos de bases de Grobner, entonces una base de Grébner G =

{g1,...,9s} se conoce como:
e Reducida si satisface que

1. el coeficiente principal de g; es 1 para 1 <i < s,y

2. si i # j, ningtin monomio de g; es divisible por in.(g;).
e Minimal si ningin monomio en el conjunto {in.(g) | g € G} es redundante.

e Universal si es una base de Grobner para cada orden monomial < simultanea-

mente.

Utilizamos la notacion G,.q(/; <) para denotar la base de Grobner reducida de

I con respecto a <.

2.15 Teorema. Para cada ideal I y cada orden monomial <, existe una unica base
de Grobner reducida Greq(1;<).

!David Hilbert (1862-1943), uno de los mateméticos mas influyentes de finales del siglo XIX
y principios del XX.
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Demostracion. Para la existencia, sea I un ideal no nulo de k[x] y {uq,...,us} un
sistema minimal de monomios generadores de in.(I). Entonces, para cada i # j,
el monomio u; no es divisible por u;. Para cada 1 < ¢ < s, tomemos un polinomio
g; € I tal que in-(g;) = u;.

Sea g1 = foga+- -+ fsgs+ h1 sea una expresion de g; con respecto a ¢gs, . . ., gs,
donde h; es un residuo. De esto tenemos que in.(g;) debe coincidir con alguno
de los monomios in(fags), .. .,in<(fsgs),in<(hy). Como u; = in-(g;) no puede ser
dividido por los monomios in.(gs), . ..,in<(gs), tenemos que in.(g;) = in.(hy). Por
tanto {h1,ge,...,gs} es una base de Grébner de I. Como hy es residuo de g; con
respecto a g, . . ., gs, entonces cada monomio de h; no es divisible entre los monomios
in<(gz), ..., in<(gs)-

De manera similar, si hs es un residuo de g, con respecto a hy,gs,...,gs, en-
tonces tenemos que in. (hy) = in-(g2) y cada monomio de de hy no es divisible por
inc(hy),inc(g3),...,in-(gs). En particular, {hy, hs, g3, ..., gs} es una base de Grob-
ner de I. Como in.(hy) = in.(g2), cada monomio de hy no es divisible entre los
monomios inc(hy),in(gs),...,in<(gs).

Continuando este proceso nos da los polinomios hs,...,hs y obtenemos una
base de Grobner {hy, ..., hs} de I. Dividiendo cada h; por el coeficiente de in. (h;)
para todo i, obtenemos una base de Grébner reducida de 1.

Para la unicidad, sean {g1,...,9s} vy {h1, ..., h:} bases de Grobner reducidas de
I. Como {in(¢1),...,in<(gs)} v {inc(h1),...,in-(h¢)} son sistemas de monomios
minimales que general al ideal inicial in.(I) de I, podemos asumir que s = t y
que in.(g;) = inc(h;) para todo i. Si g; # h;, entonces 0 # ¢; — h; € I y que
in.(g;—h;) < in(g;). En particular in.(g;) no divide a in<(g; —h;). Como in.(g; — h;)
debe ser un monomio de g; o h;, tenemos que in(g; —h;) no es divisible entre in-(g;)

con i # j. Por tanto in.(g; — h;) ¢ in-(I). Esto contradice que g; — h; € I. O

2.16 Corolario. Sean I,J ideales de k[x]. Entonces I = J si y solo si Greq(I; <) =
Gred(J§ <).

Por tltimo veremos un resultado importante que nos permite generalizar el

Teorema 1.28,

2.17 Teorema (Algoritmo de la Division). Sea < un orden monomial en k|x].
Sean g1, ...,9s € k[x] polinomios no nulos. Entonces para cada polinomio no nulo

f € klz], existen polinomios fi,..., fs, [’ € k[z] con

f:flgl+"' >fsgs+f,>
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tal que se cumplen las siguientes condiciones:
1. si f" # 0, entonces para cada monomio z de f', x* ¢ (in.(g1),...,in<(gs));

2. st f; # 0 tenemos que in(f) > in<(figi)-

Llamaremos a la expresion f = fig1 + - + fsgs + [ forma estindar de f con

respecto a ¢i,...,gs, y diremos que f’ es el residuo de f con respecto a g1, ..., gs.
Si f/ =0, decimos que [ se reduce a cero con respecto a ¢gi, ..., gs.

Demostracion. Sea I = (in<(g1),...,in<(gs)). Si ninguno de los monomios z* de f
esta en [, entonces la expresion deseada seria f = f' con fy =--- = f, =0.

Ahora supongamos que algiin monomio z* de f estd en I y escribamos x®
para denotar al monomio méas grande con respecto a < de los monomios de f que

pertenecen a I. Digamos que in.(g;,) divide a 2% y 2% = 2% /in_(f;,). Escribimos

_ 1 —1_bg
f_COCiU T gio+h17

donde ¢ es el coeficiente de % en f y ¢;, es el coeficiente de in(g;,) en g;,. Tenemos

que
inc (xbogio) =" inc (gio) = 2" < inc (f)

Si hy = 0 o, si hy # 0 pero ninguno de sus monomios esta en I, entonces f =

c@cjolajbo Ji, + h1 es una expresion estandar de f con respecto a ¢q,...,9s y hy es el

residuo de f.

Si un monomio de h; pertenece a I, y digamos que x® es el mas grande de
ellos, entonces £ > z%'. Notemos que ningiin monomio de h; que pertenezca a [
puede ser mas grande que x® y £ no es monomio de hj;.

Digamos que in(g;,) divide a 2% y que 2% = 2% /in_(g;,). Entonces tenemos

_ ! -1 bo /7 —1 b1
f= CoCiy T Gip + €16, T Giy + ha,

donde ¢} es el coeficiente de 2% en hy y ¢;, es el coeficiente de in-(g;,) en g;,. Y se
tiene que

inc (2" gi,) < inc(2"g;,) < inc(f).

Continuando el proceso nos da una sucesion de la forma
x>z > > ...
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que por la Proposicion 2.2 sabemos que el proceso termina luego de una cantidad
finita de pasos. Supongamos que fueron N pasos, entonces obtenemos una expresion

de la forma
N—1

_ / —1_b

f= CqCip T Giy + I,
q=0

donde hy = 0 o, en caso de que hy # 0, ninguno de sus monomios pertenecen a I.

Ademas también tenemos que

i11<(1’bqgiq) <o <inc(z%g;,) < inc(f).

Por lo que hemos encontrado una expresion f = >, f;g; + f’ que satisface las

condiciones deseadas. O

2.18 Nota. Debemos de notar que el residuo, en este caso, no es tnico asi como lo

era en el caso de una variable.

2.19 Ejemplo. Sea <., el orden lexicografico en k[z,y, z], inducido por z > y > z.

2

Sea gy =122 —2,gpo=ay—1y f =232 — 2> — 1. Entonces tenemos que

f=@—y—-Da+zz—yz—2—-1,

y también

f=@-1Dg —xzgp+2z—2—2—1.

2.20 Lema. Si G = {g1,...,9s} es una base de Grobner de I = (¢1,...,9s), enton-

ces para cada polinomio no nulo [ € klz], existe un residuo unico de f con respecto

agiy...,0s-

Demostracion. Supongamos que existen residuos f’y f” de f conrespectoa g, ..., s,
con " # f”. Como 0 # f' — f" € I, el monomio w = in_(f" — f”) € in.(I). Sin
embargo, como w debe ser un monomio de f’ o de f”, tenemos que ninguno de los
monomios in<(g), .. .,in<(gs) divide a w. Por tanto in.(I) # (in<(g1), ..., in<(gs)),

lo cual es una contradiccion. O

2.21 Corolario. Si G = {g1,...,9s} es una base de Grobner de I = (g1,...,9s),
entonces un polinomio no nulo f € kx| pertenece a I si y solo si el residuo de f

respecto de gy, ...,gs es cero.
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2.2. Ordenes monomiales y vectores de peso

Hemos visto la forma inicial de un polinomio a partir de un orden monomial,
sin embargo, también podemos definir las formas iniciales a partir de un vector de

peso.

2.22 Definicion. Sea w € R"™ un vector de pesoy f = > 7" ¢;x% € k[z]. Definimos

la forma inicial de f con respecto a w como
inw(f) = chxaj7
J

donde j son todos los indices que cumplen con max{w - a;}, para ¢ = 1,...,m. El

valor w - a € R se llama w-peso de x®.

Anteriormente, cuando hablabamos de ordenes monomiales, la forma inicial de
un polinomio era un monomio; sin embargo, en el caso de vectores de peso, la forma
inicial de un polinomio no es un monomio necesariamente, puede ser otro polinomio.

De manera similar, también tenemos el ideal inicial dado un vector de peso.

2.23 Definicion. Para un ideal I C k[z] el ideal inicial de I con respecto a w es

ina (1) = (inu(f) |0 # f € 1),

Similarmente a los ordenes monomiales, tenemos in, (f-g) = in,(f)-in,(g) para
cualesquiera f, g € k[z] y todo w € R", es decir que la forma inicial del producto de
polinomios es igual al producto de formas iniciales de esos polinomios.

Algo importante que notar es que el ideal inicial con respecto a un vector de
peso no necesariamente es un ideal monomial, es decir, no necesariamente es un

ideal generado por monomios.

2.24 Ejemplo. Si tenemos el polinomio x; — x3, su forma inicial con respecto al

vector de peso w = (2,1) es inpq)(z1 — 23) = 21 — 3.

Dado un orden monomial < cualquiera, y para todo vector de peso w =

(wy,...,w,) € RZ,, podemos definir otro orden monomial <, como 2% <, z° si

y solo si
° Z?:l wi(ai — bl) < 0, o
o > wila;—b;) =0y a* <zl
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2.25 Teorema. Para cada ideal I C k[x] tenemos que in.(in,(I)) = in. (I).

Demostracion. Veamos que para cada f € k[z] tenemos que inc (in,, (f)) = in<, (f).
Esto implica que in.(in, (7)) y in., () contienen los mismos monomios, y por lo

tanto son iguales. O
El teorema anterior implica los siguiente corolarios.

2.26 Corolario. Si w € RY, y G una base de Grobner del ideal I con respecto a
<w, entonces {in,(g) | ¢ € G} es una base de Grébner para in,(I) con respecto a
<.

2.27 Corolario. Si w € R% y in,(I) es un ideal monomial, entonces in,(I) =
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3. GEOMETRIA POLIEDRAL

Un hiperplano en R" es el conjunto de puntos x = (z1,...,x,) tales que cum-
plena-z =ayx; + -+ a,x, =0, para a € R" y b € R fijo. Entonces diremos que

un semiespacio cerrado son todos los puntos y = (y1,...,y,) € R" tal que
cry=ayr+--+calYn <0,

donde ¢ € R™ y b es el mismo del hiperplano. Hay que notar que si cambiamos
el lado de la desigualdad obtenemos otro semiespacio cerrado, y la interseccion de

estos dos semiespacios cerrados es el hiperplano.

3.1 Definicion. Un poliedro es la interseccién finita de semiespacios cerrados en
R™. Entonces un poliedro puede ser descrito como P = {x € R" | Az < b}, donde
AeR™" ybheR™ SiP es acotado lo llamaremos politopo.

3.2 Ejemplo. Un ejemplo simple es el del cubo, que estd dado por

;

1 0 0 -1
0 1 0 —1
0 0 1 -1
C={rck’| > ;
- 0 O -1
0 -1 0 -1
\ 0 0 -1 -1/
y podemos verlo en la figura 3.1.
3.3 Ejemplo. El octahedro esté definido como
)
2 -2 =2 -3
2 2 =2 -3
2 2 2 -3
2 =2 2 -3
O={rcR®| r > ;
-2 -2 2 -3
-2 =2 =2 -3
-2 2 =2 -3
\ -2 2 2 -3
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Figura 3.1. Cubo. Fuente: elaboracion propia utilizando SageMath.

y se muestra en la figura 3.2.

Figura 3.2. Octaedro. Fuente: elaboracion propia utilizando SageMath.

Si en dado caso tenemos que b = 0, entonces existen vectores uy, ..., u,, € R"

tales que
P =pos(u, ..., uy) = { us + -+ At | A1, Am € Roo )

en este caso llamaremos a P cono (poliedral).
Ademas, cada politopo @) puede ser escrito como la envolvente convera de un

conjunto finito de puntos, como:

Q = conv(vy, ..., Up) = {Z)‘ivi | N €ERsoy Z)‘i = 1},
i=1 i=1

24



en particular, un politopo puede ser escrito como la envolvente convexa de sus
vértices.

Sea P C R™ un poliedro y w € R", entonces definimos
face,(P) :={u € P |w-u > w-v para todo v € P}.

Cada subconjunto de P que tiene esta forma lo llamaremos una cara de P. Notemos
que faceg(P) = P, por lo que el poliedro es una cara de si mismo. Una identidad

importante sobre las caras de un poliedro es que
face, (face, (P)) = face,yew (P),

para algun € > 0 lo suficientemente pequeno.
La dimension de una cara de P es la dimensién del espacio afin que genera.
La codimension de una cara F' de P se define como codimp(F') := dim P — dim F,

y una cara de codimension 1 se llama faceta.

3.4 Ejemplo. Tanto el cubo del Ejemplo 3.2 y el octaedro del Ejemplo 3.3 cuentan

con 27 caras en total.
e El poliedro: 1 cara;
e cada lado: 8 caras;
e cada arista: 12 caras;
e cada vértice: 6 caras;
para un total de 27 caras.

3.5 Definiciéon. Para dos poliedros P, P, C R" definimos su suma de Minkowsk:

cOomo

Pr+ Py = {p1+p2| p1 € Pr,p2 € Po}.
3.6 Teorema. Sean P, P, CR" y w € R", entonces tenemos que
face, (P + Py) = face, (Py) + face, (FPs).

Ademds, si v es un vértice de P, + P», entonces existen vértices unicos p1 € P y

p2 € Py tales que v = p1 + ps.
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Demostracion. Sea x € face,, (P, + P,), entonces © = z1 +x9 con 1 € Py y x5 € Ps.
Ademas tenemos que z - w > p-w para todo p € P; + P,, por lo que p = p; + ps con
p1 € Py ps € Py, entonces

T-w>p-w
(w1 +22) - w > (pr+p2)-w
T W+ Ty WP W+ py-w

(x1 —p1) - w+ (22 — p2) - w > 0,

de esto podemos ver, geométricamente, que (1 —py)-w >0y (xg —ps) - w >0,y
por tanto tenemos que 7 - w > py - w y Ty - w > py - w. Entonces xq € face, (P) y
x9 € face,(P2), por lo que x € face,(Py) + face,(Ps).

Por otro lado, sea = € face, (P, )+ face, (P2), entonces tenemos que & = x; + 22,
donde z; € face,(P;) y xo € face,(Ps). Con esto tenemos que x; - w > p; - w, para
todo p1 € P,y x9-w > py - w, para todo ps € P,. De estas desigualdades tenemos

que

T1-W+To-W2>P1-wW+py-w
(x1 4+ x2) - w > (p1 +p2) - w

Tew=>p-w,

donde p € P, + P,. Por lo tanto z € face, (P, + P,).

Por ultimo, sea w € R™ tal que face, (P, + P,) es el vértice v. Por lo anterior
sabemos que face, (P + P,) = face,(P;) + face, (P,), es decir que existen vértices
tales que v = p; + po. Mostraremos que estos vértices son tnicos. Supongamos que
tenemos py, py € P1y po, phy € P vértices, tales que v = p; +py = p| +pl,. Para algin
w € R™ tenemos que p; - w > p - w, para todo p € P;; en particular tenemos que
p1-w > py-w. De forma similar tenemos que p] - w > p; - w, entonces p; - w = pj - w

y de forma analoga ps - w = pj - w. Por lo tanto p; = p}| vy pa = ph. O]
3.7 Ejemplo. Consideremos los politopos
P, = conv((0,0),(0,1)) y P, =conv((0,0),(1,0)).

Su suma de Minkowski es el cuadrado P, + P, = @ = conv((0,0), (0,1), (1,0), (1,1)),

asi como lo podemos observar en la Figura 3.3.
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(a) P1 (b) PQ (C) P1 + P2 = Q

Figura 3.3. Politopos P;, P» y Q. Fuente: elaboraciéon propia utilizando SageMath.

3.8 Ejemplo. Consideremos el cubo, C, del Ejemplo 3.2 y el octaedro, O, del

Ejemplo 3.3. Su suma de Minkowski la podemos observar en la Figura 3.4.

Figura 3.4. Suma de Minkowski del cubo y octaedro. Fuente: elaboracion propia utilizando
SageMath.

3.9 Definiciéon. Un complejo poliédrico A es una coleccion finita de poliedra en R™

tal que
1. si P € Ay F es una cara de P, entonces F' € A;
2. si P, P, € A, entonces P, N P, es una cara de P, y de Ps.

El soporte A es |A] :=Jpea P- Sicada P € A es un cono, A se llama un abanico.

Si un abanico A cumple que |A| = R" se llama completo.
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Algo importante que notar es que podemos asociar un abanico a un poliedro
tal que si P C R™ es un poliedro y F' es una cara de P, el cono normal de F' en P
es:
Np(F) :={w € R" | face,(P) = F}.

Si tenemos que F'y F’ son dos caras del poliedro P, entonces F’ es una cara de
F siy solo si Np(F) es una cara de Np(F”). La coleccion de conos normales Np(F),
donde F' varia sobre las caras de P, es un abanico que llamamos abanico normal de

P y lo denotamos como N (P).

3.10 Ejemplo. Si consideramos el cuadrado @ = conv((0,0),(0,1),(1,0),(1,1)) y
la cara F' = conv((0,0),(1,0)), tenemos que el cono normal de F en Q es No(F) =
pos((0, —1)). Graficamente podemos ver el abanico normal del cuadrado @ en la

Figura 3.5.

[ ay

 §

o

3

Uz

Figura 3.5. Abanico normal de ). Fuente: elaboracion propia utilizando SageMath.

3.11 Ejemplo. Consideremos el cubo del Ejemplo 3.2 tenemos que su abanico

normal se muestra en la Figura 3.6.

3.12 Definicion. Dos politopos Q y Q' se dice que son fuertemente isomorfos si

N(Q) = N(@Q).

Recordemos que un monomio es un elemento del anillo de polinomios k[z],
donde k es un campo, de la forma

an

a __ a1 — n
ot =z} -apt cona = (ay,...,a,) € Z5.
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Figura 3.6. Abanico normal del cubo. Fuente: elaboracién propia utilizando SageMath.

Para cada polinomio f = ", ¢;z% € k[z] podemos asociarle su politopo de Newton

de la siguiente manera
New(f) :=conv(a; |i=1,...,m).

3.13 Lema. Para cada w € R™ y cada f € k[x] tenemos que

face,, (New(f)) = New(in,(f)).

Demostracion. Mostraremos que face, (New(f)) y New(in,(f)) tienen los mismos
vértices. Sea a;, con j fijo, un vértice de face, (New(f)), entonces a;-w > x-w para
todo € New(f). En particular tenemos que a; - w > a; - w para todo i # j, por lo
que a; es la potencia de algin monomio de in,(f) y por tanto a; es un vértice de
New (in, (f)). O

3.14 Teorema. Para cada f, g € k[z| tenemos que New(f - g) = New(f)+ New(g).

Demostracion. Para mostrar la igualdad de los politopos, solo es necesario mostrar
que sus vértices son iguales. Notemos que el teorema es cierto para monomios f = z¢
b +b

y g = 2’ ya que z¢ - 2° = 2977,

En caso de que f y g no sean monomios, tenemos que para todo w € R", tal
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que face,(New(f - g)) v face, (New(f) + New(g)) sean vértices, se cumple que

face, (New(f - g)) = New(in,(f - 9))
f) - inw(g))
= New(in, (f)) + New(in,(g))
= face,, (New(f)) + face, (New(g))
(New(f) + New(g)),

(
= New (in,(
(

= face,,

donde la primer igualdad es por el Lema 3.13; la segunda es una propiedad de las
formas iniciales; la tercera debido a que son monomios; la cuarta por el Lema 3.13;
y la quinta por el Teorema 3.6. Con esto se concluimos que ambos politopos tienen

los mismos vértices y, por tanto, son iguales. O
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4. ABANICOS DE GROBNER

Antes estudiamos el politopo de Newton y algunas propiedades de éste, sin
embargo, nuestro objetivo es generalizarlo de polinomios a ideales. Para eso necesi-

taremos algunas definiciones y teoremas previos.

4.1 Definicion. Sea I C k[z] un ideal. Diremos que dos vectores de peso v, w € R”

son equivalentes, con respecto a I, si in, (/) = in,(1).

Al conjunto Cw] := {v € R" | in,(I) = in, (), un ideal}, para algin w € R",

lo llamaremos la clase de equivalencia de w.

4.2 Proposicion. Para cada w € R™, su clase de equivalencia Clw] es un cono

convezo poliédrico relativamente abierto en R™.

Demostracion. Sea < un orden monomial y <,, el orden inducido por < y w. Sea G

la base reducida de Grobner de I con respecto a <,,. Queremos mostrar que
Clw] = {w" € R" | iny(g) = in,(g) para todo g € G}. (4.1)

Esta expresion implica que Cw] se representa como la interseccion de hiperplanos y
semiespacios abiertos. Para ver esto notemos que el lado derecho por las igualdades
w' -a=w by las desigualdades w’ - a > w' - ¢, donde z® y x° recorren los términos
de in,(g) y ¢ recorre los términos de g que no son parte de in,(g).

Primero supongamos que w’ yace en el lado derecho de la ecuacion 4.1, entonces
in,(I) = (iny(9) | g € G) Ciny (). Si esta contencion fuera propia, entonces por

el Teorema 2.25 tenemos que
in, (1) =inc(in, (1)) C in(ing (1)) = inc, (1).

Pero, por la Proposicién 2.8, sabemos que no puede haber una contenciéon propia de
dos ideales iniciales de I, por lo que in,, (1) = in,(I).

Por otro lado, supongamos que w’ € C[w]. Por el Corolario 2.21, el conjunto
in,(G) = {in,(g9) | ¢ € G} es la base de Grébner reducida de in,, (1) = in, (1)
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con respecto a <. Fijemos g € GG, entonces in,/(g) se reduce a cero con respecto de
in, (G) y el orden monomial <. Esto implica que el monomio m := in. (g) debe
aparecer en in,, (g), ya que los demés monomios de g no estéan en in., = in.(in,(1)).
Escribimos in,(g) = m + h y ing(g) = m + k' donde h y h’ son combinaciones
lineales de monomios estandar. Luego del primer paso de la reducciéon a cero anterior
obtenemos un polinomio A’ — h, que yace en in, (). Sin embargo, ninguno de los
términos de A’ —h aparece en in. (/) = in. (in,(/)). Por tanto, b’ —h es el polinomio

cero, y concluimos que in,,(g) = in,(g). O

La ecuacion 4.1 puede ser reformulada en términos de conos normales de poli-

topos de Newton de una base de Grébner reducida G como
Clw] = Ng(face,(Q))

donde

4.3 Definicion. Sea Clw] la cerradura del cono Clw] en R™. Definimos el abanico

de Grobner GF(I) como el conjunto de conos cerrados Cw], para todo w € R".

4.4 Definicion. Si existe un politopo P tal que GF(I) = N (P), P se llama politopo

de estado.

4.5 Proposicion. El abanico de Grobner GF(I) es un abanico.

Demostracion. Sea w' € Cw]. Entonces in, (/) es un ideal inicial de in,(I), y por
tanto existe un orden monomial < tal que in.,(I) = inc ,(I). Sea G la base de
gec New(g). Como G es

la base de Grobner reducida con respecto a <, también, Clw] y Clw'] son conos

Grobner reducida de I con respecto a <, y sea @ = Y

normales del mismo politopo
Clw] = Ng(face,(Q)) y Cluw'] = Ng(face, (Q)).

Nuestra hipotesis implica que el politopo face,, (@) es una cara del politopo face, (Q),
y por tanto, m es una cara de m

Ahora debemos mostrar que GF(I) cumple los dos axiomas de un complejo
poliédrico, en la Definicion 3.9. Para verificar el primer axioma, sea F' una cara de
m. Si w’ esta en el interior relativo de F', entonces tenemos que F' = Clw'] es

una cara de Clw]. Para verificar el segundo axioma, sean w,w’ € R"™ y consideremos
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P := Clw] N Clw']. Sabemos que para cada w” € P, C[w"] es una cara de Clw| y

de Cfw']. Por tanto P es una unién finita de caras en comtn. Pero una unién sin

redundancia de caras de C'[w] solo puede ser convexa si es un conjunto unitario. Por

tanto concluimos que P es una cara de Clw| y de Clw’]. O

Definiremos el grado de un monomio z € k[z] como deg(z®) = >_" | a;, y con
I; definimos al subespacio vectorial de polinomios homogéneos®' de grado d en el
ideal I. Entonces, para algin ideal monomial J definimos ) .J; como la suma de

todos los vectores a € Z%, tal que z es de grado d y x € J.

4.6 Ejemplo. Consideremos el ideal J = (z,y?), entonces J; es el conjunto de

polinomios homogéneos de grado 4. Notemos que J; tiene como base al conjunto
{z4, 2%y? y*}. Entonces > Jy = (4,0) + (2,2) + (0,4) = (6,6).

4.7 Definicion. Sea [ un ideal y i/ una base de Grébner universal minimal de 1.

Definimos
Stateq(l) := conv {Z inc(I)g |< cualquier orden monomial} :

Sea D = max{deg(g) | g € U}. Definimos
D
State(I) := » _ Stateq(I) = State(I) + - - + Statep(I).
d=1

4.8 Ejemplo. Sea I = (9) v g = zy* + 2%y + 3>. En este caso solo tenemos tres

ordenes monomiales de interés:

in., (9) = zy*,inc, (g9) = 2%y, in.,(g) = y°.

En particular, {g} es una base de Groébner universal minimal de I y notemos que

D = 3. Tenemos que Zin<1(g) = (1a2)a Zin<2(g) = (2a1) y Zin<3<g) = (073>
Entonces

Stateg(I) = conv{(1,2),(2,1),(0,3)}.

Notemos que State;(I) = @ para i < 3. En este caso especial tenemos que State(/) =
States(I) = New(g).

Por el Lema 3.13, sabemos que para un polinomio f € k[z] y w € R™ tenemos

que face, (New(f)) = New(in,(f)). El siguiente lema nos generaliza este resultado.

1Un polinomio homogéneo es tal que todos sos monomios tienen el mismo grado.
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4.9 Lema. Para cada w € R" tenemos que face, (Statey(I)) = Statey(in, (1)).

Demostracion. Primero probaremos el caso en el que w € R™ tal que in, (/) es
un ideal monomial y face,(-) selecciona un vértice del politopo de estado. Sean
x® ..., x% todos los monomios de grado d, y sea r := dim(/;) < m. Sea < algin
orden monomial tal que in, (/) = in. (7). Podemos suponer que x™,... z% son
precisamente los monomios en in. (/). Ya que los monomios estandar forman una

base modulo /1, existen polinomios

m
x" — E cjr™ €1y para 1=1,...,m
Jj=r+1

En cada una de estas r ecuaciones tenemos que el primer término es el mas grande
con respecto a w respectivamente, es decir, w - a; > w - a; siempre que c¢;; # 0.
Observemos que Stateq(in,(/)) = {a1 +--- + a,} ya que in, (/) es monomial.

El vértice face, (Stateq(I)) es igual a ) in/(I)4 para algin orden monomial
<’. Sean 2’1, ...,z los monomios en in_/(I)y. Supongamos que el lema 4.9 es falso.
Por definicion de face,(-) tenemos que w- (aj, +---+a;,) > w- (a1 +---+a,). Por el
lema de cambio de base de Steinitz aplicado al espacio vectorial (k[z]/I)4, podemos
pasar de la suma a; + --- + a, a la suma a;, + --- + a;, con los cambios a; — a;
con ¢;; # 0. Pero hemos visto que cada uno de estos reemplazos decrece el valor del
funcional lineal w. Esto es una contradiccion. Hemos mostrado que el lema 4.9 es
verdadero para casi todos los w € R"™.

Para demostrar el Lema 4.9 en general, mostraremos que ambos politopos
tienen los mismos vértices. Sea w’ € R™ como en la parte anterior. Entonces, para

e > 0 lo suficientemente pequeno,

face, (face, (Stateq(1))) = face, e (Stateq(1))
= Stateq(inytew (1))
= Stateg(in, (in,(1)))

)
(1)))-

= face, (Statey(in,,
Por lo que ambos politopos tienen los mismo vértices. O

4.10 Corolario. Si < y <’ son ordenes monomiales distintos, entonces

in (I)g #ine(Dg <Y inc(Dag# Y ina()a
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Esto nos lleva al resultado mas importante del capitulo.

4.11 Teorema. Sea I un ideal homogéneo de k[x]. Eziste un politopo State(I) C R"

cuyo abanico normal N (State(I)) coincide con el abanico de Grobner GF(I).

Demostracion. Debemos motrar que GF(I) = N (State(/)). Notemos que, por la
Proposicion 4.5, GF(I) es un complejo poliédrico. Todas las caras de un comple-
jo poliédrico se determinan por sus caras maximales. Por lo tanto dos complejos
poliédricos coinciden si y solo si sus caras maximales coinciden. Por lo tanto so-
lo debemos mostrar que los conos maximales (abiertos) de gf(I) y N (State(I))
coinciden. De forma equivalente, debemos mostrar que in,(I) = in,/([) si y so-
lo si face,(State(l)) = face, (State(l)), para los vectores w,w’ € R™ tal que
in,(7),in,(7) son ideales monomiales.

Dos ideales homogéneos son iguale si y solo si son iguales para cada grado. El

nimero D es una cota universal para los grados de generadores minimales de I. Por

tanto
in, (I) = ing () <= in,(I)g = ing (I)g (4.2)
para todo d = 1,2..., D. También notemos que, por el Teorema 3.6, tenemos que
D
face,, (State(I)) = Z face,, (Stateq(1)), (4.3)
d=1

y de forma similar para w’. La direccion = es una consecuencia directa de las ecua-
ciones 4.2, 4.3 y el Lema 4.9. Para la direcciéon < supongamos que face,, (State(/)) =
face, (State(1)), los cuales son vértices por como elegimos w y w’, y podemos sus-
tituirlos por ordenes monomiales. Con esto < se vuelve consecuencia directa del

Corolario 4.10 y de la segunda parte del Teorema 3.6. O]

4.12 Proposicion. Sea f un polinomio homogéneo y I = (f) su ideal principal.

Entonces el politopo de Newton New(f) es un politopo de estado de 1.

4.13 Corolario. Sea U una base de Grobner universal de I, que también es una
base de Grébner reducida de I para cada orden monomial. Entonces deu New(g)

es un politopo de estado de I.
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5. VARIEDADES DE VERONESE

5.1. Espacio proyectivo y variedades proyectivas

Anteriormente hablamos sobre variedades afin y algunas propiedades de éstas.
A continuacion estudiaremos las variedades proyectivas; para esto debemos definir lo
que es el espacio proyectivo, el cual se puede considerar como una compactificacion

de un espacio afin.

5.1 Definiciéon. Sea k un campo cualquiera. El espacio proyectivo sobre k, denotado

como P"(k) o simplemente P, es el conjunto de lineas que pasan por el origen de
kit

Es decir, el espacio proyectivo lo vemos como el conjunto de clases de equiva-

lencias definido de la siguiente forma

n+1
pr_ B0}

donde ~ denota la relacién de equivalencia x ~ y, para x,y € k", si y solo si existe
A € k no cero tal que y = Ax. Entonces cada elemento P € P" se puede describir

como la clase de equivalencia
P=lzg:x: 2, ={(Axo, A\1,..., A1) | A € kb, N #£ 0},

donde cada elemento se conoce como coordenada homogénea de P.

La Definiciéon 1.35 nos indica que una variedad afin son las soluciones en comin
de un conjunto de polinomios, sin embargo, en el espacio proyectivo, un polinomio
f € klzo, ..., x,] no nos define una funcion debido a la no unicidad de las coordena-
das homogéneas. Podemos evitar este problema si nos centramos en cierto tipo de
polinomios.

Decimos que un polinomio es homogéneo si todos sus términos tienen el mismo

grado. Sea F' € k[zo, ..., x,] un polinomio homogéneo de grado d, entonces tenemos
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que

F(Axo, ..., \xn) = X F(zq,. .., x,).

Entonces P € P" es una soluciéon de un polinomio homogéneo F' € k[zo, ..., x,] si

para toda eleccion de coordenadas homogéneas de P tenemos que
F(P)=0.

5.2 Definicion. Sea S C k[xg,...,z,] un conjunto de polinomios homogéneos.

Entonces el conjunto
V(S)={P eP"| F(P) =0 para todo F € S}

es una variedad proyectiva definida por S.

De forma similar a las variedades afin, la unién y la interseccion de variedades
proyectivas es una variedad proyectiva; y el conjunto vacio y todo el espacio son
variedades proyectivas. Ademas, las variedades proyectivas en P" son los conjuntos
cerrados en la topologia de Zariski.

Sea S C k[zo, ..., x,] un conjunto de polinomios homogéneos, y sea I = (S) un
ideal homogéneo, entonces V(S) = V(I). Ademas definimos el ideal de una variedad

proyectiva como
I(V)=A{F € kl[zo,...,x,] | F(P) =0 para todo P € V'}.

Notemos que I(V') es un ideal homogéneo; también es facil probar que I(V') es un
ideal radical y que es finitamente generado. Ademés si F' € I(V), entonces cada
término de F esta en I(V).

5.3 Teorema. Sea I un ideal de k[xo, ..., x,]. SiV(I) # @, entonces [(V(I)) = /1.
Demostracion. Ver [5, p. 46]. O
Por tltimo discutiremos sobre mapeos entre variedades proyectivas.

5.4 Definicién. Sean V C P" y W C P™ variedades proyectivas, y consideremos el
mapeo

v:V—W.

Decimos que v es un mapeo de variedades proyectivas si: para cada p € V', existen

polinomios homogéneos vy, ..., v, € k[zg,...,z,] tal que para alguna vecindad
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abierta! no vacia U C V de p, el mapeo v|y : U — W concuerda con el mapeo

polinomial

U—PpPm

g [volq) = - vm(q)]

Algo importante, y que esté implicito en la definicién anterior, es el hecho que
cada polinomio v; debe tener el mismo grado; de lo contrario no describirian un
mapeo bien definido a P™. Es maés, los v; no deben desvanecerse simultaneamente
en la vecindad abierta U de p.

Como ejemplo consideremos el mapeo
v: Pl — P?
definido de la siguiente forma
[s: 8] — [s* @ st : 7).
Este mapeo estd bien definido, ya que si tomamos [s : t] € P!, tenemos que
[s:t] = [As : M] — [A2s% 1 A%st 2 N*t?] = [s* @ st : t7),

para cualquier constante A # 0. Por lo que el mapeo no depende de nuestra eleccion
de representante para los elementos de P*. Es més, al menos una de las coordenadas

s? o t? de la imagen no es cero.

5.2. Mapeo y variedad de Veronese

Los mapeos que veremos a continuaciéon son un ejemplo importante de mor-
fismos de variedades proyectivas. Esto es debido a que estos mapeos hacen una
inclusion de un espacio proyectivo P” en uno de mayor dimensién de una forma no

trivial.
5.5 Definicion. El mapeo de Veronese de grado d es el morfismo

Upd: P" — PV,

'Nos referimos a una vecindad abierta en el sentido topolégico, dada la topologia de Zariski.
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dado por
T

donde x”7 varia sobre los monomios de grado d de las variables g, ..., 2, y

n+d
N = — 1.
(")

Este es un morfismo bien definido puesto que los polinomios de la imagen tienen

el mismo grado y no todos se desvanecen simultaneamente en ningin punto de P™.
5.6 Proposicion. El mapeo de Veronese es una inclusion de variedades proyectivas.
Demostracion. Ver [19, p. 64]. O

5.7 Ejemplo. El mapeo de Veronese con n =1y d =2, donde N = (152) —1=2,

€S

V1o ]P)l — IEDQ

definido por

(20, 21] — [22, Toz1, 27
5.8 Ejemplo. El mapeo de Veronese conn=1,d=3y N =3 es
Vi3: ]P)l — P3

dado por

[0, 1] —> [:Eg,xgxl,xox%,xi’].

Las variedades proyectivas obtenidas a partir de estos mapeos se llaman varie-
dades de Veronese y las denotaremos como V,, 4. En general, la variedad de Veronese

se puede definir a partir de las ecuaciones
{212 — zkzp | 1, J,K, L € ZX5' 1+ J = K + L},

donde cada z; son las coordenadas homogéneas de la imagen del mapeo de Veronese.
Es decir que, en el Ejemplo 5.7 tenemos que la variedad de Veronese estd dada
por
Via(zz — 9?),

donde x = 22, y = zox1, 2 = 22
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De forma similar podemos ver la variedad de Veronese del ejemplo 5.8 es

Vis(zw —yz, vt — xz, wy — 22),

donde x =z}, y = 2211, 2 = a3, w = 73,

5.3. Abanicos de Grobner de variedades de Verone-

se

En esta ultima seccién nos apoyaremos del software Macaulay2 (M2) [6] pa-
ra calcular los abanicos de Grobner de algunas variedades de Veronese, es decir,
tomaremos los polinomios que generan dichas variedades y estudiaremos el com-
portamiento de los abanicos de Grobner del ideal generado por estos. Para lograr
esto utilizaremos el apoyo de tres paquetes disponibles para Macaulay2 llamados

Resultants, StatePolytope y Polyhedra.

5.9 Nota. Los calculos realizados en Macaulay2 fueron hechos en el campo de los

racionales Q.

Iniciaremos estudiando el mapeo de Veronese
V12 : IP)I — IP)2.

Iniciamos cargando los paquetes necesarios para realizar nuestros calculos. Re-
sultants nos permitira generar los mapeos de Veronese y por consiguiente las varieda-
des de Veronese con las que deseamos trabajar; StatePolytope nos permitira calcular
el politopo de estado de nuestra variedad de Veronese; Polyhedra lo usaremos para

obtener nuestro abanico de Grobner.

il : loadPackage "Polyhedra"
ol = Polyhedra
ol : Package

i2 : loadPackage "Resultants"
02 = Resultants

02 : Package

i3 : loadPackage "StatePolytope"
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03 = StatePolytope
03 : Package

Luego de tener nuestros paquetes cargados calcularemos la variedad de Vero-

nese de interés a partir de su mapeo de Veronese.

i4 : v12 = veronese(1,2)

2 2
o4 =map (QQ[t ..t 1, QQlx ..x 1, {t , tt, t})
0 1 0o 2 0O 01 1
o4 : RingMap QQ[t ..t ] <--- QQ[x ..x ]
0 1 0 2

i5 : V12 = ker vi12

2
o5 = ideal(x - x x )
1 02
o5 : Ideal of QQ[x ..x ]

0 2

A partir de esto podemos construir nuestro anillo de polinomios con el que

trabajaremos y asi generar el ideal con el cual realizaremos los célculos que deseamos.

i6 : R = QQ[x_0..x_2]
o6 = R
06 : PolynomialRing

i7 : I = ideal(x_1"2-x_0%*x_2)
2

ideal(x - x x )
1 02

o7 : Ideal of R

o7

A continuacion generaremos los vértices del politopo de estado del ideal en

cuestion.

i8 : P = polymakeStatePolytope(I)
o8 = {{1, 0, 1}, {0, 2, 0}}
o8 : List
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Dados los vértices podemos construir el politopo de estado a partir de su en-

volvente convexa.

i9 : M = transpose matrix P
o9 =110

| 02|

| 10|

3 2
09 : Matrix ZZ <--- Z7Z

i10 : Q = convexHull M
010 = Q
010 : Polyhedron

Con esto podemos notar, en la siguiente linea de c6digo, que nuestro politopo
de estado es de dimensiéon 1 y que no es de dimensiéon completa, es decir, estamos

trabajando en un espacio de 3 dimensiones y la dimensién del politopo es menor.

i1l : dim Q
ol1 1

i12 : isFullDimensional Q
012

false

Por ultimo calcularemos el abanico normal del politopo de estado, que por el

Teorema 4.11 coincide con el abanico de Grobner de éste.

113 : NF = normalFan Q
013 = NF
013 : Fan

De esto podemos ver que el abanico es completo, es decir, su soporte es igual

a todo el espacio.

i14 : isComplete NF

0l4 = true

Por ultimo generaremos la lista de conos maximales y los rayos del abanico de

Grobner, para poder ver el comportamiento de dichos conos.
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i15 : MC = maxCones NF
o015 = {{1}, {0}}
ol5 : List

116 : raysNF = rays NF
ol6 | 00 |

| 10 |

| 01 |

3 2
0l6 : Matrix ZZ <--- ZZ

i17 : apply(MC,mc -> raysNF_mc)

ol7={1 01, 101}
Lol 1]
11 |0l
017 : List

A continuacion veremos el codigo para calcular el abanico de Grébner del mapeo
de Veronese

V1,3 : P! — IEDB,

cuya variedad de Veronese es
2 o 2
Vis(25 — 2123, 129 — Tol3, T — ToT2).

i18 : v13 = veronese(1,3)

3 2 2 3
018 =map (QQ[t ..t J, QQx ..x 1, {t,tt,tt,t}H
0 1 0 3 0 01 01 1
018 : RingMap QQ[t ..t ] <--- QQ[x ..x ]
0 1 0 3
i19 : V13 = ker vi3
2 2
019 = ideal (x - xx, XX -XX , X - XX)

2 13 12 03 1 02
019 : Ideal of QQ[x ..x ]
0 3
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i20 : R = QQ[x_0..x_3]
020 = R
020 : PolynomialRing

i21 : I = ideal (x_2"2-x_1*x_3,x_1*x_2-x_0%*x_3,x_1"2-x_0%x_2)
2 2

021 = ideal (x - xxXx , XX -XX , X -XX)
2 13 12 03 1 02

021 : Ideal of R

i22 : P = polymakeStatePolytope(I)

022 = {{11, 7, 7, 11}, {7, 15, 3, 11}, {4, 18, 6, 8}, {3, 18, 9, 6},
{11, 3, 15, 7}, {8, 6, 18, 4}, {6, 9, 18, 3}, {3, 15, 15, 3}}

022 : List

i23 : M = transpose matrix P
023 =1117 4 3 118 6 3 |
| 7 15618 183 6 9 15 |
| 7 3 6 9 15 18 18 15 |
| 11118 6 7 4 3 3 |
4 8
023 : Matrix ZZ <--- ZZ

i24 : Q = convexHull M
024 = Q

024 : Polyhedron

i25 : dim Q
025 = 2

126 : isFullDimensional Q
026 = false

127 : NF = normalFan Q
027 = NF
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027 : Fan

128 : isComplete NF
028

true

i29 : MC = maxCones NF
029 = {{6, 7}, {2, 6}, {2, 4}, {3, 7}, {0, 4}, {3, 5}, {1, 5}, {0, 1}}
029 : List

i30 : raysNF = rays NF
030 = | 0 0 0O 0 00 0 0 |
| 29 11 1 -2 11 -7 -1 -7 |
| 4 22 -12 -513 -24 |
| -21 -21 3 3 6 6 15 15 |
4 8
030 : Matrix ZZ <--- ZZ

i31 : apply(MC,mc -> raysNF_mc)

o3t ={l0 o0 I, 10 O I,10 0 I,10 0 I,

| -1 -71 1 -1 |1 11| | -2-7]|

| -24 | | -1-21] | -1-51 |2 4 |

| 15615 | [ 3 15| |3 6 | | 3 15 |

lo o I, 10 O I,l0 O I,1l0 0 I}
29 11| | -2-7 1| |11 -7 1 |29 11 |
l4 -51 |2 13| |22 13| |2 22 |

| -2126 | 13 6 | | -216 | | -21-21]
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CONCLUSIONES

. La geometria algebraica estudia la representacion de curvas y superficies geo-
métricas de forma algebraica por medio de lo que denominamos variedades

afines. Es decir, esta estudia la conexion entre la geometria y el algebra.

. El desarrollo de las bases de Grébner ha brindado herramientas que permiten
la resolucion de varios problemas relacionados al estudio de polinomios de

forma computacional.

. Se estableci6 la conexion entre la geometria poliedral y el dlgebra por medio
del denominado politopo de Newton para polinomios y del politopo de estado

para ideales del anillo de polinomios.

. Se defini6 el abanico de Grobner y se demostrdé que el abanico normal del

politopo de estado de un ideal es equivalente éste.

. Una variedad de Veronese se define como la imagen de un mapeo de Veronese,
el cual es un mapeo entre espacios proyectivos, donde se estudiaron varias
propiedades concernientes a su abanico de Grobner, como su dimension total,

si es completo y la forma de sus conos dada de forma matricial.
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RECOMENDACIONES

1. Estudiar més a fondo la relacion entre ideales binomiales y las bases de Grébner

de variedades de Veronese.

2. Desarrollar el aprendizaje de herramientas como los sistemas algebraicos compu-

tacionales como apoyo al aprendizaje de estudiantes de matemética.

3. Investigar el comportamiento del abanico de Grobner distintas variedades pro-
yectivas, asi como lo son las variedades de Veronese, la inclusion de Segre y

otras.
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