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INTRODUCCIÓN

El Teorema Fundamental de la Aritmética provee una motivación de por qué los
números primos son tan importantes «Todo número natural mayor a 2 es expresable
de manera única como producto de números primos». Por esto, se puede considerar
a estos números como los bloques fundamentales de la estructura multiplicativa de
los enteros Z. Una gran cantidad de las preguntas relevantes en el área de Teoría de
Números pueden reducirse a su estudio sobre los primos.

Desde tiempos de antaño los matemáticos estaban conscientes de la relevancia
de los números primos. Por ejemplo, Euclides (aproximadamente 300 AC) conocía
que existen infinitos primos. Con el paso del tiempo, resultados y aplicaciones igual-
mente interesantes acerca de estos números han surgido. Sin embargo, uno de los
misterios que aún elude nuestro conocimiento es su distribución o ubicación dentro
de los números naturales; si bien existen algoritmos para determinar si un número
dado es primo, no existe un procedimiento rápido para «hallar el siguiente primo»,
pues su ocurrencia es a primera vista aleatoria.

Debido a esto, en tiempos más modernos (aproximadamente 1700) se optó por
atacar un problema más débil: considerar la función π(x) que cuenta la cantidad de
números primos menores a x ∈ R y examinar el crecimiento de esta función. Gauss
conjeturó que dicha función posee un comportamiento similar al de x

log x
para x muy

grande; y a finales del siglo XIX Jacques Hadamard y Vallé-Poussin demostraron este
resultado de manera independiente y pasaría a llamarse el Teorema de los Números
Primos (TNP) [12].

En una historia paralela, el Análisis Funcional surgió como necesidad de una
nueva teoría para estudiar algunos objetos en Ecuaciones Diferenciales Parciales y
Ecuaciones Integrales. Sin embargo, su aplicabilidad ha trascendido a otras ramas
como la Teoría de Probabilidad, Álgebra Abstracta y Teoría de Números [8, Ca-
pítulo 1]. Aquí, presentamos una prueba del TNP utilizando elementos del análisis
funcional.
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Para esto, primero desarrollamos los conceptos necesarios de teoría de la me-
dida, teoría de números, teoría de estimación y análisis de Fourier. Luego definimos
una seminorma || · ||Λ en el álgebra de funciones f : R → C continuas de soporte
compacto Cc(R), con la convolución de funciones como producto. Utilizando esta
norma podemos enunciar una proposición que implica el Teorema de los Números
Primos; si || · ||Λ es trivial en Cc(R) entonces TNP se sigue.

Suponer que || · ||Λ es no trivial, permite la construcción de un homomorfismo
entre las funciones Lebesgue-integrables L1(R) y la completación del álgebra Cc(R),
lo cual eventualmente lleva a una contradicción.
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1. Conceptos elementales de topología y teoría de la

medida

1.1. Topología

En la recta R o el plano R2, la métrica euclideana usual induce de manera
natural y formal una noción de cercanía. Gracias a esto, por ejemplo, asociamos el
término «vecindad» de un punto (x, y) ∈ R2 con un círculo centrado en este punto.
La topología nos permite hablar de vecindades y establecer una relación de cercanía
entre puntos en un espacio sin apelar al concepto de métrica. Para hacerlo, utiliza
únicamente la relación de contención entre conjuntos.

Sea X un conjunto. Una familia T de subconjuntos de X es una topología para
X si T cumple las siguientes tres propiedades:

a) ∅, X ∈ T ,

b) Si A ∈ T y B ∈ T entonces A ∩B ∈ T ,

c) Si Ai ∈ T para todo i ∈ I, I un conjunto de índices, entonces
⋃
i∈I Ai ∈ T .

A la pareja (X, T ) se le conoce como espacio topológico. A los conjuntos que
pertenecen a T se les llama conjuntos abiertos y a sus complementos conjuntos
cerrados.

Nota 1.1.1. En la práctica, es común referirse a un espacio topológico (X, T ) sim-
plemente como X; la topología en cuestión se aclara al inicio de la discusión o bien,
los conceptos definidos y resultados obtenidos son independientes de la topología.

En R, la topología natural donde las vecindades son intervalos abiertos da
lugar a la formalización de dos conceptos importantes; la definición ε-δ de funciones
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continuas y la definición ε-N de convergencia de sucesiones. En espacios topológicos,
los conjuntos abiertos son el fundamento que generaliza estas ideas.

Ambos conceptos son muy importantes en R; celebrados teoremas de existencia
y de optimización, como el teorema del valor intermedio o el teorema de Weierstrass,
dependen de la continuidad de una función o involucran convergencia de sucesiones.
Más aún, en ambos es crucial que el dominio en el cual se está trabajando sea cierto
tipo especial de conjunto llamado compacto.

1.2. Funciones continuas

Al haber dotado a un conjunto X de una topología le hemos brindado una
estructura, similar a como en álgebra se dota a un conjunto de una operación especial
entre elementos de este. Tener una estructura vuelve relevante considerar funciones
que la preserven; en álgebra tales funciones son los homomorfismos, en topología las
funciones continuas.

Una función f : X → Y es continua si para todo abierto B en Y se tiene
que f−1(B) es abierto en X. Hay que resaltar que esta definición no sólo depende
de la función sino de la topología escogida. Por ejemplo, en la topología trivial
T = {∅, X} solo las funciones constantes son continuas, mientras que en la topología
discreta T = P(X) toda función es continua. El último ejemplo podría sugerir que
la topología discreta es siempre la «óptima» pues todas las funciones preservan
estructura topológica. Sin embargo, esto resulta en que se pierdan ciertas nociones
importantes, como los conjuntos compactos.

Entonces, ¿cómo comparamos dos topologías y qué hace a una más favorable
que la otra? La primera pregunta se resuelve a través de la relación de contención.
Sean T y T ′ dos topologías en X, decimos que T es más débil que T ′ si T ⊂ T ′.
En nuestro caso, la respuesta de la segunda está asociada a la de la primera y a los
conjuntos compactos. Resulta que una topología más débil tiende a tener una mayor
cantidad de conjuntos compactos (ver Nota 1.3.3)

Entonces, si tenemos un conjunto X y una colección de funciones (fi)i∈I tal que
para todo i ∈ I, fi : X → Yi, donde Yi tienen topologías Ti, nos puede interesar dotar
a X de un topología de tal manera que cada una de estas funciones sea continua.
Más aún, por la observación dada anteriormente, lo más conveniente es considerar
la topología más débil posible, a esta se le conoce como la topología inicial inducida
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por las (fi)i∈I .

Un caso particular de la topología inicial es la topología producto. Sean (Yi, Ti),
i ∈ N una colección de espacios topológicos. Sea

X :=
∏
i∈N

Yi = {(y1, y2, y3, · · · ) | yi ∈ Yi},

la topología producto en X es la topología inicial inducida por los mapeos de pro-
yección

πj : (yi)i∈N 7→ yj

de X a Yj para todo j ∈ I.

Más adelante mencionaremos otro ejemplo de la topología inicial, conocido
como la topología débil*.

1.3. Conjuntos compactos

La base del análisis son las sucesiones y la noción de «límite». En R la conver-
gencia de una sucesión se define a partir de las vecindades. De una manera análoga
a la definición usual, decimos que una sucesión (xn)n≥1 de elementos en un espacio
topológico X, converge a x ∈ X, escrito xn → x si para cualquier abierto U tal que
x ∈ U , existe N ∈ N tal que xn ∈ U para todo n ≥ N . Se dice también que x es un
límite de la sucesión.

Nota 1.3.1. Hay topologías donde los límites no son únicos; e.g. en la topología
trivial, todos los x ∈ X son límites de cualquier sucesión. Pero si la topología es
Hausdorff, es decir, que para cada par de puntos x, y ∈ X existen abiertos U y V
tales que x ∈ V , y ∈ V y U ∩ V = ∅ (que es el caso de los espacios métricos),
entonces el límite es único.

Esta perspectiva analítica se extiende a definir equivalentemente a un conjunto
cerrado C ⊂ X, al menos en un espacio de Hausdorff (ver Nota 1.3.1) como un
conjunto que posee los límites de todas las sucesiones convergentes (xn)n≥1 de ele-
mentos en C. Esto nos permite estudiar la estructura topológica desde un punto de
vista análitico, por ejemplo:

Teorema 1.3.2. Sea f : X → Y una función continua. Si (bn)n≥1 es una sucesión
de elementos en X tal que bn → b ∈ X entonces f(bn)→ f(b).
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Demostración. Sea U un abierto en Y que contiene a f(b). Como f es continua,
f−1(U) es abierto en X y contiene a b. Al ser b límite de la sucesión (bn)n≥1, existe
un entero N a partir del cual bn ∈ f−1(U) para todo n ≥ N . Por lo tanto, f(bn) ∈ U
para todo n ≥ N . Como U era arbitrario, f(bn)→ f(b).

En R los intervalos cerrados [a, b] permiten un buen comportamiento de suce-
siones y funciones definidas en ellos. Una de las razones principales es que este tipo
de conjuntos son a la vez acotados (impide divergencia al infinito) y cerrados bajo
límites (si una sucesión es convergente, su límite debe pertenecer al intervalo). Esto
impide que la sucesión esté muy dispersa. En el peor de los casos, para una sucesión
en un intervalo, tendríamos que al menos una subsucesión converge, esto es lo que
da vida al concepto de conjunto compacto.

Decimos que un conjunto M es compacto si toda sucesión (xn)n≥1 ∈ M posee
una subsucesión convergente (xnj)j≥1 cuyo límite está en M .

Nota 1.3.3. Sean dos topologías T ⊂ T ′ definidas en un espacio X. Notemos que si
p es un límite de alguna sucesión en X respecto a la topología T ′ entonces también
es límite de esa sucesión respecto a T . Por ello, si C ⊂ X es un conjunto compacto
respecto a la topología T ′ al tomar una subsucesión convergente (xnk)k≥1 de una
sucesión (xn)n≥1 en C, esta subsucesión también será convergente en la topología
T . En otras palabras, si C es compacto en T ′, también lo es en T .

La compacidad permite resultados muy interesantes; converso a la discusión
realizada anteriormente por ejemplo,

Teorema 1.3.4. Todo conjunto compacto es cerrado y acotado.

Demostración. Para una demostración, ver lema 2.5-2 de [13].

Otro gran ejemplo que se discutió en la sección de topología es el teorema de
Weierstrass.

Teorema 1.3.5 (Weierstrass). Toda función continua de valor real asume, en un
conjunto compacto, un máximo y un mínimo absolutos.

Demostración. Sea f : X → R una función continua, M ⊂ X compacto y L =

supm∈M f(m). Construimos una sucesión y1 < y2 < y3 < · · · tal que yn → L, donde
yn ∈ f(M) para todo n ∈ N. Así que existe una sucesión (xn) de elementos en M
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tales que f(xn) = yn y al ser M un conjunto compacto, esta sucesión posee una
subsucesión (xnj) → x ∈ M . Finalmente, por el Teorema 1.3.2 la continuidad de f
nos asegura que

f(x) = f
(

ĺım
j→∞

xnj
)

= ĺım
j→∞

f(xnj) = L < +∞

por lo que f alcanza un máximo en M . De forma análoga, se demuestra que f
alcanza un mínimo en M .

Un concepto importante relacionado con límites de sucesiones es la densidad.
Así como todo número ξ ∈ R puede aproximarse por medio de una sucesión de
elementos (qn)n≥1 en Q, o formalmente qn → ξ , existen contextos más generales en
los que un conjunto puede ser descrito como límites de sucesiones de otro conjunto.
Decimos que B es denso en X si para todo x ∈ X existe una sucesión de elementos
en B, (bn)n≥1 tal que bn → x.

La principal razón por la que la densidad es relevante es que para demostrar un
resultado que concierne a un conjunto X, en varias ocasiones basta con probar que
dicho resultado se cumple en un conjunto B denso en X y «llevar el argumento al
límite». Usualmente para realizar formalmente este último paso se utiliza el Teorema
1.3.2 o bien, directamente el siguiente corolario:

Corolario 1.3.6. Sea f : X → Y continua y B denso en X, entonces f(B) es denso
en f(X).

Demostración. Todo elemento en f(X) puede escribirse como f(x) para algún x ∈
X. Como B es denso en X, existe una sucesión (bn)n≥1 de elementos de B tal que
bn → x. Luego, por la continuidad de f y el Teorema 1.3.2, f(bn)→ f(x).

Existe también una definición conjuntista de conjuntos compactos, la cual es
equivalente a la mencionada anteriormente en espacios métricos.

Teorema 1.3.7. Un conjunto compactoM ⊂ X cumple que para cualquier colección
de abiertos U tal que M ⊂

⋃
U , existe una subcolección finita U1, · · · , UN tal que

M ⊂
⋃N
n=1 Un.

Demostración. Para una demostración, considerar la definición de conjunto com-
pacto, el Teorema 7.19 y el Corolario 7.20 de [9].
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Nota 1.3.8. En realidad, la condición en el Teorema 1.3.7 es la definición común
de conjunto compacto. La definición dada por nosotros recibe en general el nombre
de compacidad por secuencias.

Finalmente, presentamos un ejemplo importante de la topología inicial, en la
que se «preserva» la calidad de compacidad.

Teorema 1.3.9 (Tychonoff). Sean Xi con i ∈ I, espacios topológicos compactos.
Entonces

∏
i∈I Xi es compacto respecto a la topología producto.

Demostración. Para una demostración, ver el Teorema 7.25 de [9].

1.4. Conjuntos y funciones medibles

La integral de Lebesgue busca generalizar la integral de Riemann. La diferencia
clave en la definición es la forma en la que se particiona el dominio respecto del cual
se integra; en Riemann se toman uniones de intervalos, mientras que en Lebesgue
se toman las preimágenes del integrando.

Para tal efecto, se necesita primero establecer un concepto de «tamaño» o
«medida», pues las preimágenes de una función pueden variar drásticamente. Dado
un conjunto X, resulta ser imposible asignar una «medida» a todos los subconjuntos
de X, de una manera coherente con la noción intuitiva de «medida». Pensar, por
ejemplo en la «paradoja» de Banach-Tarski. Por ello, pediremos condiciones mínimas
sobre una colección de conjuntos «medibles».

Sea X un conjunto. Una colección de conjuntos X ⊂ P(X) es llamada una
σ-álgebra en X si cumple:

a) ∅ ∈ X .

b) Es cerrada bajo complementos; si A ∈ X , entonces Ac ∈ X .

c) Es cerrada bajo uniones contables; si An ∈ X con n ∈ N, entonces
⋃∞
n=1An ∈

X .

A sus elementos se les llama conjuntos medibles y a la pareja (X,X ) se le conoce
como espacio medible.
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Dependiendo de X, pueden existir muchas familias de subconjuntos que cum-
plen con las condiciones dadas, por ejemplo el conjunto potencia P(X) claramente
lo hace. Sin embargo, sí existen σ-álgebras distintas de P(X) y más aún, es posible
“completar” una colección arbitraria de subconjuntos y convertirla en una σ-álgebra.
Obviamente, la completación más interesante es la que requiera agregar menos con-
juntos. De la definición, no es dificil ver que la intersección arbitraria de σ-álgebras es
también una σ-álgebra. Utilizando esta propiedad, conseguimos minimalidad con-
siderando lo siguiente: dada una colección C ⊂ P(X), llamamos a la σ-álgebra
generada por C a la intersección de todas las σ-álgebras que contengan a C,

σ(C) :=
⋂

X σ-álgebra
X⊃C

X .

En particular, para un espacio donde esté definida una topología nos interesará
la σ-álgebra de Borel B, cuyos elementos se denominan conjuntos Borel medibles y
es la generada por la topología. La razón por la cual esta σ-álgebra es importante es
porque conecta la estructura topológica del espacio junto con el concepto de medida.
En el sentido Riemann, toda función continua en un intervalo es integrable en ese
intervalo, así que en el sentido Lebesgue debería serlo también y provisto que las
preimágenes de una función son las que dictan la partición del dominio sobre el
cual se integra, como mínimo los conjuntos abiertos y cerrados deben ser medibles.
En el Teorema 1.5.1 a continuación, vemos que algunos conjuntos en B no son ni
abiertos ni cerrados. A pesar de esto, podemos interpretar intuitivamente a B como
una colección de conjuntos razonables desde el punto de vista topológico.

De manera análoga a cómo una función continua preserva una estructura to-
pológica, introducimos el concepto de función medible, una función que preserve
la estructura de la σ-álgebra. Sean (X,X ) y (C,Y) espacios medibles, se dice que
una función f : X 7→ C es medible si para todo M ∈ Y , f−1(M) ∈ X . Al conjunto
de funciones medibles de un espacio medible (X,X ) se le denota como M(X,X )

y como M+(X,X ) al conjunto de funciones medibles que toman valores reales no
negativos. Si X = B, decimos que f es Borel medible y en efecto, la definición de
B implica que funciones continuas, relevantes para la topología, sean también Borel
medibles.
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1.5. Medida

Ya establecimos los requisitos mínimos que debe cumplir una familia X de
conjuntos medibles: ser una σ-álgebra. Ahora, definimos medida como una función
µ : X → [0,∞] que cumple:

1. µ(∅) = 0,

2. µ(
⋃∞
n=1 En) =

∑∞
n=1 µ(En), si Ei ∩ Ej = ∅ para i 6= j. (σ-finitud)

y a la terna (X,X , µ) como un espacio de medida. El ejemplo de medida más re-
levante para nuestra discusión será la medida de Lebesgue µ`. Esta es la única
medida definida en (R,B) que coincide con la longitud de los intervalos abiertos;
µ`((a, b)) = b − a con a, b ∈ R (de hecho coincide con cualquier tipo de intervalo).
Para detalles en su existencia y construcción referimos al lector a [3]. A toda medida
que esté definida en B se le llama una medida de Borel.

Para ilustrar cómo el concepto de medida puede abarcar conjuntos «más arbi-
trarios» que los intervalos, veamos lo siguiente

Teorema 1.5.1. Los números racionales son Borel medibles y tienen medida de
Lebesgue 0.

Demostración. Es sencillo demostrar que todo intervalo de la forma [a, b] con a, b ∈
R es Borel-medible. En particular, si a = b = q ∈ Q, [a, b] = {q} es medible y puesto
que los racionales son contables

⋃
q∈Q{q} = Q ∈ B. Usando el axioma de cerradura

bajo uniones contables, se demuestra que µ`([q, q]) = 0. Entonces

µ`(Q) =
∑
q∈Q

µ`({q}) = 0.

A pesar de que el conjunto de racionales sea infinito y no acotado, la medida de
Lebesgue logra capturar la noción de que “ocupan poco espacio” en R (al menos en la
intuición de medida). De hecho, para una medida arbitraria µ, si alguna afirmación
se cumple en todo el espacio, excepto en un conjunto E con µ(E) = 0, se dice que la
afirmación se cumple µ-casi en todas partes. Si en dado caso la medida µ se entiende
del contexto simplemente utilizamos el término casi en todas partes.

Por otro lado, es sencillo ver que la medida de Lebesgue de todo conjunto
acotado debe ser finita, lo cual es razonable en este caso. Sin embargo, existen otras
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medidas como la inducida por la cardinalidad, que no cumplen esta propiedad. En
búsqueda de mantener la conexión entre medida, topología y esta intuición, si una
medida cumple que todo conjunto compacto tiene medida finita entonces se dice que
es localmente finita. Si una medida localmente finita además es de Borel, se dice que
es una medida de Radon. Hablaremos de la medida de Radon en mayor detalle en
el Capítulo 5.

Finalmente, en un espacio de medida (X,X , µ), si X es una unión de conjuntos
de medida µ finita, entonces se dice que µ es σ-finita. La medida de Lebesgue µ` es σ-
finita y esto nos permitirá usar dos teoremas importantes de la teoría de integración,
mencionados más adelante.

1.6. Integración

Sea (X,X , µ) un espacio de medida y E ∈ X . Consideremos la función carac-
terística de E, χE : X → R, definida por

χE(x) :=

1, x ∈ E,

0, x /∈ E.

Este es el caso más básico de una función medible, y al ser nula en todas partes
excepto en E es natural definir ∫

χE dµ := µ(E)

y así mismo, extender esta definición a una función de la forma ϕ :=
∑N

n=1 anχEn ,
donde an ∈ R+ para todo n y Ei ∩ Ej = ∅ si i 6= j, como

∫
ϕ dµ =

N∑
n=1

anµ(E).

A estas funciones que obtienen una cantidad finita de valores distintos en su rango
se les conoce como funciones simples.

De esta manera, podemos hacer un razonamiento análogo al que se utiliza para
definir la integral de Riemann: aproximar el área bajo la curva por rectángulos
acotados por la misma. Motivados por esto, se define para una función f : X → R≥0
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medible,∫
f dµ := sup

{∫
ϕ dµ

∣∣∣∣ ϕ ∈M+(X,X ) simple y tal que f ≥ ϕ

}
.

Nota 1.6.1. Para dos funciones f y g con el mismo dominio, f ≥ g denota f(x) ≥
g(x) para todo x en el dominio.

Esta definición se extiende naturalmente para una función f : X → R separán-
dola en sus partes no negativa y negativa f = f+ − f−,∫

f dµ :=

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ.

Finalmente, para una función f : X → C,∫
f dµ :=

∫
Re(f) dµ+ i

∫
Im(f) dµ.

En general, las funciones cuyas integrales son finitas son las más interesantes.
Formalmente, si la integral de |f | es finita, decimos que f es integrable. Es sencillo
demostrar que el conjunto de funciones integrables es un espacio vectorial sobre los
complejos. Más aún, con la intención de dotar de una norma a este conjunto, se
define

||f ||1 :=

∫
|f | dµ.

Sin embargo, esta no es una norma, sino una seminorma. Para obtener un espacio
normado íntimamente relacionado con estas funciones, se considera la relación de
equivalencia ∼. Dos funciones f y g están relacionadas, escrito f ∼ g, si y solo si
f = g µ-casi en todas partes.

Al espacio cociente generado por esta relación de equivalencia, se le conoce
como L1(X) y es un espacio normado con la norma definida anteriormente.

Nota 1.6.2. A pesar de que se trabaja con el conjunto de clases de equivalencia,
es común tratarlas como funciones, pues en la mayoría de situaciones el comporta-
miento del espacio cociente es análogo al del espacio original.

Aún más interesante, L1(X) es completo, es decir, toda sucesión de Cauchy en
la métrica inducida por la norma descrita anteriormente es convergente. También
existe una relación útil entre convergencia en el sentido L1(X) y el sentido puntual,
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Teorema 1.6.3. Si una sucesión de funciones medibles (fn) converge a f en L1(X),
es decir ||fn−f ||1 → 0, entonces existe una subsucesión (fnj) que converge puntual-
mente casi en todas partes a f .

Demostración. Para una demostración, ver el Teorema 7.23 de [2].

Como se mencionó anteriormente, esta forma de integrar surgió como una bús-
queda por generalizar la integral de Riemann. En particular si µ = µ` , la medida
de Lebesgue, tenemos que para toda función f Riemann-integrable, f es Lebesgue
medible y ∫ b

a

f(x)dx =

∫
[a,b]

f dµ`. (1.1)

Esto surge como consecuencia de, entre otros resultados, el siguiente teorema
recurrente en la teoría de integración.

Teorema 1.6.4 (Teorema de Convergencia Dominada). Sea (X,X , µ) un espacio de
medida y (fn) una sucesión de funciones complejas medibles con f(x) = ĺım

n→∞
fn(x)

para todo x ∈ X. Suponiendo que existe una función integrable g : X → R≥0 con
|fn| ≤ g para n ∈ N. Entonces f es integrable y∫

f dµ = ĺım
n→∞

∫
fn dµ.

Demostración. Para una demostración, ver Teorema 3.26 de [2].

De igual manera que en la integral de Riemann, es posible considerar integrales
de funciones de varias variables. El teorema más importante en este ámbito es el de
Fubini:

Teorema 1.6.5 (Fubini). Para espacios de medida σ-finita (X,X , µ) y (Y,Y , ν)

existe una única medida σ-finita µ× ν en X × Y tal que

(µ× ν)(A×B) = µ(A)ν(B)

para todos A ∈ X y B ∈ Y. Si además, f es una función medible en X × Y y∫
X×Y
|f(x, y)|d(µ× ν) <∞
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entonces para casi toda y ∈ Y y x ∈ X se sigue∫
X×Y
|f(x, y)|d(µ×ν) =

∫
X

(∫
Y

f(x, y)dν(y)

)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X

f(x, y)dµ(x)

)
dν(y).

Demostración. Para una demostración, ver Teorema 5.32 de [2].

1.7. Derivada de Radon-Nikodym

Una propiedad interesante de las integrales es que podemos construir medidas
a partir de ellas. Si (X,X ) es un espacio medible, f es una función medible y µ una
medida para este espacio, entonces

ν(E) :=

∫
E

f dµ (1.2)

también define una medida para el mismo. Esto nos hace considerar el converso,
¿será posible para cada par de medidas, hallar una función f de tal manera que una
se pueda escribir como la integral de la otra, como en (1.2)?

Podemos observar en la definición de esta medida ν, que si µ(E) = 0 entonces
ν(E) = 0. Dadas dos medidas ν y µ, decimos que ν es absolutamente continua res-
pecto a µ, escrito ν � µ, si µ(E) = 0 implica ν(E) = 0 para todo E medible. Resulta
que esto en conjunto con σ-finitud es suficiente para garantizar una representación
de la forma (1.2).

Teorema 1.7.1 (Radon-Nikodym). Sean ν y µ medidas σ-finitas definidas en X
tales que ν � µ. Entonces existe una función f ∈M+(X,X ) tal que

ν(E) =

∫
E

f dµ, E ∈ X .

Más aún, la función f , llamada la derivada de Radon-Nikodym de ν respecto a µ y
denotada por dν

dµ
, está determinada de manera única µ-casi en todas partes.

Demostración. Para una demostración, ver Teorema 8.9 de [3].
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2. Tópicos de teoría de números y análisis

2.1. Propiedades básicas de números primos

Un entero positivo n > 1 que posee como divisores positivos únicamente a 1
y a él mismo es llamado número primo (o simplemente primo). Un entero positivo
mayor que 1 que no es primo se dice que es compuesto.

Como se mencionó inicialmente, existen resultados interesantes concernientes
al estudio de los números primos que se conocen desde la antigüedad. Naturalmente,
es importante para la discusión que

Teorema 2.1.1 (Euclides). Existen infinitos números primos.

Demostración. Sea {p1, p2, · · · , pn} un conjunto de primos y

N = p1p2 · · · pn + 1.

Notemos que N no es divisible por ninguno de los primos en el conjunto inicial,
entonces existe un primo pn+1 que no está en lista. Como n es arbitrario, podemos
repetir el procedimiento agregando pn+1 a la lista para obtener infinitos primos.

Dado un número n, es posible determinar si este es primo diviéndolo por primos
menores que él. Es posible acotar la cantidad de operaciones que hay que realizar.

Teorema 2.1.2. Si n es un entero positivo tal que para todo primo p ≤
√
n se

cumple que p no es divisor de n, entonces n es primo.

Demostración. Supongamos lo contrario, entonces existe un número compuesto n
tal que su menor divisor primo p es mayor que

√
n. Entonces existe un entero k > p

tal que
n = kp ≥ p2 > n,
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una contradicción.

Para el estudio de la distribución de primos se introdujo la función π(x), que
denota la cantidad de primos p que sean menores o iguales a x para un número real
positivo dado x:

π(x) =
∑
p≤x

1, donde p denota un número primo.

Trabajar con el conjunto de primos es complicado debido a su distribución.
Como el resultado que nos concierne es asintótico, es comúnmente provechoso con-
siderar un conjunto que sea más sencillo de manejar, aunque sea más grande, pero
del cual aún podamos obtener información útil para el problema original. Basado
en esta idea, introducimos la función Λ de von Mangoldt :

Λ(n) =

log p, si n = pk para un primo p y algún entero positivo k.

0, en cualquier otro caso.

Como se puede ver, Λ es una función de conteo con peso sobre las potencias de
primos. Por otro lado, si se tiene en mente la conjetura de Gauss y el hecho de que
el logaritmo separa estructuras multiplicativas en sumas, es perfectamente razonable
que esta función auxiliar involucre al logaritmo. Ahora análogo a π, consideramos
la suma ∑

1≤n≤x

Λ(n)

y al mismo tiempo, puede resultar interesante considerar la subsuma∑
d|bxc

Λ(d).

En efecto, es fácil ver que la suma de arriba es igual a logbxc, esto nos sugiere utilizar
las herramientas teórico-numéricas presentadas a continuación.
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2.2. Inversión de Möbius

Dadas dos funciones f1, f2 : N→ R se define la convolución de Dirichlet como

(f1 ∗
D
f2)(n) =

∑
d|n

f1(d)f2

(
n

d

)
.

Notemos que si d es un divisor de n, entonces n
d
también lo es y n/(n

d
) = d,

que implica

(f1 ∗
D
f2)(n) =

∑
d|n

f1(d)f2

(
n

d

)
=
∑
d|n

f1

(
n

d

)
f2(d) = (f2 ∗

D
f1)(n),

así que la convolución de Dirichlet es conmutativa. También, si d1|d y d|n entonces
d1|n y n = d1 × d/d1 × n/d. De esto,

(f1 ∗
D
f2) ∗

D
f3(n) =

∑
d|n

[∑
d1|d

f1(d1)f2

(
d

d1

)]
f3

(
n

d

)

=
∑
d|n

f1(d)

[∑
d1|d

f2(d1)f3

(
d

d1

)]
= f1 ∗

D
(f2 ∗

D
f3)(n),

la convolución de Dirichlet es entonces asociativa.

Una propiedad interesante del caso f ∗
D
1, donde 1 representa la función cons-

tante 1, es que el mapeo f 7−→ f ∗
D
1 es invertible. Para hallar el mapeo inverso,

definimos la función de Möbius µ : N→ Z como

µ(n) =

0, si p2|n para algún primo p

(−1)k, si n = p1p2 · · · pk

donde p1, p2, · · · , pk denotan distintos primos.

Teorema 2.2.1 (Inversión de Möbius). Si f : N→ R entonces (f ∗
D
1) ∗

D
µ = f .

Demostración. Por asociatividad, (f ∗
D
1) ∗

D
µ = f ∗

D
(1 ∗

D
µ) y por conmutatividad

(1 ∗
D
µ)(n) =

∑
d|n

µ(d).
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Si n = 1, claramente el resultado de la suma de arriba es 1. De otra forma,
sea n = pe11 p

e2
2 · · · p

ek
k , entonces todo divisor d se anula bajo µ a menos que sea el

producto de 0 ≤ r ≤ k primos distintos del conjunto {p1, p2, · · · , pk}. Entonces por
la definición de µ se tiene

∑
d|n

µ(d) =
k∑
r=0

(
k

r

)
(−1)r = (1− 1)k = 0.

De esto, f ∗
D

(1 ∗
D
µ)(n) = f(n) para toda n.

No es dificil ver que (Λ ∗
D
1)(n) =

∑
d|n Λ(d) = log n así que el teorema anterior

nos permite reescribir Λ = (Λ(n) ∗
D
1) ∗

D
µ = µ ∗

D
log. La función Λ, tiene una sencilla

representación en funciones más simples que interactúan por medio de la convolu-
ción de Dirichlet, esto motiva a explorar el comportamiento entre otras funciones
similares con esta misma operación. Con algo de suerte y visión se halló el siguiente
resultado

Λ2(n) := (µ ∗
D

log2)(n) ≡ (Λ ∗
D

Λ)(n) + Λ(n) log n. (2.1)

Demostración.

log2 n = log n
∑
d|n

Λ(d)

=
∑
d|n

Λ(d) log

(
n

d
d

)
=
∑
d|n

Λ(d) log
n

d
+
∑
d|n

Λ(d) log d

= (Λ ∗
D

log)(n) + ([Λ log] ∗
D
1)(n)

Entonces, por la distributividad de ∗
D
respecto a la suma

(µ ∗
D

log2)(n) = µ ∗
D

(Λ ∗
D

log)(n) + µ ∗
D

([Λ log] ∗
D
1)(n)

pero
µ ∗
D

(Λ ∗
D

log)(n) = Λ ∗
D

(µ ∗
D

log)(n) = (Λ ∗
D

Λ)(n)

y por inversión de Möbius,

µ ∗
D

([Λ log] ∗
D
1)(n) = Λ(n) log(n).

16



Con esto cubierto, tomamos un pequeño desvío hacía el análisis real. Veremos
definiciones que nos servirán para enunciar el teorema de los números primos de
manera compacta pero formal. Así como también ciertas técnicas y resultados que
nos serán útiles para su deducción.

2.3. Notación de Landau

Es común que en matemática de pregrado exista una inclinación hacia resul-
tados en los cuales estén involucrados fórmulas exactas o identidades, como por
ejemplo, en la resolución de ecuaciones diferenciales y de recurrencia por medio de
métodos que proveen explícitamente la solución. Sin embargo, fuera del libro de tex-
to, las situaciones en las cuales el objeto de estudio se comporta de esta manera no
son la mayoría, por lo cual en ciertos casos se opta por derivar estimaciones asintó-
ticas para las funciones o cantidades en cuestión. Es decir, aproximaciones de estas
por medio de funciones «más simples», que permiten describir de cierta manera su
comportamiento en un intervalo del dominio.

La notación asintótica más común es la de O-grande. Dadas dos funciones f y
g de variable real o entera, la notación

f(x) = O(g(x)),

expresa que g(x) acota asíntóticamente a f(x). Es decir, existen constantes x0 y c
tales que

|f(x)| ≤ c|g(x)| (x ≥ x0).

Se dice que f(x) es de orden O(g(x)). Por ejemplo x = O(ex) ya que ex = 1 + x +
x2

2
+ x3

6
+ · · · . Otro ejemplo, que será relevante en la siguiente sección es

log2(1 + x) = O(
√
x) (2.2)

que viene de
log2(1 + x) ≤ 9

√
x

y esto a su vez de

1 + x ≤ e3 4√x = 1 + 3 4
√
x+

9 2
√
x

2
+

27
4
√
x3

6
+

81x

24
+ · · ·
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Una notación más fuerte es la de o-pequeña. Dadas dos funciones f y g de variable
real o entera, la notación

f(x) = o(g(x)) (x→∞),

significa que g(x) 6= 0 para x suficientemente grande y

ĺım
x→∞

f(x)

g(x)
= 0

o equivalentemente,
|f(x)| ≤ c|g(x)| (x ≥ x0),

para todo c > 0 arbitrariamente pequeña y x0 dependiente de c. Se dice que f(x) es
de menor orden que g(x). Por ejemplo log x = o(x) ya que por L’Hopital,

ĺım
x→∞

log x

x
=

1
x

1
= 0.

Relacionada íntimamente con la anterior, tenemos la equivalencia asintótica.
Dos funciones son asintóticamente equivalentes, escrito f ∼ g, si

ĺım
x→∞

f(x)

g(x)
= 1.

Esto sucede sí y solo sí f(x) puede escribirse como g(x) más una función de
orden menor que g(x), simbólicamente representado como f(x) = g(x) + o(g(x)).
[11]

Teorema 2.3.1 (Teorema de los Números Primos). Las funciones π(x) y x
log x

son
asintóticamente equivalentes. Es decir,

π(x) ∼ x

log x
.

2.4. Estimaciones importantes

Ya presentadas las notaciones de O-grande y o-pequeña, expondremos algunas
estimaciones que nos permitirán derivar la fórmula de simetría de Selberg.
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Teorema 2.4.1. Se tiene que

1

y

∑
m≤y

log2m =
∑
m≤y

2 log( y
m

)− c3 + c4
m
y

m
+O

(
log2(1 + y)

y

)
.

Demostración. Comencemos con la función f(t) = 1
btc y la siguiente observación,

∫ byc+1

1

f(t)dt =

byc∑
m=1

(∫ m+1

m

1

m
dt

)
=
∑
m≤y

1

m
.

Usando esto,

∑
m≤y

1

m
=

∫ byc+1

1

f(t)dt+ log y −
∫ y

1

dt

t

= log y +

∫ y

1

f(t)− 1

t
dt+

∫ byc+1

y

f(t)dt

= log y +

∫ ∞
1

f(t)− 1

t
dt−

∫ ∞
y

f(t)− 1

t
dt+

∫ byc+1

y

f(t)dt

pero

f(t)− 1

t
=

t− btc
t2 − t(t− btc)

≤ 1

t2 − t
≤ 2

t2
para t ≥ 2,

así que la segunda integral converge, la tercera es de orden 1
y
y entonces

∑
m≤y

1

m
= log y + c1 +O

(
1

y

)
. (2.3)

Utilizando argumentos similares en la función f(t) = logbtc
btc llegamos a

∑
m≤y

logm

m
=

log2 y

2
− c2 +O

(
log(1 + y)

y

)
,

que en conjunto con el resultado anterior nos lleva a

∑
m≤y

log(y/m)

m
=

log2 y

2
+ c1 log y + c2 +O

(
log(1 + y)

y

)
. (2.4)

Por otro lado, si f : [1,∞)→ R es una función no decreciente deducimos:
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a)
∫ y

1
f(t)dt =

∫ byc
1

f(t)dt+
∫ y
byc f(t)dt ≤

∫ byc
1

f(t)dt+ f(y).

b)
∫ y
byc f(t)dt =

∑byc
m=2

∫ m
m−1

f(t)dt ≤
∑byc

m=2 f(m).

c) Si g(t) := f(btc), la monotonía de f nos garantiza g(t) ≤ f(t) para todo t y
por lo tanto

∫ byc+1

2

g(t)dt =

byc∑
m=2

∫ m+1

m

g(t)dt =

byc∑
m=2

f(m) ≤
∫ byc+1

2

f(t)dt.

d)
∫ byc+1

2
f(t)dt =

∫ y
2
f(t)dt+

∫ byc+1

y
f(t)dt ≤

∫ y
2
f(t)dt+ f(y + 1).

De (a), (b),(c) y (d) obtenemos la desigualdad

∣∣∣∣ byc∑
m=1

f(m)−
∫ y

1

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ f(1) + f(y + 1) (2.5)

y en particular tomando f(t) = log2 t, haciendo uso de log2 t = d
dt

[t log2 t− 2t log t+

2t], conseguimos la estimación:

1

y

∑
m≤y

log2m = log2 y − 2 log y + 2 +O

(
log2(1 + y)

y

)
. (2.6)

Notemos que si multiplicamos (2.3) por −2 − c1 y (2.4) por 2, al sumar se
obtiene∑

m≤y

2 log( y
m

)− 2− 2c1

m
= log2 y − 2 log y + 2c2 − (2 + 2c1)c1 +O

(
log(1 + y)

y

)

y de la siguiente observación,

∑
m≤y

m
y

m
=
byc
y

= 1 +O

(
1

y

)

haciendo c3 = 2 + 2c1 y c4 = 2− 2c2 + c3c1,

∑
m≤y

2 log( y
m

)− c3 + c4
m
y

m
= log2 y − 2 log y + 2 +O

(
log(1 + y)

y

)
.
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De lo anterior, utilizando (2.6) llegamos a

1

y

∑
m≤y

log2m =
∑
m≤y

2 log( y
m

)− c3 + c4
m
y

m
+O

(
log2(1 + y)

y

)
.

2.5. Fórmula de simetría de Selberg

En su demostración elemental, la visión más crucial de Selberg era construir
una fórmula asintótica que relacionara

∑
p≤x log p a una función que involucrara

únicamente a log x. De esto nació su famosa Fórmula de Simetría, que podemos
reescribir gracias a la Ecuación (2.1) como

∑
n≤x

Λ2(n) = 2x log x+O(x) (2.7)

Demostración. De la ecuación 2.1∑
n≤x

Λ2(n) =
∑
n≤x

∑
d|n

µ(d) log2 n

d
,

intercambiamos los órdenes de suma∑
n≤x

Λ2(n) =
∑
d≤x

µ(d)
∑
n≤x
d|n

log2 n

d

escribimos m = n/d, ∑
n≤x
d|n

log2 n

d
=
∑
m≤x

d

log2m

y de esto
1

x

∑
n≤x

Λ2(n) =
∑
d≤x

µ(d)

d

1

x/d

∑
m≤x

d

log2m.

Usando el Teorema 2.4.1 con y = x/d y escribiendo F (t) = 2 log(t)− c3 + c4t
−1
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para simplificar la notación,

1

x

∑
n≤x

Λ2(n) =
∑
d≤x

µ(d)

d

∑
m≤x

d

F ( x
dm

)

m
+
∑
d≤x

µ(d)

d
O

(
log2(1 + x

d
)

x/d

)

=
∑
d≤x

µ(d)
∑
m≤x

d

F ( x
dm

)

dm
+O

(∑
d≤x

log2(1 + x
d
)

x

)

=
∑
d≤x

µ(d)
∑
n≤x
d|n

F (x
n
)

n
+O

(∑
d≤x

log2(1 + x
d
)

x

)

=
∑
n≤x

F (x
n
)

n

∑
d|n

µ(d) +O

(∑
d≤x

log2(1 + x
d
)

x

)

pero como vimos en la demostración de la inversión de Möbius,
∑

d|n µ(d) es igual
a 1 si n = 1 e igual 0 en cualquier otro caso, entonces

1

x

∑
n≤x

Λ2(n) = F (x) +O

(∑
d≤x

log2(1 + x
d
)

x

)
.

Además (2.2) nos garantiza que log2(1 + x) = O(
√
x) de donde es sencillo ver que∑

n≤x

Λ2(n) = 2x log x+O(x).
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3. Tópicos de análisis funcional

El análisis funcional es una rama de la matemática originada del álgebra lineal
y áreas del análisis clásico como ecuaciones diferenciales, teoría de aproximación y
cálculo de variaciones. Se centra primordialmente en espacios abstractos como los
de Hilbert o Banach: espacios vectoriales dotados de una métrica que puede ser
inducida por un producto interno o una norma.

Sea V un espacio vectorial real o complejo. Una función || · || : V → R es una
norma si cumple las siguientes propiedades:

a) ||v|| ≥ 0 para todo v ∈ V y ||v|| = 0 si y solo si v = 0, (positividad)

b) ||αv|| = |α| ||v|| para todo v ∈ V y para todo α escalar, (homogeneidad)

c) ||v + w|| ≤ ||v||+ ||w|| para todo v, w ∈ V (Desigualdad del triángulo)

Si || · || es una norma en V , entonces (V, || · ||) es un espacio normado. En ocasiones
surgen funciones ||·|| que cumplen homogeneidad, desigualdad del triángulo y toman
valores no negativos, pero el conjunto de elementos en V cuya imagen es cero, resulta
ser un subespacio lineal no nulo llamado kernel de || · ||. En dado caso, la función
|| · || se dice que es una seminorma.

Una norma || · || induce la métrica d(u, v) := ||u− v||, dentro del espacio nor-
mado. Análogamente, una seminorma induce una pseudométrica. Esto nos permite
considerar convergencia de sucesiones, sucesiones de Cauchy y más aún, permite la
introducción de una topología mediante la definición usual de bolas abiertas. En el
caso de la seminorma, su kernel es cerrado en esta topología.

Teorema 3.0.1. El kernel

V0 := {v ∈ V | ||v|| = 0}

de una seminorma || · || en un espacio vectorial es un subespacio cerrado en la
topología inducida por la seminorma.
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Demostración. Por la desigualdad del triángulo, la seminorma es continua respecto
a la topología inducida por ella misma. De modo que V0 = (|| · ||)−1{0} debe ser
cerrado.

Nota 3.0.2. En un espacio infinitodimensional V es posible tener un subespacio li-
neal W no cerrado. Consideremos por ejemplo el espacio normado de funciones con-
tinuas definidas en [0, 1] con la norma del máximo V = (C[0, 1],máx | · |) y el subes-
pacio de todos los polinomios definidos en el mismo intervaloW = (P [0, 1],máx | · |).
Por el Teorema de Stone-Weierstrass, W es denso en V así que W no es cerrado.

Gracias a esto, es posible construir una norma a partir de una seminorma, que
aunque definida en otro espacio, posee una íntima relación con el espacio original y
la seminorma definida en este.

Teorema 3.0.3. Para todo espacio vectorial V equipado con una seminorma || · ||
y todo subespacio cerrado W ⊂ V , la expresión

||v +W ||V/W := ı́nf
w∈W
||v + w||

para v ∈ V define una norma en el espacio cociente V/W = {v +W | v ∈ V }. Más
aún, si V0 := {v ∈ V | ||v|| = 0}, entonces ||v + V0||V/V0 = ||v||.

Demostración. Para una demostración, ver lema 2.15 de [8].

Si un espacio normado es completo, es decir que toda sucesión de Cauchy en
V converge en V (bajo la métrica inducida por || · ||), decimos que (V, || · ||) es un
espacio de Banach. Esta definición es sensata pues no todo espacio normado es de
Banach, basta notar que Q como espacio vectorial sobre sí mismo con la norma
del valor absoluto no es completo. Sin embargo, Q = R que también es un espacio
normado sobre Q sí lo es, lo que sugiere la posiblidad de «completar» un espacio
normado dado.

3.1. Completación de un espacio normado

Sea (V, || · ||) un espacio normado. Puesto que las sucesiones de Cauchy en
V están dictadas por la métrica inducida por || · ||, haremos la primera parte de
la discusión haciendo enfásis en un espacio métrico (V, d) y luego utilizaremos los
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resultados para extender la hipótesis a un espacio normado. La idea principal es
«agregar» los límites de las sucesiones de Cauchy a V , tomando en cuenta que
pueden haber sucesiones que converjan al mismo límite. Estas dos consideraciones
nos llevan a definir

W := {(vn) | (vn) es de Cauchy en V }

y la relación
(vn) ∼ (v′n) si y solo si ĺım

n→∞
d(vn, v

′
n) = 0,

que resulta ser de equivalencia enW . Entonces de manera natural, tornamos nuestra
atención al conjunto de clases de equivalencia V̂ , al cual podemos dotar de la métrica

d̂(v̂, û) = ĺım
n→∞

d(vn, un)

donde (vn) y (un) son representantes de v̂ y û, respectivamente.

Lo construido hasta el momento parece prometedor, inmediatamente vemos
que una propiedad conveniente de V̂ es la posibilidad de asociar de forma única a
cualquier vector v ∈ V con la clase de equivalencia a la que pertenece la sucesión
constante (v, v, v, · · · ). Es decir, V tiene una «copia» X en V̂ , en la cual d̂ se com-
porta como d. Sin embargo, al haber más elementos en V̂ , es posible «asignar un
límite» a toda sucesión en W .

Sea (x̂n) una sucesión en X ⊂ V̂ (una sucesión de clases de equivalencia), cada
elemento x̂n en la sucesión posee un representante (xn) = (vn, vn, vn, · · · ), entonces
intuitivamente (x̂n) representa a la sucesión (vn) en V . Si (vn) ∈ W , esta pertenece
a una clase de equivalencia v̂ que resulta ser el límite de (x̂n). En otras palabras,
toda sucesión en W «converge en V̂ ».

Por otro lado, se puede demostrar que X = V̂ y esto nos permite asociar a
toda sucesión de Cauchy en V̂ con una sucesión (vn) ∈ W y esto implica que V̂ es
completo. Este es un bosquejo de la demostración de

Teorema 3.1.1 (Completación de un Espacio). Para un espacio métrico (V, d)

existe un espacio métrico completo (V̂ , d̂) que tiene un subespacio X isométrico a V
y denso en V̂ .

Demostración. Para una demostración a detalle, ver Teorema 1.6-2 de [13].

Ahora, si V fuera un espacio normado, podemos considerar la métrica inducida
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por norma y construir un espacio de Banach V̂ con propiedades análogas a las de
este teorema. Basta con definir adecuadamente las operaciones algebraicas en V̂ y
una norma que coincida con la métrica.

Si v̂ y û son elementos de V̂ , con representantes (vn) y (un), entonces la sucesión
(zn) definida por zn := vn + un para n ≥ 1, es también de Cauchy y por lo tanto
pertenece a una clase de equivalencia ẑ, que definimos de manera natural como el
resultado de û + v̂. Análogamente, se define el producto por escalar. Finalmente,
para todo v̂ ∈ V podemos definir ||v||V̂ := d̂(0̂, v̂) que claramente coincide con la
métrica y en X imita el comportamiento de la norma en V .

Teorema 3.1.2. Si (V, || · ||) es un espacio normado. Existe un espacio de Banach
V̂ que tiene un subespacio X isométrico a V y denso en V̂ .

Demostración. Para una demostración a detalle ver Teorema 2.3-2 de [13].

3.2. Topología débil*

En el estudio de espacios vectoriales, uno de los objetos más importantes son
las transformaciones lineales y más aún, los funcionales lineales, es decir transforma-
ciónes lineales del espacio vectorial al campo. Si se trabaja en un espacio normado
se puede tomar en cuenta la noción de continuidad de los funcionales. Si X es un
espacio normado, el dual de X, denotado por X∗, consiste de todos los funcionales
lineales continuos definidos en X. El espacio X∗ es un espacio normado, bajo la
norma operador ||ϕ|| := sup

||x||=1
||ϕ(x)|| para ϕ ∈ X∗. La norma operador de un

funcional ϕ es el menor número real tal que

||ϕ(x)||
||x||

≤ ||ϕ|| para todo x ∈ X. (3.1)

Para un funcional ϕ, si la expresión de la izquierda en (3.1) está acotada decimos
que ϕ es un funcional acotado. Por lo mencionado arriba, todo funcional continuo
es acotado, pero también todo funcional acotado es continuo.

El uso de teoremas relacionados a continuidad es una práctica común. Para
deducir propiedades de un objeto concreto, se parte de alguna sucesión de elementos
que convergen a él y que se conocen de mejor manera. El sentido de convergencia
depende de la topología utilizada y una topología de particular interés, definida en
el dual X∗ de un espacio normado X, es la topología débil*.
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Dado X un espacio normado, consideremos para cada x ∈ X, el funcional
lineal ex : X∗ → R definido como ϕ 7→ ex(ϕ) = ϕ(x) (también llamado mapeo de
evaluación). Conforme x varía en X, se obtiene una colección de funcionales (ex)x∈X

en X∗. La topología débil* es la topología inducida por estos mapeos. Es decir, es
la más débil definida en X∗, para la cual todo mapeo de la colección (ex)x∈X es
continuo.

Nota 3.2.1. En espacios finitodimensionales el mapeo x 7→ ex para todo x ∈ X es
un isomorfismo.

La topología debil* depende de los mapeos de evaluación y estos a su vez depen-
den de elementos deX. Esto sugiere la existencia de una conexión entre convergencia
en la topología débil* y los elementos de X. El siguiente teorema nos muestra tal
conexión:

Teorema 3.2.2. Sea (ϕn) una sucesión de elementos en X∗. Entonces ϕn converge
a ϕ en la topología débil*, denotado como ϕn

∗
⇀ ϕ, si y solo si ϕn(x) → ϕ(x) para

todo x ∈ X.

Demostración. Para una demostración ver proposición 3.13 de [4].

Como la topología debil* es más débil que otras, posee más conjuntos com-
pactos, lo que la hace interesante. De hecho, la propiedad más importante de esta
topología es que, en ella, la bola unitaria cerrada es siempre compacta. Este resul-
tado se conoce como el Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki:

Teorema 3.2.3 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). La bola cerrada

BX∗ = {ϕ ∈ X∗ | ||ϕ|| ≤ 1}

es compacta en la topología debil*.

Demostración. Para una demostración ver Teorema 3.16 de [4].

Este teorema nos permite asegurar la existencia de un funcional al cual converge
puntualmente una subsucesión de una sucesión acotada de funcionales. Tal existencia
será utilizada en la demostración del Teorema 5.2.2.
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3.3. El espacio Cc(R)

En la demostración de TNP, será de vital importancia el espacio vectorial
de funciones complejas definidas en los reales, continuas y de soporte compacto,
denotado por Cc(R). El soporte de una función f , supp(f) se define como

supp(f) = {x ∈ R | f(x) 6= 0}.

El espacio Cc(R) tiene algunas propiedades interesantes, entre ellas podemos resaltar
que la integral de Lebesgue de una de estas funciones es relativamente simple. Si
f ∈ Cc(R), por ser una función continua es Riemann integrable y su integral de
Lebesgue coincide con su integral de Riemann. Además por su soporte, dicha integral
de Riemann es propia. Más aún, la continuidad en el compacto nos garantiza un
máximo y un mínimo, por lo que cada una de estas funciones está en L1(R) con la
medida de Lebesgue. Es más, cualquier función en L1(R) puede ser aproximada por
funciones en Cc(R), este es un hecho crucial para la demostración del TNP.

Teorema 3.3.1. El espacio Cc(R) es denso en L1(R) con una medida µ σ-finita.

Demostración. Para una demostración ver Proposición 2.51 de [8].

De hecho podemos ir más alla y considerar el espacio C∞c (R) de funciones
suaves de soporte compacto para el cual también se verifica

Teorema 3.3.2. El espacio C∞c (R) es denso en L1(R) con una medida µ σ-finita.

Demostración. Para una demostración ver Corolario 4.23 de [4].

El buen comportamiento de Cc(R) respecto a las integrales permite caracterizar
a sus funcionales lineales como mapeos de evaluación respecto a una integral con una
medida localmente finita. En el fondo, esto representa una dualidad entre funcionales
y medidas, de una manera similar a como existe una dualidad entre X y (X∗)∗

para espacios vectoriales finitodimensionales (ver Nota 3.2.1). Las dualidades nos
permiten estudiar un objeto desde distintas perspectivas en las que se conserva su
estructura esencial y por ello, intercambiarlas según sea conveniente para nuestro
objetivo.

Teorema 3.3.3 (Teorema de Representacion de Riesz). Sea ϕ : Cc(R) → C un
funcional lineal que cumple ϕ(f) ≥ 0 si f ≥ 0. Entonces existe una única medida
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de Borel localmente finita µ tal que

ϕ(f) =

∫
f dµ

para todo f ∈ Cc(R).

Demostración. Para una demostración ver Teorema 7.44 de [8].

3.4. Álgebras de Banach

Recordemos que un álgebra A sobre un campo F es un espacio vectorial A
sobre F tal que para cada pareja (x, y) ∈ A2 existe un único producto xy ∈ A que
cumple las siguientes propiedades:

a) (xy)z = x(yz), (asociatividad)

b) x(y + z) = xy + xz, (distributividad izquierda respecto a la suma)

c) (x+ y)z = xz + yz, (distributividad derecha respecto a la suma)

d) α(xy) = (αx)y = x(αy) (distributividad respecto al producto escalar)

para cualesquiera x, y, z ∈ A y escalares α.

Un álgebra normada A, es un espacio normado que es a la vez un álgebra, tal
que para todo x, y ∈ A

||xy|| ≤ ||x|| ||y||. (3.2)

La desigualdad (3.2) implica que la operación producto es continua.

Teorema 3.4.1. El producto definido en un álgebra normada A es continuo.

Demostración. Sean a, b ∈ A y 0 < ε < 1. Tomando δ < ε
||a||+1+||b|| , se tiene que

para todo x, y con ||x− a|| < δ y ||y − b|| < δ,

||xy − ab|| ≤ ||x(y − b)||+ ||(x− a)b||

< (||x||+ ||b||)δ

< (||a||+ 1 + ||b||)δ

< ε.
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Si A tiene una identidad multiplicativa e, se dice que es un álgebra unitaria y
podemos asumir, reescalando la norma de ser necesario, que

||e|| = 1.

Finalmente, un álgebra de Banach es un álgebra normada que es completa consi-
derada como un espacio normado. Durante esta discusión las álgebras de Banach
serán sobre C a menos que sea especificado de otra manera.

Las álgebras de Banach unitarias dan lugar a la existencia de elementos in-
vertibles, es decir x ∈ A tales que existe x−1 que cumple xx−1 = x−1x = e. Los
elementos invertibles a su vez, dan lugar al concepto de espectro y resolvente. Sea
A un álgebra de Banach con identidad, el espectro σ(x), de un elemento x ∈ A, se
define como

σ(x) := {λ ∈ C | x− λe no es invertible},

y el conjunto resolvente ρ(x) como

ρ(x) := {λ ∈ C | x− λe es invertible}.

El espectro generaliza la noción de valor propio: para un álgebra A de mapeos
lineales, el espectro de un elemento T ∈ A es igual al conjunto de valores propios de
T . El teorema fundamental del álgebra nos asegura que todo operador lineal definido
en un espacio finitodimensional, posee al menos un valor propio. Esto nos motiva a
preguntarnos si para todo elemento x en un álgebra de Banach unitaria, su espectro
es no vacío y en efecto,

Teorema 3.4.2. Sea A un álgebra de Banach unitaria. Para todo x ∈ A se tiene
que σ(x) 6= ∅. Además, σ(x) ⊂ {λ ∈ C | |λ| ≤ ||x||}.

Demostración. Para una demostración ver Teoremas 7.7-3 y 7.7-4 de [13].

Podemos estudiar geométricamente este conjunto midiendo «qué tan grandes»
son sus elementos, por lo que consideramos el radio espectral. Para x un elemento de
un álgebra de Banach unitaria A, definimos su radio espectral rσ(x) := supλ∈σ(x) |λ|.
El siguiente teorema relaciona la estructura algebraica de un álgebra de Banach con
su estructura topológica.
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Teorema 3.4.3 (Fórmula del Radio Espectral). Sea A un álgebra de Banach uni-
taria, entonces para cada x ∈ A se tiene

rσ(x) = ĺım
n→∞

n
√
||xn||. (3.3)

Demostración. Para una demostración ver Teorema 11.6 de [8].

3.5. Caracteres

En el caso de que un álgebra de Banach A sea conmutativa, es decir que ab = ba

para cualesquiera a, b ∈ A, es útil estudiar funciones definidas en A que preserven
esta propiedad (llamados también homomorfismos). En particular, nos centraremos
en funcionales en A.

Se define el dual de Gelfand σ(A), como el conjunto de todos los homomorfis-
mos continuos ψ : A 7→ C, a los cuales nos referiremos como caracteres. Es decir,

σ(A) := {ψ ∈ A∗\{0} | ψ(ab) = ψ(a)ψ(b), para todo a, b ∈ A}.

Nota 3.5.1. En realidad todo homomorfismo algebraico ψ : A → C es continuo,
ver lema 11.24 de [8]. Por lo que técnicamente, la hipótesis de continuidad en la
definición anterior puede ser excluida.

Como primera propiedad interesante tenemos lo siguiente:

Teorema 3.5.2. Sea A un álgebra de Banach unitaria y conmutativa. Todos los
caracteres en A tienen norma (de operador) menor o igual a 1.

Demostración. Sea ψ un caracter en A. Consideremos x ∈ A tal que ψ(x) 6= 0.
Notemos que y := x − ψ(x)e, pertenece al kernel de ψ, por lo que no puede ser
invertible. De modo que ψ(x) ∈ σ(x) y |ψ(x)| ≤ ||x|| por el Teorema 3.4.2.

Nota 3.5.3. De hecho, hemos demostrado que {ψ(x) | ψ ∈ σ(A)} ⊂ σ(x).

Esta demostración es fascinante porque a partir de un caracter, obtuvimos un
número del espectro σ(x). Además, este proceso no fue dependiente del caracter ele-
gido, ni del elemento x. Así que surge la pregunta, ¿será posible para todo elemento
x ∈ A, asociar cada λ ∈ σ(x) con ψ(x) para algún ψ ∈ σ(A)? La respuesta es sí.
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Antes de proseguir, definimos algunos términos básicos de álgebra. Un ideal J
de un álgebra conmutativa A es un subespacio tal que

AJ = {xj | x ∈ A, j ∈ J } ⊂ J

y para todo ideal J el cociente A/J es también un álgebra conmutativa donde la
multiplicación está dada por

(x+ J )(y + J ) = xy + J

para cualesquiera x, y ∈ A. Un ideal J ⊂ A se dice que es propio si J 6= A. Un ideal
maximal M en un álgebra unitaria conmutativa A es un ideal propio que cumple
que si J es un ideal de A tal queM⊂ J ⊂ A, entonces J =M o J = A.

Además, presentamos los siguientes resultados,

Proposición 3.5.4. El cociente A/M, donde A es un álgebra unitaria y M un
ideal maximal de A, es un campo.

Demostración. Sea x +M ∈ A/M\{0}. El ideal J := Ax +M es estrictamente
mayor a M, entonces J = A. Como A es unitaria, existe un elemento a ∈ A y
m ∈ M tal que ax + m = e. Así que todo elemento no nulo en A/M tiene un
inverso.

Proposición 3.5.5. Sea A un álgebra de Banach unitaria y conmutativa. En la
topología inducida por norma, la clausura de cualquier ideal en A es un ideal.

Demostración. Para una demostración ver lema 11.25 de [8].

Proposición 3.5.6. Sea A un álgebra de Banach unitaria y conmutativa. Todo ideal
maximalM es cerrado en la topología inducida por norma.

Demostración. Para una demostración ver lema 11.25 de [8].

Proposición 3.5.7. Sea R un anillo conmutativo con unidad y J0 ⊂ R un ideal
propio. Entonces existe un ideal maximalM⊂ R tal que J0 ⊂M.

Demostración. Para una demostración ver lema 11.26 de [8].

Con esto cubierto, procedemos a mostrar la asociación entre el espectro de un
elemento x y sus imágenes respecto a los caracteres.
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Teorema 3.5.8. Sea A un álgebra de Banach unitaria y conmutativa. Para todo
x ∈ A se cumple

σ(x) = {ψ(x) | ψ ∈ σ(A)}.

Demostración. Por la Nota 3.5.3 únicamente falta demostrar la contención

σ(x) ⊂ {ψ(x) | ψ ∈ σ(A)}.

Comencemos considerando un elemento x0 ∈ A no invertible. Notemos que
J := Ax0 es un ideal propio de A, por la Proposición 3.5.7 existe un ideal maximal
M que contiene a J y por la Proposición 3.5.6M es cerrado.

Demostraremos que B := A/M también es un álgebra de Banach. En efecto,
al equipar a B con la norma cociente, este se vuelve un espacio de Banach. Como
M es un ideal, la multiplicación en B está bien definida y finalmente,

||xy +M||A/M ≤ ||(x+m1)(y +m2)||A ≤ ||(x+m1)||A ≤ ||(y +m2)||A

para cualesquiera x, y ∈ A y m1,m2 ∈M. Esto implica, tomando el ínfimo respecto
a m1 y m2, que

||(x+M)(y +M)||A/M ≤ ||x+M||A/M||y +M||A/M

como se quería verificar.

Por otro lado, el Teorema 3.5.4 nos asegura que B también es un campo pues
M es maximal y veremos que este es isomorfo a C. Por el Teorema 3.4.2, para todo
x +M ∈ B, existe λ ∈ C tal que (x +M) − λ(e +M) es no invertible, pero
al ser B un campo esto es posible si y solo si x +M = λe +M. Esto induce el
mapeo Φ: B → C definido por x+M 7→ λ. Para x+M y y+M en B denotamos
α := Φ(x+M), β := Φ(y +M) y λ := Φ(xy +M), entonces

λ(e+M) = xy +M

= (x+M)(y +M)

= (αe+M)(βe+M)

= αβ(e+M).
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Es decir, λ = αβ y Φ es un homomorfismo. Si Φ(x+M) = Φ(y +M),

x+M = λe+M = y +M,

entonces Φ es inyectivo y puesto que Φ(λe+M) = λ para todo λ ∈ C, concluimos
que Φ es un isomorfismo.

Por lo anterior, si x0 es no invertible existe ψ : A → B ∼= C un homomorfismo
no trivial con ψ(x0) = 0. Si utilizamos este hecho para x − λe donde λ ∈ σ(x),
se concluye de la Nota 3.5.1 que existe ψ ∈ σ(A) tal que ψ(x) = λ. Es decir,
σ(x) ⊂ {ψ(x) | ψ ∈ σ(A)}.

Este teorema tiene como corolario uno de los resultados más importantes, res-
pecto a los caracteres, para la demostración de TNP.

Corolario 3.5.9 (Fórmula de Gelfand).

máx
ψ∈σ(A)

|ψ(x)| = ĺım
n→∞

n
√
||xn||.

Demostración. Se sigue directamente del Teorema 3.4.3 y el Teorema 3.5.8.

Es importante notar que estos últimos teoremas aplican a álgebras de Banach
unitarias. Es posible «extender» su dominio a álgebras de Banach sin unidad, cam-
biando la perspectiva respecto a la cuál consideramos estas álgebras.

Toda álgebra de Banach sin unidad A puede considerarse como una subálgebra
de Banach de un álgebra de Banach unitaria A1. De manera burda, esto quiere decir
que podemos trabajar en una estructura que sí posee unidad, pero que opera de
forma análoga al álgebra sin unidad. Para ver esto, basta tomar A1 := A× C (una
extensión natural del espacio vectorial), definiendo el producto vectorial y la norma
como

(x, λ) · (y, η) := (xy + λy + ηx, λη),

||(a, λ)|| := ||a||+ |λ|.

Se verifica fácilmente que la unidad en esta álgebra es el elemento (0, 1) y el mapeo
x 7→ (x, 0) de A hacia A1 es un homomorfismo isométrico.
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4. Análisis de Fourier

4.1. Definición y propiedades de la transformada de

Fourier

La transformada de Fourier f̂ de una función f : R→ C se define como

f̂(t) =

∫
R
f(x)e−2πixtdx, (4.1)

y la transformada inversa de Fourier h

∧

de una función h : R → C se define
como

h

∧

(x) =

∫
R
h(t)e2πixtdt. (4.2)

Claramente, la transformada de Fourier no tiene por qué existir para una fun-
ción f arbitraria, es decir si f no fuera integrable es posible que su transformada
no esté definida. Afortunadamente, la integrabilidad (en el sentido de Lebesgue) es
una condición suficiente de existencia. Si f está en L1(R), entonces

|f̂(t)| =
∣∣∣∣ ∫

R
f(x)e−2πixtdx

∣∣∣∣ ≤ ∫
R
|f(x)|dx = ||f ||1.

La transformada de Fourier interactúa muy bien con ciertos operadores de tras-
lación y de convolución de funciones. Para x0 y t0 reales, definimos el operador
traslación Tx0 y el operador multiplicación Mt0 como

Tx0(f) : x 7−→ f(x− x0)

Mt0(f) : x 7−→ e2πixt0f(x).

35



De la definición se sigue fácilmente que T̂x0(f) = M−x0(f̂ ) y M̂t0(f) = Tt0(f̂ ).

Por otro lado, si f1, f2 ∈ L1(R) definimos f1 ∗ f2 en semejanza a la convolución
de Dirichlet como

(f1 ∗ f2)(x) =

∫
R
f1(y)f2(x− y)dy.

El siguiente teorema nos expone algunas propiedades de la transformada de
Fourier y la convolución que nos serán útiles para demostar TNP. Además ejemplifica
la interacción mencionada entre la transformada de Fourier y la convolución de
funciones.

Teorema 4.1.1. Para f1, f2 ∈ L1(R), se tiene

a) ||f1 ∗ f2||1 ≤ ||f1||1||f2||1 y por lo tanto f1 ∗ f2 ∈ L1(R),

b) f1 ∗ f2 = f2 ∗ f1,

c) f̂1 ∗ f2 = f̂1f̂2,

d)
∫
R f̂ g dx =

∫
R fĝ dy.

Demostración. a) Por desigualdad del triángulo,∫
R

∣∣∣∣ ∫
R
f1(y)f2(x− y)dy

∣∣∣∣dx ≤ ∫
R

∫
R
|f1(y)f2(x− y)|dydx.

Por medio el Teorema de Fubini y el cambio de variable u = x− y lo anterior
se convierte en∫

R

∫
R
|f1(y)f2(x− y)|dxdy =

∫
R
|f1(y)|dy ·

∫
R
|f2(u)|du = ||f1||1||f2||1.

Esto garantiza que f1 ∗ f2 ∈ L1(R).

b) Haciendo u = x− y,

(f1 ∗ f2)(x) =

∫
R
f1(y)f2(x− y)dy =

∫
R
f1(x− u)f2(u)du = (f2 ∗ f1)(x)

c) Usando Fubini,

f̂1 ∗ f2(t) =

∫
R

(∫
R
f1(y)f2(x− y)dy

)
e−2πixtdx

36



=

∫
R

∫
R
f1(y)e−2πiytf2(x− y)e−2πi(x−y)tdydx

=

∫
R
e−2πiytf1(y)

(∫
R
e−2πi(x−y)tf2(x− y)dx︸ ︷︷ ︸

f̂2(t)

)
dy

= f̂1(t)f̂2(t).

d) De nuevo, utilizando Fubini∫
R
f̂(x)g(x) dx =

∫
R

∫
R
f(y)e−2πiyxg(x) dydx

=

∫
R
f(y)

(∫
R
g(x)e−2πiyxdx

)
dy

=

∫
R
f(y)ĝ(y)dy.

A continuación presentamos un teorema que acredita sensatez a la definición y
nombre de f

∧

.

Teorema 4.1.2 (Inversión de Fourier). Si f ∈ L1(R) tiene f̂ ∈ L1(R), entonces f
es igual a la transformada inversa de f̂ , denotada por (f̂ ) ∧, casi en todas partes.

La idea de la demostración, es utilizar el inciso (d) del teorema anterior para
definir una sucesión de funciones fr que por un lado converge a f y por otro a (f̂ ) ∧.

Demostración. Definamos φr,x0(t) := e2πitx0φr(t), donde φr(t) := e−π|rt|
2 para cada

x0 ∈ R y r > 0. A partir de esto consideremos

fr(x0) =

∫
R
f̂(t)φr,x0(t)dt =

∫
R
f(x)φ̂r,x0(x)dx. (4.3)

A continuación mostraremos que fr → (f̂ ) ∧puntualmente cuando r → 0. Y que
fr → f en L1(R) cuando r → 0.

a)
(
fr → (f̂ ) ∧): Notemos que

∣∣f̂(t)e2πitx0e−π|rt|
2∣∣ =

∣∣f̂(t)e−π|rt|
2∣∣ ≤ ∣∣f̂(t)

∣∣ ∈ L1.

Además, e−π|rt|2 → 1 si r → 0. Entonces por el Teorema de convergencia
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dominada (Teorema 1.6.4)

fr(x0) =

∫
R
f̂(t)φr,x0(t)dt −→

∫
R
f̂(t)e2πitx0dt = (f̂ ) ∧(x0),

para todo x0.

b) (fr → f) : Primero,

φ̂r(x) =

∫
R
e−π|ry|

2

e−2πiyxdy,

al hacer la sustitución u = ry,

φ̂r(x) =
1

r

∫
R
e−π|u|

2

e−2πiudu

y puesto que ĝ(t) = e−πt
2

= φr si g(x) = e−πx
2

= φ1 (para una demostración
de esto referimos al lector al ejemplo 9.27 de [8])

φ̂r(x) =
e−π|

x
r
|2

r
,

más aún

φ̂r,x0(x) =
e−π
∣∣x−x0

r

∣∣2
r

.

De aquí concluimos que φr está en L1(R) para cada r. Con esto obtenemos de
la Ecuación (4.3) que

fr(x0) =

∫
R
f(x)

e−π
∣∣x−x0

r

∣∣2
r

dx = (f ∗ φ̂r)(x0).

Por Teorema 4.1.1 tenemos que f ∗ φ̂r ∈ L1(R) y por lo tanto fr también.

Procedemos a examinar la diferencia (f ∗ φ̂)(x0)− f(x0). En el Ejemplo 9.27
de [8] también se demuestra que

∫
R e
−πz2dz = 1, así que la conmutatividad de

la convolución y la sustitución z = x/r implican

(f ∗ φ̂)(x0)− f(x0) =

∫
R
f(x0 − x)

e−π|
x
r
|2

r
dx− f(x0)

=

∫
R

(
f(x0 − rz)− f(x0)

)
e−π|z|

2

dz.
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Al tomar normas, usar desigualdad triangular y Fubini,

||f ∗ φ̂− f ||1 =

∫
R

∣∣∣∣ ∫
R

(
f(x0 − rz)− f(x0)

)
e−π|z|

2

dz

∣∣∣∣dx0

≤
∫
R

∫
R

∣∣f(x0 − rz)− f(x0)
∣∣e−π|z|2 dzdx0

=

∫
R
||Trz(f)− f ||1e−π|z|

2

dz

Ahora, por la densidad de Cc(R) en L1(R), para cada ε > 0 podemos hallar
una función g ∈ Cc(R) con ||f − g||1 < ε/3. Por la continuidad uniforme de g,
existe δ > 0 tal que ||Trz(g)− g||1 < ε/3 si |rz| < δ. De ello,

||Trz(f)− f ||1 ≤ ||Trz(f)− Trz(g)||1 + ||Trz(g)− g||1 + ||g − f ||1 < ε.

así que ||Trz(f)− f ||1 → 0 si r → 0 para z ∈ R fijo. Así que por el Teorema de
convergencia dominada ||f ∗ φ̂− f ||1 → 0. Para concluir, por el Teorema 1.6.3
existe una sucesión de fr que converge casi en todas partes tanto a f como a
(f̂ ) ∧, de donde se sigue el resultado.

Una de las condiciones en el Teorema 4.1.2 es que f̂ ∈ L1(R). De no ser así, no
está claro cómo podría ser posible recuperar a f de f̂ . Por lo tanto, es conveniente
considerar clases de funciones para las cuales esa condición se cumpla. En particular
una clase muy interesante son las funciones de Schwartz: el Espacio de Schwartz
denotado por S (R) se define como

S (R) := {f : R→ C | f es suave y ||xαf (β)||∞ <∞, para cualesquiera α, β ∈ N}.

donde
||f ||∞ := ı́nf{M ∈ R | |f | ≤M casi en todas partes}.

Esto es, intuitivamente, que la derivada de cualquier orden de una función f ∈ S (R),
decrece muy rápido; dicho de manera más precisa, posee un decaimiento super-
polinomial. Esta propiedad le garantiza a cualquier función f en este espacio ser
L1(R).

Teorema 4.1.3. Si f ∈ S (R) entonces f ∈ L1(R).
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Demostración. ∫
R
|f |dx =

∫
|x|≤1

|f |dx+

∫
|x|≥1

|f |dx

≤ 2 sup
|x|≤1

|f |+ sup
x∈R
|xNf |

∫
|x|≥1

dx

|xN |

y esto es menor a infinito para N ≥ 2.

Sin embargo, el decaimiento super-polinomial permite algo aún más interesante,

Teorema 4.1.4. La transformada de Fourier de una función de Schwartz es también
una función de Schwartz. Más aún, la transformada de Fourier de S (R) a S (R)

es continua y posee a la transformada inversa de Fourier como inversa continua.

Demostración. Sea f ∈ S (R). Utilizando diferenciación bajo el signo de integral
(Corolario 5.9 de [3]), integración por partes, y desigualdad triangular, respectiva-
mente ∣∣∣∣∣∣∣∣xα dβdxβ f̂(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

=

∣∣∣∣∣∣∣∣xα ∫
R
(−2πit)βf(t)e−2πixtdt

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

=
(2π)β

(2π)α

∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
R

dα

dtα
[tβf(t)]e−2πixtdt

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

≤ (2π)β

(2π)α

∫
R

∣∣∣∣ dαdtα [tβf(t)]

∣∣∣∣dt.
Es sencillo ver que el espacio de Schwartz es cerrado bajo suma, por lo tanto
dα

dtα
[tβf(t)] está en S (R) ⊂ L1(R) y la desigualdad concluye el resultado.

Para finalizar la discusión de este espacio, presentamos el siguiente resultado
que surge como corolario del Teorema 3.3.2.

Teorema 4.1.5. El espacio de Schwartz S (R) es denso en L1(R) con la medida de
Lebesgue.

Demostración. Notemos que C∞c (R) ⊂ S (R) y puesto que C∞c (R) es denso en
L1(R) se sigue el resultado.
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4.2. Caracteres de L1(R)

Para concluir la sección estableceremos una dualidad entre los caracteres de
L1(R) y mapeos de evaluación de la transformada de Fourier. Comenzamos defi-
niendo el álgebra de Banach de interés.

Teorema 4.2.1. El conjunto L1(R) junto con la convolución ∗ como producto y la
norma usual || · ||1, es un álgebra de Banach conmutativa.

Demostración. Del Teorema 4.1.1, si f1, f2 ∈ L1(R) entonces f1 ∗ f2 ∈ L1(R). La
asociatividad de la convolución se sigue de Fubini y la distributividad respecto a
la suma es consecuencia de la linealidad de la integral. Finalmente (a) y (b) del
Teorema 4.1.1 prueban que (L1(R), || · ||1) con ∗ como producto, es un álgebra de
Banach conmutativa.

Como se vio al final del Capítulo 3 , es posible agregar una unidad a cualquier
álgebra de Banach. Por medio de tal construcción, consideramos a (L1(R), || · ||1)

como subálgebra de un álgebra Banach unitaria en las discusiones posteriores.

Para establecer la dualidad entre los caracteres de L1(R), denotados por σ(L1(R))

y la transformada de Fourier ocupamos el siguiente lema.

Lema 4.2.2. Sea ψ en σ(L1(R)) y sea u ∈ L1(R) tal que ψ(u) = 1. Se define
γψ : R→ C como γψ(α) = ψ

(
u(t+α)

)
. Entonces existe un único número ξψ ∈ R tal

que γψ(α) = e2πiξψα para todo α ∈ R.

Demostración. Tanto ψ como la traslación en el argumento son continuas en L1(R),
de modo que γψ es continua. Usando un cambio de variable, notamos

γψ(α + β) = ψ
(
u(t+ α + β)

)
ψ(u)

= ψ
(
u(t+ α + β) ∗ u(t)

)
= ψ

(
u(t+ α) ∗ u(t+ β)

)
= γψ(α)γψ(β).

En particular,
γψ(α)γψ(−α) = γψ(0) = 1, (4.4)

γψ(nα) = γψ(α)n para n ∈ N. (4.5)
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Si α0 ∈ R es tal que |γψ(α0)| 6= 1, podemos suponer por (4.4) que |γψ(α0)| > 1 y
(4.5) garantiza la existencia de un natural n tal que γψ(nα0) > ||u||1. Sin embargo,
el Teorema 3.5.2 nos asegura que para todo α ∈ R

|γψ(α)| ≤ ||ψ|| ||u(t+ α)||1 ≤ ||u||1 para todo α ∈ R.

Entonces |γψ(α)| = 1. Esto junto con el Teorema 7.6.2 de [6] implican la existencia
de una única función continua h : R→ R que satisface h(0) = 0 y

γψ(α) = e2πih(α) para todo α ∈ R.

Reescribimos la ecuación funcional como

e2πi(h(α+β)−h(α)−h(β)) = 1

que implica
h(α + β)− h(α)− h(β) = n

para algún entero n, pero al ser h continua, el Teorema del valor intermedio implica
que este entero no depende de α y β. Además, puesto que h(0) = 0 tenemos n = 0,
es decir

h(α + β) = h(α) + h(β).

Finalmente, las soluciones de esta ecuación son de la forma h(α) = ξα para algún
ξ ∈ R.

Nota 4.2.3. Las soluciones continuas f : R→ R de la ecuación

f(x+ y) = f(x) + f(y)

(al igual que f(x + y) = f(x)f(y)) se obtienen describiendo su comportamiento
en Q y utilizando la densidad de Q en R. Sin embargo, este procedimiento no se
sigue de forma análoga para hallar soluciones continuas f : R → C puesto que la
ecuación xn = z donde z ∈ C es fijo posee n soluciones distintas en C, de ahí surge
la necesidad del uso del Teorema 7.6.2 de [6] en la demostración anterior.

El siguiente teorema nos asegura que todo caracter ψ en σ(L1(R)) puede ser
interpretado como un mapeo f 7→ f̂(ξ) para algún real ξ.
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Teorema 4.2.4. Sea ψ un caracter en L1(R). Para todo f ∈ L1(R) se cumple

ψ(f) =

∫
R
f(α)e−2πiαξψdα = f̂(ξψ).

Demostración. Sea u ∈ L1(R) como en el Lema 4.2.2. Entonces ψ(f) = ψ(f ∗ u) y
al ser ψ continua, el lema nos garantiza

ψ(f ∗ u) = ψ

(∫
R
f(α)u(t− α)dα

)
=

∫
R
ψ
(
f(α)u(t− α)

)
dα

=

∫
R
f(α)ψ

(
u(t− α)

)
dα

=

∫
R
f(α)e−2πiξψαdα

= f̂(ξψ).
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5. Convolución y convergencia de medidas

Parte clave de la conexión entre TNP y el análisis funcional es la consideración
de medidas µ como funcionales en C(R) via integración. Es decir,

f 7−→
∫
R
f dµ.

Esto nos permitirá utilizar la topología débil* para concluir varios resultados re-
lacionados a medidas particulares, que serán de utilidad para la demostración de
TNP.

5.1. Medidas de Radon

Para comenzar, recordemos que una medida de Radon es una medida de Borel
que es localmente finita. Dada una función f : N → R le asociamos una medida
νf : B → R de la siguiente manera

νf :=
∞∑
n=1

f(n)

n
δlogn, (5.1)

donde δlogn : B → R es llamada la medida de Dirac en p = log n y está definida para
p en general como

δp(B) :=

1 si p ∈ B

0 si p /∈ B
para B ∈ B. (5.2)

Para toda f : N → R, esta es una medida de Radon. En efecto, si K es compacto
podemos hallar un intervalo [0,m] que contiene a K, de donde obtenemos:
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νf (K) ≤ νf ([0,m]) =
N∑
n=1

f(n)

n
<∞,

donde N es el mayor entero con logN ≤ m.

Similar a la convolución de funciones, para dos medidas de Radon en [0,∞),
definimos su convolución como

(ν1 ∗ ν2)(B) =

∫∫
χB(x+ y) dν1(x)dν2(y) (5.3)

Esta es de nuevo una medida de Radon en [0,∞), porque si B = [−x, x], vemos que
el lado derecho de (5.3) está acotado por ν1([0, x])ν2([0, x]) <∞.

El siguiente teorema, muestra que la asociación f 7→ νf es una conexión entre
dos estructuras algebraicas; G el monoide de funciones f : N→ R con la convolución
de Dirichlet y H el monoide de medidas de Radon con la convolución de medidas.

Teorema 5.1.1. Para dos funciones f1, f2 : N→ R

νf1 ∗ νf2 = νf1 ∗
D
f2

Demostración. Sea B un conjunto de Borel,

νf1 ∗ νf2(B) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

χB(log n+ logm)
f1(n)

n

f2(m)

m

reescribiendo esta suma con índice k = mn,

=
∞∑
k=1

χB(log k)
∑
d|k

f1(d)

d

f2(k/d)

k/d

=
∞∑
k=1

(f1 ∗
D
f2)(k)

k
δlog k(B)

= νf1 ∗
D
f2(B).

Por otro lado, el Teorema 2.2.1 nos asegura que la identidad en G es la función
(1 ∗

D
µ). Esta función es igual a 1 en n = 1 y 0 en los demás enteros. Luego, de la

definición (5.1) se sigue que ν(1∗
D
µ)(B) es 1 si 0 ∈ B y 0 en otro caso. Por último,

de (5.3) se ve que ν ∗ ν(1∗
D
µ) = ν para toda ν medida de Radon en [0,∞) . En otras

palabras, las identidades de ambas estructuras están asociadas.
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5.2. Teoremas de Convergencia

Para usar la convergencia en la topología débil* introducimos el concepto de
medida desfasada. Dada una medida de Radon ν en R y algún h ∈ R la medida
desfasada τhν se define como∫

R
f dτhν =

∫
R
f(t− h)dν(t).

Antes de continuar, recordemos que

Λ(n) =

log p, si n = pk para un primo p y algún entero positivo k.

0, en cualquier otro caso.

y que Λ2(n) = (µ ∗
D

log2)(n). La Ecuación (5.1) nos permite considerar una medida
de Radon νsym relacionada a Λ y Λ2, que por consiguiente posee una naturaleza
teórico-númerica relevante para TNP.

El siguiente teorema establece que podemos utilizar una sucesión de medidas
desfasadas τhνsym para “aproximarnos” a un múltiplo de la medida de Lebesgue
µ`. Esto debe interpretarse formalmente de la siguiente manera: por la discusión al
inicio de este capítulo, podemos asociar a cada una de estas medidas un elemento
en Cc(R)∗, entonces la sucesión de elementos asociados a las medidas desfasadas
converge en la topología débil∗ al elemento asociado al múltiplo de µ`.

Proposición 5.2.1. Definamos νsym := νΛ2/ log. Entonces

dνsym(t) = dνΛ(t) +
1

t
d(νΛ ∗ νΛ)(t) (5.4)

y τhνsym
∗
⇀ 2µ` conforme h→∞.

Demostración. La Ecuación (5.4), se demuestra utilizando la Ecuación (2.1), el Teo-
rema 5.1.1 y algunas manipulaciones algebraicas.

Recordemos que por el Teorema 3.2.2, la convergencia τhνsym
∗
⇀ 2µ` en la

topología débil∗ es equivalente a que∫
fdτhνsym → 2

∫
fdµ` cuando h→∞, (5.5)

para toda f ∈ Cc(R).
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Mostraremos que para toda f(t) = χI(t)e
t, donde I ⊂ R es un intervalo arbi-

trario, se cumple la convergencia (5.5). Con esto demostrado, el resultado se sigue
del hecho que toda f ∈ Cc(R) puede aproximarse uniformemente, por arriba y abajo,
por combinaciones lineales de funciones de la forma χI(t)et.

Sea I = (log a, log b] con 0 < a < b un intervalo arbitrario. Notemos que

2

∫
χI(t)e

tdt = 2(b− a)

y como et es estrictamente creciente∫
χI(t)e

tdτhνsym =
∑

aeh<n≤beh
elogn−h Λ2(n)

n log n
. (5.6)

Utilizaremos la Fórmula de simetría de Selberg (2.7) para ver que la expresión en
el lado derecho de (5.6) se aproxima a 2(b− a).

Por la Fórmula de Simetría de Selberg, para toda constante c > 0 tenemos∑
n≤cx

Λ2(n) = 2cx log x+ o(x log x),

que implica que
1

x log x

∑
ax<n≤bx

Λ2(n) = 2(b− a) + o(1) (5.7)

conforme x tiende a infinito. Sea ε > 0, supongamos que x es lo suficientemente
grande de tal manera que ax < n ≤ bx implica

1− ε ≤ log x

log n
≤ 1 + ε.

Multiplicando por Λ2(n)
log x

y sumando todas las desigualdades para n ∈ (ax, bx] obte-
nemos

1− ε ≤
1
x

∑
ax<n≤bx

Λ2(n)
logn

1
x log x

∑
ax<n≤bx Λ2(n)

≤ 1 + ε.

Con esto demostramos que

1
x

∑
ax<n≤bx

Λ2(n)
logn

1
x log x

∑
ax<n≤bx Λ2(n)

→ 1 cuando x→∞.
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Utilizando la Ecuación (5.7), lo anterior implica que

1

x

∑
ax<n≤bx

Λ2(n)

log n
= 2(b− a) + o(1), (5.8)

pero el lado izquierdo de esta expresión es igual a

∑
ax<n≤bx

elogn−log x Λ2(n)

n log n

y haciendo h = log x, esto se convierte en el lado derecho de la Ecuación (5.6).

Teorema 5.2.2. Para toda sucesión (hn) de números reales, tales que hn → ∞
cuando n→∞, existe una subsucesión (hnk) y una función Borel medible D : R→
[0, 2] tal que para cualquier f ∈ Cc(R) se tiene

ĺım
k→∞

∫
f dτhnkνΛ =

∫
fD dµ`.

Demostración. Sea l un entero positivo fijo. Tomamos una sucesión τhnνΛ restrin-
gida a [−l, l], de nuevo por lo discutido al inicio del capítulo, podemos asociar a
cada elemento en esta sucesión con un funcional ϕn ∈ C[−l, l]∗. El primer paso es
demostrar que estos funcionales son acotados (respecto a la norma de operador).
Consideremos la función

fl(x) =


1 si |x| ≤ l,

l + 1− |x| si |x| ∈ [l, l + 1],

0, si |x| ≥ l + 1.

Por la Proposición 5.2.1, conforme h→∞ sabemos que

τhνsym([−l, l]) ≤ 2

∫
fl dτhνsym →

∫
fl(x)dx = 2(2l + 1). (5.9)

Además, para todo B ∈ B, integrando χB y usando la Ecuacion (5.4) implica que
τhνΛ(B) ≤ τhνsym(B). Entonces (5.9) y la desigualdad del triangulo para integrales
nos garantizan que los funcionales ϕn son acotados. Consideramos entonces la bola
más pequeña que contiene a toda la sucesión:

Bl := B
C[−l,l]∗
Rl
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Figura 5.1. fl con l = 3.
Fuente: Elaborado con GeoGebra.

donde Rl := supn≥1 τhnνΛ([−l, l]). Por el Teorema de Banach-Alouglu-Bourbaki,
esta bola es compacta y metrizable en la topología débil*. Entonces existe una
subsucesión (ϕnk) y un funcional ϕ en C[−l, l] tal que ϕnk

∗
⇀ ϕ. En otras palabras,

ϕnk(f)→ ϕ(f) para todo f ∈ C[−l, l].

Puesto que l era arbitrario, claramente podemos repetir el argumento con cual-
quier entero y considerar

X =
∏
l≥1

Bl.

El espacio X también es compacto y metrizable en la topología producto por el
Teorema 1.3.9. Por lo que existe una subsucesión (τnkνΛ) tal que ĺım

k→∞

∫
f dτnkνΛ

converge para todo f ∈ Cc(R). Como los operadores límite e integral son lineales,
entonces esto nos proporciona un funcional lineal en Cc(R). Más aún, este funcional
es claramente no negativo si f ∈ Cc(R) lo es, así que por el Teorema de representa-
ción de Riesz 3.3.3 existe una medida de Radon µ en R tal que

ĺım
k→∞

∫
f dτnkνΛ =

∫
f dµ,

para todo f ∈ Cc(R). Además, si f ≥ 0,∫
f dµ = ĺım

k→∞

∫
f dτnkνΛ ≤ ĺım

k→∞

∫
f dτnkνsym = 2

∫
f dµ`.
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Por la densidad de Cc(R) en L1,µ+µ`(R) (Teorema 3.3.1) para todo conjunto B borel
medible acotado, se puede aproximar χB utilizando funciones no negativas de Cc(R)

tanto para µ como para µ`, lo cual implica µ(B) ≤ 2µ`(B) y esto a su vez que
µ � µ`. Así que por el Teorema 1.7.1 la derivada de Radon-Nikodym D = dµ

dµ`

existe y

µ(B) =

∫
B

Ddµ` ≤ 2

∫
B

dµ`

por lo que D toma valores en [0, 2] µ`-casi en todas partes.
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6. Demostración del Teorema

6.1. Primera Reformulación del Teorema

Como se mencionó en la sección 2, la motivación de introducir la función Λ es
trabajar con otro conjunto más simple de manipular pero que nos da información
útil para TNP. El siguiente teorema exhibe que en efecto es posible hacer una cone-
xión entre Λ y π que puede ser utilizada para demostrar TNP.

Teorema 6.1.1 (Primera Reformulación). Si∑
1≤n≤x

Λ(n) ∼ x (6.1)

entonces TNP se sigue.

Antes de la demostración presentamos unas observaciones que inspiran las ideas
claves de la misma. Buscamos que ĺım

x→∞
π(x) log x

x
= 1, esto lo podemos interpretar

intuitivamente como
π(x) ≤ x

log x
+ E1(x)

π(x) ≥ x

log x
+ E2(x)

donde E1 y E2 son un «error» que tiende a 0 conforme x crece. Como π(x) ≤ x

para todo x, y log x ≤ xδ para todo δ > 0 y x suficientemente grande, podriamos
aproximarnos al valor de π(x) via potencias de x. Es decir, tomar δ > 0 pequeño y
considerar

π(x1−δ) ≤ x1−δ ≤ x

log x
para x grande.

Entonces el análisis se resume, en términos generales, a estimar π(x)− π(x1−δ) que
esperamos que sea pequeño si δ también lo es y x es grande. Resulta, que este mismo
argumento puede utilizarse para establecer la segunda desigualdad.
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Demostración. Con lo anterior en mente, comencemos escribiendo∑
x1−δ≤n≤x

Λ(n) =
∑

x1−δ≤p≤x

log p+
∑

x1−δ≤pk≤x
k>1

log p. (6.2)

El primer término en esta ecuación es el de particular interés pues involucra exclu-
sivamente a los primos. De hecho, podemos establecer fácilmente una relación entre
este y la cantidad π(x)− π(x1−δ):

(1− δ)(π(x)− π(x1−δ)) log x ≤
∑

x1−δ≤p≤x

log p ≤ (π(x)− π(x1−δ)) log x. (6.3)

El segundo término de (6.3) surge como el excedente de considerar un conjunto más
grande que los primos. Sin embargo, como comentamos al inicio de esta discusión,
esperamos que su aporte asintótico sea negligible.

Para ver esto, sea δ > 0 pequeño. Por la hipótesis se tiene que∑
1≤n≤x1−δ

Λ(n) = x1−δ + o(x1−δ),

∑
1≤n≤x

Λ(n) = x+ o(x).

Como x1−δ = o(x) y o(x) − o(x1−δ) = o(x), al restar las dos ecuaciones anteriores
obtenemos que ∑

x1−δ≤n≤x

Λ(n) = x+ oδ(x) (6.4)

donde oδ(x) representa una función de menor orden que x asociada al δ escogido.
Ahora, si x1−δ ≤ pk ≤ x entonces x

1−δ
k ≤ p ≤ x1/k, reordenando la segunda suma de

la derecha usando a k como índice∑
k

∑
x
1−δ
k ≤p≤x1/k

log p.

Pero como p = 2 es el primo más pequeño, podemos tomar x1/k ≥ 2 que implica
que k ≤ log x

log 2
y en vista de k > 1, log p ≤ log x1/2 y

b log x
log 2
c∑

k=2

∑
x
1−δ
k ≤p≤x1/k

log p ≤
b log x
log 2
c∑

k=2

∑
x
1−δ
k ≤p≤x1/k

log
√
x
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≤ log
√
x ·

log x
log 2∑
k=2

π(x1/k)

= log
√
x ·O(x1/2 log x)

= O(x1/2 log2 x) = o(x).

Entonces por (6.2), (6.3) y (6.4) llegamos a

x

log x
+ oδ

(
x

log x

)
≤ π(x)− π(x1−δ) ≤ x

(1− δ) log x
+ oδ

(
x

log x

)
.

Finalmente, por la discusión previa a la demostración, π(x1−δ) = o( x
log x

) y al ser δ
arbitrario se obtiene el resultado.

6.2. Segunda Reformulación

A partir del Teorema 6.1.1, Terence Tao halló una reformulación de TNP en el
lenguaje del análisis funcional. Para ello, definió || · ||Λ : Cc(R)→ R como

||f ||Λ := ĺım sup
h→∞

∣∣∣∣∑
n≥1

Λ(n)

n
f(log n− h)−

∫
R
f(t) dt

∣∣∣∣ (6.5)

la cual resulta ser una seminorma en Cc(R). Notemos que el primer término en la
resta de la definición de || · ||Λ está relacionado a la Ecuación (5.1), mientras que
el segundo está relacionado a la medida de Lebesgue µ` porque f es continua (1.1).
Además, la Proposición 5.2.1 y el Teorema 5.2.2 sugieren que || · ||Λ no diverge.

Teorema 6.2.1. La función definida en (6.5) es una seminorma en Cc(R), que
cumple

||f ||Λ ≤ ||f ||1, para f ∈ Cc(R) (6.6)

y
||f1 ∗ f2||Λ ≤ ||f1||Λ||f2||Λ, para f1, f2 ∈ Cc(R). (6.7)

Demostración. Gracias a la linealidad de los operadores suma, integral y ĺım sup,
se cumple la propiedad de homogeneidad de los escalares, así como también la des-
igualdad triangular. La función || · ||Λ es claramente no negativa, por lo que lo único
a verificar es que es menor que ∞ para todo f ∈ Cc(R). Para ello, demostraremos
la desigualdad (6.6).

55



Sea f ∈ Cc(R), tomemos una sucesión hn →∞ conforme n→∞. Entonces

||f ||Λ = ĺım
n→∞

∣∣∣∣∑
n≥1

Λ(n)

n
f(log n− hn)−

∫
R
f dµ`

∣∣∣∣.
Aplicando el Teorema 5.2.2, podemos hallar una subsucesión τhnkνΛ tal que

ĺım
k→∞

∫
f dτhnkνΛ =

∫
fD dµ`,

donde D toma valores en [0, 2]. Por lo tanto,

||f ||Λ =

∣∣∣∣ ∫ f(D − 1) dµ`

∣∣∣∣ ≤ ∫ |f |dµ` = ||f ||1.

Puesto que Cc(R) ⊂ L1, esto demuestra que || · ||Λ en efecto es una seminorma.

Falta demostrar la desigualdad de álgebra Banach∣∣∣∣∑
n≥1

Λ(n)

n
(f1 ∗ f2)(log n− h)−

∫
R
f dµ`

∣∣∣∣ ≤ ||f1||Λ||f2||Λ + of1,f2(1) (6.8)

conforme h → ∞. Recordemos de (5.1) que la suma de la izquierda en (6.8) repre-
senta la integral de f1∗f2 respecto de la medida τhνΛ, entonces todo el lado izquierdo
puede ser interpretado como la integral de f1 ∗ f2 respecto de la medida τhνΛ − µ`.

Definimos µ`+ := µ`|[0,∞) y notemos que τhµ`+ → µ` si h→∞. Por esta razón
podemos ver la integral respecto a τhνΛ−µ` como una integral respecto a τh aplicado
a νΛ − µ`+. Además de esto, µ`+ cumple la propiedad

(µ`+ ∗ µ`+)(B) =

∫ ∞
0

tχB(t)dt. (6.9)

A continuación se presenta un bosquejo de los pasos a seguir a partir de aquí
para demostrar la desigualdad deseada.

Primero, se utiliza la Proposición 5.2.1 para reescribir νΛ − µ`+ como suma de
tres medidas con signo

νΛ − µ`+ = ρ1 + ρ2 + ρ3 (6.10)

No presentaremos una definición formal del concepto de medida con signo. Sin em-
bargo, para fines prácticos el lector puede considerarlo como una “medida” capaz de
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tomar valores negativos. En particular,

ρ1 = νsym − 2µ`+

ρ2 = −1

t
d
(
(νΛ − µ`+) ∗ (νΛ − µ`+)

)
(t)

ρ3 = 2µ`+ − 2
1

t
d(νΛ ∗ µ`+)(t).

De nuevo por la Proposición 5.2.1 se sigue que

τhρ1 = τh(νsym − 2µ`+)
∗
⇀ 2µ` − 2µ` = 0. (6.11)

conforme h→∞. Luego, al examinar el término

1

t
d(νΛ ∗ µ`+)(t)

en ρ3 notamos que corresponde la medida cuya derivada de Radon-Nikodym respecto
a µ` es

1

t

∑
n≤et

Λ(n)

n
.

Por el Teorema de Merten, (Teorema 6.2.4 demostrado adelante) esta función es
1 + o(1) conforme t→∞. Entonces

τh

(
1

t
d(νΛ ∗ µ`+)

)
∗
⇀ µ` (6.12)

y por consiguiente
τhρ3

∗
⇀ 2µ` − 2µ` = 0 (6.13)

conforme h→∞.

Gracias al comportamiento asintótico de τhρ1 y τhρ3 descrito en (6.11) y (6.13)
para obtener la desigualdad (6.8) basta mostrar que∣∣∣∣ ∫ f1 ∗ f2dτhρ2

∣∣∣∣ ≤ ||f1||Λ||f2||Λ + o(1) (6.14)

Para esto, se utiliza de nuevo la Proposición 5.2.1, Fubini extendido a medidas con
signo, argumentos de compacidad y (6.12). El uso explícito de estos elementos puede
hallarse a detalle en la sección 14.2.6 de [8].
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Teorema 6.2.2 (Segunda Reformulación). Si ||f ||Λ = 0 para todo f ∈ Cc(R) en-
tonces TNP es cierto.

Demostración. Si la seminorma es cero y sustituimos h = log x en la Ecuación (6.5)
entonces ∑

n≥1

Λ(n)

n
f

(
log

n

x

)
=

∫
R
f(t) dt+ o(1)

conforme x −→ ∞ para todo f ∈ Cc(R). Si escogemos g ∈ Cc((0,∞)) y definimos
f(t) := etg(et) entonces f ∈ Cc(R) y la ecuación de arriba se convierte en

∑
n≥1

Λ(n)

n

n

x
g

(
n

x

)
=

∫
R
g(et)et dt+ o(1)

y si u = et en el lado derecho,

∑
n≥1

Λ(n)g

(
n

x

)
= x

∫ ∞
0

g(u) du+ o(x).

Sea δ > 0, es posible elegir dos funciones de soporte compacto g+ y g− que
cumplan 0 ≤ g− ≤ χ[ 1

2
,1] ≤ g+ ≤ 1 y

∫
(g+ − g−)dx < δ como podemos apreciar de

la figura 6.1.

Figura 6.1. Funciones g+ y g−
Fuente: Elaborado con GeoGebra.

Aplicando el argumento anterior a g+ obtenemos

∑
n≥1

Λ(n)g+

(
n

x

)
= x

∫ ∞
0

g+(u) du+ oδ(x)
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≤ x

(
δ +

∫ ∞
0

g−(u)du

)
+ oδ(x)

≤ x

(
δ +

∫ ∞
0

χ[ 1
2
,1] du

)
+ oδ(x)

= x

(
δ +

1

2

)
+ oδ(x).

Además, ∑
n≥1

Λ(n)χ[ 1
2
,1]

(
n

x

)
≤
∑
n≥1

Λ(n)g+

(
n

x

)
que implica

∑
x
2
≤n≤x

Λ(n) ≤
∑
n≥1

Λ(n)g+

(
n

x

)
≤ x

(
δ +

1

2

)
+ oδ(x).

Análogamente

x

(
1

2
− δ
)

+ oδ(x) ≤
∑

x
2
≤n≤x

Λ(n),

pero al ser δ arbitrario se llega a∑
x
2
≤n≤x

Λ(n) =
x

2
+ o(x). (6.15)

A continuación, separaremos la suma
∑

n≤x Λ(n) por intervalos cuyos extremos son
de la forma x

2j
y cada una de estas subsumas la estimaremos usando (6.15).∑

n≤x

Λ(n) =
∑

x
2
<n≤x

Λ(n) +
∑

x
22
<n≤x

2

Λ(n) + · · ·+
∑

x

2l+1<n≤
x

2l

Λ(n) +
∑

1≤n≤ x

2l+1

Λ(n)

=
l+1∑
j=1

x

2j
+

l∑
j=0

o

(
x

2j

)
+

∑
1≤n≤ x

2l+1

Λ(n).

Para estimar la segunda y tercera suma, fijemos ε > 0, para este, existe una
constante Mε ≥ 1 tal que el término de error en

∑
y
2
≤n≤y Λ(n) es menor en valor

absoluto que εy para todo y ≥Mε. Si escogemos l lo mayor posible tal que x
2l
≥Mε,

entonces ∑
n≤x

Λ(n) ≤ x

(
1− 1

2l+1

)
+

l∑
j=0

o

(
x

2j

)
+

∑
1≤n≤Mε

Λ(n)
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≤ x+M + 2εx

= x+ 2εx+ oε(x).

Al ser ε arbitrario, se llega a la Ecuación (6.1).

A partir de aquí, suponemos que || · ||Λ es una seminorma no trivial. Esto
nos permitirá construir caracteres con propiedades específicas, que inevitablemente
implicarán una contradicción. Para comenzar, notemos que si la seminorma es no
trivial, podemos considerar el cociente de Cc(R) por el kernel de || · ||Λ para obte-
ner un espacio normado. Luego, podemos completar este para obtener el espacio de
Banach AΛ. Además, la continuidad de la convolución como multiplicación en el ál-
gebra normada permite que se extienda a AΛ. Finalmente, si consideramos el mapeo
canónico de Cc(R) a AΛ, por la desigualdad del Teorema 6.2.1, este se extiende a
un homorfismo Φ: L1(R)→ AΛ.

Usando Φ y la transformada de Fourier f 7→ f̂ construiremos un caracter no
trivial de Cc(R) que nos garantizará una condición de igualdad sobre || · ||Λ y la
norma usual en L1(R).

Teorema 6.2.3 (Teorema del espectro no trivial). Supongamos que || · ||Λ es no
trivial en Cc(R), de modo que la completación AΛ, asociada a este espacio, es no
trivial. Entonces existe un ξ ∈ R, tal que el mapeo f 7→ f̂(ξ) con f ∈ Cc(R), es
continuo respecto a || · ||Λ. Además, dado tal ξ, si f(t)e−2πitξ ≥ 0 para todo t ∈ R,
entonces ||f ||Λ = ||f ||1.

Demostración. Notemos que a partir de todo caracter ψ : AΛ → C, se puede cons-
truir el caracter ψ ◦ Φ: L1(R) → C. Si ψ es no trivial, entonces ψ ◦ Φ tampoco lo
es. Luego por el Teorema 4.2.4 existe ξ ∈ R tal que ψ ◦ Φ toma la forma f 7→ f̂(ξ),
obviamente continuo respecto a la norma. Por lo que basta con demostrar que existe
un caracter no trivial en AΛ.

Por la fórmula del radio espectral (Teorema 3.4.3) y la fórmula de Gelfand
(Corolario 3.5.9), la existencia de un caracter así se sigue si existe un elemento
f ∈ AΛ cuyo radio espectral es no nulo.

Tomemos g0 ∈ Cc(R) que cumpla ||g0||Λ > 0. Por la densidad de S (R) en
L1(R) en la norma || · ||1 podemos hallar un elemento g1 ∈ S (R) tal que

||g0 − g1||1 < ||g0||Λ. (6.16)
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Como ||f ||Λ ≤ ||f ||1 para todo f ∈ Cc(R), obtenemos

||g0||Λ ≤ ||g0 − g1||Λ + ||g1||Λ ≤ ||g0 − g1||1 + ||g1||Λ

y de esto
0 < ||g0||Λ − ||g0 − g1||1 ≤ ||g1||Λ.

De hecho, como veremos a continuación, podemos suponer ĝ1 ∈ C∞c (R). Recordemos
del Teorema 4.1.4 que la transformada inversa de Fourier definida en (4.2) es un
mapeo continuo. Como C∞c (R) es denso en L1(R), el Corolario 1.3.6 implica que
C∞c (R)

∧

es denso en L1(R)

∧

. Por el Teorema 4.1.4 sabemos que S (R)

∧

= S (R) y
por lo tanto S (R) ⊂ L1(R)

∧

. Así que C∞c (R)

∧

es denso en S (R) y por transitividad
también es denso en L1(R). Es decir, podemos escoger a g1 ∈ C∞c (R)

∧

que cumpla
(6.16) y por el Teorema 4.1.2 en efecto ĝ1 ∈ C∞c (R).

Ahora, como supp(ĝ1) es compacto existe un intervalo I tal que supp(ĝ1) ⊂ I.
Luego, podemos hallar una función h ∈ S (R) tal que h ≡ 1 en supp(ĝ1) utilizando el
argumento en [10] y del Teorema 4.1.4 sabemos que h

∧

∈ S (R). Llamemos f = h

∧

, de
modo que por propiedades de la transformada de Fourier (Teorema 4.1.1) tenemos

̂g1 ∗ f ∗n = ĝ1f̂
n = ĝ1

y por el Teorema de inversión de Fourier (Teorema 4.1.2) g1 ∗ f ∗n = g1. Esto indica
que f se comporta como el elemento identidad para g1. Aplicando Φ,

0 < ||g1||Λ = ||g1 ∗ f ∗n||Λ ≤ ||g1||Λ||f ∗n||Λ

que implica ||f ∗n||Λ ≥ 1 para todo n ≥ 1, así que f tiene un espectro no trivial, y
por lo tanto, existe un caracter ψ no trivial.

Finalmente, supongamos que para el ξ asociado a ψ, existe una función f ∈
Cc(R) para la cual f(t)e−2πitξ es no negativa. Entonces,

||f ||1 =

∫
|f(t)|dt =

∫
f(t)e−2πitξ = |f̂(ξ)| ≤ ||ψ|| ||f ||Λ ≤ ||f ||Λ.

La parte más esencial del teorema anterior para la prueba de TNP es la des-
igualdad ||f ||1 ≤ ||f ||Λ. Esto porque veremos que la desigualdad estricta ||f ||1 >
||f ||Λ también debe cumplirse y esto genera la contradicción necesaria. Implica que
la seminorma || · ||Λ es cero para todo f ∈ Cc(R) y por la reformulación de Tao, se
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obtiene TNP. Antes de esto, enunciamos y demostramos el Teorema de Merten.

Teorema 6.2.4 (Teorema de Merten). Para x ≥ 1,

∑
n≤x

Λ(n)

n
= log x+O(1).

Demostración. Gracias a la ecuación (6.6) del Teorema 6.2.1 tenemos ||f ||Λ ≤ ||f ||1,
que implica

ĺım sup
x→∞

∣∣∣∣∑
n≥1

Λ(n)

n
f
(

log
n

x

)∣∣∣∣ ≤ 2||f ||1,

para todo f ∈ Cc
(
(0,∞)

)
. Si utilizamos esta desigualdad para una función f(t) =

etg+(et), donde g+ ∈ Cc(R) es un función no negativa con χ[ 1
2
,1] ≤ g+, obtenemos,

por argumentos similares a los empleados para demostrar el Teorema 6.2.2, que

ĺım sup
x→∞

1

x

∑
x
2
<n≤x

Λ(n) ≤ 2

∫ ∞
0

g+(t)dt,

con lo cual se llega a ∑
x
2
<n≤x

Λ(n) ≤ Cx

para algún C ≥ 1 y todo x ≥ 1 . Esto permite estimar la suma por pedazos,∑
n≤x

Λ(n) =
∑

x
2
<n≤x

Λ(n) +
∑

x
4
<n≤x

2

Λ(n) + · · ·+
∑

x

2k+1<n≤
x

2k

Λ(n)

≤ Cx+
C

2
x+ · · ·+ C

2k
x ≤ 2Cx,

donde k = blog2 xc, con lo que concluimos que∑
n≤x

Λ(n) = O(x). (6.17)

Recordemos que log n =
∑

d|n Λ(d); a partir de esto

∑
n≤x

log n =
∑
n≤x

∑
d|n

Λ(d) =
∑
d≤x

Λ(d)
⌊x
d

⌋
.
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Por un lado, bxc = x+O(1), así que (6.17) implica

∑
n≤x

log n = x
∑
d≤x

Λ(d)

d
+O(x). (6.18)

Por otro, aplicando la desigualdad 2.5 a f(t) = log t

∑
n≤x

log n =

∫ x

1

log t dt+O
(

log(1 + x)
)

= x log x+O(x). (6.19)

Al igualar las expresiones de (6.17) y (6.18) y dividir por x se obtiene el resultado.

Teorema 6.2.5 (Teorema del Espectro Trivial). Para todo ξ ∈ R, existe f ∈ Cc(R)

tal que f(t)e−2πitξ ≥ 0 para todo t ∈ R y ||f ||Λ < ||f ||1.

Demostración. Caso 1 (ξ 6= 0): Consideremos la función (ver figura 6.1)

g(t) =


1 si |t| ≤ 1,

2− |t| si |t| ∈ [1, 2],

0 en cualquier otro caso.

Para un ξ 6= 0 fijo, definimos f(t) = g(t)e2πitξ que también está en Cc(R). De
la definición de ||f ||Λ, podemos tomar una sucesión de números reales (hn) tal que
hn →∞ y por lo tanto

||f ||Λ = ĺım
n→∞

∣∣∣∣ ∫ f dτhnνΛ −
∫
f dµ`

∣∣∣∣.
Por el Teorema 5.2.2, podemos hallar una función Borel medible D : R→ [0, 2] que
cumple

||f ||Λ =

∣∣∣∣ ∫ (D − 1)f dµ`

∣∣∣∣.
Sea θ ∈ R tal que

||f ||Λ = eiθ
∫

(D − 1)f dµ` =

∫ 2

−2

Re(eiθe2πitξ)g(t)(D(t)− 1)dt.

Notemos que |D(t)− 1| ≤ 1 y Re(eiθe2πitξ) = cos(θ+ 2πtξ) < 1 casi en todas partes.
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De modo que

||f ||Λ <
∫ 2

−2

g(t)dt = ||g||1 = ||f ||1.

Caso 2 (ξ = 0): Consideremos la función

f(t) =



1, si t ∈ [−N, 0],

1− t, si t ∈ [0, 1],

N + 1 + t, si t ∈ [−(N + 1),−N ],

0, en cualquier otro caso.

donde N es un entero a determinar luego (comparar con figura 5.1). Por el Teorema
de Merten, para h ≥ N + 1 se tiene

∑
n≥1

Λ(n)

n
f(log n− h) ≤

∑
eh−(N+1)≤n≤eh+1

Λ(n)

n

= log eh+1 − log eh−(N+1) +O(1)

= N +O(1).

De manera similar, para h ≥ N se tiene

∑
n≥1

Λ(n)

n
f(log n− h) ≥

∑
eh−N≤n≤eh

Λ(n)

n

= log eh − log eh−N +O(1)

= N +O(1).

Al tomar N suficientemente grande y usar el hecho
∫
f(t)dt = N + 1 hallamos∣∣∣∣∑

n≥1

Λ(n)

n
f

(
log

n

h

)
−
∫
f(t)dt

∣∣∣∣ < N < ||f ||1

para todo h suficientemente grande. Entonces ||f ||Λ < ||f ||1.
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CONCLUSIONES

1. Las funciones π(x) y x
log x

son asintóticamente equivalentes.

2. La contradicción generada por los Teoremas 6.2.3 y 6.2.5 es el argumento
fundamental en esta demostración del Teorema de los Números Primos y sur-
ge como consecuencia de que en el espacio Cc(R) abundan elementos que se
comportan localmente como la unidad.

3. Las herramientas desarrolladas de análisis funcional permitieron varios argu-
mentos de «análisis suave», que hicieron de las demostraciones de resultados
como el Teorema 6.2.3 y el Teorema de Merten, directas y de pocos cálculos.
En el caso del Teorema de Merten, comparar esta demostración con alguna
de sus demostraciones «elementales» (ver teorema 1.10 de [1]) ejemplifica lo
conveniente que puede ser emplear herramientas de este tipo.
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RECOMENDACIONES

1. Para un examen detallado de las demostraciones más técnicas de este trabajo
es conveniente un estudio más a fondo de los elementos básicos y teoremas
fundamentales de Teoría de la Medida presentados en el capítulo 1.

2. El blog de Terence Tao [14] posee una gran variedad de entradas, algunas de
las cuales ilustran resultados que pueden ser explorados como parte de una
tesis de licenciatura.

3. En el presente documento se utilizaron algunos resultados usados por Selberg
en su demostración elemental del Teorema de los Números Primos. Muchos de
estos podrían ser agregados al contenido del curso de Teoría de Números de
la licenciatura en matemática aplicada de la Universidad de San Carlos.
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