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OBJETIVOS

General

Desarrollar conceptos de espacios y algebra de Banach para demostrar el teo-

rema de los niimeros primos.

Especificos

1. Desarrollar las nociones basicas de topologia, teoria de la medida y teoria de

integracion.

2. Introducir los conceptos béasicos de teoria de ntimeros y teoria de estimacion,
as{ como también la importante conexién entre ambas, la Férmula de Simetria

de Selberg.

3. Presentar los conceptos necesarios de analisis funcional para definir algebras

de Banach y elementos afines. Demostrar la formula de Gelfand.

4. Establecer resultados que muestren el comportamiendo de la transformada de

Fourier y la convolucion de funciones en los espacios C.(R), . (R) y L (R).

5. Definir medidas de Radon, convolucién de medidas, convergencia de medidas

como funcionales de C(R).

6. Demostrar el teorema de los niimeros primos usando algebras de Banach, ana-

lisis de Fourier, teoria de nimeros y teoria de la medida.
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INTRODUCCION

El Teorema Fundamental de la Aritmética provee una motivacion de por qué los
nimeros primos son tan importantes «Todo niimero natural mayor a 2 es expresable
de manera tnica como producto de ntmeros primosy. Por esto, se puede considerar
a estos nimeros como los bloques fundamentales de la estructura multiplicativa de
los enteros Z. Una gran cantidad de las preguntas relevantes en el area de Teoria de

Numeros pueden reducirse a su estudio sobre los primos.

Desde tiempos de antano los matematicos estaban conscientes de la relevancia
de los nimeros primos. Por ejemplo, Euclides (aproximadamente 300 AC) conocia
que existen infinitos primos. Con el paso del tiempo, resultados y aplicaciones igual-
mente interesantes acerca de estos nimeros han surgido. Sin embargo, uno de los
misterios que atin elude nuestro conocimiento es su distribucién o ubicaciéon dentro
de los nimeros naturales; si bien existen algoritmos para determinar si un ntimero
dado es primo, no existe un procedimiento réapido para «hallar el siguiente primo»,

pues su ocurrencia es a primera vista aleatoria.

Debido a esto, en tiempos mas modernos (aproximadamente 1700) se opt6 por
atacar un problema maés débil: considerar la funcion 7(z) que cuenta la cantidad de

ntmeros primos menores a * € R y examinar el crecimiento de esta funcién. Gauss

z
log =

grande; y a finales del siglo XIX Jacques Hadamard y Vallé-Poussin demostraron este

conjeturd que dicha funcién posee un comportamiento similar al de para x muy

resultado de manera independiente y pasaria a llamarse el Teorema de los Ntmeros
Primos (TNP) [12].

En una historia paralela, el Anélisis Funcional surgié como necesidad de una
nueva teoria para estudiar algunos objetos en Ecuaciones Diferenciales Parciales y
Ecuaciones Integrales. Sin embargo, su aplicabilidad ha trascendido a otras ramas
como la Teoria de Probabilidad, Algebra Abstracta y Teoria de Numeros I8, Ca-
pitulo 1]. Aqui, presentamos una prueba del TNP utilizando elementos del analisis

funcional.

IX



Para esto, primero desarrollamos los conceptos necesarios de teoria de la me-
dida, teorfa de nimeros, teoria de estimaciéon y analisis de Fourier. Luego definimos
una seminorma || - |[5 en el algebra de funciones f: R — C continuas de soporte
compacto C.(R), con la convolucién de funciones como producto. Utilizando esta
norma podemos enunciar una proposicion que implica el Teorema de los Nameros

Primos; si || - [|a es trivial en C.(R) entonces TNP se sigue.

Suponer que || - ||a es no trivial, permite la construccion de un homomorfismo
entre las funciones Lebesgue-integrables L (R) y la completacion del algebra C.(R),

lo cual eventualmente lleva a una contradiccion.



1. Conceptos elementales de topologia y teoria de la

medida

1.1. Topologia

En la recta R o el plano R?, la métrica euclideana usual induce de manera
natural y formal una nociéon de cercania. Gracias a esto, por ejemplo, asociamos el
término «vecindad» de un punto (x,y) € R? con un circulo centrado en este punto.
La topologia nos permite hablar de vecindades y establecer una relaciéon de cercania
entre puntos en un espacio sin apelar al concepto de métrica. Para hacerlo, utiliza

lnicamente la relaciéon de contenciéon entre conjuntos.

Sea X un conjunto. Una familia 7 de subconjuntos de X es una topologia para

X si T cumple las siguientes tres propiedades:

a) 0,XeT,
b) SSTAe Ty Be&T entonces ANB €T,

c) Si A; € T para todo i € I, I un conjunto de indices, entonces | J;.; A; € T.

A la pareja (X, T) se le conoce como espacio topoldgico. A los conjuntos que
pertenecen a 7T se les llama conjuntos abiertos y a sus complementos conjuntos

cerrados.

Nota 1.1.1. En la practica, es comun referirse a un espacio topologico (X, 7T) sim-
plemente como X; la topologia en cuestion se aclara al inicio de la discusiéon o bien,

los conceptos definidos y resultados obtenidos son independientes de la topologia.

En R, la topologia natural donde las vecindades son intervalos abiertos da

lugar a la formalizacion de dos conceptos importantes; la definiciéon -6 de funciones



continuas y la definicion e- N de convergencia de sucesiones. En espacios topolédgicos,

los conjuntos abiertos son el fundamento que generaliza estas ideas.

Ambos conceptos son muy importantes en R; celebrados teoremas de existencia
y de optimizaciéon, como el teorema del valor intermedio o el teorema de Weierstrass,
dependen de la continuidad de una funciéon o involucran convergencia de sucesiones.
Mas atn, en ambos es crucial que el dominio en el cual se esta trabajando sea cierto

tipo especial de conjunto llamado compacto.

1.2. Funciones continuas

Al haber dotado a un conjunto X de una topologia le hemos brindado una
estructura, similar a como en algebra se dota a un conjunto de una operacion especial
entre elementos de este. Tener una estructura vuelve relevante considerar funciones
que la preserven; en algebra tales funciones son los homomorfismos, en topologia las

funciones continuas.

Una funcién f: X — Y es continua si para todo abierto B en Y se tiene
que f~1(B) es abierto en X. Hay que resaltar que esta definicién no sélo depende
de la funcién sino de la topologia escogida. Por ejemplo, en la topologia trivial
T = {0, X'} solo las funciones constantes son continuas, mientras que en la topologia
discreta 7 = P(X) toda funcion es continua. El ultimo ejemplo podria sugerir que
la topologia discreta es siempre la «6ptima» pues todas las funciones preservan
estructura topologica. Sin embargo, esto resulta en que se pierdan ciertas nociones

importantes, como los conjuntos compactos.

Entonces, jcémo comparamos dos topologias y qué hace a una més favorable
que la otra? La primera pregunta se resuelve a través de la relaciéon de contencion.
Sean 7 y 7' dos topologias en X, decimos que T es mds débil que 7' si T C T'.
En nuestro caso, la respuesta de la segunda esta asociada a la de la primera y a los
conjuntos compactos. Resulta que una topologia més débil tiende a tener una mayor
cantidad de conjuntos compactos (ver Nota |1.3.3)

Entonces, si tenemos un conjunto X y una coleccion de funciones ( f;);es tal que
paratodo € I, f;: X — Y;, donde Y; tienen topologias 7T;, nos puede interesar dotar
a X de un topologia de tal manera que cada una de estas funciones sea continua.
Maés aun, por la observacion dada anteriormente, lo mas conveniente es considerar

la topologia mas débil posible, a esta se le conoce como la topologia inicial inducida



por las (f;)ier-

Un caso particular de la topologia inicial es la topologia producto. Sean (Y7, 7;),

1 € N una coleccién de espacios topologicos. Sea

X = HY;' ={(y1,y2,¥3, ) | vi € Y3},
ieN
la topologia producto en X es la topologia inicial inducida por los mapeos de pro-
yeccion
75t (Yi)ien — ¥j
de X a Y para todo j € I.

Maés adelante mencionaremos otro ejemplo de la topologia inicial, conocido

como la topologia débil*.

1.3. Conjuntos compactos

La base del anélisis son las sucesiones y la nociéon de «limite». En R la conver-
gencia de una sucesion se define a partir de las vecindades. De una manera analoga
a la definicion usual, decimos que una sucesion (z,),>1 de elementos en un espacio
topologico X, converge a x € X, escrito x,, — x si para cualquier abierto U tal que
r € U, existe N € N tal que x,, € U para todo n > N. Se dice también que x es un

limite de la sucesion.

Nota 1.3.1. Hay topologias donde los limites no son tnicos; e.g. en la topologia
trivial, todos los x € X son limites de cualquier sucesion. Pero si la topologia es
Hausdorff, es decir, que para cada par de puntos x,y € X existen abiertos U y V
tales que z € V, y € V.yUNV = (que es el caso de los espacios métricos),

entonces el limite es Gnico.

Esta perspectiva analitica se extiende a definir equivalentemente a un conjunto
cerrado C' C X, al menos en un espacio de Hausdorff (ver Nota como un
conjunto que posee los limites de todas las sucesiones convergentes (z,,),>1 de ele-
mentos en C'. Esto nos permite estudiar la estructura topologica desde un punto de

vista analitico, por ejemplo:

Teorema 1.3.2. Sea f: X — Y una funcion continua. Si (by)n>1 €s una sucesion
de elementos en X tal que b, — b € X entonces f(b,) — f(b).

3



Demostracion. Sea U un abierto en Y que contiene a f(b). Como f es continua,
S7H(U) es abierto en X y contiene a b. Al ser b limite de la sucesion (b,),>1, existe
un entero N a partir del cual b, € f~}(U) para todo n > N. Por lo tanto, f(b,) € U
para todo n > N. Como U era arbitrario, f(b,) — f(b). O

En R los intervalos cerrados [a, b] permiten un buen comportamiento de suce-
siones y funciones definidas en ellos. Una de las razones principales es que este tipo
de conjuntos son a la vez acotados (impide divergencia al infinito) y cerrados bajo
limites (si una sucesion es convergente, su limite debe pertenecer al intervalo). Esto
impide que la sucesion esté muy dispersa. En el peor de los casos, para una sucesion
en un intervalo, tendriamos que al menos una subsucesion converge, esto es lo que

da vida al concepto de conjunto compacto.

Decimos que un conjunto M es compacto si toda sucesion (x,,),>1 € M posee

una subsucesion convergente (x,,);>1 cuyo limite esta en M.

Nota 1.3.3. Sean dos topologias T C T’ definidas en un espacio X. Notemos que si
p es un limite de alguna sucesion en X respecto a la topologia 7' entonces también
es limite de esa sucesion respecto a 7. Por ello, si C' C X es un conjunto compacto
respecto a la topologia 77 al tomar una subsucesién convergente (z,,)r>1 de una
sucesion (x,,),>1 en C, esta subsucesion también serd convergente en la topologia

7. En otras palabras, si C' es compacto en 7', también lo es en T .

La compacidad permite resultados muy interesantes; converso a la discusion

realizada anteriormente por ejemplo,

Teorema 1.3.4. Todo conjunto compacto es cerrado y acotado.
Demostracion. Para una demostracion, ver lema 2.5-2 de [13]. O

Otro gran ejemplo que se discutio en la seccion de topologia es el teorema de

Weierstrass.

Teorema 1.3.5 (Weierstrass). Toda funcion continua de valor real asume, en un

conjunto compacto, un mdrimo y un minimo absolutos.

Demostracion. Sea f: X — R una funcién continua, M C X compacto y L =
sup,,epr f(m). Construimos una sucesion y; < ya < y3 < --- tal que y, — L, donde

yn € f(M) para todo n € N. Asi que existe una sucesion (z,) de elementos en M



tales que f(x,) = y, y al ser M un conjunto compacto, esta sucesiéon posee una
subsucesion (z,;) — = € M. Finalmente, por el Teorema la continuidad de f
nos asegura que

lim f(z,,) = L < +o0
j

o Jj—o0
por lo que f alcanza un maximo en M. De forma analoga, se demuestra que f

alcanza un minimo en M. O

Un concepto importante relacionado con limites de sucesiones es la densidad.
Asi como todo nimero £ € R puede aproximarse por medio de una sucesion de
elementos (g,),>1 en Q, o formalmente ¢, — £ , existen contextos mas generales en
los que un conjunto puede ser descrito como limites de sucesiones de otro conjunto.
Decimos que B es denso en X si para todo z € X existe una sucesion de elementos

en B, (b,)n>1 tal que b, — =.

La principal razon por la que la densidad es relevante es que para demostrar un
resultado que concierne a un conjunto X, en varias ocasiones basta con probar que
dicho resultado se cumple en un conjunto B denso en X y «llevar el argumento al
limite». Usualmente para realizar formalmente este tltimo paso se utiliza el Teorema

[1.3.2 o bien, directamente el siguiente corolario:

Corolario 1.3.6. Sea f: X — Y continua y B denso en X, entonces f(B) es denso

en f(X).

Demostracion. Todo elemento en f(X) puede escribirse como f(z) para algin z €
X. Como B es denso en X, existe una sucesion (b,),>; de elementos de B tal que
b, — x. Luego, por la continuidad de f y el Teorema(1.3.2) f(b,) — f(x). O

Existe también una definicién conjuntista de conjuntos compactos, la cual es

equivalente a la mencionada anteriormente en espacios métricos.

Teorema 1.3.7. Un conjunto compacto M C X cumple que para cualquier coleccion
de abiertos U tal que M C |JU, existe una subcoleccion finita Uy,--- Uy tal que
McUY, U,

Demostracion. Para una demostracion, considerar la definicion de conjunto com-
pacto, el Teorema 7.19 y el Corolario 7.20 de [9]. ]



Nota 1.3.8. En realidad, la condiciéon en el Teorema es la definiciéon comun
de conjunto compacto. La definiciéon dada por nosotros recibe en general el nombre

de compacidad por secuencias.

Finalmente, presentamos un ejemplo importante de la topologia inicial, en la

que se «preservay la calidad de compacidad.

Teorema 1.3.9 (Tychonoff). Sean X; con i € I, espacios topoldgicos compactos.

Entonces [[,.; X; es compacto respecto a la topologia producto.

i€l

Demostracion. Para una demostracion, ver el Teorema 7.25 de [9). O]

1.4. Conjuntos y funciones medibles

La integral de Lebesgue busca generalizar la integral de Riemann. La diferencia
clave en la definicion es la forma en la que se particiona el dominio respecto del cual
se integra; en Riemann se toman uniones de intervalos, mientras que en Lebesgue

se toman las preimagenes del integrando.

Para tal efecto, se necesita primero establecer un concepto de «tamano» o
«medida», pues las preimagenes de una funciéon pueden variar drasticamente. Dado
un conjunto X, resulta ser imposible asignar una «medida» a todos los subconjuntos
de X, de una manera coherente con la nocién intuitiva de «medida». Pensar, por
ejemplo en la «paradoja» de Banach-Tarski. Por ello, pediremos condiciones minimas

sobre una colecciéon de conjuntos «mediblesy.

Sea X un conjunto. Una coleccion de conjuntos X C P(X) es llamada una

o-dlgebra en X si cumple:

a) DeXx.
b) Es cerrada bajo complementos; si A € X', entonces A° € X.

c¢) Es cerrada bajo uniones contables; si A, € X con n € N, entonces | J -, 4, €

X.

A sus elementos se les llama conjuntos medibles y a la pareja (X, X) se le conoce

como espacio medible.



Dependiendo de X, pueden existir muchas familias de subconjuntos que cum-
plen con las condiciones dadas, por ejemplo el conjunto potencia P(X) claramente
lo hace. Sin embargo, si existen o-algebras distintas de P(X) y més atn, es posible
“completar” una colecciéon arbitraria de subconjuntos y convertirla en una o-algebra.
Obviamente, la completacion mas interesante es la que requiera agregar menos con-
juntos. De la definiciéon, no es dificil ver que la interseccién arbitraria de o-algebras es
también una o-algebra. Utilizando esta propiedad, conseguimos minimalidad con-
siderando lo siguiente: dada una coleccion C C P(X), llamamos a la o-algebra

generada por C a la interseccion de todas las o-dlgebras que contengan a C,

o(C) = ﬂ X.

X o-algebra
XDC

En particular, para un espacio donde esté definida una topologia nos interesaré
la o-dlgebra de Borel B, cuyos elementos se denominan conjuntos Borel medibles y
es la generada por la topologia. La razon por la cual esta o-algebra es importante es
porque conecta la estructura topolodgica del espacio junto con el concepto de medida.
En el sentido Riemann, toda funcién continua en un intervalo es integrable en ese
intervalo, asi que en el sentido Lebesgue deberia serlo también y provisto que las
preimagenes de una funciéon son las que dictan la particion del dominio sobre el
cual se integra, como minimo los conjuntos abiertos y cerrados deben ser medibles.
En el Teorema [1.5.1] a continuacién, vemos que algunos conjuntos en B no son ni
abiertos ni cerrados. A pesar de esto, podemos interpretar intuitivamente a 5 como

una colecciéon de conjuntos razonables desde el punto de vista topologico.

De manera analoga a cémo una funciéon continua preserva una estructura to-
polégica, introducimos el concepto de funciéon medible, una funciéon que preserve
la estructura de la o-algebra. Sean (X, X) y (C,)) espacios medibles, se dice que
una funcion f: X — C es medible si para todo M € Y, f~1(M) € X. Al conjunto
de funciones medibles de un espacio medible (X, X’) se le denota como M (X, X)
y como MT(X,X) al conjunto de funciones medibles que toman valores reales no
negativos. Si X = B, decimos que f es Borel medible y en efecto, la definicion de
B implica que funciones continuas, relevantes para la topologia, sean también Borel

medibles.



1.5. Medida

Ya establecimos los requisitos minimos que debe cumplir una familia X de
conjuntos medibles: ser una o-algebra. Ahora, definimos medida como una funcién

p: X — [0, 00| que cumple:

2. wUy  En) =30 w(Ey), st E;NE; =0 parai # j.  (o-finitud)

y a la terna (X, X', 1) como un espacio de medida. El ejemplo de medida més re-
levante para nuestra discusion serd la medida de Lebesque . Esta es la tnica
medida definida en (R, B) que coincide con la longitud de los intervalos abiertos;
we((a,b)) =b—a con a,b € R (de hecho coincide con cualquier tipo de intervalo).
Para detalles en su existencia y construccion referimos al lector a [3]. A toda medida

que esté definida en B se le llama una medida de Borel.

Para ilustrar como el concepto de medida puede abarcar conjuntos «méas arbi-

trarios» que los intervalos, veamos lo siguiente

Teorema 1.5.1. Los niimeros racionales son Borel medibles y tienen medida de

Lebesgue 0.

Demostracion. Es sencillo demostrar que todo intervalo de la forma [a, b] con a,b €
R es Borel-medible. En particular, sia = b= q € Q, [a,b] = {q} es medible y puesto
que los racionales son contables | J qu{Q} = Q € B. Usando el axioma de cerradura

bajo uniones contables, se demuestra que 1,([g, q]) = 0. Entonces

pe(@Q) =Y ml{q}) =0. O

qeQ

A pesar de que el conjunto de racionales sea infinito y no acotado, la medida de
Lebesgue logra capturar la nociéon de que “ocupan poco espacio” en R (al menos en la
intuicion de medida). De hecho, para una medida arbitraria u, si alguna afirmacion
se cumple en todo el espacio, excepto en un conjunto E con p(E) = 0, se dice que la
afirmacion se cumple p-casi en todas partes. Si en dado caso la medida pu se entiende

del contexto simplemente utilizamos el término casi en todas partes.

Por otro lado, es sencillo ver que la medida de Lebesgue de todo conjunto

acotado debe ser finita, lo cual es razonable en este caso. Sin embargo, existen otras



medidas como la inducida por la cardinalidad, que no cumplen esta propiedad. En
basqueda de mantener la conexion entre medida, topologia y esta intuicién, si una
medida cumple que todo conjunto compacto tiene medida finita entonces se dice que
es localmente finita. Si una medida localmente finita ademas es de Borel, se dice que
es una medida de Radon. Hablaremos de la medida de Radon en mayor detalle en
el Capitulo [f

Finalmente, en un espacio de medida (X, X, 1), si X es una uniéon de conjuntos
de medida p finita, entonces se dice que u es o-finita. La medida de Lebesgue uy es o-
finita y esto nos permitira usar dos teoremas importantes de la teoria de integracion,

mencionados mas adelante.

1.6. Integracién

Sea (X, X, p) un espacio de medida y E € X. Consideremos la funcion carac-
teristica de F/, xg: X — R, definida por

1, zek,

xele) = 0, z¢FE.

Este es el caso més basico de una funcién medible, y al ser nula en todas partes

excepto en F es natural definir
/ XE dp = p(E)

y asi mismo, extender esta definicion a una funcion de la forma ¢ :== " " anxg,,

donde a, € R* para todony E;NE; =0 sii# j, como

/so dp = Zi:anu(E)-

A estas funciones que obtienen una cantidad finita de valores distintos en su rango

se les conoce como funciones simples.

De esta manera, podemos hacer un razonamiento analogo al que se utiliza para
definir la integral de Riemann: aproximar el area bajo la curva por rectangulos

acotados por la misma. Motivados por esto, se define para una funcién f: X — Rsq



medible,

/fd,u = sup{/god,u'goeMJ“(X,X) simple y tal quefZgo}.

Nota 1.6.1. Para dos funciones f y g con el mismo dominio, f > ¢ denota f(z) >

g(x) para todo z en el dominio.

Esta definicion se extiende naturalmente para una funciéon f: X — R separén-

dola en sus partes no negativa y negativa f = f+ — f—,

[raw= [ 5 an= [ an

Finalmente, para una funcién f: X — C,
/fd,u = /Re(f) du—l—i/lm(f) dp.

En general, las funciones cuyas integrales son finitas son las mas interesantes.
Formalmente, si la integral de |f| es finita, decimos que f es integrable. Es sencillo
demostrar que el conjunto de funciones integrables es un espacio vectorial sobre los

complejos. Mas atin, con la intencion de dotar de una norma a este conjunto, se

define
171 :=/|f| .

Sin embargo, esta no es una norma, sino una seminorma. Para obtener un espacio
normado intimamente relacionado con estas funciones, se considera la relacién de
equivalencia ~. Dos funciones f y ¢ estan relacionadas, escrito f ~ ¢, si y solo si

f = g p-casi en todas partes.

Al espacio cociente generado por esta relacion de equivalencia, se le conoce

como Li(X) y es un espacio normado con la norma definida anteriormente.

Nota 1.6.2. A pesar de que se trabaja con el conjunto de clases de equivalencia,
es comun tratarlas como funciones, pues en la mayoria de situaciones el comporta-

miento del espacio cociente es analogo al del espacio original.

Adn mas interesante, Li(X) es completo, es decir, toda sucesion de Cauchy en
la métrica inducida por la norma descrita anteriormente es convergente. También

existe una relacion ttil entre convergencia en el sentido L;(X) y el sentido puntual,

10



Teorema 1.6.3. Si una sucesion de funciones medibles (f,,) converge a f en Li(X),
es decir || f, — f||l1 — 0, entonces existe una subsucesion (fn;) que converge puntual-

mente casi en todas partes a f.
Demostracion. Para una demostracion, ver el Teorema 7.23 de [2]. O

Como se menciond anteriormente, esta forma de integrar surgié como una bis-
queda por generalizar la integral de Riemann. En particular si g = p, , la medida
de Lebesgue, tenemos que para toda funcién f Riemann-integrable, f es Lebesgue

medible y
b
[ s = [ g (1.1)
a [a,b]

Esto surge como consecuencia de, entre otros resultados, el siguiente teorema

recurrente en la teoria de integracion.

Teorema 1.6.4 (Teorema de Convergencia Dominada). Sea (X, X, 1) un espacio de

medida y (f,) una sucesion de funciones complejas medibles con f(x) = lim f,(x)
n—oo

para todo v € X. Suponiendo que existe una funcion integrable g: X — Rsq con

|ful < g para n € N. Entonces f es integrable y
/fd,u: lim/fnd,u.
n—oo
Demostracion. Para una demostracion, ver Teorema 3.26 de [2]. O

De igual manera que en la integral de Riemann, es posible considerar integrales
de funciones de varias variables. El teorema més importante en este ambito es el de
Fubini:

Teorema 1.6.5 (Fubini). Para espacios de medida o-finita (X, X, u) y (Y,V,v)

existe una unica medida o-finita p X v en X XY tal que
(1 x V)(A x B) = u(A)(B)

para todos A € X y B € ). St ademds, f es una funcion medible en X XY y

/X e pld xv) < oc

11



entonces para casi today € Y yx € X se sigue

[, ) = [ ([ st ) = [ (st vt

Demostracion. Para una demostracion, ver Teorema 5.32 de [2]. O

1.7. Derivada de Radon-Nikodym

Una propiedad interesante de las integrales es que podemos construir medidas
a partir de ellas. Si (X, X') es un espacio medible, f es una funcién medible y & una

medida para este espacio, entonces

- /  dy (1.2)

también define una medida para el mismo. Esto nos hace considerar el converso,
.sera posible para cada par de medidas, hallar una funciéon f de tal manera que una

se pueda escribir como la integral de la otra, como en (1.2)?

Podemos observar en la definicion de esta medida v, que si u(F) = 0 entonces
v(E) = 0. Dadas dos medidas v y pu, decimos que v es absolutamente continua res-
pecto a p, escrito v < p, si p(E) = 0 implica v(FE) = 0 para todo E medible. Resulta

que esto en conjunto con o-finitud es suficiente para garantizar una representacion

de la forma (|1.2)).

Teorema 1.7.1 (Radon-Nikodym). Sean v y p medidas o-finitas definidas en X
tales que v < . Entonces existe una funcion f € M (X, X) tal que

:/fdp, EFeX.
E

Mas atn, la funcion f, llamada la derivada de Radon-Nikodym de v respecto a p y

ada dn’ a erminada de manera Unica [i-cash as partes.
denotada por % . estd determinada d nera uni si en todas partes

Demostracion. Para una demostracion, ver Teorema 8.9 de [3]. O
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2. Topicos de teoria de ntimeros y analisis

2.1. Propiedades basicas de niimeros primos

Un entero positivo n > 1 que posee como divisores positivos tinicamente a 1
y a €l mismo es llamado nimero primo (o simplemente primo). Un entero positivo

mayor que 1 que no es primo se dice que es compuesto.

Como se mencioné inicialmente, existen resultados interesantes concernientes
al estudio de los ntimeros primos que se conocen desde la antigiiedad. Naturalmente,

es importante para la discusion que

Teorema 2.1.1 (Euclides). Ezisten infinitos nimeros primos.
Demostracion. Sea {p1,ps, -+ ,pn} un conjunto de primos y
N =pips---pn + 1.

Notemos que N no es divisible por ninguno de los primos en el conjunto inicial,
entonces existe un primo p, 11 que no esta en lista. Como n es arbitrario, podemos

repetir el procedimiento agregando p, 1 a la lista para obtener infinitos primos. [J

Dado un niimero n, es posible determinar si este es primo diviéndolo por primos

menores que él. Es posible acotar la cantidad de operaciones que hay que realizar.

Teorema 2.1.2. Si n es un entero positivo tal que para todo primo p < /n se

cumple que p no es divisor de n, entonces n es primo.

Demostracion. Supongamos lo contrario, entonces existe un nimero compuesto n
tal que su menor divisor primo p es mayor que \/n. Entonces existe un entero k > p
tal que

n=kp>p’>n,

13



una contradiceion. O

Para el estudio de la distribucién de primos se introdujo la funcion m(x), que
denota la cantidad de primos p que sean menores o iguales a x para un ntmero real

positivo dado x:

m(x) = Z 1, donde p denota un nimero primo.
p<z

Trabajar con el conjunto de primos es complicado debido a su distribucion.
Como el resultado que nos concierne es asintotico, es comtinmente provechoso con-
siderar un conjunto que sea mas sencillo de manejar, aunque sea mas grande, pero
del cual atin podamos obtener informaciéon tutil para el problema original. Basado

en esta idea, introducimos la funciéon A de von Mangoldt:

A(n) logp, sin = p* para un primo p y algin entero positivo k.
n)=

0, en cualquier otro caso.

Como se puede ver, A es una funciéon de conteo con peso sobre las potencias de
primos. Por otro lado, si se tiene en mente la conjetura de Gauss y el hecho de que
el logaritmo separa estructuras multiplicativas en sumas, es perfectamente razonable

que esta funciéon auxiliar involucre al logaritmo. Ahora analogo a 7, consideramos

RO

1<n<x

la suma

y al mismo tiempo, puede resultar interesante considerar la subsuma

> Ad).

d||z]

En efecto, es facil ver que la suma de arriba es igual a log| z |, esto nos sugiere utilizar

las herramientas teérico-numeéricas presentadas a continuacion.

14



2.2. Inversion de Mobius

Dadas dos funciones fi, fo: N — R se define la convolucion de Dirichlet como

=S nian(4)

din

Notemos que si d es un divisor de n, entonces % también lo es y n/(%) = d,

que implica

=Y n@sn(5) - Zfl( )l = (2 3 1)),

dln

asi que la convolucion de Dirichlet es conmutativa. También, si d;|d y d|n entonces
diln y n=d; x d/d; x n/d. De esto,

(fi % fo) ;L%f (1) fz( )}f()
[ son(2)

dn di|d

= fi * (f2 ;f:s)(n)v

la convolucién de Dirichlet es entonces asociativa.

Una propiedad interesante del caso f * 1, donde 1 representa la funcién cons-
tante 1, es que el mapeo f — f * 1 es invertible. Para hallar el mapeo inverso,

definimos la funcion de Mobius p: N — Z como

0, sip?|n para algtn primo p
p(n) = L
(=1)%, sin=pips---ps
donde p1, ps, - -+ , pr denotan distintos primos.

Teorema 2.2.1 (Inversion de Mébius). Si f: N — R entonces (f * 1) = f.

Demostracion. Por asociatividad, (f * 1) x = f * (1 * i) y por conmutatividad

(1% p)(n) =) _ u(d).

dn
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Si n = 1, claramente el resultado de la suma de arriba es 1. De otra forma,
sea n = pi'ps* - - ¥, entonces todo divisor d se anula bajo p a menos que sea el
producto de 0 < r < k primos distintos del conjunto {pi,ps,--- ,px}. Entonces por

la definiciéon de p se tiene

De esto, f * (1 ;u)(n) = f(n) para toda n. O

No es dificil ver que (A; 1)(n) = >_4, A(d) = logn asi que el teorema anterior
nos permite reescribir A = (A(n) * 1) Kp= gk log. La funcién A, tiene una sencilla
representacion en funciones méas simples que interactiian por medio de la convolu-
cion de Dirichlet, esto motiva a explorar el comportamiento entre otras funciones
similares con esta misma operacion. Con algo de suerte y vision se hallo el siguiente

resultado
As(n) == (p * log?)(n) = (A * A)(n) + A(n)logn. (2.1)

Demostracion.

log®n = logn Z A(d)

din
= Z A(d) log
> coes (1)
=Y Ad)log = + > A(d)logd
dn dn

= (A g log)(n) + ([A log] 5 1)(n)
Entonces, por la distributividad de x respecto a la suma
2 —
(% log™)(n) = pu % (A % log)(n) + pu % ([A log] ¥ 1)(n)

pero
px (A xlog)(n) = Ax (uxlog)(n) = (A % A)(n)

y por inversion de Mdbius,
px ([Alog] 1) (n) = A(n) log(n). O
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Con esto cubierto, tomamos un pequeno desvio hacia el anélisis real. Veremos
definiciones que nos servirdn para enunciar el teorema de los nimeros primos de
manera compacta pero formal. Asi como también ciertas técnicas y resultados que

nos seran utiles para su deduccion.

2.3. Notacion de Landau

Es comiin que en matematica de pregrado exista una inclinacién hacia resul-
tados en los cuales estén involucrados férmulas exactas o identidades, como por
ejemplo, en la resolucién de ecuaciones diferenciales y de recurrencia por medio de
métodos que proveen explicitamente la solucion. Sin embargo, fuera del libro de tex-
to, las situaciones en las cuales el objeto de estudio se comporta de esta manera no
son la mayoria, por lo cual en ciertos casos se opta por derivar estimaciones asinto-
ticas para las funciones o cantidades en cuestion. Es decir, aproximaciones de estas
por medio de funciones «mas simplesy, que permiten describir de cierta manera su

comportamiento en un intervalo del dominio.

La notacién asintética mas comun es la de O-grande. Dadas dos funciones f y

g de variable real o entera, la notacion

expresa que g(z) acota asintoticamente a f(x). Es decir, existen constantes g y ¢

tales que
[f(@)] < clg(x)] (x> x0).

Se dice que f(x) es de orden O(g(x)). Por ejemplo z = O(e”) ya que e* = 1+ x +

2 3 . , . . .
o+ % +---. Otro ejemplo, que sera relevante en la siguiente seccion es

log*(1 4 z) = O(v/) (2.2)

que viene de

log*(1+z) < 9=

y esto a su vez de

f ¥z 2TV 81
1+x§e5%:1+3\4/5+9\2/§+ 76”% +825
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Una notacion més fuerte es la de o-pequena. Dadas dos funciones f y g de variable

real o entera, la notacion

f(x) =o(g(z)) (z— o0),
significa que g(z) # 0 para x suficientemente grande y

im @ =
Mmooy =

o equivalentemente,
[f@)] < clg(@)] (x> o),

para todo ¢ > 0 arbitrariamente pequena y z, dependiente de c. Se dice que f(x) es
de menor orden que g(x). Por ejemplo log z = o(z) ya que por L’Hopital,
log x

1
lim =Z=0.
T—r00 X 1

Relacionada intimamente con la anterior, tenemos la equivalencia asintotica.
Dos funciones son asintdticamente equivalentes, escrito f ~ g, si
f(@)

lim —= =1.
z—o0 g(x)

Esto sucede si y solo si f(x) puede escribirse como g(x) més una funcién de
orden menor que g(z), simbolicamente representado como f(x) = g(z) + o(g(x)).
[11]

T
log z

Teorema 2.3.1 (Teorema de los Ntimeros Primos). Las funciones 7(z) y son

asintoticamente equivalentes. Es decir,

X

m(z)

~ logz

2.4. Estimaciones importantes

Ya presentadas las notaciones de O-grande y o-pequena, expondremos algunas

estimaciones que nos permitiran derivar la féormula de simetria de Selberg.
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Teorema 2.4.1. Se tiene que

1 2log(£) —c3 + 4 log?(1
_Zlong: 8la) = s ey JrO(—Og< +y>).
Y

Demostracion. Comencemos con la funcion f(t) =

/ﬁym F(t)dt = fj (

m=1

Lt 7Y la siguiente observacion,

m+1 1 1

—dt ) = >~

/ ) m
m<y

m

Usando esto,

\.?JJ-‘rl dt
Z / t)dt + logy — / -

m<y
y yJ+1
:logy—l—/ f(t) dt+/

logy—ir/ f(t ——dt—/ ——dt—l—/yLyJJrlf(t)dt

I e U RS T
o e—tt—[t]) -t

pero

ft) =

para t > 2,

asi que la segunda integral converge, la tercera es de orden i y entonces

1 1
Z—zlogy+cl+0(—). (2.3)
m Y

m<y

Utilizando argumentos similares en la funcion f(t) = lof’tatj llegamos a
1 log? log(1
o losm _ log7y _02+O( og( +y)>7
m 2 Y
m<y

que en conjunto con el resultado anterior nos lleva a

1 log? log(1
3 og(i/m) _ 0g2 Yy 1Ogy+62+0<w> (2.4)

m<y

Por otro lado, si f: [1,00) — R es una funciéon no decreciente deducimos:
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a) [ f(t)dt = [ F@ydt+ [7) f)de < [ F(e)dt + f(y).
b) ff;j f(t) LyJQIm 1f dt < ZLyJ ( )

c) Sig(t) := f(|t]), la monotonia de f nos garantiza g(t) < f(¢) para todo t y
por lo tanto

Ly]

ly]+1
/2 g(tydt ="

m=2"YmM

d) [T f)dt = [P f(t)dt + fLy P pyde < [Y p)de+ fly +1).

De (a), (b),(c) y (d) obtenemos la desigualdad

- /ly f(t)dt’ <fW)+fly+1) (2.5)

y en particular tomando f(t) = log”¢, haciendo uso de log?t = %[t log?t — 2tlogt +

2t], conseguimos la estimacion:

—Zlog m = log?y — 210gy+2+0<#) (2.6)

m<y

Notemos que si multiplicamos (2.3)) por —2 — ¢; y (2.4) por 2, al sumar se
obtiene

Z 2log(£) —2—2¢

log(1
=log?y — 2logy + 2¢5 — (2 + 2¢1)ey + O(M)
m

Y

m<y

y de la siguiente observacion,

Zi-toreof)

haciendo c¢3 = 2 4 2¢y v ¢4 = 2 — 2¢9 + c3¢4,

SENE

2log(4£) — ¢ —|—c—
Z 8 )m3 - = log? y—210gy+2+0(

m<y

log(1y+ y)).
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De lo anterior, utilizando ({2.6) llegamos a

2log(£) — 3+ 4™ log?(1
—Zlogm Z 8w 3Ty +O(M). O

m<y m<y y

2.5. Foérmula de simetria de Selberg

En su demostracion elemental, la vision més crucial de Selberg era construir

una formula asintotica que relacionara »  _ logp a una funciéon que involucrara

p<w
tnicamente a logx. De esto naci6 su famosa Férmula de Simetria, que podemos

reescribir gracias a la Ecuacion (2.1)) como
Z Ao(n) =2z logz + O(x) (2.7)
n<x

Demostracion. De la ecuacion 2.1]

> Ao(n) = 32> pld)log? =,

n<z n<z dln

intercambiamos los 6rdenes de suma

> Ao(n) = Y p(d) Y log?

n<zx d<z n<lz
dln

escribimos m = n/d,

Z log Z log® m

n<x m<“
d|n

y de esto

—ZA dx/leogm

n<x d<zx

Usando el Teorema con y = xz/d y escribiendo F(t) = 2log(t) — c3 + cqt ™
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para simplificar la notacién,

=z ) (log®(1+%
B

n<lz d<z m<g d<z
F(Gm) log”(1+ %)
-y s T o T
d<z m<Z d<z
F(%) log®(1+ %)
=S o D)
d<z n<lx n d<z v

3 D o 3 D)

n<z din d<z

pero como vimos en la demostracion de la inversion de Mobius, >~ u(d) es igual

alsin=1eigual 0 en cualquier otro caso, entonces

‘ZA2 O(zbgm—+§)>_

d<zx

Ademis (2.2) nos garantiza que log*(1 + ) = O(y/) de donde es sencillo ver que

ZAQ(TL) = 2zlogz + O(z). O

n<zx

22



3. Tépicos de analisis funcional

El analisis funcional es una rama de la matemaética originada del algebra lineal
y areas del analisis clasico como ecuaciones diferenciales, teoria de aproximacion y
calculo de variaciones. Se centra primordialmente en espacios abstractos como los
de Hilbert o Banach: espacios vectoriales dotados de una métrica que puede ser

inducida por un producto interno o una norma.

Sea V' un espacio vectorial real o complejo. Una funcion || - ||: V' — R es una

norma si cumple las siguientes propiedades:

a) ||v|]| > 0 para todo v € V' y ||v|]| = 0siy solosi v =0, (positividad)

b) |lav|| = |a|||v|| para todo v € V' y para todo « escalar, (homogeneidad)
c) |Jv+wl|| < |v|| + ||w]|| para todo v,w € V (Desigualdad del triangulo)
Si || - || es una norma en V', entonces (V, || - ||) es un espacio normado. En ocasiones
surgen funciones ||-|| que cumplen homogeneidad, desigualdad del tridngulo y toman

valores no negativos, pero el conjunto de elementos en V' cuya imagen es cero, resulta
ser un subespacio lineal no nulo llamado kernel de || - ||. En dado caso, la funcion

|| - || se dice que es una seminorma.

Una norma || - || induce la métrica d(u,v) := ||u — v||, dentro del espacio nor-
mado. Analogamente, una seminorma induce una pseudométrica. Esto nos permite
considerar convergencia de sucesiones, sucesiones de Cauchy y méas ain, permite la
introduccion de una topologia mediante la definicién usual de bolas abiertas. En el

caso de la seminorma, su kernel es cerrado en esta topologia.

Teorema 3.0.1. El kernel
Vo :={veV||l||=0}

de una seminorma || - || en un espacio vectorial es un subespacio cerrado en la

topologia inducida por la seminorma.
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Demostracion. Por la desigualdad del triangulo, la seminorma es continua respecto
a la topologia inducida por ella misma. De modo que Vo = (|| - ||)~'{0} debe ser

cerrado. O

Nota 3.0.2. En un espacio infinitodimensional V' es posible tener un subespacio li-
neal W no cerrado. Consideremos por ejemplo el espacio normado de funciones con-
tinuas definidas en [0, 1] con la norma del méaximo V' = (C]0, 1], méx | -|) y el subes-
pacio de todos los polinomios definidos en el mismo intervalo W = (P[0, 1], max|-|).

Por el Teorema de Stone-Weierstrass, W es denso en V' asi que W no es cerrado.

Gracias a esto, es posible construir una norma a partir de una seminorma, que
aunque definida en otro espacio, posee una intima relaciéon con el espacio original y

la seminorma definida en este.

Teorema 3.0.3. Para todo espacio vectorial V' equipado con una seminorma || - ||

y todo subespacio cerrado W C 'V, la expresion
o+ Wiy = g flo+wl|

para v € V define una norma en el espacio cociente V/W ={v+ W |v e V}. Mds
ain, si Vo :={v € V | ||v|]| = 0}, entonces ||v + Vo||v/w, = ||v]|.

Demostracion. Para una demostracion, ver lema 2.15 de [§]. O

Si un espacio normado es completo, es decir que toda sucesion de Cauchy en
V' converge en V' (bajo la métrica inducida por || - ||), decimos que (V, || - ||) es un
espacio de Banach. Esta definicién es sensata pues no todo espacio normado es de
Banach, basta notar que Q como espacio vectorial sobre si mismo con la norma
del valor absoluto no es completo. Sin embargo, Q@ = R que también es un espacio
normado sobre QQ si lo es, lo que sugiere la posiblidad de «completar» un espacio

normado dado.

3.1. Completacién de un espacio normado
Sea (V,|| - ||) un espacio normado. Puesto que las sucesiones de Cauchy en

V' estan dictadas por la métrica inducida por || - ||, haremos la primera parte de

la discusion haciendo enfésis en un espacio métrico (V,d) y luego utilizaremos los
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resultados para extender la hipotesis a un espacio normado. La idea principal es
«agregary los limites de las sucesiones de Cauchy a V', tomando en cuenta que
pueden haber sucesiones que converjan al mismo limite. Estas dos consideraciones

nos llevan a definir
W :={(v,) | (v,) es de Cauchy en V'}

y la relacion

(vn) ~ (v),) siysolosi lim d(v,,v)) =0,
n—o0

que resulta ser de equivalencia en . Entonces de manera natural, tornamos nuestra
atencion al conjunto de clases de equivalencia V', al cual podemos dotar de la métrica

d(d,0) = Hm d(v,, u,)

n—oo

donde (v,,) v (u,) son representantes de ¥ y @, respectivamente.

Lo construido hasta el momento parece prometedor, inmediatamente vemos
que una propiedad conveniente de V oes la posibilidad de asociar de forma tnica a
cualquier vector v € V' con la clase de equivalencia a la que pertenece la sucesion
constante (v,v,v,---). Es decir, V tiene una «copia» X en \7, en la cual d se com-
porta como d. Sin embargo, al haber més elementos en V, es posible «asignar un

limite» a toda sucesiéon en W.

Sea (i#,) una sucesion en X C V (una sucesion de clases de equivalencia), cada
elemento 7, en la sucesion posee un representante (z,) = (U, Un, U, - - - ), €ntonces
intuitivamente (,) representa a la sucesion (v,) en V. Si (v,) € W, esta pertenece
a una clase de equivalencia 0 que resulta ser el limite de (Z,). En otras palabras,

toda sucesion en W «converge en V».

Por otro lado, se puede demostrar que X = 1% y esto nos permite asociar a
toda sucesion de Cauchy en V con una sucesion (v,) € W y esto implica que V oes

completo. Este es un bosquejo de la demostracion de

Teorema 3.1.1 (Completacion de un Espacio). Para un espacio métrico (V,d)
existe un espacio métrico completo (V, CZ) que tiene un subespacio X isométrico a V.

y denso en V.
Demostracion. Para una demostracion a detalle, ver Teorema 1.6-2 de [13]. O

Ahora, si V fuera un espacio normado, podemos considerar la métrica inducida
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por norma y construir un espacio de Banach V' con propiedades anélogas a las de
este teorema. Basta con definir adecuadamente las operaciones algebraicas en V' y

una norma que coincida con la métrica.

Si ¢ y @ son elementos de V, con representantes (vy,) v (u,), entonces la sucesion
(z,) definida por z, := v, + u, para n > 1, es también de Cauchy y por lo tanto
pertenece a una clase de equivalencia Z, que definimos de manera natural como el
resultado de 4 + ©. Analogamente, se define el producto por escalar. Finalmente,
para todo 0 € V podemos definir ||v||; = CZ(O,@) que claramente coincide con la

métrica y en X imita el comportamiento de la norma en V.

Teorema 3.1.2. Si (V|| -||) es un espacio normado. Eziste un espacio de Banach

V' que tiene un subespacio X isométrico a V' y denso en V.

Demostracion. Para una demostracion a detalle ver Teorema 2.3-2 de [13]. O

3.2. Topologia débil*

En el estudio de espacios vectoriales, uno de los objetos mas importantes son
las transformaciones lineales y més atn, los funcionales lineales, es decir transforma-
ciones lineales del espacio vectorial al campo. Si se trabaja en un espacio normado
se puede tomar en cuenta la nocién de continuidad de los funcionales. Si X es un
espacio normado, el dual de X, denotado por X*, consiste de todos los funcionales
lineales continuos definidos en X. El espacio X* es un espacio normado, bajo la
norma operador ||p|| = sup, l|o(x)]| para ¢ € X*. La norma operador de un

funcional ¢ es el menor nimero real tal que

(@)l
||

<|l¢|] paratodo z € X. (3.1)

Para un funcional ¢, si la expresion de la izquierda en (3.1]) esta acotada decimos
que ¢ es un funcional acotado. Por lo mencionado arriba, todo funcional continuo

es acotado, pero también todo funcional acotado es continuo.

El uso de teoremas relacionados a continuidad es una practica comin. Para
deducir propiedades de un objeto concreto, se parte de alguna sucesion de elementos
que convergen a él y que se conocen de mejor manera. El sentido de convergencia
depende de la topologia utilizada y una topologia de particular interés, definida en

el dual X* de un espacio normado X, es la topologia débil*.
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Dado X un espacio normado, consideremos para cada = € X, el funcional
lineal e,: X* — R definido como ¢ — e,(¢) = ¢(x) (también llamado mapeo de
evaluacion). Conforme x varia en X, se obtiene una coleccion de funcionales (e;) ¢ x
en X*. La topologia débil* es la topologia inducida por estos mapeos. Es decir, es
la més débil definida en X*, para la cual todo mapeo de la coleccion (e;)qex es

continuo.

Nota 3.2.1. En espacios finitodimensionales el mapeo = — e, para todo z € X es

un isomorfismo.

La topologia debil* depende de los mapeos de evaluacion y estos a su vez depen-
den de elementos de X. Esto sugiere la existencia de una conexién entre convergencia
en la topologia débil* y los elementos de X. El siguiente teorema nos muestra tal

conexion:

Teorema 3.2.2. Sea (p,) una sucesion de elementos en X*. Entonces ¢, converge
a ¢ en la topologia débil*, denotado como p, — @, si y solo si ,(x) — p(x) para
todo v € X.

Demostracion. Para una demostracion ver proposicion 3.13 de [4]. [

Como la topologia debil* es mas débil que otras, posee mas conjuntos com-
pactos, lo que la hace interesante. De hecho, la propiedad méas importante de esta
topologia es que, en ella, la bola unitaria cerrada es siempre compacta. Este resul-

tado se conoce como el Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki:

Teorema 3.2.3 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). La bola cerrada
Bx- ={p e X" [ [[¢l| <1}
es compacta en la topologia debil*.
Demostracion. Para una demostracion ver Teorema 3.16 de [4]. O

Este teorema nos permite asegurar la existencia de un funcional al cual converge
puntualmente una subsucesion de una sucesion acotada de funcionales. Tal existencia

sera utilizada en la demostracion del Teorema [5.2.2
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3.3. El espacio C.(R)

En la demostracion de TNP, serd de vital importancia el espacio vectorial
de funciones complejas definidas en los reales, continuas y de soporte compacto,

denotado por C.(R). El soporte de una funcion f, supp(f) se define como

supp(f) = {z € R f(z) # 0}.

El espacio C.(R) tiene algunas propiedades interesantes, entre ellas podemos resaltar
que la integral de Lebesgue de una de estas funciones es relativamente simple. Si
f € C.(R), por ser una funciéon continua es Riemann integrable y su integral de
Lebesgue coincide con su integral de Riemann. Ademés por su soporte, dicha integral
de Riemann es propia. Mas aun, la continuidad en el compacto nos garantiza un
méaximo y un minimo, por lo que cada una de estas funciones esta en L;(R) con la
medida de Lebesgue. Es més, cualquier funcion en L;(R) puede ser aproximada por

funciones en C,(R), este es un hecho crucial para la demostracion del TNP.

Teorema 3.3.1. El espacio C.(R) es denso en Li(R) con una medida u o-finita.
Demostracion. Para una demostracion ver Proposicion 2.51 de [§]. O

De hecho podemos ir mas alla y considerar el espacio C2°(R) de funciones

suaves de soporte compacto para el cual también se verifica

Teorema 3.3.2. El espacio C2°(R) es denso en Li(R) con una medida p o-finita.
Demostracion. Para una demostracion ver Corolario 4.23 de [4]. O

El buen comportamiento de C.(R) respecto a las integrales permite caracterizar
a sus funcionales lineales como mapeos de evaluacion respecto a una integral con una
medida localmente finita. En el fondo, esto representa una dualidad entre funcionales
y medidas, de una manera similar a como existe una dualidad entre X y (X*)*
para espacios vectoriales finitodimensionales (ver Nota . Las dualidades nos
permiten estudiar un objeto desde distintas perspectivas en las que se conserva su
estructura esencial y por ello, intercambiarlas segiin sea conveniente para nuestro

objetivo.

Teorema 3.3.3 (Teorema de Representacion de Riesz). Sea ¢: C.(R) — C un

funcional lineal que cumple o(f) > 0 si f > 0. Entonces existe una tunica medida
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de Borel localmente finita p tal que

ol5) = [ 1an
para todo f € C.(R).

Demostracion. Para una demostracion ver Teorema 7.44 de [§]. O

3.4. Algebras de Banach

Recordemos que un algebra A sobre un campo F es un espacio vectorial A
sobre F tal que para cada pareja (x,y) € A? existe un tnico producto ry € A que

cumple las siguientes propiedades:

a) (zy)z = z(yz), (asociatividad)

b) xz(y + 2) = zy + zz, (distributividad izquierda respecto a la suma)
¢) (x4y)z=1xz+yz, (distributividad derecha respecto a la suma)
d) a(zy) = (ax)y = z(ay) (distributividad respecto al producto escalar)

para cualesquiera x,y, z € A y escalares «.

Un dlgebra normada A, es un espacio normado que es a la vez un algebra, tal

que para todo z,y € A
[yl < [l lyl]- (32)

La desigualdad (3.2)) implica que la operacion producto es continua.

Teorema 3.4.1. El producto definido en un dlgebra normada A es continuo.

Demostracion. Sean a,b € Ay 0 < e < 1. Tomando § < m, se tiene que
para todo z,y con ||z —al| <0y ||y — b|| <0,
|lzy — abl| < [[z(y = b)|[ +||(z — a)b]|
< ([l=[l + lel)o
< ([lal[ + 1 +lol})o
<e. [l
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Si A tiene una identidad multiplicativa e, se dice que es un dlgebra unitaria y

podemos asumir, reescalando la norma de ser necesario, que
lef] = 1.

Finalmente, un dlgebra de Banach es un algebra normada que es completa consi-
derada como un espacio normado. Durante esta discusion las algebras de Banach
seran sobre C a menos que sea especificado de otra manera.

Las algebras de Banach unitarias dan lugar a la existencia de elementos in-

1 ly = e. Los

vertibles, es decir x € A tales que existe 7! que cumple zz™! = 2~
elementos invertibles a su vez, dan lugar al concepto de espectro y resolvente. Sea
A un élgebra de Banach con identidad, el espectro o(x), de un elemento x € A, se
define como

o(z) :=={\ € C|x — Xe no es invertible},
y el conjunto resolvente p(x) como

p(z) :={\ € C| z — Xe es invertible}.

El espectro generaliza la nocién de valor propio: para un algebra A de mapeos
lineales, el espectro de un elemento 7' € A es igual al conjunto de valores propios de
T. El teorema fundamental del algebra nos asegura que todo operador lineal definido
en un espacio finitodimensional, posee al menos un valor propio. Esto nos motiva a
preguntarnos si para todo elemento x en un algebra de Banach unitaria, su espectro

es no vacio y en efecto,

Teorema 3.4.2. Sea A un dlgebra de Banach unitaria. Para todo x € A se tiene
que o(x) # 0. Ademds, o(z) C{A € C| |\ < ||=||}.

Demostracion. Para una demostracion ver Teoremas 7.7-3 y 7.7-4 de [13]. O

Podemos estudiar geométricamente este conjunto midiendo «qué tan grandesy
son sus elementos, por lo que consideramos el radio espectral. Para x un elemento de
un algebra de Banach unitaria A, definimos su radio espectral 1() 1= sup,c, ) [Al-
El siguiente teorema relaciona la estructura algebraica de un algebra de Banach con

su estructura topologica.
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Teorema 3.4.3 (Formula del Radio Espectral). Sea A un dlgebra de Banach uni-

taria, entonces para cada x € A se tiene

role) = tm /[ (33)

Demostracion. Para una demostracion ver Teorema 11.6 de [8]. O

3.5. Caracteres

En el caso de que un algebra de Banach A sea conmutativa, es decir que ab = ba
para cualesquiera a,b € A, es ttil estudiar funciones definidas en A que preserven
esta propiedad (llamados también homomorfismos). En particular, nos centraremos

en funcionales en A.

Se define el dual de Gelfand o(A), como el conjunto de todos los homomorfis-

mos continuos ¥ : A — C, a los cuales nos referiremos como caracteres. Es decir,

o(A) :={y € A\{0} | ¥(ab) = ¥(a)(), para todo a,b € A}.

Nota 3.5.1. En realidad todo homomorfismo algebraico ¢: A — C es continuo,
ver lema 11.24 de [8]. Por lo que técnicamente, la hipotesis de continuidad en la

definicion anterior puede ser excluida.

Como primera propiedad interesante tenemos lo siguiente:

Teorema 3.5.2. Sea A un dlgebra de Banach unitaria y conmutativa. Todos los

caracteres en A tienen norma (de operador) menor o igual a 1.

Demostracion. Sea 1 un caracter en A. Consideremos =z € A tal que ¥(x) # 0.

Notemos que y := x — ¥(x)e, pertenece al kernel de 1, por lo que no puede ser
invertible. De modo que ¢(z) € o(z) y |[¢(z)| < ||z|| por el Teorema [3.4.2] O

Nota 3.5.3. De hecho, hemos demostrado que {¢(z) | ¢ € o(A)} C o(x).

Esta demostracion es fascinante porque a partir de un caracter, obtuvimos un
namero del espectro o(z). Ademaés, este proceso no fue dependiente del caracter ele-
gido, ni del elemento x. Asi que surge la pregunta, ;sera posible para todo elemento

x € A, asociar cada A\ € o(z) con ¢(x) para algin 1) € 0(.A)? La respuesta es si.
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Antes de proseguir, definimos algunos términos basicos de algebra. Un ideal J

de un algebra conmutativa A es un subespacio tal que
AT ={zjlreAjeT}CT

y para todo ideal J el cociente A/J es también un algebra conmutativa donde la

multiplicacion esta dada por
(+TNy+T)=ay+JT

para cualesquiera x,y € A. Un ideal J C A se dice que es propio si J # A. Un ideal
maximal M en un algebra unitaria conmutativa A es un ideal propio que cumple

que si J es un ideal de A tal que M C J C A, entonces J = M o J = A.

Ademas, presentamos los siguientes resultados,

Proposicion 3.5.4. El cociente A/ M, donde A es un dlgebra unitaria y M un

ideal mazximal de A, es un campo.

Demostracion. Sea © + M € A/M\{0}. El ideal J := Az + M es estrictamente
mayor a M, entonces J = A. Como A es unitaria, existe un elemento a € Ay
m € M tal que ax + m = e. Asi que todo elemento no nulo en A/ M tiene un

inverso. O

Proposicion 3.5.5. Sea A un dlgebra de Banach unitaria y conmutativa. En la

topologia inducida por norma, la clausura de cualquier ideal en A es un ideal.

Demostracion. Para una demostracion ver lema 11.25 de [§]. O]

Proposicion 3.5.6. Sea A un dlgebra de Banach unitaria y conmutativa. Todo ideal

maximal M es cerrado en la topologia inducida por norma.

Demostracion. Para una demostracion ver lema 11.25 de [§]. O

Proposicion 3.5.7. Sea R un anillo conmutativo con unidad y Jy C R un ideal

propio. Entonces existe un ideal mazimal M C R tal que Jy C M.
Demostracion. Para una demostracion ver lema 11.26 de [§]. 0

Con esto cubierto, procedemos a mostrar la asociaciéon entre el espectro de un

elemento x y sus imagenes respecto a los caracteres.
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Teorema 3.5.8. Sea A un dlgebra de Banach unitaria y conmutativa. Para todo

x € A se cumple

o(z) = {() [ ¢ € o(A)}.

Demostracion. Por la Nota B.5.9 tinicamente falta demostrar la contencion
o(z) C{y(z) | ¢ € a(A)}.

Comencemos considerando un elemento xg € A no invertible. Notemos que
J := Axg es un ideal propio de A, por la Proposicion [3.5.7 existe un ideal maximal

M que contiene a J y por la Proposicion [3.5.6] M es cerrado.

Demostraremos que & := A/ M también es un algebra de Banach. En efecto,
al equipar a % con la norma cociente, este se vuelve un espacio de Banach. Como

M es un ideal, la multiplicacion en % esta bien definida y finalmente,
zy + Mlaym < (@ +ma)(y + me)lla < [z +ma)[a < [(y +m2)lla

para cualesquiera z,y € Ay mq, my € M. Esto implica, tomando el infimo respecto

a mip y mg, que
(2 + M) (y + M)[layam < [z 4+ M| aaally + M| ajm

como se queria verificar.

Por otro lado, el Teorema nos asegura que 4 también es un campo pues
M es maximal y veremos que este es isomorfo a C. Por el Teorema [3.4.2] para todo
r+ M € A, existe A € C tal que (z + M) — A(e + M) es no invertible, pero
al ser % un campo esto es posible si y solo si z + M = Ae + M. Esto induce el
mapeo ®: & — C definido por x + M +— \. Para z + M y y+ M en £ denotamos
a:=0(z+ M), :=0(y+ M)y X :=0(zy+ M), entonces

Me+ M) =zy+ M
= (z+ M)(y+ M)
= (e + M)(Be + M)
= afi(e + M).
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Es decir, A = a8 y ® es un homomorfismo. Si ®(z + M) = &(y + M),
r+ M=+ M=y+ M,

entonces ® es inyectivo y puesto que ®(Ae + M) = A para todo A € C, concluimos

que ® es un isomorfismo.

Por lo anterior, si xy es no invertible existe ¢: A — % = C un homomorfismo
no trivial con ¢(xy) = 0. Si utilizamos este hecho para x — Ae donde A € o(z),
se concluye de la Nota que existe ¢ € o(A) tal que ¥(x) = A Es decir,

o(z) C{P(z) | € o(A)}. =

Este teorema tiene como corolario uno de los resultados mas importantes, res-

pecto a los caracteres, para la demostracion de TNP.

Corolario 3.5.9 (Formula de Gelfand).

max |1/) )| = llm V||xm].

peo(

Demostracion. Se sigue directamente del Teorema [3.4.3]y el Teorema [3.5.8 O

Es importante notar que estos ultimos teoremas aplican a algebras de Banach
unitarias. Es posible «extender» su dominio a algebras de Banach sin unidad, cam-

biando la perspectiva respecto a la cuél consideramos estas algebras.

Toda algebra de Banach sin unidad A puede considerarse como una subélgebra
de Banach de un élgebra de Banach unitaria A;. De manera burda, esto quiere decir
que podemos trabajar en una estructura que si posee unidad, pero que opera de
forma anéloga al algebra sin unidad. Para ver esto, basta tomar A4; := A x C (una
extension natural del espacio vectorial), definiendo el producto vectorial y la norma

como

(z,A) - (y,n) = (wy + Ay +nx, An),
[[(a, M| == [[a|| + [A].

Se verifica facilmente que la unidad en esta algebra es el elemento (0, 1) y el mapeo

x +— (2,0) de A hacia A; es un homomorfismo isométrico.
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4. Analisis de Fourier

4.1. Definicién y propiedades de la transformada de

Fourier

La transformada de Fourier fde una funciéon f: R — C se define como

7t) = / f(x)e >, (4.1)

y la transformada inversa de Fourier I, de una funcion h: R — C se define

como

W) = /R h(t)e2 =t (4.2)

Claramente, la transformada de Fourier no tiene por qué existir para una fun-
cién f arbitraria, es decir si f no fuera integrable es posible que su transformada
no esté definida. Afortunadamente, la integrabilidad (en el sentido de Lebesgue) es

una condicion suficiente de existencia. Si f esta en L;(R), entonces
ol =] [ s < [ i = sl
R R

La transformada de Fourier interactiia muy bien con ciertos operadores de tras-
lacion y de convolucion de funciones. Para xy y ty reales, definimos el operador

traslacion T, y el operador multiplicaciéon M;, como

Too(f): @ V— [z — x0)

My (f): 7 —> €270 f(z).
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De la definicién se sigue facilmente que m = M_,, (]?) y m )= Tto(f)

Por otro lado, si f1, fo € L1(R) definimos f; * fo en semejanza a la convolucion

r) = / £ (0) ol — )y

El siguiente teorema nos expone algunas propiedades de la transformada de

de Dirichlet como

Fourier y la convolucion que nos seran ttiles para demostar TNP. Ademas ejemplifica
la interacciéon mencionada entre la transformada de Fourier y la convolucion de

funciones.

Teorema 4.1.1. Para fi, fo € L1(R), se tiene

a) ||fi* folli < Aillillfalls v por lo tanto fi * fo € Li(R),
b) fixfo= fox fi,
C) f1 f1f2;

w&ﬁwz&ﬁw

Demostracion.  a) Por desigualdad del triangulo,

to< [ [ 15 - pldyds

Por medio el Teorema de Fubini y el cambio de variable u = x — y lo anterior

Rtéﬁ@ﬁ%x—w@

se convierte en

/R / () ol — )l dady = / £ (9)Idy - / Fa(@ldu = [|full] fel .

Esto garantiza que f * fo € Li(R).

b) Haciendo u = = — v,
(f1* /f1 )2 —y dy—/flx—Ufz( Jdu = (f2* f1)(z)

c) Usando Fubini,

o h(t) ./</}a bx—)ﬁo “amint
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://fl(y)e_mytﬁ(l’—y)e_m(m‘y)tdydx
RJR

_ / 6—27riytf1 (y) (/ 6—27ri(m—y)tf2(l, _ y)dl) dy
R JR

-~

fa(t)

d) De nuevo, utilizando Fubini
[ Py de= [ [ e g dys
R R JR

= /R f(y)< /R g(x)e‘m’”":dw) dy

=4f@mw@. =

A continuacién presentamos un teorema que acredita sensatez a la definicion y

nombre de \f

Teorema 4.1.2 (Inversion de Fourier). Si f € Li(R) tiene fe Li(R), entonces f

es igual a la transformada inversa de J/C\, denotada por (f)v, cast en todas partes.

La idea de la demostracion, es utilizar el inciso (d) del teorema anterior para

~

definir una sucesion de funciones f, que por un lado converge a f y por otro a (f ).

Demostracion. Definamos 4, (t) := €™ ¢, (t), donde ¢,.(t) := e~™"* para cada

xg € Ry r > 0. A partir de esto consideremos
o) = | Fnua)t = [ F(a)or(a)d (4.3)
R R

A continuacién mostraremos que f, — (]?)v puntualmente cuando r — 0. Y que
fr = f en Li(R) cuando r — 0.

a) (f, — (f)v) Notemos que

~ ~

|f<t)627ritxoef7r|rt|2’ — ‘f(t)efﬂrt|2| < | (t)‘ c Ll-

—n|rt|?

Ademés, e — 1 si r — 0. Entonces por el Teorema de convergencia
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dominada (Teorema [1.6.4))

fo(zo) = / F(0) v (1)t — / Fltymidt = (F)* (xo),

para todo xg.

(fr = f) : Primero,
Op(1) = / e Tl ey,
R

al hacer la sustitucion v = ry,

—~ 1 ;
a) = [ ey
rJr

y puesto que §(t) = e ™ = ¢, si g(z) = e”™ = ¢; (para una demostracion

de esto referimos al lector al ejemplo 9.27 de [§])

—~ e~ lEP
¢r(x) = r s
mas ain
]
~ 6 ™
¢r,xo (37) = T

De aqui concluimos que ¢, esta en Ly (R) para cada r. Con esto obtenemos de

la Ecuacion (4.3)) que

T—x(

e

(o) = / Fe) L dx = (f * ) (x0).

r

Por Teorema, m tenemos que f * & € Li1(R) y por lo tanto f, también.

~

Procedemos a examinar la diferencia (f * ¢)(zo) — f(x0). En el Ejemplo 9.27
de [8] también se demuestra que fR e dy = 1, asi que la conmutatividad de

la convolucion y la sustitucion z = z/r implican

2
151

~

(F * 3)(a) = flan) = [ flan =)=
= /R (f(xo —rz)— f(xo))e_”'z‘2 dz.

6—71'

dx — f(zo)
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Al tomar normas, usar desigualdad triangular y Fubini,

1 *0—flls :/R [
< / |F (0 — 12) — F(ao)|e ™" dzday

/ (f(zo —72) — f(xo))e_ﬂzl2 dz|dx

B / T (f) — fllie™ ™ dz
R

Ahora, por la densidad de C.(R) en L;(R), para cada ¢ > 0 podemos hallar
una funcion g € C.(R) con ||f — g||1 < ¢/3. Por la continuidad uniforme de g,
existe d > 0 tal que [|T;.(g) — g||1 < &/3 si |rz| <. De ello,

T (f) = flly <N Tz (f) = T (@1 + [1T2(9) — glls + llg — fll <&

asi que ||T,..(f) — f|l1 = 0 sir — 0 para z € R fijo. Asi que por el Teorema de
convergencia dominada ||f * 5 — flli = 0. Para concluir, por el Teorema m
existe una sucesion de f,. que converge casi en todas partes tanto a f como a

(fA)V, de donde se sigue el resultado. ]

Una de las condiciones en el Teorema es que f € Li(R). De no ser asi, no
esta claro como podria ser posible recuperar a f de ]? Por lo tanto, es conveniente
considerar clases de funciones para las cuales esa condiciéon se cumpla. En particular
una clase muy interesante son las funciones de Schwartz: el Espacio de Schwartz

denotado por .(R) se define como
FR):={f:R—C| fessuavey ||2*f?|| < 00, para cualesquiera o, § € N}.

donde
|| flloo :=mf{M € R | |f| < M casi en todas partes}.

Esto es, intuitivamente, que la derivada de cualquier orden de una funcion f € . (R),
decrece muy rapido; dicho de manera més precisa, posee un decaimiento super-

polinomial. Esta propiedad le garantiza a cualquier funciéon f en este espacio ser

Ly(R).

Teorema 4.1.3. Si f € ./ (R) entonces f € L1(R).
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Demostracion.

4mm:ASWM+mem

dz
< 2 sup | f| +sup|z" f| TN
lz|<1 z€R |z|>1 |z
y esto es menor a infinito para N > 2. 0

Sin embargo, el decaimiento super-polinomial permite algo aiin mas interesante,

Teorema 4.1.4. La transformada de Fourier de una funcion de Schwartz es también
una funcion de Schwartz. Mds ain, la transformada de Fourier de . (R) a ./ (R)

es continua y posee a la transformada inversa de Fourier como inversa continua.

Demostracion. Sea f € . (R). Utilizando diferenciacion bajo el signo de integral
(Corolario 5.9 de [3]), integracion por partes, y desigualdad triangular, respectiva-
mente

adﬁ/\
wa(x) N

z® /R (—2mit)? f(t)e_2’rmdtH

oo

]
(2m)

da
%[tﬁf(t)] ‘dt.

Es sencillo ver que el espacio de Schwartz es cerrado bajo suma, por lo tanto

L[t f(t)] estd en .7 (R) C Li(R) y la desigualdad concluye el resultado. O

Para finalizar la discusion de este espacio, presentamos el siguiente resultado

que surge como corolario del Teorema |3.3.2

Teorema 4.1.5. El espacio de Schwartz 7 (R) es denso en L1(R) con la medida de
Lebesgue.

Demostracion. Notemos que CP(R) € Z(R) y puesto que C(R) es denso en
Li(R) se sigue el resultado. O
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4.2. Caracteres de Li(R)

Para concluir la seccién estableceremos una dualidad entre los caracteres de
Li(R) y mapeos de evaluacion de la transformada de Fourier. Comenzamos defi-

niendo el élgebra de Banach de interés.

Teorema 4.2.1. El conjunto Li(R) junto con la convolucion x como producto y la

norma usual || - ||1, es un dlgebra de Banach conmutativa.

Demostracion. Del Teorema si fi, fo € L1(R) entonces f; * fo € L1(R). La
asociatividad de la convolucion se sigue de Fubini y la distributividad respecto a
la suma es consecuencia de la linealidad de la integral. Finalmente (a) y (b) del
Teorema [4.1.1] prueban que (L1 (R), || - ||1) con * como producto, es un algebra de

Banach conmutativa. O

Como se vio al final del Capitulo [3], es posible agregar una unidad a cualquier
algebra de Banach. Por medio de tal construccion, consideramos a (L1(R), || - ||1)

como subalgebra de un algebra Banach unitaria en las discusiones posteriores.

Para establecer la dualidad entre los caracteres de L1 (R), denotados por o(L;(R))

y la transformada de Fourier ocupamos el siguiente lema.

Lema 4.2.2. Sea ¢ en o(L1(R)) y sea u € Li(R) tal que ¥(u) = 1. Se define
Yy R = C como (o) = ¢ (u(t + ). Entonces existe un inico nimero &, € R tal
que vy () = ¥ para todo o € R.

Demostracion. Tanto ¢ como la traslacion en el argumento son continuas en Lq (R),

de modo que 7, es continua. Usando un cambio de variable, notamos

vola+ B) =¥ (ut + o+ B))v(u)
= ¢ (ult + o+ B) * u(t))
= (u(t + ) xu(t + 5))
= Yy (@)1 (8)-
En particular,
Yo (@) vy (—a) = 74(0) =1, (4.4)
Y (na) = vy ()" paran € N. (4.5)
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Si ap € R es tal que |yy(ap)| # 1, podemos suponer por (4.4) que |y,(ag)| > 1y
(4.5) garantiza la existencia de un natural n tal que v, (nog) > ||ull;. Sin embargo,

el Teorema nos asegura que para todo a € R
()| < @] [lu(t + @)l < [lulli para todo a € R.

Entonces |y, ()| = 1. Esto junto con el Teorema 7.6.2 de [6] implican la existencia

de una tnica funcién continua h: R — R que satisface h(0) =0y

Yy(a) = ™M) para todo o € R.

Reescribimos la ecuaciéon funcional como

e2mi(h(a+p)—h(e)=h(B)) — 1

que implica

W+ B) = h(a) = h(B) =n

para algin entero n, pero al ser h continua, el Teorema del valor intermedio implica
que este entero no depende de o y 5. Ademas, puesto que h(0) = 0 tenemos n = 0,

es decir
h(a+ B) = h(a) + h(B).

Finalmente, las soluciones de esta ecuacion son de la forma h(«a) = o para algin
EeR. O

Nota 4.2.3. Las soluciones continuas f: R — R de la ecuaciéon

flx+y) = f@)+ f(y)

(al igual que f(x +vy) = f(x)f(y)) se obtienen describiendo su comportamiento
en Q y utilizando la densidad de Q en R. Sin embargo, este procedimiento no se
sigue de forma analoga para hallar soluciones continuas f: R — C puesto que la
ecuacion ™ = z donde z € C es fijo posee n soluciones distintas en C, de ahi surge

la necesidad del uso del Teorema 7.6.2 de [6] en la demostracion anterior.

El siguiente teorema nos asegura que todo caracter ¥ en o(L;(R)) puede ser

~

interpretado como un mapeo f +— f(§) para algin real .
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Teorema 4.2.4. Sea ¢ un caracter en Li(R). Para todo f € Li(R) se cumple
— [ Ha)e T da = e
R

Demostracion. Sea u € Li(R) como en el Lema [£.2.2] Entonces ¥(f) = ¢ (f *u) y

al ser v continua, el lema nos garantiza

(s = (/f )
/¢
- [ Hoplute -
B

= (&)
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5. Convolucién y convergencia de medidas

Parte clave de la conexién entre TNP y el analisis funcional es la consideracion

de medidas p como funcionales en C(R) via integracion. Es decir,

fH/Rfdu.

Esto nos permitira utilizar la topologia débil* para concluir varios resultados re-
lacionados a medidas particulares, que seran de utilidad para la demostracién de
TNP.

5.1. Medidas de Radon

Para comenzar, recordemos que una medida de Radon es una medida de Borel
que es localmente finita. Dada una funcién f: N — R le asociamos una medida

vs: B — R de la siguiente manera

Vg = Z@élogny (51)

donde d1p,,: B — R es llamada la medida de Dirac en p = logn y esta definida para

p en general como

1 sipeB
dy(B) = para B € B. (5.2)
0 sip¢ B

Para toda f: N — R, esta es una medida de Radon. En efecto, si K es compacto

podemos hallar un intervalo [0, m] que contiene a K, de donde obtenemos:
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() < w0, = 32T < o

n=1

donde N es el mayor entero con log N < m.

Similar a la convolucion de funciones, para dos medidas de Radon en [0, c0),

definimos su convolucién como

) (B) = [ [ xale +) ds(w)ivaty)

Esta es de nuevo una medida de Radon en [0, 00), porque si B = [—x, z], vemos que

el lado derecho de (5.3)) esta acotado por v ([0, z])v2([0, z]) < oo.

El siguiente teorema, muestra que la asociacién f +— vy es una conexion entre

dos estructuras algebraicas; G' el monoide de funciones f: N — R con la convolucién

de Dirichlet y H el monoide de medidas de Radon con la convolucién de medidas.

Teorema 5.1.1. Para dos funciones fi, fo: N— R

Vp ¥V = Vfl;f2

Demostracion. Sea B un conjunto de Borel,

Vi * Vfg(B) = Z Z XB(lOgn + logm) flfln) f27(nm)
n=1m=1

reescribiendo esta suma con indice k = mn,

=3 xsllogh) Y f1(d) fa(k/d)

d k/d
k=1 d|k
>~ (f1* f2)(k)
= Z Dk, Ing(B)
k=1
= Vf15f2<B)

Por otro lado, el Teorema [2.2.1| nos asegura que la identidad en G es la funcién

(1 * ). Esta funcion es igual a 1 en n = 1 y 0 en los deméas enteros. Luego, de la
definicion (5.1)) se sigue que v(1,,)(B) es 1 si 0 € B y 0 en otro caso. Por tltimo,
D
de (5.3)) se ve que v * v,y = v para toda v medida de Radon en [0,00) . En otras
D

palabras, las identidades de ambas estructuras estan asociadas.
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5.2. Teoremas de Convergencia

Para usar la convergencia en la topologia débil* introducimos el concepto de
medida desfasada. Dada una medida de Radon v en R y algin h € R la medida

desfasada 7, se define como

/Rfdrhu:/Rf(t—h)dy(t).

Antes de continuar, recordemos que

A(n) logp, sin = p* para un primo p y algin entero positivo k.
n)=

0, en cualquier otro caso.

y que Ag(n) = (p % log®)(n). La Ecuacién (5.1)) nos permite considerar una medida
de Radon v, relacionada a A y Ag, que por consiguiente posee una naturaleza

tedrico-nimerica relevante para TNP.

El siguiente teorema establece que podemos utilizar una sucesion de medidas
desfasadas 7V, para “aproximarnos”’ a un multiplo de la medida de Lebesgue
1. Esto debe interpretarse formalmente de la siguiente manera: por la discusion al
inicio de este capitulo, podemos asociar a cada una de estas medidas un elemento
en C.(R)*, entonces la sucesion de elementos asociados a las medidas desfasadas

converge en la topologia débil* al elemento asociado al multiplo de .

Proposicién 5.2.1. Definamos Veyy, := Un,/10g- Entonces
1
AVsym (t) = dva(t) + Ed(yA x v )(t) (5.4)

Y ThVsym A 24y conforme h — oo.

Demostracion. La Ecuacion (5.4)), se demuestra utilizando la Ecuacion (2.1)), el Teo-
rema y algunas manipulaciones algebraicas.

. *
Recordemos que por el Teorema , la convergencia T,Vey, — 2 en la

topologia débil* es equivalente a que

/dehl/Sym — 2 / fdu, cuando h — oo, (5.5)

para toda f € C.(R).
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Mostraremos que para toda f(t) = x(t)e', donde I C R es un intervalo arbi-

trario, se cumple la convergencia (5.5)). Con esto demostrado, el resultado se sigue

del hecho que toda f € C.(R) puede aproximarse uniformemente, por arriba y abajo
t
e’.

por combinaciones lineales de funciones de la forma y;(t)

Sea I = (loga,logb] con 0 < a < b un intervalo arbitrario. Notemos que
2/X1(t)etdt =2(b—a)

y como €' es estrictamente creciente

As(n
/X[(t)eththym = Z elognfh—n 120< 7)1 (56)
aelh<n<beh &

Utilizaremos la Formula de simetria de Selberg (2.7]) para ver que la expresion en

el lado derecho de (5.6 se aproxima a 2(b — a).
Por la Formula de Simetria de Selberg, para toda constante ¢ > 0 tenemos

Z As(n) = 2cxlogx + o(xlog x),

n<cx
que implica que
1
As(n) =2(b— 1 5.7
. Ing a:v<2n:<bz 2 ( a) ! 0< ) ( )

conforme z tiende a infinito. Sea € > 0, supongamos que x es lo suficientemente

grande de tal manera que ax < n < bx implica

1
1-e< BPcqye
logn

Multiplicando por [}jg(z) y sumando todas las desigualdades para n € (az, bx] obte-

nemos Ao(n)
>
<n<b 1
ar<n<bx ogn <1+e.

1—e<
; Zaa}<n§bx AQ( )

zlogx

Con esto demostramos que

1 Z Az(n)
<n<b 1
GTSRSOT oen — 1 cuando z — o0.

; Zax<n§bx Az( )

zlogx
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Utilizando la Ecuacion (5.7)), lo anterior implica que

= > ?jg(:? = 2(b—a) + o(1), (5.8)

pero el lado izquierdo de esta expresion es igual a

Z elogn—logm AQ(”)

nlogn
ar<n<br

y haciendo h = log z, esto se convierte en el lado derecho de la Ecuacion (5.6). O

Teorema 5.2.2. Para toda sucesion (hy,) de nimeros reales, tales que h, — o0
cuando n — oo, existe una subsucesion (hy, ) y una funcion Borel medible D: R —

0,2] tal que para cualquier f € C.(R) se tiene

lim /dehn I/A:/fD dpug.
k—o0 k

Demostracion. Sea [ un entero positivo fijo. Tomamos una sucesion 7, vy restrin-
gida a [—[,l], de nuevo por lo discutido al inicio del capitulo, podemos asociar a
cada elemento en esta sucesion con un funcional ¢, € C[—[,[]*. El primer paso es
demostrar que estos funcionales son acotados (respecto a la norma de operador).

Consideremos la funciéon

1 si |z <1,
file) = Q1 +1—|z| silz]e€l[l,l+1],
0, si|z| > 1+ 1.

Por la Proposicion [5.2.1) conforme h — oo sabemos que

ThVsym ([—1,1]) < Q/fl dThVsym — /fl(x)dx =2(2l+1). (5.9)

Ademés, para todo B € B, integrando xp y usando la Ecuacion (5.4) implica que
Th/a(B) < ThVsym(B). Entonces (5.9) y la desigualdad del triangulo para integrales
nos garantizan que los funcionales ¢,, son acotados. Consideramos entonces la bola

mas pequena que contiene a toda la sucesion:
. pC=LI
B, := Bp,
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Figura 5.1. f; con [ = 3.
Fuente: Elaborado con GeoGebra.

donde R; := sup,s; Tn,¥a([—(,1]). Por el Teorema de Banach-Alouglu-Bourbaki,
esta bola es compacta y metrizable en la topologia débil*. Entonces existe una

subsucesion (¢, ) y un funcional ¢ en C[—I, 1] tal que ¢,, — ¢. En otras palabras,
©n,. (f) = @(f) para todo f € C[—I,1].

Puesto que [ era arbitrario, claramente podemos repetir el argumento con cual-

X:HBZ.

>1

quier entero y considerar

El espacio X también es compacto y metrizable en la topologia producto por el

Teorema [1.3.9, Por lo que existe una subsucesion (7, va) tal que kh'm J fdrn,va
— 00

converge para todo f € C.(R). Como los operadores limite e integral son lineales,
entonces esto nos proporciona un funcional lineal en C.(R). Més atn, este funcional
es claramente no negativo si f € C.(R) lo es, asi que por el Teorema de representa-

cion de Riesz [3.3.3] existe una medida de Radon p en R tal que

lim /denkl/A:/fd,u,
k—o00

para todo f € C.(R). Ademas, si f > 0,

/fd,u— lim /denkVA < lim /denkl/sym—Q/fdug.
k—o00 k—o00
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Por la densidad de C.(R) en L; ,,1,,(R) (Teorema [3.3.1]) para todo conjunto B borel
medible acotado, se puede aproximar yp utilizando funciones no negativas de C.(R)

tanto para g como para jy, lo cual implica u(B) < 2uy(B) y esto a su vez que

<< pg. Asi que por el Teorema [1.7.1| la derivada de Radon-Nikodym D = j—lz
existe y
u(B)Z/DdquQ/due
B B
por lo que D toma valores en [0, 2] p-casi en todas partes. O]
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6. Demostracion del Teorema

6.1. Primera Reformulaciéon del Teorema

Como se mencioné en la secciéon 2, la motivacion de introducir la funcién A es
trabajar con otro conjunto mas simple de manipular pero que nos da informacion
util para TNP. El siguiente teorema exhibe que en efecto es posible hacer una cone-

xion entre A y m que puede ser utilizada para demostrar TNP.

Teorema 6.1.1 (Primera Reformulacion). Si

Z A(n) ~x (6.1)

1<n<zx
entonces TNP se sigue.

Antes de la demostracion presentamos unas observaciones que inspiran las ideas

claves de la misma. Buscamos que lim m(@)logz 1, esto lo podemos interpretar
intuitivamente como o

"(2) < o Bal)

7(2) 2 o+ Bale)

donde E; y FE5 son un «error» que tiende a 0 conforme z crece. Como w(x) < x
para todo z, y logz < 2 para todo § > 0 y x suficientemente grande, podriamos
aproximarnos al valor de 7(z) via potencias de z. Es decir, tomar § > 0 pequeno y
considerar

x

1-6 1-6
m(x <z <
( ) < ~ logx

para x grande.

Entonces el andlisis se resume, en términos generales, a estimar 7(z) — 7(z'7%) que
esperamos que sea pequeno si § también lo es y x es grande. Resulta, que este mismo

argumento puede utilizarse para establecer la segunda desigualdad.
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Demostracion. Con lo anterior en mente, comencemos escribiendo

Z An) = Z logp + Z log p. (6.2)

x1=<n<a z1=3<p<a 210 <ph <z
k>1

El primer término en esta ecuacion es el de particular interés pues involucra exclu-
sivamente a los primos. De hecho, podemos establecer facilmente una relaciéon entre

este y la cantidad 7(x) — 7(217%):

(1—6)(m(z) — w(z'7%))logz < Z logp < (m(z) — 7(z'~°%)) log z. (6.3)

El segundo término de ([6.3)) surge como el excedente de considerar un conjunto méas
grande que los primos. Sin embargo, como comentamos al inicio de esta discusion,

esperamos que su aporte asintético sea negligible.

Para ver esto, sea 0 > 0 pequeno. Por la hipotesis se tiene que

S A = o),

1<n<g1-96
> A(n) =2+ o()
1<n<x
Como 2'7° = o(z) y o(z) — o(x'%) = o(x), al restar las dos ecuaciones anteriores

obtenemos que

Z A(n) =z + os(x) (6.4)

rl=0<n<z

donde os(z) representa una funcién de menor orden que = asociada al § escogido.
.o 1-2

Ahora, si 2'7° < p¥ < x entonces & < p < Y k reordenando la segunda suma de

la derecha usando a & como indice

Z Z log p.

T k <p<x1/k

Pero como p = 2 es el primo més pequefio, podemos tomar z'/* > 2 que implica

que k < log"” y en vista de k > 1, logp < logz'/? y
L1255 ] L1255
S SRRTTED S SR
xlk <p<zl/k a:lk <p<zl/k
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log z
log 2

<logVa- Y m(a'/*)

k=2

= log/z - O(z'*log z)
= O(z"*log? z) = o(x).

Entonces por (6.2)), (6.3]) y (6.4) llegamos a

~ 4o <rlz)— (@) < —— o —
log x logx ) — ~(1=9)logx log =
Finalmente, por la discusién previa a la demostracion, m(z'~%) = 0(ez) v al ser &
arbitrario se obtiene el resultado. O

6.2. Segunda Reformulacién

A partir del Teorema [6.1.1], Terence Tao hall una reformulacién de TNP en el

lenguaje del analisis funcional. Para ello, definio || - || : C.(R) — R como
y A(n) B
1 f]]a .fhznsup E " f(logn f t) dt (6.5)
—00

n>1

la cual resulta ser una seminorma en C.(R). Notemos que el primer término en la
resta de la definicion de || - ||5 esta relacionado a la Ecuacion (5.1)), mientras que
el segundo esté relacionado a la medida de Lebesgue u, porque f es continua .
Ademas, la Proposicién y el Teorema sugieren que || - |[x no diverge.

Teorema 6.2.1. La funcion definida en es una seminorma en C.(R), que

cumple

IAlla < [[flls para f € Co(R) (6.6)

Lfo* alla < [IAllallf2llas para fi, f € Co(R). (6.7)

Demostracion. Gracias a la linealidad de los operadores suma, integral y lim sup,
se cumple la propiedad de homogeneidad de los escalares, asi como también la des-
igualdad triangular. La funcion || - ||5 es claramente no negativa, por lo que lo tnico

a verificar es que es menor que oo para todo f € C.(R). Para ello, demostraremos
la desigualdad .
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Sea f € C.(R), tomemos una sucesion h, — oo conforme n — oo. Entonces

A(n
171 = i | 522 pttog— ) [ 7

nz

Aplicando el Teorema [5.2.2] podemos hallar una subsucesion Th,, VA tal que

lim /dehn VA:/fD dpug,
k—o0 k

donde D toma valores en [0,2]. Por lo tanto,

!UWz‘/ﬂD—wa

S/VWMzWW.

Puesto que C.(R) C Ly, esto demuestra que || - ||o en efecto es una seminorma.

Falta demostrar la desigualdad de algebra Banach

Z#% « f2)(logn — h) _/Rfdue < [Allallf2lla + 05.1,(1) (6.8)

n>1

conforme h — 0o. Recordemos de (5.1)) que la suma de la izquierda en repre-
senta la integral de fi* f5 respecto de la medida 7,1, entonces todo el lado izquierdo

puede ser interpretado como la integral de f; * f5 respecto de la medida 7,vy — .

Definimos figy := fig|j,00) ¥ DOtemos que Ty — fig si h — oo. Por esta razon
podemos ver la integral respecto a 7,4 — iy como una integral respecto a 75, aplicado

a vy — ley. Ademas de esto, pyy cumple la propiedad
(s ) (B) = [ txa(t)dr (6.9)
0

A continuacion se presenta un bosquejo de los pasos a seguir a partir de aqui

para demostrar la desigualdad deseada.

Primero, se utiliza la Proposicion para reescribir vy — gy como suma de

tres medidas con signo

VA = ter = p1+ pa+ ps (6.10)

No presentaremos una definicién formal del concepto de medida con signo. Sin em-

bargo, para fines practicos el lector puede considerarlo como una “medida” capaz de
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tomar valores negativos. En particular,

P1 = Vsym — 2/JJ€+
1
p2 = —;d((VA — s ) * (va — pues)) ()
1
p3 = 2put — 2;d(VA * f1e4) (t)-
De nuevo por la Proposicion [5.2.1] se sigue que
Thpr = Th(Vsym — 2b+) 22 — 2 = 0. (6.11)

conforme h — oco. Luego, al examinar el término

%d(VA * s ) (1)

en p3 notamos que corresponde la medida cuya derivada de Radon-Nikodym respecto
t n
n<et

Por el Teorema de Merten, (Teorema demostrado adelante) esta funcion es

1+ o(1) conforme ¢ — oco. Entonces

a [l €es

1 X
Th <¥d(l/A * ;LH)) — My (612)
y por consiguiente
Thps = 2ftg — 2t = 0 (6.13)
conforme h — 00.

Gracias al comportamiento asintético de 7,1 v 7,03 descrito en (6.11)) y (6.13])
para obtener la desigualdad basta mostrar que

\ [ i+ g < sl + 002 (6.14)

Para esto, se utiliza de nuevo la Proposicion [5.2.1], Fubini extendido a medidas con
signo, argumentos de compacidad y (6.12)). El uso explicito de estos elementos puede
hallarse a detalle en la seccion 14.2.6 de [§]. O
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Teorema 6.2.2 (Segunda Reformulacion). Si ||f||a = 0 para todo f € C.(R) en-

tonces TNP es cierto.

Demostracion. Sila seminorma es cero y sustituimos h = log z en la Ecuacion (6.5)

Z#f(logg) :/Rf(t)dtJro(l)

n>1

entonces

conforme x — oo para todo f € C.(R). Si escogemos g € C.((0,00)) y definimos

f(t) :=e'g(e') entonces f € C.(R) y la ecuacion de arriba se convierte en
A

Z ﬁELq(E) = / g(eh)e' dt +o(1)

& onort\w R

y si v = €' en el lado derecho,

ZA(n)g(g) - x/ooo g(u) du + o(z).

n>1

Sea § > 0, es posible elegir dos funciones de soporte compacto g, y g_ que
cumplan 0 < g_ < X[L 1] <gy <1y [(9+ — g-)dx < § como podemos apreciar de
la figura [6.1}

Figura 6.1. Funciones g4 y g—
Fuente: Elaborado con GeoGebra.

Aplicando el argumento anterior a g, obtenemos

oA (%) <o [ st dot osto

n>1
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Ademas,

que implica

Anéalogamente

x(% —5) tosr) < S An),

pero al ser ¢ arbitrario se llega a

Y Aln) = g +o(x). (6.15)

A continuacion, separaremos la suma Y __ A(n) por intervalos cuyos extremos son

n<x

de la forma g7 y cada una de estas subsumas la estimaremos usando ((6.15]).

ZA(n): Z A(n) + Z An) +---+ Z A(n) + Z A(n)

n<w s<n<z 2%<n§% ﬁ<n§§ 1§n§2l%
+1 T l T
27 27
— — .
J=1 J=0 1<n<

Para estimar la segunda y tercera suma, fijemos ¢ > 0, para este, existe una
constante M. > 1 tal que el término de error en > »_, ., A(n) es menor en valor
Y<n<

absoluto que ey para todo y > M.. Si escogemos [ lo mayor posible tal que 5 > M.,

> An) g%l—%) +Zi;0(%) + > An)

n<lx 1<n< M.,

entonces
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<x+ M+ 2x
=+ 2ex + o (x).

Al ser ¢ arbitrario, se llega a la Ecuacion (6.1). O

A partir de aqui, suponemos que || - ||y es una seminorma no trivial. Esto
nos permitiré construir caracteres con propiedades especificas, que inevitablemente
implicardn una contradiccion. Para comenzar, notemos que si la seminorma es no
trivial, podemos considerar el cociente de C.(R) por el kernel de || - || para obte-
ner un espacio normado. Luego, podemos completar este para obtener el espacio de
Banach A,. Ademas, la continuidad de la convoluciéon como multiplicacion en el al-
gebra normada permite que se extienda a A, . Finalmente, si consideramos el mapeo
canoénico de C.(R) a Ay, por la desigualdad del Teorema 7 este se extiende a
un homorfismo ®: Ly (R) — Aj.

Usando ® y la transformada de Fourier f — fA construiremos un caracter no
trivial de C.(R) que nos garantizara una condicién de igualdad sobre || - |[x ¥ la

norma usual en L;(R).

Teorema 6.2.3 (Teorema del espectro no trivial). Supongamos que || - ||a es no
trivial en C.(R), de modo que la completacion Ay, asociada a este espacio, es no

trivial. Entonces eziste un & € R, tal que el mapeo f +— f(&) con f € C.(R), es
continuo respecto a || - ||a. Ademds, dado tal &, si f(t)e 2™ > 0 para todo t € R,

entonces || flla = || f||1-

Demostracion. Notemos que a partir de todo caracter v: Ay — C, se puede cons-
truir el caracter i) o ®: L1(R) — C. Si ¢ es no trivial, entonces ¢ o & tampoco lo
es. Luego por el Teorema existe £ € R tal que 1) o ® toma la forma f — ]?(5),
obviamente continuo respecto a la norma. Por lo que basta con demostrar que existe

un caracter no trivial en A,.

Por la formula del radio espectral (Teorema |3.4.3) y la formula de Gelfand
(Corolario [3.5.9)), la existencia de un caracter asi se sigue si existe un elemento

f € Aj cuyo radio espectral es no nulo.

Tomemos gy € C.(R) que cumpla ||go|[s» > 0. Por la densidad de .#(R) en
L{(R) en la norma || - ||; podemos hallar un elemento ¢g; € .(R) tal que

190 = g1llx <'llgolla- (6.16)
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Como ||f]|a < ||f]]1 para todo f € C.(R), obtenemos

llgolla < [lgo — g1lla + [lg1lla < llgo — g1l + [|g1l|a

y de esto
0 < lgolla = llgo — g1l < llglla-

De hecho, como veremos a continuacion, podemos suponer g; € C°(R). Recordemos
del Teorema que la transformada inversa de Fourier definida en es un
mapeo continuo. Como C°(R) es denso en L;(R), el Corolario implica que
C>*(R) es denso en L\l@ﬁ) Por el Teorema sabemos que ?@ = Y(R)y

por lo tanto . (R) C Ly (R). Asi que C2°(R) es denso en .(R) y por transitividad

también es denso en L;(R). Es decir, podemos escoger a g; € C°(R) que cumpla
(6.16]) y por el Teorema en efecto g1 € C°(R).

Ahora, como supp(§;) es compacto existe un intervalo I tal que supp(g;) C I.

Luego, podemos hallar una funciéon h € .(R) tal que h = 1 en supp(g1) utilizando el
argumento en [10] y del Teorema sabemos que hes (R). Llamemos f = ﬁ, de

modo que por propiedades de la transformada de Fourier (Teorema [4.1.1)) tenemos
g fr=af"=an

y por el Teorema de inversion de Fourier (Teorema (4.1.2)) g1 * f*" = g;. Esto indica

que f se comporta como el elemento identidad para g;. Aplicando ®,

0 <lglla = llgr = f*"[a < llgallall /" |]a

que implica || f*"||]x > 1 para todo n > 1, asi que f tiene un espectro no trivial, y

por lo tanto, existe un caracter v no trivial.

Finalmente, supongamos que para el £ asociado a 1, existe una funcion f €

C.(R) para la cual f(t)e 2™ es no negativa. Entonces,
11 Z/If(tﬂdt = /f(t)e_zmﬁ = [FOI< 11Nl < 1]l O

La parte méas esencial del teorema anterior para la prueba de TNP es la des-
igualdad || f]|1 < ||f||a. Esto porque veremos que la desigualdad estricta ||f||; >
|| f||a también debe cumplirse y esto genera la contradiccion necesaria. Implica que

la seminorma || - |[5 es cero para todo f € C.(R) y por la reformulaciéon de Tao, se
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obtiene TNP. Antes de esto, enunciamos y demostramos el Teorema de Merten.

Teorema 6.2.4 (Teorema de Merten). Para x > 1,

A
Z Aln) =logz + O(1).
n
n<x
Demostracion. Gracias a la ecuacion del Teorema [6.2.1| tenemos || f||an < || f]]1,

que implica
A(n) n
> =/ (10 7)

n>1

lim sup < 2| fl]1,

T—00

para todo f € C.((0,00)). Si utilizamos esta desigualdad para una funcion f(t) =
e'gy(e'), donde g, € C.(R) es un funciéon no negativa con X1 < 9+ obtenemos,

por argumentos similares a los empleados para demostrar el Teorema [6.2.2] que

1 oo
Ii — An) <2 t)dt
s 30 Am <2 [ g

T—00 =

con lo cual se llega a

Z A(n) < Czx

T

para algin C' > 1 y todo x > 1 . Esto permite estimar la suma por pedazos,

YAy = D A+ > A4+ ) An)

x T x xT €T
n<z F<n<z T<n<s W<"§2T

C C
§0x+§x+---+ﬁx§203&,

donde k = |log, x|, con lo que concluimos que

> A(n) = O(). (6.17)

n<x

Recordemos que logn =}, A(d); a partir de esto

>logn =3 > AW =Y AW

n<z n<z d|n d<z
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Por un lado, |z| = =+ O(1), asi que (6.17)) implica

Zlogn—xZ#—i—O(x}. (6.18)

n<lz d<z

Por otro, aplicando la desigualdad a f(t) =logt

Zlogn:/ logt dt + O(log(1 4+ z)) = zlogz + O(x). (6.19)

n<x 1

Al igualar las expresiones de (6.17) y (6.18]) y dividir por z se obtiene el resultado.
O

Teorema 6.2.5 (Teorema del Espectro Trivial). Para todo £ € R, existe f € C.(R)
tal que f(t)e= 2™ >0 para todo t € R y ||f||a < ||f]]1-

Demostracion. Caso 1 (£ # 0): Consideremos la funcion (ver figura 6.1)

1 si |t <1,
gty =<92—|t| silt|e[L,2],

0 en cualquier otro caso.

Para un £ # 0 fijo, definimos f(t) = g(t)e?™ que también esta en C.(R). De
la definicion de || f||s, podemos tomar una sucesién de ntimeros reales (h,,) tal que

h, — oo y por lo tanto

||f||A:7}iﬂolo‘/dethA—/de

Por el Teorema [5.2.2) podemos hallar una funciéon Borel medible D : R — [0, 2] que

cumple

||f||A=‘/(D—1)fduz

Sea # € R tal que

1f]la = € / (D 1)f dpe = / Re(ee2)g(1)(D(1) — 1)dt.

2

Notemos que |D(t) — 1| < 1y Re(e?e?™) = cos(f + 2mt€) < 1 casi en todas partes.
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De modo que

2
||f\|A</ g(t)dt = [|gll = 1]l

2

Caso 2 (¢ = 0): Consideremos la funcion

;

1, site]-N,0],
1—t, sitelo1],
N+1+t, site[-(N+1),-N],

0, en cualquier otro caso.
\

donde N es un entero a determinar luego (comparar con figura 5.1). Por el Teorema

de Merten, para h > N + 1 se tiene

S s S A

n>1 eh—(N+1) <p<ehtl
= log e —log e+ 4 O(1)
=N+ O0(1).

De manera similar, para h > N se tiene

S M pogn >y AW

n
n>1 eh=N<n<eh
= loge" —loge"™™ +O(1)
=N+0(1).

Al tomar N suficientemente grande y usar el hecho [ f(¢)dt = N + 1 hallamos

Z#f(log%) —/f(f)dt

n>1

<N <[[fllx

para todo h suficientemente grande. Entonces || f||a < ||| O
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CONCLUSIONES

1. Las funciones 7(zx) y son asintoticamente equivalentes.

X
log z
2. La contradiccion generada por los Teoremas y es el argumento

fundamental en esta demostracion del Teorema de los Niimeros Primos y sur-

ge como consecuencia de que en el espacio C.(R) abundan elementos que se

comportan localmente como la unidad.

3. Las herramientas desarrolladas de analisis funcional permitieron varios argu-
mentos de «analisis suave», que hicieron de las demostraciones de resultados
como el Teorema [6.2.3] y el Teorema de Merten, directas y de pocos calculos.
En el caso del Teorema de Merten, comparar esta demostraciéon con alguna
de sus demostraciones «elementalesy (ver teorema 1.10 de [1]) ejemplifica lo

conveniente que puede ser emplear herramientas de este tipo.
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RECOMENDACIONES

1. Para un examen detallado de las demostraciones mas técnicas de este trabajo
es conveniente un estudio més a fondo de los elementos basicos y teoremas

fundamentales de Teoria de la Medida presentados en el capitulo 1.

2. El blog de Terence Tao [14] posee una gran variedad de entradas, algunas de
las cuales ilustran resultados que pueden ser explorados como parte de una

tesis de licenciatura.

3. En el presente documento se utilizaron algunos resultados usados por Selberg
en su demostracion elemental del Teorema de los Nimeros Primos. Muchos de
estos podrian ser agregados al contenido del curso de Teoria de Ntuimeros de

la licenciatura en matemaética aplicada de la Universidad de San Carlos.
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