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OBJETIVOS

General

A partir del arbol binomial se obtendra el modelo de Black-Scholes.

Especificos

1. Dar las definiciones y teoremas fundamentales de la teoria de probabilidades

y estadistica.

2. Dar las definiciones y teoremas fundamentales de ingenieria financiera y teoria

del portafolio.
3. Dar las definiciones y teoremas fundamentales del calculo estocastico.
4. Describir el modelo continuo y discreto del arbol binomial.

5. Obtener y describir el modelo de Black-Scholes.
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INTRODUCCION

En este trabajo se hace un estudio al modelo del arbol binomial y a la férmula
de Black Scholes, lo cual es muy importante en la economia moderna ya que dicha
formula se utiliza, entre otras cosas, para evaluar determinados bienes o activos

financieros y opciones a través del tiempo.

Si bien a principios del siglo XX existian modelos para evaluar activos y opcio-
nes dentro de ellos esta el modelo del arbol binomial, estos contaban con numerosos
errores que provocaban importantes diferencias entre el valor calculado por el mo-
delo y el real, durante ese tiempo surgieron muchas estafas debido que no habia
una ecuacion capaz de evaluar un precio teérico. Una de ellas se basaban en regalar
contratos de compra venta a algunos agentes de opciones sobre acciones de ciertas
empresas para incentivar la compra de esas acciones a sus clientes sin un respaldo
veridico, debido a eso se creo la Put and Call Brockers dealer association. con el fin
de frenar las estafas y la busqueda de un modelo capaz de calcular opciones sobre

acciones. (Hull y cols., 2002) (Mun, 2002)

En 1973 surge la formula de Black Scholes, fue todo un impacto a la economia
debido a que la féormula presentaba todo lo necesario que Put and Call Brockers
dealer association se andaba buscando, debido a la innovacién fue un crecimien-
to a la finanzas a partir de 1973, fecha que fue publicada la férmula por Fischer
Black, Myron Scholes y Robert Merton; debido a su utilidad en el mercado bursatil
les entregaron el premio Nobel en 1997 a Myron Scholes y Robert Merton pero a

Fischer Black también se lo hubieran entregado pero falleci6 en 1995.(Hull y cols.,
2002)) (Black y Scholes|, [1973))(Mertonl, [1973))

Este estudio es fundamentalmente matematico, pero enmarcado en la utilidad
financiera; a lo largo de esta presente tesis veremos primero conceptos introducto-
rios como probabilidad y estadistica, mencionaremos definiciones y teoremas como
algebra, o-algebra, espacios de medida, variables aleatorias, distribuciones, funcién
caracteristica y por el ultimo de este capitulo mencionaremos el teorema mas esencial

de este trabajo que es el limite central.

XV



En el segundo capitulo mencionaremos conceptos de ingeniera financiera, tales
definiciones cabe destacar que son valor en el tiempo, acciones, opciones, teoria de
portafolio y paridad; con estas definiciones son fundamentales para entender los
modelos dado que con ello podemos entender que hace cada variable.

En el tercer capitulo calculo estocastico, esta es la parte medular de la formula
de Black Scholes dado que aqui se tocaran los temas de movimiento browniano y el
lema de Ito con esto aclarado se puede construir el modelo.

En el cuarto capitulo mencionaremos el modelo arbol binomial y sus propieda-
des, lo mas fundamental de este capitulo mencionaremos las dos construcciones una
de ellas es la que propuso Cox, Ross y Rubinstein y el otro modelo es el de variacion
de crecimiento, veremos sus propiedades y sus diferencias.

Por ultimo veremos de donde se obtiene la féormula de Black Scholes y de las
variables que la componen, haremos un estudio de convergencia con el modelo arbol

binomial.

XVI



1. Introduccién a la teoria de probabilidades y

estadistica

1.1. Introduccion

Para la construccion de los modelos financieros, necesitamos de estos conceptos
como lo son teoria de probabilidades y la estadistica, en este capitulo mencionaremos
las definiciones y teoremas mas importantes para nuestra causa. El concepto de
probabilidad nace con el deseo del hombre de conocer el futuro, es por ello que el
estudio de probabilidades surge como una herramienta utilizada con estos fines, a lo
largo del tiempo ayudado a la economia y a las finanzas por ello es una de las ramas

més importantes para este trabajo, si quieres profundizar en los temas puedes usar
estos libros (Roussas, 1997), (Loukas, Mendenhall, Wackerly, y Scheaffer] |1992) y
(Skarpness, Larsen, y Marx, |1983)).

1.2. Algebra y o-algebra

Definicion 1.1. Una clase de conjuntos 2l es un algebra si cumplen las siguientes

condiciones:
1. %A es una clase no vacia.
2. A € A implica que A° € A (cerrado bajo complementos).
3. Ay, Ay € 2 implica que A; U Ay € A (cerrado bajo uniones).
Otra forma de definir un algebra
1. A, @ el

2. Si A, €A, i =1,2,...n, entonces | J;_, A; € A, N, A; € A para cualquier

numero finito n.



Teorema 1.2.1. Sea I un conjunto de indices arbitrario y asumamos que los 2;

son dlgebras para cada i € I por lo que

A={A|Aec para cadaiel}:ﬂﬁli (1.1)

el
entonces 2 es un dlgebra.
Demostracion. Por incisos,
1. @, A € ; para cada i € I por lo que &, A € 2 por lo tanto 2 es no vacio.

2. Si A € 2, entonces A € 2; para cada i € I, por lo que A° € 2; para cada
1 € I por lo tanto A° € 2.

3. Si Ay, Ay € A, entonces A1, Ay € ; para cada i € I. Por lo que A; U Ay € 2,
para cada ¢ € I, por lo tanto A; U Ay € . n

Teorema 1.2.2. Sea C una clase arbitraria de un conjunto S. Entonces existe una
unica dlgebra mds pequeno A que contiene a C, decimos que A es generada por C' y

escribimos A = A(C).

Demostracion. Sea {2l;,i € I} la clase de todas las algebras que contiene en C'y lo

definimos de la siguiente manera

AC) =)W (1.2)

el

por el teorema anterior, A(C') es un algebra que contiene a C'y la mas pequena de
las algebras porque es la interseccion de todas aquellas que contiene C', y es tnica
por lo que 2A(C) = 2L. O

Definiciéon 1.2. Una clase de conjuntos § es un o-algebra si cumplen las siguientes

condiciones:
1. § es una clase no vacia.
2. F € § implica que F¢ € § (cerrado bajo complementos).

3. Si F;, €3,1€ 1, entonces

UJFes (1.3)



Teorema 1.2.3. Sea I un conjunto de indices arbitrario y asumamos que los §; son

o-dlgebras para cada i € I por lo que

g:{F|Fe&paracadaié[}ZQ&' (1.4)

il
entonces § es un dlgebra.
Demostracion. Por incisos,

1. @, F € §; para cada i € I por lo que &, A € § por lo tanto § es no vacio.

2. Si F' € §, entonces F' € §; para cada ¢ € I, por lo que F° € §; paracada: € [
por lo tanto F° € §.

3. Si Fy, Fy,--- € §, entonces Fy, Fy,---,€ §; para cada ¢ € I. Por lo que
. F; € §; para cada ¢ € I, por lo tanto U2, F; € §. O

Teorema 1.2.4. Sea C' una clase arbitraria de un conjunto S.Entonces, existe una
unica o-dlgebra mds pequeno § contiene a C, decimos que § es un o-dlgebra generado
por C' como § = o(C).

Demostracion.
o(C) = ﬂ{a algebra que contiene a C'} (1.5)

por el teorema anterior, o(C') es un o-algebra que contiene a C'y es la mas pequena

y es Unico por la definicion. O

1.2.1. Espacios de medida

Sea S un conjunto no vacio, y § una o-algebra en S, a la pareja (9,3F) le

llamaremos espacio medible.

Definicion 1.3. Sea S un R y definimos Cj como:

Co = {(—o00,z), (=00, 7], (z,00), [z,00), (x,y), (,4], [z,), [z, y]; 7,y € R,z <y}
(1.6)
Por el teorema 1.1.4, hay una o- algebra § = o(Cy) = B; a esta o- algebra se le
llama o- &lgebra de Borel y a la par ordenada (R, B) se le llama recta de Borel y

a los elementos de B conjuntos de Borel .



Definicion 1.4. Consideremos a los espacios medibles (S, §) y (5, §"), decimos que

un mapeo X : S — S es medible si

XTE) = {xT(F) | F eFrcs (1.7)
Si X es medible podemos escribirlo como X := (S,F) — (5, §).
Definiciéon 1.5. Si S’ = Ry § = B la 0- élgebra de Borel entonces (5, F) — (R, B)

es llamado un mapeo real.

1.2.2. Conceptos de probabilidad

Definicion 1.6. Una medida de probabilidad P es una funcién que cumple
1. P es no negativa, es decir P(A) >0, A€ 5.
2. P esta normada, es decir P(S) = 1.

3. P es o-aditiva, es decir para toda coleccion de eventos disjuntos a pares A;,

1=1,2,3,... se tiene que

P(EZ: Ai) = Z P(A)) (1.8)

definicién axiomatica de probabilidad de Kolmogorov. A la tripleta (S, S, P) se le

llama espacio de probabilidad.
Consecuencias de la definicién 1.6

1. P(@) =0, sale del hecho de que

S=S+0+0+--
P(S) = P(S)+ P(®) + P() + - -
1=1+P0)+---

entonces P() =0, y como P(0) > 0.

2. P es finitamente aditiva, paratoda A; € §,7 = 1,2, 3, ... tales que A;NA; = &,
iF i i
P(S4) =3 pid)
i=1 i=1

4



de hecho para A; = 0,7 >n+1,
i=1 i=1 i=1 i=1

. Para cada evento A, P(A°) =1 — P(A) en efecto,

A+A°=S
P(A+ A°) = P(5)
P(A)+ P(A°) =1
por lo tanto, P(A°) =1 — P(A)

. P es una funcion no decreciente, es decir A; C Ay entonces P(A;) < P(Ay)

en efecto,

A2 = Al + (AZ _Al)
P(Ay) = P(A1 + (Ay — 4y))
P(Ay) = P(Ay) + P(As) — P(Ay)

Por lo tanto
P(A;) < P(4y).

. 0 < P(A) <1 Para todo evento A, se cumple por la definicion 1.6.1,1.6.2 y

por la consecuencia 4.

. Para cada evento Ay, A,,
En efecto,

A U Ay = Ay + (Ay — AN Ay)
P(A; U Ay) = P(A)) + P((Ay — A N Ap))

Por lo tanto,

P(A, U Ay) = P(A)) + P(As) — P(A, N Ay).



7. P es subaditiva, es decir

p((a) <5

P<UA> < gmn.

Teorema 1.2.5. Para cualquier nimero finito de eventos, se tiene que

p(lolAi):ilP(Ai)— > P(A;, NAL)+

1<j1<g2<n

+ Y P(A,NALNAL) =+ ()"TP(A N Ay N A).

1<51<j2<j3<n
Demostracion. En la pagina 17 en el capitulo 1 del libro (Roussas, [1997)). O
Definicién 1.7. La sucesion {A4,}, n = 1,2,..., se dice que es una sucesién mo-
notona si:

1. Ay C Ay C--- (A, es creciente, y se denota como A, 1).

2. Ay D Ay D -+ (A, es decreciente, y se denota como A, |).

El limite de una sucesion monotona esta definida como:

1. Si A1, entonces el lim,, oo A, = U2 A,,.

2. Si A |, entonces el lim,, . A, =N, A,.

Teorema 1.2.6. Sea {A,} una sucesion de eventos tales que, para n — oo, {A,} |
o {A,} T, entonces
P ( lfm An> = lim P(A,). (1.9)

n—oo n—oo

Demostracion. Tomemos primero {A,} 1. Tenemos que

n—00 )
i=1

Sabiendo que

A=A+ (A5 N Ay) + (AS N A5 N Ag) + -

=1

= A+ (Ay = A)) + (A — Ag) -

6



Como asumimos que {4,} 1. Entonces

P (1im A,) = (UA) P(A;) + P(Ay — Ay) + P(Ag — Ag) 4+ P(Ay, — Ayy) + -

n—oo

= lim [P(A;) + P(Ay — A1) + P(As — Ag) + -+ -+ P(A, — A1)

n—oo

= lim [P(A;) + P(Ay) — P(Ay) + P(A3) — P(A3) +---+ P(A,) — P(A,—1)]

n—o0

= lim P(A4,).

n—oo

Por lo tanto,

P ( lim An> — lim P(A,).

n—oo n—oo

Ahora tomemos {4, } |. Tenemos que {A¢%} 1, entonces

tin 45 = 40

por lo anterior tenemos

(i 45) = P(UA) = Jim PO,
=1
esto equivale

([ -t
(ﬂA) =1- lim P(4,).

=1

Por lo tanto,
Pl 4r) = P(4) = Jim P -
Definiciéon 1.8. Dos eventos A, B se dice que son independientes si,
P(ANB)= P(A)P(B). (1.10)

Definiciéon 1.9. Dos eventos A;, 71 =1,2,3,...,n se dice que son independientes

si se cumple la siguiente relacion,

P(A; 0N Aj) = P(Ay) - P(A,), (1.11)



para cada k =2,3,....,ny J1,---Jr = 1,2,3,...,ncon j; < jo < --- < ji. Se dice
que para un par de eventos independientes si P(A4; N A;) = P(A;)P(A,) para toda
i# 7.

1.3. Variables aleatorias discretas y distribuciones
de probabilidad

1.3.1. Variables aleatorias

Una variable aleatoria X es una funciéon de valor real definida sobre un espacio

muestral S, X(S) sera el conjunto de valores de una variable aleatoria X.

Definicién 1.10. Considere el espacio de probabilidad (S, §, P) y sea T un espacio
y X una funciéon definida en S que va a T, estoes X: S — T. Para O C T, se define

la imagen inversa de O , a través de X, denotado como, X (T, por
X NT):={seS|X(s)eT}. (1.12)
Sea B € G,
X' B)={a€S|X(s)e B} =(X € B). (1.13)

Definiciéon 1.11. La probabilidad de que X tome el valor de x, P(X = x), se
define como la sumaﬂ de las probabilidades de todos los puntos muestrales en S a

los que se asigna el valor x.

Como P(X = x) es una funciéon de probabilidad a cada valor z de la variable

aleatoria X, recibe como nombre de funcién de probabilidad para X.

Definiciéon 1.12. La distribuciéon de probabilidad para una variable discreta X

puede ser representada por una formula, tabla o grafica que produzca P(X = z).

Siempre tendremos en cuenta que P(X = x) > 0 para todo z, pero la distribu-
cién de probabilidad para una variable discreta asigna probabilidades diferentes de

cero a sOlo un ntiimero contable de valores.

Definicién 1.13. Para una distribucién de probabilidad discreta debe de cumplir

!También puede ser la integral sobre el conjunto de puntos con esta propiedad.
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1. 0 < P(X =) <1, para todo z.

Definicion 1.14. Sea X una variable aleatoria con la funciéon de probabilidad P(z).

Entonces el valor esperado de X, E(X), se define como
E(X)=> aP(x). (1.14)

Si P(x) es una caracterizacion precisa de la distribucion de frecuencia pobla-
cional, entonces F(X) = p, es la media poblacional, pero para una variable aleatoria

discreta el valor esperado existe si la suma es absolutamente convergente, es decir
E(X)=)|z|Px) < oc.
x

Teorema 1.3.1. Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de probabilidad
P(z) y f(X) una funcion de valor real de X. Entonces, el valor esperado de f(X)

estd dado por

E[f(X)] =) f(z)P(x).

Demostracion. Podran encontrar la demostracion en el capitulo 3 seccion 3 en el
libro (Loukas y cols.| (1992)). O

Definicion 1.15. Si X una variable aleatoria con media F(X) = p, la varianza de

una variable aleatoria X se define
V(X) = E[(X - p)?). (1.15)

la desviacion estandar de X es la raiz cuadrada positiva de V (X).

Si P(x) es una caracterizacion precisa de la distribuciéon de frecuencia pobla-
cional, entonces F(X) = u, V(X) = 02, la varianza poblacional y ¢ es la desviacion

estandar poblacional.

Teorema 1.3.2. Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de probabilidad

P(z) y sea a una constante. Entonces E(a) = a.

Demostracion. Del teorema 1.2.1 sea f(x) = a, tenemos que

E(a) = ZaP(x) = aZP(x).

xT
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y por definicién 1.13 tenemos que > P(z) = 1 por lo tanto E(a) = a. O

Teorema 1.3.3. Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de probabilidad

P(z), f(X) una funcion de valor real de X y sea a una constante. Entonces
E(af(X)) = aB(f(X)).
Demostracion. Por teorema 1.2.1.

E(af(X)) =Y af(x)P(x)=a) _ f(z)P(z) = aE(f(X)). O

xT

Teorema 1.3.4. Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de probabilidad
P(x) y sean f1(X), fo(X), ..., fu(X) funciones de X. Entonces

Elf1(X) + fo(X) + -+ (X)) = E[L(O] + E[f2(X)] + - - + E[f1(X)]

Demostracion. Sea X una variable aleatoria discreta con P(z) un funciéon de pro-
babilidad y sean fi(X), f2(X), ...,fr(X) funciones de X, usando el teorema 1.3.1

tenemos

E[f1(X) + fo(X) + -+ fu(X)] = Y i) + fol2) + -+ ful2)]P(z)
=Y [fil2)P(@)] + -+ [fulz) P(x)]
= E[fi(X)] + E[fa(X)] + -+ E[fe(X)]. O

Teorema 1.3.5. Sea X una variable aleatoria discreta con funcion de probabilidad

P(z) y media E(x) = u; entonces

V(X) =0 = B[(X - p)’] = E(X) — pi*.
Demostracion. Expandiendo la definiciéon 1.8 tenemos que

o = E[(X — p)’] = B(X* = 2Xu + pi%).
Utilizando el teorema 1.2.4

E(X? —2Xu+ %) = BE(X%) — E(2Xu) + E(u?).

10



Como g es una constante y aplicando el teorema 1.2.2 y el 1.2.3 tenemos
0 = B(X2) = 2uE(X) +
por hipoétesis E(z) = u, por tanto

o? = B(X?) — 21 + 1* = E(X?) — u*. O

1.4. ;Que es estadistica?

Rama de la matematica que estudia la recoleccion, anélisis e interpretacion de
datos; para asi poder hacer predicciones en base de los datos, con esto podemos

decir que la estadistica se divide en:

o Estadistica descriptiva: se dedica a la descripcion, visualizacion y resumen
de datos originarios a partir de un estudio. Los datos pueden ser representados

de forma de grafica o numeérica.

e Estadistica inferencial: Se dedica en construir modelos y predicciones aso-
ciadas al fenémeno que se estudia, teniendo en cuenta la aleatoriedad del
fenomeno. A la recopilaciéon total de datos se le denomina poblacion y un

subconjunto seleccionado de ella se le llama muestra.

1.4.1. Caracterizacién de un conjunto de mediciones

Definicién 1.16. La media de una muestra de n medidas yy,ys, ..., y, estd dado

por:
1 n

Z_ = 1.16

Y ”gly (1.16)

El valor 7 se refiere a la media muestral, la media es el promedio de la distri-

bucién de datos.

Definicién 1.17. La varianza de una muestra de mediciones y1, 42, , ¥y, €s la
suma del cuadrado de las diferencias entre las mediciones y su media, divida entre

n — 1, simboélicamente esta dado como:

= =S -9 (117



Cuanto mayor sea la varianza de un conjunto de mediciones, los datos estaran

mas dispersos respecto a su media.

Definicion 1.18. La desviacion estandar de una muestra de mediciones es la

raiz cuadrada positiva de la varianza:
S =52 (1.18)

La correspondiente desviacion estandar poblacional esta denotada como o = v 2.

1.4.2. Distribucién de probabilidad Bernoulli

La distribuciéon de Bernoulli o distribucién dicotémica, es una distribucién de
probabilidad discreta, que toma el valor 1 para la probabilidad de éxito es p, 0 <
p <1y el valor 0 para la probabilidad de fracaso es q, ¢ := 1 — p.

Si X es una variable aleatoria que mide un ntimero de éxitos, y se realiza un
tinico experimento con dos posibles resultados, se dice que la variable aleatoria X

se distribuye como una Bernoulli de pardmetro p y su férmula es

p(y) = p'q' Y, (1.19)

con y = {0,1}.

1.4.3. Distribucién de probabilidad binomial

Consiste en un namero fijo n, de pruebas idénticas, cada prueba resulta en uno
de dos resultados, éxito y fracaso. La probabilidad de éxito en una sola prueba es
igual a algin valor p y es el mismo de una prueba a la otra. La probabilidad de
fracaso es igual a ¢ = 1 — p. Todas las pruebas son independientes.

Sea Y una variable aleatoria tiene una distribucion binomial basada en n prue-

bas con probabilidad p de éxito si y so6lo si

p(y) = <Z) g, (1.20)

cony=0,1,2,...,ny0<p<1. La expansiéon binomial produce

(p+q)" = (g) q" + (?)plq"‘l +oe <Z)p”-

12



Con esto podemos observar que p(0) = (g) q*,p(1) = ( ) plq™1 y asi sucesivamente
hasta tener p(y) = (Z)pyq”_y, y como de p(y) cumple las propiedades necesarias
para una funcién de probabilidad y esto se debe porque p(y) es positiva para y =

0,1,2,...,n, concluimos que

Zp Z (y)pyqny =(p+q"=1"=1

Yy=o
La media y la varianza asociadas con una variable aleatoria binomial se deducen en

el siguiente teorema.

Teorema 1.4.1. Sea Y una variable aleatoria binomial basada en n pruebas y pro-
babilidad p de éxito. Entonces.
p=EY)=npyo*=V(Y)=npg.

Demostracion. Por la definicion 1.14 tenemos que

Z yP(Y Z Y (n> g Y.
y=0 y

Como el primer término es 0 hacemos un corrimiento a la sumatoria de esta

forma
n

n!
n-y _— Y=Y
Ejy TR M v Y

y=1

Ahora factorizemos np en cada término de la suma y hacemos z =y — 1

y—lqn—y

n—yly—1)"

z=0

n—1 n —
:npz< . >pzqn z— l

z=0

p(z) = (".")p*¢"*7! es la funcién de probabilidad binomial basado en (n — 1)

pruebas, Asi que

n—1
> plz)=1
2=0

Por lo tanto

W= np.



Del teorema 1.2.5. sabemos que 02 = V(Y) = E(Y?) — pi2.
EY(Y —1)]=E(Y?-Y)=E(Y? - E(Y).
Por tanto,
E(Y*)=E[Y(Y —1)]+E(Y)=EY?=Y)=E[Y(Y —1)] 4+ 1.

Para este caso tenemos,

EYY D=3 yly—1)—"

n:
—— Pl
= (n—y)!(y)!

Cuando y =0y y = 1 es igual a cero por lo que tenemos que correr dos terminos.

n!

Yy —2)

EY(Y —-1]=> yly- D™

Y=y

Ahora factorizemos n(n — 1)p* en cada término de la suma y hacemos z = y — 2

obtenemos

p(z) = (";2)pzq"*'z*2 es la funcion de probabilidad binomial basado en (n — 2)

pruebas, Asi que

por lo tanto

por lo que
EY*H =EY(Y —1)] +p=n(n—1)p*+np.

E(Y?) = p* = 0 = n(n—1)p* +np — n’p* = np(1 — p) = npq. m

14
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Figura 1.1. Distribuciéon binomial con parametros n = 10 y p = 0.5 elaborado en Geo-
Gebra. Fuente: elaboraciéon propia.

1.5. Variables continuas y sus distribuciones de pro-
babilidad

1.5.1. Variables aleatorias

Sea el espacio de probabilidad (S, &, P), para un subconjunto B € R lo deno-
tamos como (X € B) = {s € S| X(s) € B} y de forma particular decimos que
una funcion de probabilidad de distribucion (X = z) :={s € S| X(s) = x} que se
puede denotar también como P,(B) = P(X € B), y para una funciéon f, definida

en los R expresada como
fo(z;) = Po({2;}). (1.21)

y decimos que es continua si f, > 0 para toda z € I, (I € R) y tenemos que

P(XelJ)= /fo(x)d:v. (1.22)

para cualquier subintervalo J de I.

Definicién 1.19. Para una distribucion de probabilidad,entonces F(y) es una fun-

cion de distribucion si cumple:

1. F(-o0)= lim F(y)=0.

Yy—>—00

2. F(oo)= lim F(y) = 1.

Yy—00

3. F(y) es una funcion no decreciente de y.

15



Definicién 1.20. Una variable aleatoria Y con funcion de distribucion F'(y) se dice

que es continua si F'(y) es continua, para —oco < y < 00.

Definicion 1.21. Sea F(y) la funcion de distribucion para una variable aleatoria

continua Y. Entonces f(y), dada por

fly) = —==F(y) (1.23)

siempre que exista la derivada, se denomina funcion de densidad de probabilidad

para la variable aleatoria Y.

Podemos rescribir a F'(y) de la siguiente manera

Y
Pl = [ s (1.24)
donde f(t) es la funcion de densidad de probabilidad y ¢ se usa como la variable de
integracion.

Definicion 1.22. El valor esperado de una variable continua Y es
BV = [ty (1.25)
Definicion 1.23. La varianza de una variable continua Y es

Var(Y) = E(Y?) — (E(Y))*. (1.26)

1.5.2. Distribucién normal

Definicién 1.24. Se dice que una variable aleatoria Y tiene una distribucién
normal de probabilidad si para ¢ > 0, —00o < u < oo y y € R la funcién de

densidad de Y es .
—(y—w)?

X(S) =R, fly) = e 2, (1.27)

o\ 2T

Decimos que X es una distribuciéon normal (u,0?) que se denota como N (u,o?)
donde p, o son los parametros de la distribucion de X o como se diga la media y su

varianza respectivamente.

Definicion 1.25. Para = 0, 0 = 1 se le conoce como la distribucién normal

estandar que se denota como N(0,1).

16



Definicion 1.26. La densidad estandar es

e 7, —oo<y<oo. (1.28)

Definiciéon 1.27. La funcién distribucion es

N(y) = /y p(t)dt, —oo <y < oo. (1.29)

—00

Definicién 1.28.

/Oo St)dt = 1. (1.30)

Lema 1.1. N(—y) =1— N(y)

Demostracion. Para la integral N(—y), sea w = —u,

Vo1 w? Yool 1 k2
N(—y) = / \/%e_wa = / meT(—du) = / meru =
—00 —00 Yy

Figura 1.2. Distribuciéon normal con pardmetros y = 0y o = 1 elaborado en GeoGebra.
Fuente: elaboracion propia.

1.5.3. Distribuciéon lognormal

Definicion 1.29. Se dice que una variable aleatoria Y tiene una distribuciéon log-
normal de probabilidad si el logaritmo tiene una distribucién normal, la funciéon de
densidad de Y es

17



1 —(log y—p)?

yg\/ﬂeiw : (1.31)

fly) =

para y > 0.

Definicion 1.30. El valor esperado es
0_2
E[Y] =exp"tz, (1.32)

la varianza es

Var[Y] = (exp” —1) exp?*+°” | (1.33)

06 1 15 2 25 3 35 4 45 5 K5 6 ARK 7 715 8

Figura 1.3. Distribucién lognormal con parametros p = 1.6487 y o = 2.1612 elaborado
en GeoGebra. Fuente: elaboracion propia.

1.6. Funcién caracteristica

Definicion 1.31. Sea X una variable aleatoria con una funciéon de densidad de
probabilidad f. Entonces la funcién caracteristica de X, denotada como ¢ es una

funciéon definida en R, tomando valores complejos, en general esta definida como

(1) = Ble™ f(x)] = Y [ f(x)] = Y [cos(ta) f(x) + isin(te) f ()]

T x

Por lo tanto

18



= [cos(ta) f(z)] +i Yy _ [sin(tz)f(x)). (1.34)

x

Y ademas para variable aleatorias continuas tenemos

o0 o0

o(t) = E[e™ f(z)] = / e f(x)dw = / [cos(tx)f(x) + isin(tx)f(x)]
o IR (1.35)
= /_ [ cos(tz) f(x)] + z/_ [sin(tz) f(z))].

La funcién caracteristica de una distribucién binomial definido anteriormente.
Aplicando (1.34) y (1.20) tenemos

o(t) = e (Z) P =) (Z) (pe™)¥q" ™Y = (pe'™ + q)".
y=0 y=0

Donde g =1 — p.

Lema 1.2. Sea Y, X una variable aleatoria que satisface Y = aX + b, donde a,b
son constantes. Entonces la funcion caracteristica g(t) de la variable aleatoria de
Y tenemos g(t) = e®¢(at), donde ¢(t) es la funcion caracteristica de la variable

aleatoria de X .

Demostracion. Teniendo en cuenta que e'@t8) = ¢t v aplicando la definiciéon de

funcion caracteristica tenemos
g(t) — Eetv — peitlaX+b) _ E(eztaXeztb)

— eitb(EeitaX) — e“b(qzﬁ(at)). 0

La funcién caracteristica de una distribucién normal definido anteriormente.

Aplicando (1.28) tenemos

g2 -
o) = B @) = [ e ar=— [T EeF e F
—00 2m 271 J -0

t2 o

e2 —(z—it)?
= e 2 dx,
V2T J oo

a esta integral la resolveremos por el método por partes

h=x—1t, dh=dx.
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Sustituyendo valores tenemos

Evaluando la integral

oo 9
/ e dh = v/2r.

En conclusion tenemos

olt) = .
Pero esta es la funcion caracteristica de una distribuciéon normal estandar o sea
N(0,1), para tener la funcion caracteristica de N(u, o) tenemos que usar el lema an-
terior para un ¢(t) de una variable aleatoria Y con una distribuciéon normal N (u, o).
Esta claro que la variable aleatoria X = ==£ tiene distribuciéon normal estandar, y
por lo tanto con una funcién caracteristica ng( )=c¢e 52, aplicando el lema anterior

tenemos que
0'2152

. . 7(;2 2 .
g(t) = €™ p(ot) = ee™ T =¢

1.7. Limite de una distribuciéon

Sea la tripleta (S, &, P) con {X,,} una sucesion de variables aleatorias y X una

variable aleatoria la convergencia esta dado como

Definicién 1.32. 1. Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias converge a
una probabilidad uno a X una variable aleatoria si n — 0o, podemos escri-
bir esto como X,, —— X con probabilidad 1, o P[X, — X] =1, si
Xn(s) — X(s) paraozodo s € S excepto la posibilidad para un subconjunto
NdeS tal que P(N) = 0.

Para X, — Xsignifica que para cada € > 0 y para cada s € N° entonces

existe una vecmdad N(e, s) > 0 tal que
| Xn(s) — X(s)| <, (1.36)

para todo n > N(e, s), a esta convergencia se le conoce como convergencia

fuerte.

2. Sea {X,} converge en probabilidad de X si n — oo, a esto se puede escribir

como X,, —— X, si para cada € > 0, P[|X,, — X| > ¢] —— 0.
n—oo n—oo
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Para X,, —— X significa que para cada ¢, § > 0 existe una vecindad N(e, 0) >

n—o0

0 tal que P[|X,, — X| > €] < ¢ para todo n > N(e, J).

3. Sea {X,} converge en una distribucion de X paran — oo, esto es X, LN X,

n—o0

si F,(x) —— F(x) para todo z € R para un F' continua.
n—oo

X, %4 X esto significa que para cada ¢ > 0 y para cada x con una F
n—oo
continua existe una vecindad N(e, z) tal que |F,(x) — F(x)| < € para todo

n > N(e,x). a esta convergencia se le conoce como convergencia débil.

4. Sea {X,} converge a una media cuadratica X sin — oo, esto es X,, —— X
n—o0

si B[X, — X]? = 0. X,, =%+ X, a esto significa para cada ¢ > 0, existe una
n—o0
vecindad N(e) > 0 tal que E[X,, — X]? < € para todo n > N(e).

Teorema 1.7.1. (P.Levys ) Sea F, una sucesion de funciones distribucion y sea
F una funcion de distribucion. Sea ¢,, una sucesion de funciones caracteristica que

corresponde a un F, y ¢ una funcion caracteristica corresponde a F'. Entonces,

1. Si F,(x) —— F(z) para todo los puntos continuos x de F con n — oo,
n—oo
entoncesp, (t) —— ¢(t), para cada t € R.
n—oo

2. 51 ¢, (t) converge, conn — 0o, yt € R, a una funcion g(t) que es continua
en t = 0, entonces g es una funcion caracteristica y F es una funcion de

distribucion, entonces F,(x) —— F(x), para todos los puntos x de F.
n—oo
Demostracion. En la pagina 186 en el capitulo 8 del libro (Roussas, |1997)). m

Teorema 1.7.2. (limite central) Sea X, ..., X, variables aleatorias con media p y

varianza o*. Sea
_ 1 <& X, —
X, =— X, G, =P|— <z, .
X Gl o], o)

Entonces G, (x) — ¢(x) para cada x € R.

Demostracion. En la pagina 188 en el capitulo 8 del libro (Roussas|, |1997) o (Loukas

y cols., [1992) en el capitulo 7 solo que el usa momentos para demostrarlo. O
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2. Introduccién a la ingenieria financiera

2.1. Introduccién

Para comprender el entorno del que surge y en el que se aplica los modelos,
debemos conocer primero ciertos conceptos financieros para sus aplicaciones; aqui
seran desarrollados varios conceptos béasicos como lo es valor del dinero en el tiempo,
haremos un estudio del portafolio, veremos algunas propiedades de las opciones sobre
acciones y uno de las definiciones més importantes la paridad de opciones.

Si quieres profundizar en esta area estos son los libros que use (Joshi, 2010)),
(Mun) 2002) y (LYUU] s.t.).

2.2. Valor del dinero en el tiempo

El interés es el costo de pedir prestado dinero, entonces sea r el interés anual,
si el interés es compuesto una vez por ano, entonces el valor del futuro (VF) de una

cantidad inicial VP después de n anos es.
VF =VP(1+r)" (2.1)
el valor presente (VP) que es el valor del dia de hoy se puede escribir como:
VP :=VF(1+r)™ (2.2)

Ahora si el interés es compuesto m veces en el ano, el valor final de la inversion sera

VF = VP (1 + L) . (2.3)
m

Si hablamos de una capitalizacion continua tenemos que (1 + )" — €”, cuando
n — oo; hay que resaltar que una tasa de interés libre de riesgo como su nombre lo

define, es la tasa de rendimiento que se obtiene al invertir en un activo financiero

23



que no tiene riesgo de incumplir su pago.

2.2.1. Valor presente

Sea (VP) y sea C,, un fluido de dinero a través del tiempo 1,2,....,n y r el

interés anual es:

. Cl 02 Cn
N TR N T A TR 24)

2.3. Acciones, opciones, calls y puts

Una accién es un titulo emitido por una sociedad privada que representa el va-
lor de las fracciones iguales en que se divide su capital social. Que ademas la empresa

puede decidir ponerlas en venta a los inversores, en el cual tiene clasificaciones:
e Acciones de clase A.

e Acciones de clase B.

Acciones de clase A: Son aquellas acciones en las cuales, uno puede ejercer divi-

dendod!] y toma de decisiones de la empresa.

Acciones de clase B: Son aquellas que no ejercen derechos de la empresa ni cobrar
dividendos, solo son acciones con cierto valor, por lo general estan cotizadas

en una bolsa de valores/d

Para las acciones de clase B las empresas utilizan esas inversiones para proyec-
tos, ampliaciones, u otros que necesiten la empresa; pero las empresas estédn obliga-
das a dar sus estados financieros, eso quiere decir que estan obligados a presentar
su contabilidad y sus ventas.

Con la siguiente grafica podemos apreciar como se comporta una acciéon de
clase B, esta grafica fue sacada de Yahoo finance en donde esta abierta para todo

publico para cotizar acciones.

'Es la parte del beneficio de una empresa que se reparte entre los accionistas de una sociedad.

’Es una organizaciéon privada que brinda las facilidades necesarias para que sus miembros,
atendiendo los mandatos de sus clientes, como realizar venta y compra de valores, tales como
bonos, acciones de sociedades.
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Figura 2.1. Acciones de Google en la fecha 11/09/2018. Fuente: imagen tomada de

i)

Como se puede apreciar en la grafica (el lado derecho) es el valor del precio de
una accion en dolares, en la parte inferior tenemos el volumerﬂ de la accion.

En un dia de mercado las acciones se comportan de forma estocastica, dado
que tienen un cierre y una apertura, por lo general una accién vista en forma diaria

se aprecia como en la grafica

lC-OOGL 12116
1,300.0C

!
HIH 11{1

nth asonc

| i ot l‘l;;m(

I lIIH I{}h}:i I }ll 1”11”1 1,150.00
hl I;IH ] 111;}}1“ “I

||| | [lllh” lh]i,l o

1,000.0C

K

lﬂhm

Jul

Figura 2.2. Acciones de Google en la fecha 5/09/2018 vista de forma diaria. Fuente:

imagen tomada de .

Ampliando la gréafica [2.2) tenemos en dias de mercado esta accion que se com-

porta de la siguiente forma:

3El volumen de una accion es el numero de transacciones.
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Figura 2.3. Acciones de Google vista en la fecha 5/09/2018. Fuente: imagen tomada de

(Yaliod, 5.1).

Significado de las tendencias diarias:

Cierre de precio de la
accion

Apertura de precio
de la accion

Una accidn visualizada en un dia.

Figura 2.4. Acciones vista en un dia de mercado Fuente: elaboracion propia.

Definicion 2.1. El tenedor del activo se le llama comprador y al emisor del activo

es el vendedor.

2.3.1. Posiciones de una accién

e Una posicion a lo largo para una acciéon es cuando la accién sube de precio y

ganamos dinero cuando sube, pero perdemos cuando baja.

e Una posicion a lo corto para una acciéon es cuando la accion baja de precio se

ganara dinero si cae y se perdera si sube.
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Accibn a lo largo

Tiempo

Precio de la accidn

Figura 2.5. Accién a lo largo elaborado en GeoGebra. Fuente: elaboracién propia.

Accioén a lo corto

T~

Tiempo

\

Precio de la accién

Figura 2.6. Accién a lo corto elaborado en GeoGebra. Fuente: elaboraciéon propia

Definiciéon 2.2. Un activo financiero es un titulo que otorga el derecho a recibir

ingresos futuros por parte del vendedor.

Definicion 2.3. Un activo subyacente es aquel activo financiero sobre el que
caen contratos financieros, es decir el valor de referencia de determinados derivados

financieros.

Definiciéon 2.4. Un arbitraje es la compra y venta de productos en distintos
mercados mediante la combinacion de ofertas, aprovechando la diferencia de precios;

a las personas que se dedican al arbitraje se le denominan arbitrajista.

Definicién 2.5. Sea un contrato a plazo sobre una accién o activo con precio S
que no proporciona ninguna rentabilidad, ¢ es el tiempo hasta el vencimiento, r el

interés libre de riesgo, y R es el precio a plazo por lo tanto
R = Se™. (2.5)
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Si R > Se™, los arbitrajistas pueden comprar el activo y tomar posiciones cortas en
contratos a plazos sobre el mismo. Si R < Se™, los arbitrajistas pueden vender el

activo y comprar contratos a plazos sobre él.

2.3.2. Rendimiento conocido

Consideremos ahora el activo subyacente en un contrato a plazo genera un
rendimiento conocido en lugar de un ingreso liquido conocido. Esto quiere decir que

el ingreso, expresado como un porcentaje del precio del activo es conocido.

Definiciéon 2.6. Definamos ¢ como el rendimiento medio anual de un activo

durante la expiracion del contrato.

R = Selr—9t, (2.6)

2.3.3. Opciones

Una opcidén es un contrato que se da a su comprador el derecho pero no la
obligacion a comprar o vender el activo, hasta una fecha concreta. Existen dos tipos

de opciones:
e Opcién de compra (calls).

e Opcion de venta (puts).

Un call es una opciéon de compra, en el que uno tiene el derecho pero no la
obligaciéon de comprar el activo financiero asociadas; si se emite un call tiene la
obligacion de entregar las acciones asociadas al precio de ejecucion.

Un put es una opcién de venta, en el que uno tiene el derecho pero no la
obligacion de vender las acciones asociadas; si se emite un put tiene la obligacion de
entregar las acciones asociadas al precio de ejecucion.

Hay dos clases de opciones europeas y las americanas; las opciones europeas
son aquellas que solo pueden ejercerse en la fecha de vencimiento; a esto le podemos
decir que tienen un tiempo discreto.

En cambio las opciones americanas, pueden ser ejercidas en cualquier momento
antes de su fecha de vencimiento, a esto le podemos decir que tienen un tiempo

continuo.

Definiciéon 2.7. Un call es C = max(0,S — X'); sea X es el precio de ejercicio y S

es el precio de un activo financiero. Mientras un put es P = max(0, X — S).

28



Precio de call Precio del put|

Precio de la accion Precio de la accion

(a) Valor de un call. (b) Valor de un put.

Figura 2.7. Valores de las opciones a través del tiempo elaborado en GeoGebra. Fuente:
elaboraciéon propia.

2.3.4. Posiciones de una opcioén

e Una posicion larga para un call es cuando la accién sube de precio entonces,

el precio de la opcién sube.

e Una posicién larga para un put es cuando la accién baja de precio entonces,

el precio de la opciéon sube.

e Una posicion en corto para un call es cuando la acciéon baja de precio entonces,

el precio de la opcion baja.

e Una posicién en corto para un put es cuando la acciéon sube de precio entonces,

el precio de la opcion baja.

Ver las graficas con las caracteristicas explicadas anteriormente
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Flujo de vencimiento Flujo de vencimiento

Precio del activo

Precio del activo

(a) Valor de un call. (b) Valor de un put.

Figura 2.8. Posicién a lo largo de las opciones a través del tiempo elaborado en GeoGebra.
Fuente: elaboracién propia.

Flujo de vencimiento

Precio del activo Precio del activo

Flujo de vencimignto

/

(a) Valor de un call. (b) Valor de un put.

Figura 2.9. Posicién a lo corto de las opciones a través del tiempo elaborado en GeoGebra.
Fuente: elaboraciéon propia.

2.4. Valor intrinseco

El valor intrinseco de un bien es el derecho que vale, sus tres formas que se

pueden dar son:
e Dentro (in the money).
e Hacia el dinero (at the money).
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e Fuera de dinero (out of the money).

Si es in the money para un call es si el precio de ejecucion de un call es mayor
que el precio de la accién en pocas palabras S > X.

Si es in the money para un put es si el precio de ejecucion de un put es menor
que el precio de la acciéon en pocas palabras § > X.

Si es at the money para un Call es si el precio de ejecucion de un call es igual
que el precio de la accion en pocas palabras § = X.

Si es at the money para un put es si el precio de ejecucion de un put es igual
que el precio de la accion en pocas palabras S = X.

Si es out of the money para un call es si el precio de ejecucioén de un call es
menor que el precio de la accién en pocas palabras § < X.

Si es out of the money para un put es si el precio de ejecucion de un put es

mayor que el precio de la acciéon en pocas palabras X < S.

Definicion 2.8. Una prima de una opcién es el precio del contrato o de la

opcién en pocas palabras es:
Prima = V.I + V.T (2.7)

Donde V.I es el valor intrinseco y V.7 es el valor del tiempo.

El valor del tiempo de una opcién se desvanece con mayor rapidez a partir
de sus ultimos dias de expiracion, ahora la volatilidad del precio de las acciones
es una medida de la incertidumbre, sobre los movimientos del precio de las acciones
en el futuro. cuando la volatilidad aumenta, las posibilidades de que la accion vaya
bien o pueda que vaya mal aumenten en pocas palabras es la desviacion estandar del
activo. Para el propietario de las acciones, tienen a compensarse el uno con el otro,
por ejemplo el propietario de una opciéon de compra se beneficia de los incrementos
de precio pero se ha limitado el riesgo a la baja en el caso de que disminuyera el

precio.

Definicion 2.9. La volatilidad mide la variabilidad de las trayectorias o fluctua-
ciones de los precios, de las rentabilidades de un activo financiero, de los tipos de
interés y en general, de cualquier activo financiero en el mercado, definido como la

desviacion estandar en un modelo financiero.
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2.5. Propiedades de las opciones sobre acciones

En esté seccion veremos los factores que determinan los precios de las opciones
sobre acciones; Una oportunidad de arbitraje sin riesgo es aquella que, sin ninguna
inversion inicial, genera una rentabilidad no negativa en todas las circunstancias
y rendimientos positivos. En un mercado eficiente. El principio dominante del
portafolio dice que él portafolio A deberia ser mas valioso que el portafolio B si
la rentabilidad de A es al menos tan buena bajo todas las circunstancia. Derivando
las relaciones libres de arbitraje que los valores de las opciones deben de satisfacer.
Estas relaciones son independientes del modelo probabilistico del precio de acciones,
solo asumimos que no hay costo de transaccion y los prestamos estédn disponibles a la
tasa de interés sin riesgo, las tasas de interés son no negativas y no hay oportunidad
de arbitraje, simplificando esto tenemos que el tiempo sea cero. VP(z) donde z son

los dolares a expirar.
VP(z) = zd(r) (2.8)

Donde 7 es el tiempo a expirar.

Definicion 2.10. Un portafolio es un portafolio arbitrario, si hoy el valor de una
inversion es un valor no positivo. y en el futuro tiene una probabilidad cero de ser

un valor negativo y una probabilidad no cero de ser un valor positivo.

Teorema 2.5.1. Si el portafolio A y B son tales que en todos los posibles estados del
mundo en un tiempo T', el portafolio A vale menos que el portafolio B, en cualquier

tiempo t < T

Demostracion. En la pagina 27, capitulo 2 del libro (Joshi, |2010)). O

2.5.1. Limites de las opciones sobre acciones

Una opciéon de compra americana o europea, le da el derecho a su propietario
de comprar una accién a un cierto precio. No importa lo que suceda, la opcién nunca
puede valer mas que las acciones, de ahi que el precio de las acciones sea un limite
superior para la opcion:

C<S. (2.9)

si esta relacion no cumpliera, un arbitrajista puede facilmente obtener beneficio sin
riesgo comprando la acciéon y vendiendo la opcién de compra.
Una opcién de venta americana o europea le da el derecho a su propietario de

vender una acciéon a un cierto precio. Independiente de lo bajo que este el precio de
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la accion, la opciéon de venta jamés puede tener un valor superior a la accion de ahi

tenemos:

P<S. (2.10)

Para las opciones europeas, sabemos que en el momento 7, la opcién no puede valer

méas de X', por tanto ahora debe tener un precio menor que el valor actual de S
P < Xe (2.11)

Lema 2.1. Sea una opcion americana call con un tiempo de expiracion mds largo

no puede valer menos que la opcion con un tiempo corto de expiracion

Demostracion. Supongamos que Cy; > Cio, donde t1 < t2, compramos Cy v vende-
mos Cy; lo cual generamos una diferencia de dinero de C;; — Cyo a un tiempo cero. Al
momento que el tiempo t2 sea 7 y un call en corto dejamos que expiré o ejercemos
el derecho, si dejamos que expire tenemos que la posicion vale C; — max(S, — X, 0).
Si el valor es positivo, cerramos la posiciéon con un beneficio vendiendo la opcion. De
otra manera, max(S, — X,0) > C, > 0, y para una posicion en corto de una call es
ejercida, en este caso si es ejercido la opcion tendré un diferencia de dinero neto de

cero, en ambos casos, el total de pagos es positivo sin ninguna inversion inicial. [J

Lema 2.2. La opcion call con un precio de ejercicio mds alto no puede valer mds

que un call con un precio de ejercicio mds bajo.

Demostracion. Esta proposicion ciertamente se mantiene al vencimiento; por lo tan-
to es valido para una opciéon europea, con dos precios de ejercicio que son X; < Xs.
Supongamos que Cx; < Cxse compramos el de precio mas bajo y vendemos el de
precio mas alto Cx», generando un retorno positivo. Si el propietario de Cx», ejerce
antes de su vencimiento entonces la posiciéon a lo largo genera una diferencia de

dinero positivo de Xy — A]. O

Lema 2.3. La diferencia en los valores de dos opciones idénticas no puede ser mayor

que la diferencia en sus precios de ejercicio.

Demostracion. Sean dos precios de ejercicio tal que X} < X;. Asumamos que Cxq —
Cxo > Xy — &} en lugar. Compramos el precio mas bajo Cxo y escribimos a Cx1
como el precio mas alto, generando retornos positivos y depositando X5 — X} en una
cuenta sin riesgo en un banco (cuenta monetaria).

Supongamos que se ejecuta Cx; antes del tiempo de expiracion, tendriamos dos

casos. Si Cxys > S — A}, entonces vendemos Cxs, la rentabilidad de la venta seria
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Cxz — (S8 — &1) > 0 de lo contrario, si ejercemos Cxs realizaria un flujo de caja de
X — Xy < 0, en ambos casos cerramos la transacciéon con el dinero en el banco y
tendriamos un flujo de efectivo no negativo. Supongamos ahora que no se ejecuta
antes de la fecha de vencimiento Cxq, entonces el flujo de efectivo es 0, X} < S, y
X1 — Xy < 0, respectivamente si S < X}, X1 < S < A, vy S < Ay, el flujo sigue

siendo no negativo después de que el dinero se agrega en la cuenta bancaria. O]

Lema 2.4. Una opcion call jamds va valer mds que el precio de su accion, y una
opcion americana put nunca va a valer mds que su precio de ejercicio y una opcion

europea put jamds va a valer mds que su valor presente de su precio de ejercicio.

Demostracion. Sila opcion call vale més que el precio de su acciéon, hay una opcion
call cubierta que ganaria beneficios arbitrarios. Si la opcion put vale mas que su
precio de ejercicio, tendria un seguro en efectivo que harfa que ganara beneficios
arbitrarios. El limite mas estricto se mantiene para las opciones de venta europeas

porque el efectivo puede generar intereses sin riesgo hasta el vencimiento. O

2.5.2. La paridad de una opcién

Supongamos que la acciéon no paga dividendos en efectivo, o que las opciones
estan protegidas, para que los valores de las opciones sean insensibles a los dividendos
en efectivo. Por lo tanto, los resultados de las opciones protegidas no se enumeran
por separado. El principio del no arbitraje implica que la inversion inicial, establece
que el portafolio también debe de ser nula. Con esto tenemos la paridad para las

opciones europeas:

C=P+S—VP(a) (2.12)

Consideremos C — P = § — VP(x) lo que implica que un call a lo largo y un put a lo
corto, una parte en acciones y un préstamo de V P(X), ademas se supone que todas
las opciones tienen el mismo precio de ejercicio y el mismo tiempo de vencimiento
7 . Tenemos una inversion inicial de C — P — S + VP(X), si el precio de la accion
S, esta cerca a X, la opcion put va valer X — §,, mientras que el call llega expirar
por que su valor se pierde, ahora si S; > X entonces la opcion call va valer S, — X,
y la opcion put llega expirar por que su valor se pierde.

El principio de no arbitraje implica que una inversion inicial con un portafolio

nulo, con esto tenemos la paridad call y put de opciones europeas:
C=S-X)+[X—-VPa)]+P>S—-AX. (2.13)
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Por que C > 0 dado que C > méx(S — &), el valor intrinseco; un call americano no
puede valer menos que su valor intrinseco. En forma general al momento de evaluar
un call, existe una correspondencia entre el precio de una call y un put, ambas sobre

el mismo activo, con el mismo precio de ejecuciéon y tiempo de expiracion.

Definicion 2.11. Una Paridad call y put en forma general partiendo de
tenemos

P=C-S+xe'". (2.14)
Con esto tenemos los siguientes lemas.

Lema 2.5. Las opciones call y put de una accion que no paga dividendos nunca vale

menos que su valor intrinseco

Demostracion. Sea C una opcion call que no paga dividendos con un precio de
ejercicio X' y de acciones S, por definicién de un opcion call sabemos que C > S — X,
por ende una opcién call siempre va valer méas que su valor intrinsico, para la

demostracion de put vease el (LYUU, s.f.)) en el capitulo 8. m
Lema 2.6. Para los put europeos, P > max(VP(X) —§,0)

Demostracion. Supongamos que el VP(X) de los dividendos cuyos ex dividendos

ocurren antes de la fecha de vencimiento D. Usando paridad tenemos
C=P+S8S—-D-VPX).
Usando la ecuacion 2.13
C=P+S—-D-VP(X)>VPX)-5,

por lo tanto
P > max(VP(X) — S,0). m

Teorema 2.5.2. Un call americano se ejercerd solo al momento del vencimiento o

Justo antes de que se venza los dividendos.

Demostracion. En la pagina 88 del capitulo 8 seccion 4 del libro (LYUU, s.f.). O

2.5.3. Convexidad de los precios de la opciones

Teorema 2.5.3. La convexidad de los precios de las opciones, tenemos que para

tres calls 1dénticas con precio de ejercicio X1 < Xy < X3, tenemos el:
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Cx, < XCx, + (1 = NCx, , Px, < APx, + (1 — \)Px,
Donde \ = (Xg — XQ/(Xg — Xl))

Demostracion. Supongamos que no es convexa, primero anotamos en nuestro porta-
folio a Cx, entonces compramos ACy,, y compramos (1 — \)Cx,, estamos generando
un flujo efectivo positivo. si call a lo corto no es ejecutado antes del dia de expiracion

manteniendo los calls hasta la expiracion el flujo de caja es descrito como:

S<X | X1 <SE< Ay Xy < S < A3 X3 < S
Call descrito 0 0 X, — S Xy, — S
en X,
A calls 0 AMS =X | MS— ) AMS — X))
compradas en X}
1— X\ calls 0 0 0 (1= X)(S — X3)
compradas en A

0 AMS=X) | AMS-A) +(XAL-8)|0

Tabla 2.1. Convexidad de las opciones.

Tenemos que el flujo de dinero es 0 o positivo, esto es una propiedad de arbi-
traje. Supongamos que el call a lo corto se ejerce anticipadamente cuando el precio
de la accion S. Si ACx, + (1 — A\)Cx, > S — As, vendemos calls a lo largo para
generar un flujo de dinero de A\Cx, + (1 — A\)Cx, — (S — &) > 0. De lo contrario,
ejecute los Calls a lo largo y entregue las acciones, entonces el flujo neto de dinero
es —AX] — (1 — \) &3 + Xy = 0. De nuevo tenemos que es una propiedad arbitraria.
Por el lema 2.3, sabemos que la pendiente del valor de un call (put), cuando se traza
con el precio de ejercicio, es a lo mas uno (menos uno, respectivamente). esto prueba

que se forma la convexidad. n

2.6. Estrategias sobre opciones

Las estrategias sobre opciones implican tomar posiciones en opciones, los acti-
vos subyacentes, y los prestamos otorgados, las 4 posiciones que tienen son: call a
lo largo, call a lo corto, put a lo largo y un put a lo corto. Las estrategias

pueden ser de tres tipos:
e Diferenciales de precios (spreads).
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e Combinaciones (straddle).

e Neutral.

2.6.1. Diferenciales de precios

Una estrategia spread consiste en tomar una posicién en dos o mas opciones
del mismo tipo es decir, dos o més opciones de compra o opciones de venta. Los

spreads estan divididos de la siguiente manera:

e Diferencial alcista.
e Diferencial bajista.

e Mariposas.

Para el diferencial alcista consiste en comprar una opciéon de compra sobre
acciones con cierto precio de ejercicio y vendiendo una opciéon de compra sobre
las misma acciones con un precio de ejercicio mas alto, ambas opciones tienen la
misma fecha de vencimiento. Supongamos que X es el precio ejercicio de la opciéon
de compra adquirida, X5, es el precio de ejercicio de la opciéon de compra vendida,
S, es el precio de las acciones en la fecha de vencimiento de las opciones, ahora se

mostrara la tabla de beneficios segtin lo que vaya a ocurrir.

Beneficio tipo diferencial alcista
Rango del Beneficio bruto de | Beneficio bruto de | Beneficio
precio de la compra de la venta de la total
las acciones | la opcién de compra | opciéon de compra
S, 2 X S — X Xy — S, Xy — Xy
X1<S7—<X2 ST—Xl 0 ST—Xl
S, <X 0 0 0

Tabla 2.2. Beneficio tipo diferencial alcista.

Un inversionista que firma un diferencial alcista espera que la acciéon suba,
mientras que por el contrario firma un diferencial bajista espera que la accion
baje, consiste comprar una opcién de compra con un precio de ejercicio y vendiendo
una opcién de compra con otro precio de ejercicio. Supongamos que los precios de
ejercicio son X; y Xy con X} < X, ahora se mostrara la tabla de beneficios segtin

lo que vaya a ocurrir.
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Beneficio tipo diferencial bajista
Rango del Beneficio bruto de Beneficio bruto de Beneficio
de precio la compra de la venta de total
las acciones | la opcion de compra | la opcion de compra
S 2> X S, — X X - S, — (X — &Y)
X <S7— < Xy 0 Xl—ST —(ST—Xl)
S, <X 0 0 0

Tabla 2.3. Beneficio tipo diferencial bajista.

Un diferencial mariposa incluye posiciones en opciones con tres precios de
ejercicio distintos. Puede crearse comprando una opcién de compra con un precio
de ejercicio bajo A, comprando una opciéon de compra con un precio de ejercicio
alto A5, v vendiendo dos opciones de compra con un precio de ejercicio Xy, ahora

se mostrara el esquema de beneficios de la estrategia.

Beneficio tipo mariposa

Rango del
precio de Beneficio bruto de la opcién
las acciones
Primera compra | Segunda compra Venta Total
S, < X 0 0 0 0
X1<S7—<X2 ST—Xl 0 0 ST—Xl
Xy < S, < X S, — X 0 —2(87- — Xg) X3 — S,
Sq— > X3 ST - X ST — Xg —2(87- — XQ) 0
Tabla 2.4. Beneficio tipo mariposa.
2.6.2. Combinaciéon

Una combinacién es una estrategia especulativa utilizando opciones que con-
siste en tomar una posicién tanto en opciones de compra como opciones de venta

sobre la misma nn, las méas conocidas son
e Cono (straddle).
e Cuna (stangles).

Una combinacién cono consiste en comprar una opcion de compra y una de
venta con igual precio de ejercicio y vencimiento. El esquema de beneficios de las

posibles acontecimientos.
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Beneficio tipo cono

Rango del precio | Beneficio bruto de la | Beneficio bruto de la | Beneficio
de las acciones opcion de compra opciéon de venta bruto total
S, <X 0 X -8, X -8,
S, > X S, —X 0 S —X

En una cuna, un inversionista compra una opcién de compra X5 y una opciéon

de venta X con iguales vencimientos y diferentes precios de ejercicio teniendo en

Tabla 2.5. Beneficio tipo cono.

cuenta que Xy > X;. El esquema de beneficios de las posibles acontecimientos.

Beneficio tipo cuna
Rango del precio | Beneficio bruto de | Beneficio bruto de | Beneficio
de las acciones | la opciéon de compra | la opciéon de venta | bruto total
S, <A 0 X =S, X =S,
X < ST < X 0 0 0
S, > Xy S, — A& 0 S, — &

Tabla 2.6. Beneficio tipo cuna.
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3. Teoria de calculo estocastico

3.1. Introducciéon

Los precios tienen un componente de incertidumbre o indeterminacion, por esa
razon se dice que cumplen un modelo estocéstico, esto es un factor probabilistico
que representa la incertidumbre en el valor del mismo a futuro, podria ser que suba
o baje, si este factor no existiera los precios variarian unicamente por el interés, y
sabriamos cuando puede subir o bajar en cualquier momento, con esto no existiria
el riesgo de perder dinero,sin embargo ha llegado el momento en el que debemos em-
pezar a desarrollar las herramientas més complicadas para manipular las férmulas.

Hay un enfoque bastante importante para la fijacion de precios de derivados,
como es el calculo estocastico para desarrollar una ecuacion diferencial parcial, uno

de los méas importantes es el lema de Itto que es fundamental para la construccion
del modelo de Black Scholes.

3.2. Proceso estocastico

Sea una coleccion {X (t) | ¢ > 0} de variables aleatorias se llama un proceso

estocastico.

Definicion 3.1. Si {X(¢) | t > 0} es un proceso estocéstico, la o- algebra
U(s) == {U(x) | 0 < r < s}

Se llama la historia del proceso hasta el tiempo s. La historia retiene la informaciéon

de X hasta el tiempo s.

Definicion 3.2. Un proceso de Markov se define como un proceso estocastico con

la propiedad de que para cualquier conjunto sucesivo de n tiempos t; < --- < t,, se
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tiene que
Piin—1(Un,tn | Y1t 5 Yn—1,tn—1) = Pijn(Uns tn | Y1, tn1) (3.1)
otra forma de verlo, Sea B € B
P(X(t)e B|U(s)) = P(X(t) € B| X(s)).

Para 0 < s <'t.

3.2.1. Movimiento Browniano

El movimiento browniano o proceso de Wiener es un proceso estocastico que
utiliza el camino aleatorio y el teorema Donsker podran revisar esto en (Dudley,

1999) ; que esta estrechamente relacionado con la distribucion normal.

Definicion 3.3. Sea W, una sucesion de variables aleatorias, para ¢ > 0 es un

movimiento browiano si
1. Wy =0.

2. Para cada 0 < s < t, W; — W, es una distribuido de la distribucién normal

con media 0 y varianza t — s.
3. Wy — Wy es independiente de W,., para r < s.

4. Para todo b en un conjunto de probabilidad uno, W;(b) es una funcién continua
de t.

Propiedades del movimiento browniano
1. W esta bien definido.
2. W es continuo con probabilidad 1.
3. W no es diferenciable en [s,t+ s], para todo ¢t > 0y s > 0 con probabilidad 1.

4. Es auto similar si se cambia de escala el proceso, sigue siendo un movimiento
browniano: Si W es un movimiento browniano en [0, 7] entonces
Z(t) = W) —
VA
3]

es un movimiento browniano en [0, 5].
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Definicién 3.4. Sea W, un movimiento browniano, y X; una familia de variables

aleatorias que satisface la ecuacion diferencial estocastica,
dXt = [L(t, Xt)dt + U(t, Xt)th (32)

Al final de este capitulo se puede apreciar las figuras 3.1y [3.2] que es una simulacion

del movimiento browniano y una de varios pasos respectivamente elaborado en r.

3.2.2. Estudio de dWV,;

Lo que sabemos de dW; es que es una caminata aleatoria, supongamos que
tiene esta forma
Xpi1 =X, £¢(dt), Xo=0.

Por lo cual, para alguna v (dt),
dX, = £(dt).
Calculemos su esperanza y su varianza,

E(dX,) =0, Var(dX,)=v(dt)>.

Ademas sabemos que E(X(T)) =0 y la varianza

k—1 k-1 k-1 W(dt)?
— — 2 _
Var(X(T)) = ZVar(an) = Zw(dt) = Z St
3=0 3=0 Jj=
Analicemos lo siguiente
. (dt)? : o L
o Si — 0, entonces Var(X (7)) = 0, no seria estocastico es deterministico
2
o Si ) — 00 es irrelevante.
dt
dt)?
e Si % — G > 0, es algo que no va ser 1util, por lo que
dt
v (3.3)

Vat

Con esto tenemos que 1(dt) es del orden de V/dt, por lo cual va ser esencial el analisis

en ahora en adelante; por lo que otra forma de escribir a dW = ¢v/dt, donde ¢ es
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una variable aleatoria cuya distribucion es la de una normal estandar, es decir

,tQ

P(¢ < x) exp 2 dt.

Con E(¢) =0y Var(¢) = 1.

3.3. Integrales estocasticas

Sean f(t, W) una funcion en ¢, W (¢) un movimiento browniano y Il = {¢y, - - t,,}

una particion del [0,T], si la suma

—_

3

Pl WD AW = 3 F(t W) (W (t) — W(0,))

B
Il

0
converge al refinar la particiéon y esto ocurre para todas las particiones, ahora con

esto podemos definir

Definicién 3.5. Sean f(¢,W) una funcion en ¢, W (¢) un movimiento browniano y

IT = {ty,---t,} una particion del [0, 7], la integral estocastica o de Ito es

/ Ft,W()dW = lim thk, (tr)) AW, (3.4)

I —0 =

con AWk = (Wk-i-l - W(tk))

Definicion 3.6. Sea un proceso de Ito o un proceso estocastico en (S, S, P), tene-

mos

X, = Xo+ / U,dt + / V,dW, (3.5)
0 0

donde U, V variables aleatorias, otra forma de verlo es

Ahora podemos enunciar el lema de Ito

Teorema 3.3.1. (Lema de Ito) Sea X; un proceso de Ito que satisface
dXt = /,L(Xt, t)dt + O'(Xt, t)th, (36)

Sea f(z,t) una funcion diferenciable dos; entonces tenemos que f(Xy,t) es un pro-
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ceso de Ito,

a(fxnt) =Y

1
= E(Xt,t)dX + (X, t)d X, + §f”(Xt, t)dX?. (3.7)

Donde dX? esta definido como

dt* = 0
dtdW, = 0 (3.8)
dW? = dt

o bien se puede expresar de la siguiente forma

(X0, 1)) = 0(X0t) 0L (3, )W + (%{(Xt, R

0 1 0?
+ (Xta t)ﬂ(Xt, t)a—)];(Xt,t) + 50’2(Xt,t>2a_AX’:];(Xt,t)>dt,

(3.9)

unicamente daremos una idea de la demostracion.

Demostracion. (bosquejo) Tomemos el siguiente diferencial
dV =V(X +dX,t+dt) - V(X,1),

donde V' = f(X;,t) una funcion suave, desarrollando por Taylor se tiene que:

ov ov 1/0%V 0?V 0?V
0X ot 2 otoX ot?

dV = ——dX + —dt + = X2 (dX)? +2 dXdt + —(dt)2> + R (3.10)

En donde R es el resto de Taylor de ordenes (dX)?, (dX)dt, dX(dt)* y (dt)>;
usando el hecho que (dW)? es del orden de dt, por lo visto en 1.10.2 y que dX =
puXdt + o XdW tenemos que:

(dX)? = > X% 4 20uXdtdW + o> X2 (dW)?,

resulta que dX = O(dX) = /dt. Por lo cual, en (1.52), los términos en los que

aparecen dXdt y (dt)? los podemos anadir a R; un nuevo resto con esto tenemos:

1 2
V(X +dX,t+dt) — V(X,1) WV x NV LV

2
“ox X T g gaxe )

Reemplazando dX en dW y haciendo tender dt — 0, llegamos al resultado:
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v oV oV 1, 0%V

Si uno quiere ver en detalle la demostracion puede ver en el libro de (Oksendal,
2003) capitulo 4 o en el libro (Steele, 2012); este teorema es el méas fundamental en

finanzas y es conocido como el lema de Ito.

3.3.1. Aplicacién de Lema de Ito

Un modelo estandar de como van evolucionando los precios de las acciones es

por medio del movimiento browniano.

Definicion 3.7. Sean S; Una accion a través del tiempo y tomando la ecuacion 1.45

tenemos que la acciéon se comportara de la siguiente forma
dSt = ,uStdt + O'Stth (311)

con p y o constantes, a esto lo podemos reescribir de la siguiente forma

d
% = pdt + odW, (3.12)
t

donde — es el retorno del activo, 1 es una medida del cambio de crecimiento
promedio del f)recio del activo, también llamado drift. En modelos sencillos se toma
1 constante, pero en otros p puede ser una funciéon de S; y de t.

La otra parte modela la aleatoriedad en el cambio del precio S; en respuesta
a los efectos externos, se representa como un muestreo aleatorio sacando de una

distribucién normal con media 0 y agrega el retorno, el término
O'th

Donde o es la volatilidad, que mide la desviacién estandar de los retornos. Sea un

mercado libre de riesgo y que cuenta con el siguiente proceso
dBt = TBtdt,

es equivalente decir que B, = Bye', la diferencia u—r expresa la el tamaro del riesgo.
Si esta cantidad de inversion crece adicionalmente la demanda debe compensarse

con un riesgo extra introducido por el movimiento browniano. Con esto el valor de
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incremento esperado con un radio de volatilidad de:

(3.13)

a esto le llamamos precio de mercado de riesgo donde A\ es el iinico precio de mercado

de un pedazo de riesgo.

Lema 3.1. Si un modelo de la forma log —normal de precio de acciones evoluciona

a log de precio de acciones sigue una distribucion normal.

Demostracion. Tomemos el lema de Ito y un poco de calculo estocéstico. Sea Sy, V;
el precio de la acciones, supongamos que S; = ¢¥*, 0 ), = log S, aplicando el lema

de Ito tenemos
1
dY;, = d(log S;) = (log S,) uSydt + (log S;) oS, dW; + 3 (log S,)" 02 S2dt.

Como sabemos log S/ = S; ! y log S/ = —S,; 2, con esto obtenemos

1 1
uSydt + gto*Stth + —Z—Sgaszdt.

_ 1
-3

Ahora agrupamos términos y tenemos,

dyt = d(lOg St)

1
dyt = <,LL — 50’2) dt + O'th
Concluyendo con esto tenemos que log S, es un movimiento browniano simple con

un drift tenemos

V= Vo = (u — %ff?)w oVIN(0,1).

Con esto concluimos que

S, = Spelt—zo o VINGL, (3.14)
O

Este es el modelo log —normal de precios de acciones con la distribucién nor-
mal.

Supongamos que nuestras acciones no son proporcionales y que tenga la si-
guiente forma

dS, = S pdt + S odW,, (3.15)

con 3 # 0.1. A este proceso se le conoce como elasticidad constante de la varianza
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o CEV; Si tomamos df(S) para alguna funcion suave f entonces la volatilidad de
nuestro proceso es implementando el lema de Ito. Para que la volatilidad sea un

coeficiente constante, tiene que ser

f(S)=8".
Ahora tomemos
5 =5
Con esto sabemos que
1'(8) = B8,
Usando el lema de Ito, tenemos
df (S) = (Sa_ﬂu - 286_102> dt + odW. (3.16)

Con esto tenemos que la volatilidad es una constante, ahora si a y 8 son iguales a

1 entonces, esto se vuelve el modelo de log -normal.

Lema 3.2. Sumpogamos que las acciones X; y YV, siguen un movimiento browniano,

dXt = OéXtdt + O'Xtth

(3.17)
dYy = BVt + v, dWy,
Entonces su drift va ser de o+ B + ov y su volatilidad es o + v
Demostracion. Tomemos el producto
d(X ) = XdY; + VdX, + dX,dY,

= XV (Bdt + vdW, + adt + odW,; + ovdt),

= Xtyt((a + ,8 + 0U>dt + (U + U)th)
Con esto tenemos un drift de o + 3+ ov y su volatilidad de o + v. O
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Figura 3.1. Simulacién del movimiento browniano.Fuente elaboraciéon propia en R
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4. Modelo de arbol binomial

4.1. Introducciéon

Es un modelo para valorar precios de opciones sobre acciones, se basa en cons-
truir lo que se conoce como arbol binomial. Este esquema se basa en la representacion
de diferentes trayectorias posibles, que puede seguir el precio de las acciones sub-
yacentes al igual que las opcién durante la vida del contrato de la opcién; esto fue
elaborado por un famoso articulo publicado por Cox, Ross y Rubinstein en 1979
(Cox, Ross, y Rubinstein|, [1979)) y (Cox, Ross, y Rubinstein, |2003)).

Arbol binomial discreto

/ fu :> Valor de la opcién
de subida
So
A
So-d

::> Valor de la opcién
fd de bajada

Figura 4.1. Arbol binomial discreto. Fuente: elaboracion propia.

4.2. Arbol binomial discreto

Sea S el precio de una accion, C el de una opcién call europea sobre esta con
un precio de ejercicio K, un tiempo de expiracion 1"y la tasa de libre de riesgo que
es R. Supongamos que S puede bien subir Su con probabilidad de p o pueda que
baje Sd con una probabilidad 1 —p, donde 0 < ¢ <1y d < u.
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Supongamos que la fecha de expiracion es de un solo periodo. Sea C, va ser
el precio del tiempo en que el precio de la acciéon se mueva para arriba Su y Cy va
ser el precio del tiempo en que el precio de la acciéon se mueva para abajo Sd. Por

definicién tenemos que
C, = méx(0,Su — K), Cy=max(0,5d — K). (4.1)

Ahora construyamos nuestro portafolio A donde estara nuestra acciéon y B sera los
dolares en riesgo en bonos. Este costo es hS + B, también podemos llamar a h una
cobertura o heddging en lo cual consiste en tener una opcioén a lo corto y una accién
a lo largo con esto nos cubrimos ante un cambio en el precio de la accién. Con esto
tenemos ahora un portafolio de la siguiente manera hSu + RB y hSd + RB, ahora

podemos decir que nuestro beneficio bruto es

hSu+ RB = C,,
hSd + RB = C,.

Resolviendo el sistema tenemos que

Co — C,
= > .
Su—54=" (42)
uCu - dCd
= — 4.
(i —dR (4:3)

Un portafolio equivalente ha o también llamado portafolio con cobertura, por el
principio de no arbitraje, los call europeos debe costar lo mismo que un portafolio

equivalente con esto C = hS + By
uCy — dC, = méx(0, Sud — Ku) — méx(0, Sud — Kd) < 0. (4.4)

En efecto recordemos que una opciéon call aumenta su precio cuando suba la accion,
por lo que tenemos que el comportamiento de la opcion seriaCy < C,, y por definicion
sabemos que d < u entonces al efectuar la multiplicacion (d — u)(Cy — C,,) < 0 esto
es, dCy + uCy, — dC, — uCy < 0 por lo tanto dC, > uCy.

Para las opciones puts se hace de manera analoga por lo que tenemos

P,— Py
= — < .
Su—s5a =" (4.5)
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uPu — de
B=————. 4.6
(u—d)R (4:6)

Donde P, = max(0, K — Su) y P; = max(0, K — Sd).

4.2.1. Valuacién del riesgo neutro

La probabilidad de que suba de precio es p de lo contrario sera 1 — p, nuestra
expectativa de retorno es pSu+ (1—p)Sd, recordemos que los valores de las opciones
dependen del tamano del cambio de precio, v y d, magnitudes que los inversores
deben de tener en cuenta con esto tenemos

C,—C uCy — dCy,
hS+B:su—§?+'@l@R
R(C, — Cy) + (uCy — dC,)
(u—d)R (4.7)
R—d u—R
(=a)e+ (=)
= B > 0.

Definimos ahora que la probabilidad de p es

R—d
= 4.8
P=y—a (4.8)
si esto se satisface entonces 1 — p es
u—R
l—p= . 4.9
p=— (4.9)
En efecto
] _1 R—d wu—d—-R+d
b= u—d u—d
_u—R
Cu—d
Entonces podemos reescribir la ecuacion (4.7) y con esto tenemos que
Cu+ (1 —pC
hs+ g = Pt (1=0)Ca (4.10)

R

Esta p representa una medida de probabilidad y no representa la probabilidad de
que el activo suba o baje, sino la de riesgo neutral, que es la que esta regida por la

hipotesis de no arbitraje.
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Un ejemplo para verlo mas claro Consideremos este portafolio, uno de ellos que
sea una posicion larga en A en acciones y la otra una posicién corta en una opcién
de compra, Solo nos falta calcular el valor de A que hace que el portafolio sea libre
de riesgo, si la accion pasa de 30 a 35, el valor de la acciéon sera 35A y el valor de la
opcién sera de 2 dolares, tenemos que el valor total del portafolio sera de 35A — 2.
Si el precio de las acciones baja de 30 a 25, el valor de la accién serd de 25A y el

valor de la opcién es de 1 délar con un valor total del portafolio de 25A — 1.

Arbol Binomial de un paso

v 35
Opcion vale 2
30

=25
Opcion vale 1

Figura 4.2. Ejemplo arbol binomial discreto. Fuente: elaboracién propia.

Si el portafolio es libre de riesgo entonces el valor de A se elige de forma que

iguala ambas alternativas,

35A —2=25A -1

entonces A = 0.1.

El portafolio sin riesgo es

Posiciéon | Acciéon | Opcidon
Larga 0.1 -
Corta - 2

si la accion sube a 35 tenemos que

35(0.1) — 2 = 1.5,
si la acciéon baja a 25 tenemos que

25(0.1) — 1 =1.5.

Sin importar bajadas o subidas de precio el valor del portafolio es de 1.5 al

finalizar el contrato de la opcién. Como el portafolio libre de riesgo, supongamos
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que en este caso la tasa de interés del riesgo es de 12 por ciento anual, deducimos

que el valor del portafolio es de 1.5 en este dia y obtenemos

1.5e701200) — 148211, (4.11)

Se sabe que el valor actual de la accion es de 30, ahora supongamos que el

precio de la opcion sea f. El valor del portafolio seria de
30001)— f=3—Ff
Con el resultado anterior (4.11) tenemos que
3 f=1.48211

por lo tanto f = 1.51789 que aproximadamente es f = 1.52.

Con esto tenemos que el valor actual de la opcién es de 1.52 dolares. Si el
valor de la opcion fuese mayor que 1.52 el portafolio inicial costaria menos que 1.5
y ganaria el tipo de interés, de lo contrario es una perdida porque vender en corto

serfa un préstamo a una tasa de interés menor que el libre de riesgo.

La probabilidad de que la acciéon suba o baje de precio esta dada como

pfu+ (1 =p)fa= See'™, (4.12)

donde f, es el valor de la accién en subida, f; es el valor de la acciéon en bajada y

Sp es el valor de la accion actual. Con estos datos podemos sustituir y tenemos que
35p + 25(1 — p) = 3021201,

Despejando p obtenemos
10p = 5.36217.

y el valor de la probabilidad de riesgo es de
p = 0.53622.

Al final de los tres meses la opcién de compra tiene una probabilidad de 0.53622 de

valer 2 ddélares y una probabilidad 0.46378 de valer un doélar.

95



4.3. Arbol binomial continuo

El precio de la acciéon puede subir o bajar no solo una vez sino un numero
finito m de veces en el intervalo [0, T, cada At con T' = mAt; el método se basa en
construir un arbol con los posibles valores del activo, dado un valor inicial de este.
Luego analizar los posibles cambios de precios a través del tiempo T' y determinar la
probabilidad de riesgo neutro, por medio del anéalisis anterior del modelo se puede

hacer una generalizacion. Supongamos S, = uS y Sg = dS, la condicion de arbitraje

v
v So*ll2
7 Speu AN
So ‘ v
~ vSo*Ud
Sed  Lhd
4

\

o+

Figura 4.3. Arbol binomial continuo. Fuente: elaboracién propia.

a

es S; < R = e < S, v sustituyendo ecuacion 4.8 tenemos
y Y

erAt —d

— (4.13)

p:

Aqui p no depende de S por lo que, no depende del precio del activo sino que es
intrinseco al activo, lo que lo hace més cercano a la realidad.

Suponiendo que el modelo toma m pasos, a un tiempo 7' el sistema va tomar

m posibilidades de movimiento:
SI = Sud™ I, 0<j<m.
La variable aleatoria que representa este comportamiento es la binomial, en efecto
j m i m—j
P(Sm(T) = 55,(T)) = j p=p)". (4.14)
Ahora calculemos su valor esperado de S(7'), tomando la esperanza:
- m j m—j k ym—k
B(Su(T) =Y ( )pfu — p)i Sk,
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Aplicando lo que se vio en el primer capitulo sobre la distribucién binomial sobre la

esperanza tenemos que
E(Sn(T)) = S(pu+ (1 = p)d)™ = S(p(u — d) +d)™.

Ahora que conocemos el valor de p obtenemos:

erAt —d m
S((—d> (u — d) + d) = SerAmt = SGTT. (4]-5>
U —

Se satisface la relacion entre el precio actual y el futuro.

4.3.1. Transformacion del modelo a una distribucién normal

Como el arbol tiene como varias pasos o movimientos, se va siendo cada vez
més pequeno el tiempo de ejecucion por lo que el precio no va dar un resultado
cercano por lo cual es necesario hacerlo converger a otro modelo, para ello tomamos
un modelo en donde el precio de expiracion es igual al precio del dia de hoy, con
una tasa interés de cero, y para cada tiempo tanto que suba o baje tendran una
probabilidad similar, ahora supongamos que Sy que el precio de accién o del activo
al dia de hoy, con una opcién de ejercicio en el tiempo 7T, la media del valor del
activo en el tiempo T es de Sy , y la varianza del precio del activo en el tiempo T

es de o?T.

Si dividimos el tiempo en intervalos |0,T| dentro de m movimientos iguales,

. . ) o*T

entonces para cada movimiento tendremos una media de 0 y una varianza —,
m

para variables aleatorias independientes se aplica lo mismo.

Para cada movimiento, tenemos que el activo se va mover para arriba o abajo

T
Om =0 e

con probabilidad 0.5 para cada movimiento, Sea Z; una sucesion de variables alea-

como

torias independientes que toman el valor 1 o -1 con probabilidad de 0.5. Después de

m pasos el activo va tener una distribuciéon de la forma

SO + Z O'ij.
j=1

Ahora queremos ver que pasa si m tiende al infinito, a medida que m crece, nues-

tro modelo del arbol se vuelve cada vez mas fino pero la varianza de la expresion
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Om Z;n:l Z; es igual a 0*T y su media se mantiene en 0. Ahora por medio del teo-
rema del limite central lo veremos més adelante este resultado, dado el caso eso

significa que
1 m
=7
Vim <

converge a una distribucién normal con media 0 y varianza 1, denotado como

N(0,1). Nuestra distribucion del precio del activo converge a
So+oVTN(0,1). (4.16)
Y el precio de la opciéon converge a

E(f(So + oVTN(0,1)) /f (So + oVTx)e = dx. (4.17)

Donde f(St) es el precio de la opcion que se va pagar en el tiempo 7.

4.3.2. Valuacién de una opciéon Call mediante el modelo

Consideremos una opciéon call europea sobre el activo § con un precio de ejer-
cicio X y un tiempo de expiracion T', usando las distribucién binomial (1.20) y la

definicion de [2.7] tenemos que el modelo para m pasos es
C = e mAIM Z " (1 —p)™ " max(SF — X, 0)
k mn ’
_ 77"Atmz ( ) )m k(sukdm k X)

k=ko

(4.18)

En donde kg es el minimo k tal que Su*d™* > X ya que S* es creciente en k,

ahora kg es el minimo entero positivo k que sea mayor igual a

Con esto tenemos que el valor de la opcién es

=5 zmj () (1 = pay = e fj (Mpa-pr )
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4.4. Modelo de Cox, Ross y Rubinstein (CRR)

Modelo Cox Rox Rubenstein d=1/u

v Si+u
p
St
1-p ~ St * d
—
At

Figura 4.4. Modelo Cox, Ross y Rubinstein. Fuente: elaboracion propia.

Tomemos la siguiente distribucion log-normal que tenga esta propiedad In ~
N(In(Sp + p — %2)T, 0?T) Calculando media y varianza a esta distribucion usando
la definicién [L.30 tenemos.

E[St] = S()@MT

) (4.20)
Var[S] = S3e? T (e7 171,

Pero a nosotros nos interesa un tiempo més pequeno, aplicando el At = %, ahora

podemos aplicar At en la anterior ecuaciéon y tenemos
E[Siiad] = Siet?. (4.21)

Ahora la varianza

Var[Sy ae] = S22 (7" A1),

Expandiendo la funcién exponencial en series[l| recordemos que nuestra?] At — 0,

con esto tenemos

Var[S;,a = S2(1 + 2uAt)(1 + o?At — 1)
= SPo? At + S7(2uAt)(0®At)
~ SZo’At.

Tenemos la ecuacion de la media nos quedaria de la siguiente manera

pSiu+ (1 —p)Sid = SyemAt

le? = 14a+ 2 +2 4.
2¢® =1+, cuando x — 0
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despejando p tenemos
rAt d

w—d

La varianza queda de la siguiente manera

(&

p= (4.22)

Var(Siia¢) = E(SerAt) — B(Siar)?
S2o2 At = SPpu® 4+ SEH(1 — p)d® — SE[pu + (1 — p)d)?
= pu® + (1 — p)d® — [p*u® + 2p(1 — p)ud + d*(1 — p)?]
=u*(p—p*) + @[(1 —p) — (1= p)*] = 2p(1 — p)ud
= u?p(1 —p) +d*(1 = p)[1 = (1 = p)] = 2p(1 — p)ud
=p(1 — p)[u® — 2ud + d?
=p(1—p)(u—d)>.

Ahora falta por conocer como es p(1 — p) = p — p?, para ello utilizamos la ecuacion

4. 22

At _ g QTAt—ZeTAtd +d?

s € e
P=p==—a (u—d)?
B (erAt o d)(u o d) o eQrAt 4 QGTAtd o d2
- (u—d)?
B erAtu — ud — GTAtd—f— d2 o 627~At + 2€rAtd o d2
B (u—d)?
B e"AMu — d + 2d] — ud — A
- (u—d)?
_eMu+d] — ud — e
B (u—d)?

Sustituimos p(1 — p) en la varianza

e"AMu 4 d] — ud — ¥4t

At =
’ (u—d)?

(u — d)*

Cancelamos términos por lo tanto

o?At = e™u + d] — ud — ¥, (4.23)
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4.4.1. Los valores de u y d

Para encontrar los valores de u y d hay que resolver la ecuacion anterior

y haciendo que d = % sustituyendo esto en la ecuacién tenemos

1 1
O'2At — erAt |:U, + _:| —u= — 627"At
u U

1
— erAt |:U,—|— _:| —1— BQTAt.
U

Despejamos u + % de la ecuaciéon

|: 1:| 0,2A+1_'_62rAt
u =

E erAt

— 6—7’At0_2A + e—rAt + erAt.
Aplicamos las series de e, recordando que At — 0 con esto

e A & (1 —rAt)
A (1 + rAt)

Sustituimos estos valores y ademas sabemos que ro?At? = 0

u+ i = (1 —7At)(0*A) + (1 — rAt) + (1 + rAt)

= oAt + 2.

Con esto nos queda una ecuacion cuadrética de esta forma
u? —u(o?At +2) +1 =0,

resolviendo el sistema de ecuacién

o2 At +2 4 \/(02At +2)2 — 4
u =
2
02 At + 2+ Vot A2 + 402At +4 — 4

2
o2 At + 2 + V4ot At

2
_ PAt+2+ 20V AL
= 5 ,
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Procediendo la division
o2 At
+14+ VAL

u =

2 es relativamente

o2 At

Con esto VAt es mas grande que At para un At pequeno, y o

més pequeno que o, con esto podemos ignorar el primer término

u~1xoVAL
Recordando que u > d tenemos
u = e”VAL
L ovE (4.24)

4.5. Construcciéon del modelo a partir de una varia-

cion de crecimiento

Modelo de variacién de crecimiento

v InS;+ In (u)
InS;
1p ™1InS, + In(d)
—

At

Figura 4.5. Modelo de variacién de crecimiento . Fuente: elaboracién propia.

Definicién 4.1. La variaciéon de crecimiento en el precio de un activo es

1 S

Donde §,, es el precio del activo de la accion a tiempo Ty Sy es el precio
inicial. Ahora si es un tasa libre de riesgo entonces Y = r. Notemos también que Y

depende de m y que:
Sm SmSm—l e 81

S SmiSma-So
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Con esto podemos reescribir la variaciéon de crecimiento de la siguiente manera

1 « S;
== ;m (5]1) (4.26)

Como construimos el modelo v con probabilidad p y d con probabilidad 1 — p de

S;
la recursio 5,

tenemos que
: )>
—1

1 « S; 1 & S
e s (5 () (e
Jj=1 j=1
Con esto tenemos partiendo a base de las probabilidades de u y d tenemos

p = mlin(u)p + ()1~ p)].

Como habifamos definido nuestro modelo en la seccion 4.2, T = mAt, por lo que

7= A 2, sustituimos tenemos que
1
=y In(wp+n(d)(1 = p)] = BY). (4.27)

Ahora solo falta calcular la varianza con esto sabemos que es

Var(Y Var< Zln( ))—%m\/ar(gz)

y con las probabilidades que ya tenemos sustituimos

_ 1
Tenemos que m = 7

Var(Y) = T_m[(ln2(“)p +1n*(d)(1 = p)) — (In(u)p + In(d) (1 — p))’]

TAt ——[pln*(u) + In*(d) — pln®(d) — p* In*(u) — 2pIn(u) In(d)+
+ 2p* In(u) In(d) — In?(d) + 2p1n®(d) — p*In*(d)]
= ﬁ[p(an(u) +In*(d) — 21In(u) In(d))—
p*(In®(u) + In*(d) — 21n(u) In(d))]
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0? = o’ (g) p(1 - p). (4.28)

Definicion 4.2. La volatilidad en el precio es o que es la desviacion estandar 1.2

del crecimiento del precio anualizado, es decir cuando T' =1

o= \/é In? <§)p(1 —p). (4.29)

Con esto hemos construido un modelo de la forma log —normal.

4.5.1. Tolerancia de p

Para encontrar el valor de p tenemos que tener en cuenta el siguiente parametro

— 620’\/ At

&1' <

u
d
Estos valores de uw y de d vienen de ahora que ya tenemos este parametro

podremos sustituir estos valores en la ecuacion

o2 = 1n2(€2a\/A7)p(1 _

o?At = 40*p(1 — p)At

p)

=p(l—p)

64



Por lo que la probabilidades de movimiento ascendentes y descendentes no son mas

de p = %, por el parametro dado.

4.5.2. Los valores de u y d

Para encontrar el valor de v y d tenemos el siguiente sistema de ecuaciones de

y aplicando en :

o= é[ln(u)p + In(d)(1 — p)]

o?At = In*(u)p + In?(d)(1 — p) — (pAt)?,

en el segunda ecuacion es la misma varianza solo que en términos de u, para que
funcione este modelo tenemos la restriccion de que p = %, esta restriccion esta dada

por el resultado anterior ahora tenemos este sistema de ecuaciones

= é[ln(u)o.l‘i + In(d)0.5]

o2 At = 1In*(u)0.5 + In?(d)0.5 — (uAt)>.

Despejando In(u) de la primera ecuacion tenemos In(u) = 2uAt — In(d), hacemos
que D = In(d) por lo tanto nos queda In(u) = 2uAt — D, ahora sustituimos In(u)

en la segunda ecuacion y tenemos

o?At = 0.5(2uAt — D)* 4+ 0.5D* — (uAt)?
= 0.5(4p*At* — ADuAt + D*) 4+ 0.5D* — > At?
= D? 4+ 1*At* — 2uAtD.

Nos queda una ecuacion cuadratica de la siguiente forma
D? — 2uAtD + (u*At* — o*At) = 0.

Resolviendo la ecuacién cuadratica

C2ult /(4P AL — A(pP A — 02 At))
N 2

D

_ 2uAt £ V402Nt
- 2

_ 2uAt £ 20VAL
— 5 .
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Devolviendo el valor de D tenemos que
In(d) = pAt + oV/AL.
Ahora que tenemos este resultado podremos saber el de In(u)
In(u) = 2uAt — uAt F oV At = pAt T oV AL,

Recordemos que u > d por lo que

U= e,uAt—&-J\/At

d = e,uAt—O'\/Kt. (430)

4.5.3. Valor de u

Para encontrar el valor de p necesitaremos la ecuacion [4.22| con la sustitucion
de estos valores [4.30]

erAtf _ 6,uAtfa\/ At

o etAt+oVAL _ ep,At—a\/At
euAt [erAt—uAt _ e—ax/At]

e,LLAt[eO'\/At _ e*O’\/At]
e(r—u)At _ e—ax/At
eOVAL _ o—oVAL )

Ahora aplicamos las series de e, para poder simplificar la ecuacion recordando que

At — 0, sabiendo procedemos con las operaciones

eUTWAL — 1 4 (r — p)At
2At
VA — 1 4 oV/AL+ 02

2At
e’”mzl—avAt+g2 )

Ahora sustituimos en la ecuacion anterior tenemos
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a2 At
2

L+ (r—p)At —14oVAt —

b= 20V At
oVAL+ (r—p— %Q)At
20V At

4 (2 E)m).

Como tomamos el valor de p = 1/2, para que eso suceda en esta ecuacion el valor

de p tiene que ser

0_2

p=r— (4.31)
Con esto tenemos que la probabilidad de que suba y baje es de 1/2 lo cual este valor
de p tiene que tener un parecido a la ecuacion (1.32), dado que estamos trabajando
con una distribuciéon log-normal, por lo tanto el los valores de u y d quedan de la

siguiente manera

-2
U= e(rfT)AtJra\/At

4.32
d= e(r—é)At—U\/Kt. ( )

Las ventajas que tiene el modelo de variacion de crecimiento

Modelos Ventajas Desventajas

1)No hay aproximaciones.

2) El val i
Variacion de ) El valor de p mantiene un 1) No toma el valor Syud # Sy.

valor positivo entre [0,1].

Crecimiento 3) La convergencia de la tasa 2) El valor de p tiene tolerancia
es general.
1) El valor de p no necesariamente
1) Es el modelo méas comtan | tiene que ser [0,1] al menos que
CRR y famoso del arbol binomial. | At sea muy pequetio.
2) Toma en cuenta el valor 2) El célculo de la varianza y
inicial Syud = Sy. los valores u y d son validos

solamente si At es muy pequeiio.

Tabla 4.1. Ventajas y desventajas de los modelos del arbol binomial.
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5. Modelo de Black-Scholes

5.1. Introduccién

Es un modelo que modela cualquier derivado financiero en la forma continua.
Elaborado por Fischer Black, Myron Scholes en 1973; la elaboracion de este modelo
utilizaron la teoria de evaluacion de derivados, analisis estocastico y argumentos de
no arbitraje para el valor teérico de un call europeo. El resultado de sus investigacio-
nes con llevo una pieza clave a la ingenieria financiera y a los modelos matemaéticos

financieros.

El modelo se ha convertido en una herramienta indispensable en la valoracion
de opciones y otros derivados financieros, tal fue el éxito de este modelo que en el ano
1997 Myron Scholes y Robert Merton se llevaron el premio nobel en economia mien-
tras que Fischer Black ya habia fallecido en 1995. (Black y Scholes| 1973)),(Merton,
1973).

5.2. Construccion del modelo

Para construir la formula necesitamos el teorema de Ito sea V(S,t) el
valor de una opcién estilo europeo, es decir que solo se puede ejercer en la fecha
expiracion en el instante ¢t cuando el precio del activo subyacente es S. Haciendo la
misma estrategia del principio del arbol binomial A cobertura o A— hedging, que es

no mas

dS = pSdt + o SAW. (5.1)

Ahora construimos un portafolio II libre de riesgo de la siguiente manera
M=AS-V. (5.2)
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Que pasa si los valor de nuestro portafolio suben tenemos
I, =AS, —V,.

Y cuando bajan

Il =AS; — Vy.

Como es un portafolio libre de riesgo podemos igualar ambas ecuaciones y nos queda
AS, =V, =AS; —Vy,

es decir

S,—S; 9S’

que es la variacion del valor de la opcién con respecto a S del activo subyacente.

A= (5.3)

Ahora que ya sabemos el valor de A, de la ecuacion aplicamos derivada y luego

sustituimos [5.1], con lo cual nos queda
dIl = AdS — dV = A(uSdt + o SdW) — dV. (5.4)

Ahora utilizando el teorema de Ito B.3.11

% VOV 1,0V
dV-(aSanW) (at+ﬂ585 SaSQ)dt

por lo cual

1% )% WV 1, 0%V
M=A A Y Y 525> .
d pSdt + Ao SAW ( SanW) (at pS s + 5078 852)dt

Separamos la parte deterministica de la estocéstica

B v o v 1, 202

Como sabemos el valor de A [5.3] podremos sustituirlo en la ecuacion anterior

oV ov oV 6’V ov 1 0?V
H: e _ i A 2 Q2
d <aSaS aSaS)dW+(aS S = S = nS5e — 508 652>dt,
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finalmente tenemos como resultado final

ov. 1 0*V
II=— 252 .
= (G + 30555 )t 55)

Ademas, II es un portafolio libre de riesgo tenemos que su retorno es el mismo

con una tasa r, en un periodo de [¢,t 4+ At], con lo cual
dll = Tlrdt. (5.6)

Sustituimos ambas ecuaciones y tenemos

(O 1,0V
(AS — V)rdt = <8t S5 )dt

Sustituimos el valor de A y cancelamos el dt y tenemos finalmente

P% LV 1,0
95 V=% 37 g5

Ahora despejamos Vr y con esto tenemos la ecuacion de Black-Scholes

% 8\/ 1 2 , 07V
855 8t S 52 =Vr. (5.7)

La ecuacién anterior es una ecuacion en derivadas parciales de segundo grado para-

boélica.

5.2.1. Solucién a la ecuacion de Black-Scholes

No vamos a entrar en todos los detalles en esta solucién, pero si daré las ideas
necesarias para encontrar la soluciéon. Para encontrar una solucién de la ecuaciéon
para un call europeo sobre un activo de precio S con un precio de ejercicio X y un
tiempo de expiracion 7', en este caso V = C' con lo cual la ecuacion pasa ser

2
8—05 + a_o E 2528 _on (5.8)
oS ot 052

Las condiciones de la ecuacion son las siguientes, en la condicion inicial cuando
el precio del activo es nulo entonces también el precio de la opcién debe serlo si no
se ejerce la opcién, y cuando el precio tiende al infinito es C'(S,T) = S — Ke "7 y
para la condicion final es cuando ejercemos la opcion que va ser C'(S,T) = max(S —

K, 0), por lo que esto es
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C(S,T) =0, Condicion inicial (0 = T))

C(S,T) = max(S — K, 0), Condicion final (t = T))

Sh'm C(S,T) =S — Ke ™Y Condicién en el infinito.
—00

Hacemos cambio de variables para que quede una expresion sencilla de manipular

S:K&,T:%ﬁ@—w,OﬁﬂU:KW%ﬂ.

Calculamos sus derivadas parciales y obtenemos lo siguiente

ov._ 2 9¢ ov_10C
or  Ko2dt' 0Or KOaS~’

por lo tanto al calcular la segunda derivada parcial tenemos

*V 1 ,9*C_, OC 10%C _, OV
2 " wloe? tasY " wae” t o

Con esto tenemos la nueva condicion inicial que queda:
Vi@, 0) = =, C(S,T) = - mix(S — K,0) = méx(e” — 1,0)
z,0) =+, , T) = - max ,0) = max(e ,0).

Ahora nos falta ver las condiciones de contorno que nos quedaria asi

0C _0Cor 9Cox _ 1, OV

ot " orot Towor . 27 Nor
o _oCor oCox OV
89S _ 0roS T oros oz
52C 1(__é%av xa%/)__eﬁw<aﬂ/ aV)

o ¢ o K \om2 ~ or

EXE

Ya con esto podemos reemplazar estas condiciones en y con ello obtenemos

_ 2 27172 2% —x T
rKV = ——0*K— + = 57 o oc“ K e** +re %Ke.

1 oV 1e 2 [(0?V 9V ov
2 or 2 K

Asociamos y dividimos K en ambos lados

1,0V 1/0*V oV 2 oV
0x? oxr g

V=305 %3 e
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P i Vg —_—
2087 T +2 a+rax

1,0V L/0?°V oV , oV
0x? ox

Multiplicamos por 2 y dividimos 02 ambos lados y tenemos

OV (Vv zov
or o2 0x? ox o2 Ox
Ordenando
8_V_62_V (27“_1)0‘/ V—Qr

o o2 \2 Y e TV e

Para simplificar la notacion A = —Z, luego se vuelve hacer cambios de variables,
o
V(x,7) = ez, 7). (5.9)

Al resolver esta ecuacion usando derivadas parciales se obtiene la ecuacion de calor,
para ver esos detalles revisar junto con su solucion en el capitulo 11 del libro (Steele,
2012) o en el libro (Duffty, |2013)) solo que en este usan métodos interactivos para

encontrar la solucién , ya con esa ecuacion se encuentran los valores de o y 8 que

" A1 A1)
o= ATl 5 AFDT
2 4
luego de resolver la ecuacion de calor obtenemos una integral como solucion parti-
cular
(2,7) = [ wle T
u(x, 7) = up = ug(s)e” 4 ds
) 0 QW . 0 ;
donde
e%s — e%s, sis>0
uw(z,0) =up = (5.10)
0, sis <0

En la formula de u(z, 1), las variables = y 7 quedan fijas, asi que se puede hacer un

cambio de variables

S—X
= . ds=+27d
Y=a v s

queda la integral de la siguiente manera

1 (e 9]
uar) = 2= [l ey,

Sabemos que ug(s) = 0 si s < 0, asi que realidad no integramos en todo R, sino que
x

\/277

—i—oo] y esto es porque yv27 +x > 0 es decir y > _ la

V2r

en el intervalo [ —
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integral queda

u(z, )

o(yvV2r + x)e” 3 dy,

Var
ahora sustituimos u de la ecuacion [5.10 - por lo que da dos integrales de la siguiente
manera

AV o3 gy 1 / OGS OP Vap

L

x 00 1 0o
_ et AR VED i gy € / A uven)
Vo J_ = Y _
I

— I, —

e_%dey

Ahora calculamos la integrales por separado

A+1 o0 L+ )
I, = er e @%(y@)e—%yzdy — ez / @%(y\/ﬂ)—%@ﬂdy'
V2T V2T -

Para resolverlo necesitamos primero una completacion de cuadrados en el exponente
dentro de la integral

A+1 1
Ve -

= 3O+ DEVED + 47

= —% {yZ —y+ var+ T2 ;r 1)2] + T(AIUQ

_%|:y_(/\+1)\/§:|2+7-()\T+1)2.

Ya cumplido el objetivo sustituimos en la integral y tenemos lo siguiente

1 T(>\+1)

s(A+1D)z+ )

€2 _lr,_ 72
ﬂ- _\/27

Hacemos un cambio de variable para que la expresion de la integral sea més facil de

resolver de la siguiente manera

w:y—()\%—l)\/g, dw = dy.
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Con esto la integral queda una nueva expresion

r(A+1)2

1
s(A D) z+ 00
ez 1 1.2
I, = e 2" dw
VI ey

o¢]
1,.2

T(A+1)2 1
)\+1)x+74 e 3% dw.

1
= 65(

7
2w J - (/T

Vor

Observemos que la integral es la simétrica de la funcion de distribucion normal N

de una variable normal

1,2
e 2" dw,

1 /°°
V2 ———(\1),/3

tiene la forma de una distribucion normal [I.29] si hacemos el siguiente cambio

dlzﬁ—F()\—i-l)\/;.

Por consiguiente la funcion de distribucion queda

1,.2

1 1,2
e 2% dw =

1 [e'e) 1 dq
Wors /d _27r/ e 2 dw = N(dy),
V —dy Y o
por lo tanto

I = oA O TOF N(dy).

Ahora solo falta calcular la integral I, que es lo mismo al calculo que hicimos en
I, salvo que en todo el calculo se debe de cambiar A + 1 por A — 1 y asi obtenemos

el siguiente resultado

I = exA D550 N (dy).

ya teniendo los resultados podemos sustituir u(z, 7), en la ecuacion lo cual ob-

tendriamos
B 2
V(ZE,T) = 6_>\21I_(A-21) T(]l — ]2)
_ 2 - 2 12
= o tTe O T(e%(mmi“l” N(dy) — o3 A—Da+TAT1- N(dy)),
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resolviendo los exponentes en la primera parte

o (A=1) (A+1)2 A+1 (A+1)2
= 5 T 1 T+ 5 T + 1 T
__A +1 +)\ Jr1
= 2:)3 QZL‘ 25(] 21’

= xj
ahora la segunda parte

A=1)  (A+12 A-1  (A—1)

=T T — 1 T+ 5 T+ 1 T
(A +1)? (A—1)2
= 1 T+ 1 T
422041 +A2—2)\+1
I I

ZD)
:—IT
= —\T.

Con este resultado obtenemos la solucién general
V(x,7) = €e"N(dy) — e " N(dy). (5.11)

Ahora sustituimos los anteriores cambios de variables, que hicimos anteriormente

para recuperar sus términos en esta féormula

2 B S Ly B
)\_ﬁ’ x-ln(K), 7'—20(T t), C(S,T)=KV(x,71).

Haciendo la respectiva sustitucion
V(z,7) = N (dy) — e 72 3TN (dy)
_ ®N(di) — e TIN(dy)

K
= SN(dy) — Ke "T"IN(dy)

C

por lo tanto tenemos la formula de Black Scholes

C = SN(dy) — Ke "= N(dy) (5.12)
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ademés

B In(£) 2r o(T —1t)
h=Jmr—p tatY 4
_ (%) — 0
= 0_— m + T\/ﬁ—F 9 \/ﬁ
() 4 (T —t) + S (T~ 1)
B oVT —t
0 — In(£) N <2r 0 02(7;1— t)

o2

VAT 1)
In(2) o?
= O\/ﬁ +rVT —t — ?\/T——t
In(2) +r(T —t) — Z(T —t)
oVT —t
ya tenemos resuelto la formula de Black Scholes para el caso de opciones calls.

Conociendo esto, podemos determinar para el caso de puts, utilizando paridad [2.11],

Rl N

s
K

teniendo en cuenta que X = K

P=C-S+KeT™
= SN(d)) — Ke " T"YN(dy) — S + Ke" T
= S(N(di) = 1) = Ke""(N(dy) — 1)
= —S(1 = N(dy)) 4+ Ke " T=9(1 — N(dy))

Usando la propiedad de la distribucién normal tenemos

P = —S(N(=d1)) + Ke " (N(=dy))
= Ke "IN (=dy) — SN(—dy).

Esta es la solucion de la ecuacion de Black Scholes . O
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5.3. Convergencia del arbol binomial al modelo de

Black Scholes

Tomemos en cuenta la variacion de crecimiento de nuestro activo [4.1] sabemos

que es una suma de variables aleatorias independientes

Teniendo en cuenta que sabemos la esperanza y la varianza de Y

0.2

1
EY)=r— 502, Var(Y) = T

Por el teorema central del limite que, cuando At — 0, es decir m — oo,
Y tiende a una distribucién a una variable aleatoria normal con media r — %02 y

. 2 .
varianza %, es decir

1 o2
Y 5 N(r—-0% —|.
IR ( 2U,T)

Como

operemeos

: e , 2
Como Y tiende a una distribucién normal con pardmetros r — %(72 y %, desarrollando

el limite de la variable Y y reemplazando St por S,, nos queda
Sy = SOeT[\/;Z”—T], Z ~ N(0,1).

Notar que el analisis previo puede hacerse para cualquier ¢ € (0,7}, con lo cual el

precio del activo subyacente a tiempo ¢ tiene una distribucién log —normal
02
St = See?V =)t 7 N(0,1). (5.13)
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Ahora lo podemos ver con un derivado V, con una funcién F'(S) tenemos
V =e"TE(F(Sr)).
Aplicando y el teorema del limite centrall.7.2] se tiene
lim V = e T / " R(SeVH T B (5.14)
V21 J oo

Donde S = Sj es el precio inicial del activo y se uso la funciéon de la distribucion
normal, aplicamos el resultado anterior a un call. Supongamos una tasa de interés
r, una volatilidad o, un tiempo de expiracion 7' y un precio de ejercicio K. La

aproximacion log —mormal quedaria

1 & o2 A
C=e"T—— méx(Se”ﬁZJr(r_T)T — K,0)e” 2 dz.
V 27 /oo ,

2 1 o0 72
C=e —rT U\FZJr )Tef%dz_efrT_ Ke =Tdz
\/27T/ V2T J_so

e*TT

Vor

La integral no es cero si y solo si

C:

e~ (SeVTZH=FIT _ [y,

SU\FZ+( 7%)T2K
J\FZ—%-( %)T>5
- S
2 K
oNTZ+ (r—T T > In(—)
2 S
o2
Z>ln(%)+TT—TT
25T

Denotemos el lado derecho de esta desigualdad como d1. nuestra integral ahora tiene

dos términos, en el segundo termino tenemos

e—rT dl

22
e 2z KdZ.
V2T
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La integral de la densidad normal de d1 a oo es igual a N(—d1), donde la integral

de —oo a —d1 = d2 es igual con esto tenemos

Ahora nos quedaria asi las integrales

d2
C = _’”T\/_/ "\/TZJF(TJ;)Te_Z;dz—Ke_’"T\/L_/ e_ZTZdz.
2T 27 J oo

Para que ambas integrales sean similares hay que hacer este cambio de variable en

la primera integral z = u + 0\/T, y esto se convierte

2
Uﬁ(u—i—aﬁ)—i—(r—"—;)Te—Mdu

dl
1 STuto? o2\p (W2 420vTuto®T)
—rT (Se(o Tu+c?T)+(r—% )T€_ 5 du

d1
. 1 2 7& _ (u2+20'\/Tu+o'2T)
rT (Se(aﬁqua' T-% T)JrrTe — s du

_ 1 dl 2T _ (WP+420VTuts?T)
rT (Se(U\/TU—I—T)-H“Te s du

dl 2 2 2
—rT 1 / (Se(aﬁu—i—%)-l-rT——(" +2U\/2Tu+°' T)d

e — U
27 J—so
d1
1 u?
e —— ez S du.
21 J o

Por lo tanto

di-ovT o1 2
C = S—/ e~ Tdu— Ke T —— / e 2dz.
V2T V2T J_so

Finalmente esto no es nada méas que

C = SN(dl) — Ke "' N(d2),

Donde
ln(%) + (r+30°)T
dl =
oV'T
() 4 (= 4o)T

oVT
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Ahora usando paridad y [1.1] tenemos
P = Ke ™' N(—d2) — SN(d1).

Esta es la solucion de la ecuacion de Black Scholes por medio de la convergencia del

arbol binomial. O

5.3.1. Otra forma de demostracion

Esta demostracion fue elaborada por John Hull (Hull y cols., [2002), lo elabora
por medio de los pasos de tiempo del arbol binomial al infinito. Supongamos un arbol
con n pasos de tiempo usando el valor de una opciéon call con precio de ejecucion K
y un tiempo 7T'. cada paso tiene una medida de % si la accion se mueve hacia arriba
va ser j y n — j va ser cuando se mueva hacia abajo en el arbol, nuestro precio final
de accion es Syu/d" 7, donde u y d son nuestras proporciones de subida y bajadas

visto anteriormente. por definicion de [2.7]
méx(Sou/d" 7 — K, 0)

Por las propiedades de una distribuciéon binomial, la probabilidad de que suba es j

y n — j de que baje entonces por [1.20
) n ) i n! ) i
) = (%)= = -

Por consiguiente el valor de la opcion
n n! A , 4 A
Z ———— (1 — )" méx(Spuw’d" ™7 — K, 0).

Como el arbol tiene un riesgo neutral podemos tomar esa tasa como r por lo

cual tenemos

C=e" ; <j)p7(1 —p)" I (SWd — K). (5.15)

Los términos de la ecuacién anterior es no cero por lo que el precio de la accién final

es més grande que el precio de ejecucion y esto es
Su/d" > K,
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por lo tanto

ln(%) > —jln(u) — (n —j)In(d).

Como ya sabemos los valores de u y d en recordando que At = T'/n, sustituimos

ln(%) > —na\/g — 2j0\/§,

n ln(%)

j> = - —2=
2 20\/%

Ahora la ecuacion la podemos reescribir de la siguiente manera

despejando j

C=e7T i (D Pl —p)" I (Suid — K).

I>a

Donde

Por conveniencia definimos

Uy=Y_ (n> P (1 —p)Iuid

- J
=e (5.16)
n . .
ZEDY ( .)pfu —p)" .
>« J
Por lo que el valor de la opcion es
C=e™(SU, — KUy). (5.17)

Consideremos primero Uy, como sabemos la distribuciéon binomial se acerca a una
distribucién normal debido al teorema limite central [[.7.2] cuando los pasos se acer-
can al infinito. Especificamente cuando hay n pasos y p de probabilidad, la probabi-

lidad de la distribuciéon de numero de sucesos es aproximadamente una distribuciéon

normal con media np, y una desviacion estdndar de y/np(1 — p) |L.4.1| que son na-
da més que la media y desviacion estandar de una distribuciéon binomial, para que
se aproxime a una distribucién normal usando de probabilidad, Us; es la pro-

babilidad de numero de sucesos que son mas grande que «, por propiedad de la
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distribucién normal.

U, — N(ﬂ)
np(1 —p)
reemplazando « tenemos

B In(£) Vi(p —1/2)
s N<20ﬁ\/p(1 ) V(1 —p) ) (518

Para el valor de p sabemos por tenemos

erT/n _ erN/T/n
p= 6cn/T/n . e—cn/T/n.

Usando limites cuando n — 0o, como sabemos que la tolerancia de p = 1/2 por lo
tanto p(1 — p) = 1/4, ahora falta probar el limite de y/n(p — 1/2), para probar este
limite lo que tenemos que hacer es parecido al calculo que hemos hecho en la sub
seccion de encontrar el valor de p en el capitulo 4, solo que en vez de At vamos a

poner T'/ny p = 0.

T
e Tin =1+ (r)—
n
2
T
o T/nzl T o
e +o /n—l——2n

STin T
eV =1 _¢ T/n—i—az—.
n

Ahora sustituimos en la ecuaciéon anterior tenemos

o’T
1+ () E—-1+0/T/n———

p= 2n
204/T/n

_ T/n+ (r— %Q)T/n

204/T/n

2

4 (5)em)
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Ya que tenemos expresado esto podemos proceder a

lim /n(p —1/2) = ,}3&\/56( <

n—o0

£).7) 12
= lfm \/_<1/2—1/2+ Jf_%)

n— 00 20

e
2

Sustituyendo el resultado anterior en U, tenemos que

Ahora vamos a calcular el valor de U; de la ecuacion 5.16

0=% (@)pfo ) d,

j>a J

Hacemos un cambio de variable de la siguiente forma

- pu
pu+ (1 —p)d

pd
l—p=—212
P pu+ (1 —p)d

Por lo que sustituimos en U; nos queda
n . .
Uy = (pu+(1=p)d)" ) ( .)p”(l — )"
- J
Jj>o
Por sabemos que pu + (1 — p)d = €7/ entonces
_ TTZ < ) /)n—j.
jI>a

Esto demuestra que U; también es una distribuciéon binomial, por lo que usamos los

mismos principios que habiamos hecho en U,, la aproximaciéon de una distribucion
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binomial a una distribucién normal se obtiene de lo siguiente

/_
e ()
np'(1—p')

sustituyendo « en la ecuaciéon anterior

— T ln(%) ﬁ(p/ - 1/2)
. N(zaﬁm T ) (519)

evaluamos el valor de p’

( erT/n_e—U\/T/N )eg\/T_/n
, eow/T/n . efcr\/T/n

p = .

rT/n _ ,—o+/T/n rT/n _ ,—o+/T/n

( € € )GUN/T/n + efow/T/n _ ( € € )6ow/T/n
eJN/T/n . e—a«/T/n ezﬂ/T/n . e—U«/T/n

Vamos a trabajar el denominador por lo que expandiremos para eliminar términos

erT/n+aT/n —141— 6720'\/T/n _ erT/nfo'\/T/n + 6720'\/T/n
eo\/T/n . e—a\/T/n
_ <ea\/T/n . e_g‘/T/TL)erT/n
eaq/T/n _ e—o«/T/n

_ erT/n.

Juntando toda la fraccién tenemos

( erT/n _ e—cn/T/n )eg\/T_/n
, 6ow/T/n o efo'y/T/n

erT/n
erT/n . e—U\/T/?'l (ea\/T/n)
N 6¢7\/T/n o e—ay/T/n erT/n

T/n erT/n

60’

eay/T/n . 670'\/T/n '
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Falta probar que se conservan los limites de p’, entonces evaluamos el limite cuando

n — 00, como ya hemos trabajados estas series exponenciales sabemos que

T
rT/n:1 -
=14 ()
T
o T/n:1 T g
e +o /n—l——2n
T
e VTN =1 —o\/T/n + 02—.
n

Ahora sustituimos en la ecuacién de p’ tenemos

2
T
1+(rNf-1+0 T/n+a2—n

/

P= 20T /n

oI+ (r+ YT /n

20\/T/n
(o
lfm p = lfm %(1 + (TJ;%>\/T_/n>

n—oo n—oo

en efecto p'(1 — p') = 1/4, falta probar el limite de /n(p’ — 1/2)

Jim V(' —1/2) = lim ﬁ(é (1 ; (’"ff)ﬂ—/n) - 1/2)

r+ 2T
200 \/n

n—o0

= lim ﬁ<1/2 —1/2+
0.2
eyt

20

Por lo tanto U; es

_ Ty (hﬂ(%) j; (rT+ ";)T)
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Ya con este resultado por la ecuacion [5.17] sustituimos los valores que ya conocemos

C=e"(SU, — KUy)
= SN(dl) — Ke "' N(d2),

donde
dlZUlzln(%)+(r+§gz)T
oT
In(£ — 15T
dzzUQ:n(SH(T 29T T

oVT

Esta es la solucion de la ecuacion de Black Scholes por medio de la convergencia del

arbol binomial. O
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CONCLUSIONES

. Hay dos formas de construir el modelo drbol binomial con la distribucién nor-
mal y la log -normal, si utilizamos la distribucién normal es porque la distri-
bucién binomial converge a una distribuciéon normal, y si usamos la variacion
de crecimiento podemos construir el modelo con la distribuciéon log- normal o

directamente como lo uso Cox, Ross y Rubinstein.

. Tanto el modelo &rbol binomial y la ecuaciéon de Black Scholes se utiliza la
teoria de portafolio para la construccion de ambos modelos y lo fundamental
usar los términos de ingenierfa financiera, para tener nocién que hace cada

variable.

. El lema de Ito es fundamental en la construcciéon de las formulas de Black
Scholes, debido a que tiene las condiciones necesarias para poder determinar
el precio de las opciones y a esto se debe por dS = uSdt + oSdW tiene una

funcion en forma de movimiento browniano.

. Hay dos formas de construir el modelo &drbol binomial una de ellas es el CRR
y la otra es la de variaciéon de crecimiento, comparte una misma idea de cons-
truccion basarse de una distribucion log-normal, la diferencia es muy notoria
debido a que el modelo CRR se basa en que los cambios de precios son in-
versamente proporcional o sea si sube la opcion es lo mismo si llegara a bajar
proporcionalmente, haciendo que los valores u y d solo dependa del tiempo y
de su volatilidad (desviacion estandar), mientras que el modelo de variacion
de crecimiento en su construccién inicial se basa en el planteamiento de una
variacion de precios respecto a la accion con llevando que los valores de u y d

no solo dependan de el tiempo y de su volatilidad sino que también del interés.

. La convergencia del arbol binomial a la ecuacion de Black scholes es debido
a que ambos modelos trabajan en una distribuciéon normal haciendo que uno
sea discreto con un iteraciones al infinito y el otro sea continuo, luego usando

el teorema de limite central tenemos la convergencia, podria ser que algunos
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de lo que trabajaron en la ecuacion de Black Scholes se hayan inspirado en el

modelo del 4rbol binomial usando el método de cobertura en el lema de Ito.

6. A pesar de que el modelo CRR y el de variaciéon de crecimiento son modelos

diferentes, ambos pueden converger al modelo de Black Scholes.

7. La diferencia del arbol binomial a la ecuaciéon de Black Scholes es que el arbol

binomial no tiene tiempo de expiracion.
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RECOMENDACIONES

1. Si alguien planea trabajar con contrato de opciones se recomienda usar el
modelo de Black scholes para determinar precios no necesariamente tiene que

ser acciones sino més bien bienes como por ejemplo café, azicar, etc.

2. El modelo de arbol binomial es un modelo sencillo se podria usar para predecir,
precios de opciones en la bolsa poniendo los parametros que uno maés cree que
va suceder, si va subir o bajar y asi poder determinar si su inversiéon va ser

efectiva o un fracaso.

3. Seria importante continuar investigaciones de esta indole debido que es un area

muy importante en las matematicas aplicadas y ademas aporta a la sociedad.
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