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OBJETIVOS

General

Demostrar que para cualquier variedad unidimensional inmersa en el espacio
R", la energia y otras magnitudes fisicas asociadas al efecto Casimir, son invariantes

ante transformaciones analiticas sobre la inmersion de la variedad unidimensional.

Especificos

1. Estudiar la regularizacion de series divergentes a través de las funciones zeta.

2. Identificar el tipo de transformaciones sobre la inmersion de la variedad uni-

dimensional en el espacio R".

3. Demostrar que las transformaciones dejan invariante las propiedades de la

variedad unidimensional.

4. Analizar que las magnitudes fisicas como la energia, fuerza y entropia de un
sistema, fisico -piston de Casimir- dependen de la temperatura a la que se

encuentre y de las condiciones de frontera.
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INTRODUCCION

En el capitulo 1, se establecen las definiciones y los fundamentos mateméticos

que se utilizan en el desarrollo de este trabajo de graduacion.

En el capitulo 2, se describe el efecto Casimir, los antecedentes, la historia, los
diversos experimentos que se han realizado por varias metodologias y algunos mo-

delos del efecto Casimir en variedades unidimensionales.

En el capitulo 3, se definen las funciones zeta y se desarrollan ejemplos de regu-

larizacion con estas funciones zeta.

En el capitulo 4, se aplican transformaciones analiticas a una variedad unidimen-
sional en el espacio R" y se demuestra que estas transformaciones dejan invariante
muchas de las propiedades de la variedad. Luego se aplica el operador laplaciano a
la variedad unidimensional sobre el espacio R" para luego volverse un problema de
Sturm-Lioville. Estos tipos de problemas dependen de las condiciones de frontera y
de los valores propios asociados a la variedad unidimensional. A través de los valo-
res propios, funciones zeta y técnicas de regularizacion se puede obtener significado

fisico de varias expresiones matematicas divergentes que tienden al infinito.

En el capitulo 5, se analiza un sistema fisico llamado “piston de Casimir” que con-
siste en dos placas o paredes paralelas fijas a una distancia, y en medio de ellas es
introducido otra placa llamada "particion"que se mueve dentro de las placas fijas, y
que este piston se encuentra a una temperatura 7. Se analiza el movimiento, ener-
gia, fuerza y entropia de la particion bajo el efecto de varias temperaturas y de las

condiciones de frontera.
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1. Fundamentos de geometria diferencial

Actualmente muchas de las ramas de la fisica moderna como la relatividad es-
pecial, la teoria cuantica de campos, la teoria de cuerdas, la cosmologia, entre otras,
requiere de herramientas mateméticas mas elaboradas y complejas para poder mo-
delar sistemas de particulas, explorar las propiedades geométricas de sistemas; la
conservacion de muchos observables como la energia, el momentum angular, entre
otras cantidades; el analisis de transformaciones que permitan la invarianza de es-
tas cantidades. Debido a estas razones en este capitulo se presentan conceptos y

definiciones que se abordan en la exploracion y el estudio del efecto Casimir.

1.1. Variedades diferenciales de dimensién n

1.1.1. Definicion

Definicion 1.1. Se dice que M es una variedad diferencial de dimension n si
1. M es un espacio topologico.
2. M esta provisto con una familia de pares {(U;, ¢;)}.
3. {U;} es una familia de conjuntos abiertos que cubren M, es decir, Ul; = M.

4. dada U; y U; tal que U; NU; # B, el mapeo ¢;; = ¢; 0 gbj_l de ¢;(U; NU;) hacia

¢i(U; NU,) es inyectivo e infinitamente diferenciable.

El par (U;, ¢;) es llamado una carta sobre M. Mientras que una coleccion de
cartas {(U;, ¢;)} es llamada un atlas. Sea M un espacio topolégico y U C M un
conjunto abierto. Sea ¥V C R"™ un conjunto abierto. Un homeomorfismo ¢ : U — V),
o(p) = (z1(p), - ,xn(p)) es llamado un sistema de coordenadas sobre U, y las
funciones x1,--- ,x, son las funciones coordenadas. El mapeo inverso ¢! es una

parametrizacion de U.



1.1.2. Ejemplos de variedades
1.1.2.1. El circulo
El circulo S = {(z,y) € R?*2? + y* = 1} es una variedad diferencial de una

dimension. Un posible atlas A = {(Uy, ¢1), (Us, ¢2) } para esta variedad es

Uy=5"—{(-1,00} ¢i(z,y) = arctan 2 con — 1 < Oz, y) <m
t (1.1)

Uy=5"—{(1,0} ¢z, y) = arctang con 0 < ¢o(x,y) < 2.

1.1.2.2. La esfera

La esfera S* = {(x,y, z)|z?+y*+2% = 1} se dice que es una variedad diferencial

de 2 dimensiones. Es una superficie en R?

1.1.2.3. El cilindro

La esfera S? = {(z,y, 2)|z? + y*> = 1} se dice que es una variedad diferencial

de 2 dimensiones. Es una superficie R3.

1.2. Funcién analitica

Definiciéon 1.2. Una funcion f(z) es analitica en una region R si tiene una derivada

compleja f’(z) en cada punto de R.

1.3. Espacio tangente

Definicion 1.3. Sea p un punto que p € M. Un espacio tangente de M en p, esta
denotado por T,M. Este espacio tangente es generado por la base {e;} llamada la
base coordenada. Si un vector V € T,M es escrito como V = V'e;, los nimeros V*

son llamados los componentes de V' con respecto a e;.

1.4. Meétrica

Definicion 1.4. Sea M una variedad diferencial. Una métrica Riemanniana sobre
M es un campo tensorial tipo (0,2) que satisface los siguientes axiomas para cada

punto p € M:
L. g,(U, V) =g,(V,U),



2. ¢,(U,U) >0, donde la igualdad se mantiene si y solo si U = 0.

Aqui U,V € T,M y g, = g|,. Cabe decir que g, es una forma bilinear simétrica

positivamente definida.

1.5. Curva, velocidad y longitud de arco

Definicion 1.5. Una curva diferenciable parametrizada en R™™! es una funcién
suave, donde [ es un intervalo abierto en R. Por suavidad de una funcion se establece
que « es de la forma a(t) = (z1(t), -+ ,z,4+1(t)) donde cada z; es una funciéon suave

valuada sobre .

Definicion 1.6. Sea o : I — R™™! una curva parametrizada. El vector de velocidad

en un tiempo t € I es el vector definido
. do dxq dz, 1
_ - - i S et . 1.2
) = (a0, 50) = (a0, T 20 (12)
Este vector es tangente a la curva « en a(t).

Definicion 1.7. La longitud de arco I(«) de una curva parametrizada o : I — R"*!

esta definida como la integral de «

b
u®=/wwwu (1.3)

donde a y b pertenecen a I.

Dada una métrica Riemanniana, se puede definir la longitud de una curva
a:[0,1] = M como

umzﬂ%wwwwww. (1.4)

1.6. Inmersion y parametrizacion por longitud de

arco

Definiciéon 1.8. Una curva suave a : I — R"™! es una curva regular si o/(t) # 0

para todo t € I. Equivalentemente, se dice que « es una inmersion de I hacia R+

3



Ahora se considera una curva 3 : I’ — R""!. Si 3 es una reparametrizacion
de « entonces I(a) = (), es decir, las curvas a y [ tienen la misma longitud. Si
f =aohdonde I'" — I es tal que h'(t) > 0 para todo ¢ € I', entonces

Cb
- / o ()| de
~i(a)

donde ¢ y d son los limites de I’. Si « es una curva con velocidad unitaria,
lo’ ()] = 1 (1.5)

entonces para ty, to € I junto con t; < to,
to to
I(a) = / o/ (£) dt = / 1dt =ty — 1, (1.6)
t1 t1

si en la ecuacion anterior t1 = 0 y ty = t se obtiene
l(a) =t (1.7)

asi la longitud de cualquier segmento de « es solamente la longitud del intervalo del
parametro t. Por esta razon a las curvas con velocidad unitaria se les dice que estan

parametrizadas por la longitud de arco.

1.7. Variedad Riemanniana

La idea de una variedad Riemanniana es una variedad equipada en cada uno
de sus puntos con un tensor simétrico no-degenerado g;;. El producto interno esta
definido en cada espacio tangencial T,,M. Este tensor llamado el tensor métrico o
también la métrica. El tensor métrico es simétrico y puede ser utilizado para definir

el producto escalar de dos vectores en un determinado punto

Definiciéon 1.9. Una variedad de Riemann o variedad Riemanniana (M, g) es una

variedad suave M con una familia de productos internos positivos g = g, sobre T, M

4



para cada p € M. La familia g es llamada una métrica de Riemann.

1.8. Laplaciano

El laplaciano sobre una variedad diferencial asociada junto a una métrica ¢

estd definido como

1 -
Af - _\/maj(gw V det gaz)f (18>

donde det g es el determinante de la métrica.






2. Efecto Casimir

2.1. Historia del efecto Casimir

En 1948 el fisico holandés Hendrik Casimir predijo la existencia de una fuerza
entre dos placas conductoras paralelas descargadas cuando ellas estdn muy cerca
entre si, y que dicha fuerza puede ser de atracciéon o repulsion entre ellas. El efecto
Casimir es una manifestacion de las fluctuaciones del vacio del campo electromagné-
tico. Estas fluctuaciones generan una fuerza sobre dos placas conductoras paralelas
descargadas que estan cercanas entre si [Fig. |. El origen del efecto Casimir es
escencialmente geométrico debido a que el espacio dentro de las placas es diferente
del espacio fuera de ellas, las fluctuaciones en el vacio también son diferentes en
las dos regiones. Estas fluctuaciones ejercen distintas fuerzas sobre las placas tanto
dentro como fuera de ellas creando una fuerza neta, ya sea de atracciéon o de repul-
sion. Esta fuerza de atraccion entre las placas por unidad de area separadas por una

distancia a es

m2he
Frgs = ———© 2.1
¢ 240a* (2.1)
y la energia asociada a esta fuerza, por definicion Fg,s = f Fous - da, es
w2 he
Erge = — ——— 2.2
¢ 720 a3 (22)

La interpretacion de la expresiones y de es que debido a la cuantizacion
del campo electromagnetico dentro de las placas paralelas separadas por una dis-
tancia a, el vacio se interpreta como la ausencia de fotones con distintos niveles de
energia, es decir, que no hay fotones que sean multiplos del nivel fundamental de
energia también llamado nivel basal o nivel cero debido a su naturaleza de energia
minima. Esta cantidad energia minima tiene la capacidad de realizar un trabajo, que
se define como la fuerza que puede desplazar o mover un objeto, que en este caso
estos paquetes de energia minima tienen asociada una fuerza que trata de atraer las

placas entre ellas mismas.



Fluctuaciones Fluctuaciones
del vacio del vacio

/
%
"

(a) (b)

Figura 2.1. Dos placas metalicas paralelas conductoras descargadas separadas por una
distancia a. Las fluctuaciones del vacio acttian sobre las placas. Se tiene (a) la vista lateral
y (b) la vista frontal del efecto Casimir. Fuente: elaboracion propia.

2.2. Fuerzas de Van der Waals

La historia del efecto Casimir puede decirse que ha comenzado alrededor de
1870, més de 35 anos antes del nacimiento de Hendrik Casimir, cuando Johannes
van der Waals escribi6 su tesis doctoral en la que deriva una correccion a la ley de
los gases ideales, ahora conocida como la ecuacion de van der Waals. La ley de los

gases ideales es

NEkT
v )

donde P es la presion, V' es el volumen, N es el nimero de particulas en el gas, k es

P=

la constante de Boltzmann y T es la temperatura. La ecuacion de van der Waals es

NkT n?0

PV T

donde @ representa una interaccion atractiva entre las particulas, y o es el volumen
de cada particula. La logica detrés de estas correcciones es que el volumen dispo-
nible en el envase donde se encuentra el gas es el volumen del recipiente, menos el
volumen total ocupado por las particulas de gas, y que la presion se reduce por la

interaccion entre las particulas. Esta interaccion que se conoce como las fuerzas de



van der Waals, que se utilizan generalmente como un término colectivo para todas
las fuerzas entre las particulas en un gas. La parte que mas interesa es la parte cono-
cida como la fuerza de London, o la fuerza de London-van der Waals, o simplemente
como dispersion. La fuerza de London es la tinica fuerza entre los &tomos de un gas
noble. Ahora, como sabemos, los gases nobles se componen de 4tomos neutros con
distribuciones de carga con simetria esférica. ;Cual es el origen de esta fuerza? La
distribucién de carga de un atomo de un gas noble es en promedio simétrica esférica,
pero en cualquier dado momento hay una probabilidad finita de que el atomo, como
un todo, puede tener un momento dipolar. Si este es el caso, esto puede dar lugar
a momentos dipolares inducidos en atomos cercanos, lo que da lugar a una atrac-
cion débil. En 1947, Casimir, junto con Dirk Példer, publicaron un articulo [6] en
el que se calcula la fuerza entre un d4tomo neutro y una placa conductora perfecta.
Casimir después calcula la fuerza entre dos placas neutrales de una manera similar.
Estos calculos son bastante complejos. Sin embargo, el resultado es una pequena
expresion. Comencemos con la imagen fisica de la interacciéon de van der Waals.
Consideramos dos dipolos polarizables 1 y 2 [Fig. |. Estos dipolos pueden ser
considerados siendo compuesto por electrones que se mueven al azar alrededor de la
posicion de una carga positiva como un ion. Debido a las fluctuaciones aleatorias de
las posiciones de los electrones se supone que no tienen ninguna direcciéon preferida,
como en el caso del estado fundamental en el &tomo de hidrégeno que tiene simetria
esférica. Las fluctuaciones en el movimiento electronico dan lugar a la polarizacion
de el atomo. A su vez, un dipolo eléctrico, digamos un dipolo 1, crea un campo
eléctrico F(r) a una distancia r e induce la polarizacion de un dipolo eléctrico 2,
d = aFE(r), donde « es la polarizacion. La escala del campo eléctrico dipolar es de

1/r3, y considerando la energia de un dipolo inducido

1 1
U=——dE = —-aF?
2 2
se obtiene la escala U —%6 para la energia del dipolo 2, interpretado como la ener-
gia de interaccion de van der Waals. Como consecuencia, dos cuerpos macroscopicos
neutros separados por una corta distancia de unos pocos nanémetros son atraidos

por la fuerza de van der Waals.



Dipolo eléctrico 1 Dipolo eléctrico 2

Figura 2.2. Descripcién de la fuerza de van der Waals. Un momento dipolar es creado
en el dipolo 1 debido a fluctuaciones aleatorias internas. Este momento de dipolo crea un
campo eléctrico del orden E ~ 1/73 que es electrostatico. El campo llega al dipolo 2, a una
distancia r y con polarizacién a induciendo su momento de dipolo eléctrico. Esto puede
interpretarse como la energia de interaccion de van der Waals. Fuente: elaboracién propia.

2.3. Experimentos

2.3.1. Sparnaay

En 1958 Marcus Sparnaay publico un articulo [24], donde realiz6 el primer
intento de medir la fuerza de Casimir. Para medir la fuerza entre placas paralelas
de distintos materiales como aluminio, cromo y acero, utilizé6 la mediciéon de la
expansion de un resorte, en equilibrio, que era controlado por la capacitancia que
habia entre cada par de placas. El par de placas formadas por cromo y acero, y el
par formado por dos placas de cromo, mostraron tener una fuerza de atraccion entre
ellas; y el par de placas de aluminio mostraba una fuerza repulsiva entre ellas, como
puede observarse en la figura 2.3
Los requisitos fundamentales expuestos por Sparnaay para realizar el experimento

con placas paralelas fueron:

1. superficies de las placas limpias totalmente libres de impurezas quimicas y

particulas de polvo;

2. la medicién precisa y reproducible de la separacion entre los dos superficies.
En particular, una medicién de la distancia media en el contacto de las dos

superficies, que es distinto de cero;

3. bajas cargas electrostaticas en la superficie y las bajas diferencias de potencial

entre las superficies.
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Aunque se cumplieron con las condiciones experimentales anteriores, Sparnaay con-
cluy6é que, a pesar de la repulsion entre las placas de aluminio, las atracciones ob-
servadas no contradicen la prediccion tedrica del efecto Casimir. También se reporto
que habia un 100 % de incertidumbre en las mediciones realizadas, y por lo tanto
sirvié como referencia para mejorar la exactitud y disminuir las incertidumbres para

futuros experimentos.

0.2 —
] ) et
1 W X
-] K et
0.15
” - X X
E i
s i
E 0.1
© i
0.05
- o b4
- e
0 X %’?k d (um)
— +—4
_ 0.5 1 15
. +—+

Figura 2.3. Resultados de las mediciones del efecto Casimir. El par de placas cromo-
acero X—=X; el par de placas que son ambas de cromo ©——0. Las observaciones entre las
atracciones, no contradicen la teoria del efecto Casimir. Se pueden ver algunos valores de
la repulsién entre las placas de aluminio +=+. La curva negra representa el valor tebrico
de la ecuacién . La imagen no esté a escala. Fuente: elaboraciéon propia.

2.3.2. Lamoreaux

En 1997 Steve Lamoreaux publicoé un articulo [I5] donde midi6 la fuerza del
efecto Casimir utilizando un péndulo de torsion formado por un cable de tungsteno
que actuaba como fulcro adherido perpendicularmente a una barra. En un extremo
de esta barra se encontraba adherida una placa de cuarzo. A una distancia muy cer-
cana de la placa se encontraba un lente esférico colocado sobre un pequeno tripode.
Tanto la placa como el lente contaban con un recubrimiento de cobre y oro. En el
otro extremo de la barra se encontraban dos capacitores que permitian controlar la

alineacion de la placa utilizando una diferencia de potencial eléctrico.
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Teoéricamente, para el caso de la interacciéon entre una esféra perfectamente conduc-

tora y una placa perfectamente conductora, la fuerza de Casimir esta dada por

7 Rhe
360 d3

donde R es el radio del lente esférico y d es la distancia entre la placa y el lente,

Fus = (2.3)

y se debe satisfacer R > d. Fue reportado que entre los valores teoricos y los
valores medidos experimentalmente de la fuerza de Casimir, el nivel de exactitud
fue del 5% para el rango que va desde 0.6 hasta 6 um de distancia. En conclusion,
este experimento introdujo la medicién moderna y de muy alta presicion debido al
mecanismo siguiente: las dos capacitancias de los dos capacitores que controlaban la
alineacion de la placa debian ser iguales. Si en caso ambas capacitancias no tuvieran
el mismo valor, un cambio de fase en la corriente alterna del circuito era detectada y
un circuito de retroalimentacion realizaba las correcciones para la correcta alineacion

del pendul6 de torsion.

2.4. Energia de Casimir

De la cuantizacion del campo electromagnético dentro de la cavidad formada
por las dos placas paralelas, se puede determinar que el estado de menor energia es

la llamada energia del vacio
hw
EO = —k
2
k
En la presencia de la cavidad solo se permiten modos discretos, con una densidad

de modos
2
k=—
a
donde v es un modo de vibraciéon y a es la distancia entre las placas paralelas.

Escribiendo la energia del vacio en términos de v, la energia dentro de la cavidad es

EO—ZH‘;” —thk—%ﬁciu.
k v=

k

La energia del vacio en el mismo espacio sin las placas paralelas es

whe [
Eiipre = — vdv.
a Jo
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Ambas energias son infinitas pero la diferencia entre estas dos energias es finita
ECasimir = EO - Elibre

que se define como la energia de Casimir. El resultado de esta diferencia es

whe

E asimir — T
¢ 124

la energia de Casimir, que depende de la distancia entre las placas paralelas, en una

dimension a.

2.5. Modelos simples del efecto Casimir

En esta seccion se presentan modelos del efecto Casimir donde se plantean
distintos tipos de problemas simples. Se visualiza la forma de desarrollar el anélisis
para cada uno de ellos considerando aspectos geométricos, calculos, condiciones de
frontera y regularizacion de cantidades infinitas que se presentan al momento de

determinar la fuerza y la energia de Casimir para estos modelos.

2.5.1. El efecto Casimir sobre un intervalo

Se considera un campo escalar ¢(x,t) dependiente del tiempo ¢ y una coorde-
nada z = x!, obedeciendo la ecuacion de Klein Gordon

202

m
Op(z,t) + 2

o(z,t) =0, (2.4)

donde m es la masa del campo y [ es el operador de d’Alembert definido como

2 2
gt _ 20 (2.5)

2o a2

Ahora se consideran las propiedades del campo escalar definido sobre un intervalo

0 < £ < a con condiciones de frontera de Dirichlet

©(0,t) = p(a,t) =0. (2.6)

Luego se considera el campo escalar a lo largo del eje —0o < x < oco. En ambos
casos la meta principal es encontrar el espectro de oscilaciones.

Para el caso del intervalo [0, al, el producto escalar de dos soluciones de la Ec. (2.4)),
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fyg, es

Y 09 Of
(f,g)—z/o d:L‘( e &Bog), (2.7)

donde zy = ct. De la Ec. (2.4)), se sigue que (f, g) no depende del tiempo. El conjunto
ortonormal completo de frecuencias positivas y negativas de la Ec. (2.4)), obedeciendo
las condiciones de frontera en la Ec. (2.6) y satisfaciendo

+
<905f),<pf1/)) = 0, (wﬁf), wff)) =0, (2.8)

esta dado por

1/2
wqgi)(x,t):( ¢ ) eTrlsin k,z. (2.9)

awy,

Las frecuencias de oscilacion discretas y los numeros de onda estan dados por

m2ct 1/2 ™m
Wy, = +ck ., kn=—, n=123,... (2.10)

y 0, es la delta de Kronecker. La energia del estado de menor energia de un campo

©(z,t) sobre un intervalo es

h BN fmidt Ern2\ V2
Eola,m) =3 Y wn=5) ( e ) . (2.11)
n=1

n=1

Si el campo ¢(z,t) esta definido sobre el eje —0o < x < o0, el producto escalar de
dos soluciones de la Ec. (2.4) es

P .09 Of
(f,g)—z/ da:( 8_91:0_(9_3;09>’ (2.12)

—00

que es similar a la Ec. (2.7). En este caso el conjunto ortonormal completo de
soluciones de la Ec. (2.4) obedeciendo las condiciones de frontera (12.6) satisface

(901(::)7 @Ej‘”) = +5(k — k), (sal(f), @Ej”) =0, (2.13)

donde las soluciones de las frecuencias positivas y negativas son ondas planas

/2
sol(f)(:r,t)=< ) eFiloni=h), (2.14)

4w,
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Las frecuencias de oscilacion estan definidas como

2 4 1/2
wp = (m ¢ —I—c2k2> , (2.15)

con ntimeros de onda continuos —oo < k < oo, y 6(k — k') es la funcion delta de
Dirac en una dimension.

La energia del estado de vacio del campo ¢(x,t) sobre el eje entero es
h [ dk h

oo m204 - 1/2

El subindice M en la energia del vacio establece que es para un caso sin con-
diciones de frontera.

Las expresiones y para la energia del vacio del campo escalar en dos
dimensiones sobre un intervalo y sobre el eje entero, respectivamente, ambas son
infinitas. Ellas divergen para valores muy grandes de n y k. Para tratar con es-
tas cantidades infinitas de una manera ttil, uno tiene que volverlas finitas. Este
procedimiento es conocido como reqularizacion. Existen muchos procedimientos de
regularizacion pero se utilizara el més simple, que introduce una funciéon de corte que
tienen la forma exp(—dck,) y exp(—dck) despuies de los signos de suma e integracion
en las Ecns. y (2.16]), respectivamente, donde § > 0 es un parametro. Despties
que la regularizacion ha actuado sobre dichas cantidades, la regularizacion debe ser
removida colocando & — 0. Ahora se aplica este procedimiento de regularizacion a
la Ec. [2.11] Por simplicidad, se considera un campo sin masa con m = 0 y junto con

la Ec. (2.11)) se obtiene la energia del vacio regularizada sobre un intervalo (0, a).

5 B = cmn crn whe . . _, dcm
E(() )(a) = — Z TGXP( — (57) = 8—asmh 2 E (217)

n=1

Esta cantidad es finita, pero diverge cuando ¢ va hacia cero. En el limite de un o
pequeno, de la Ec. (2.17)) se obtiene

B ha mhe
C21ed? 24a

EY(a) +0(82). (2.18)

Esta ecuacion representa la energia del vacio como la suma de un término singular
y una contribucién finita.

Ahora se aplica la regularizacion a la Ec. (2.16)) para la energia del vacio de un
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campo escalar sobre el eje entero. Considerando m = 0, se obtiene

5 he o _se AL
Egn = o | kdke L=

(2.19)

Esto es la energia del vacio regularizada para el eje entero.

Ahora se separa el intervalo (0,a) del eje entero sin imponer ninguna condiciéon de

frontera en x = 0y x = a. De acuerdo a la Ec. , la energia del vacio para dicho

intervalo es 20 .
Bou(@) = o =575

Puede notarse que la Ec. coincide con el primer término del lado derecho de

la Ec. , divergiendo cuando § va a cero. Para obtener un resultado finito se

debe sustraer la energia intinita del vacio (2.20) para un campo sobre un intervalo

(2.20)

sin restricciones de la energia intinita del vacio (2.18)) para un intervalo restringido

por las condiciones de frontera. Realizando esto se obtiene una cantidad finita

h
ED(a) = EY — EQ(a) = — 25 + 0(62). (2.21)
24a
Removiendo la regularizacion, se obtiene la energia de Casimir para el campo escalar
sobre un intervalo "
E(a) = lim E®(a) = =< 2.22
(a) = lfm B0 (a) = - (222)
Este resultado es analogo a la Ec. (2.2)), para la energia del vacio obtenida de la
cuantizacion del campo electromagnético entre placas metéalicas ideales. La mag-
nitud de la energia de Casimir E(a) incrementa mientras los valores de frontera
se aproximan entre si. De la Ec. (2.22), la fuerza de Casimir actuando sobre las
fronteras del intervalo es
O0E(a) mhe

Fla)=-—" =31 (2.23)

Esto es similar a la fuerza electromagnética ([2.1) obtenida obtenida de la cuantiza-
cion del campo electromagnético entre las placas paralelas.

La Ec. es un tipico ejemplo de sustraccion, utilizado en teoria cuantica de
campos para remover infinitos. Usualmente, la substraccion de cualquier cantidad
infinita es interpretada como una renormalizacion.

Es de interés considerar condiciones de frontera de Dirichlet en z = 0 y la condicién
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de frontera de Neumann en x = a

dp(x,t)
ox

0(0,t) = — 0. (2.24)

r=a

A veces tales condiciones son llamadas inusuales, hibridas, o mezcladas. El conjunto
ortonormal completo de soluciones de la Ec. (2.4) tiene la misma for que la Ec. (2.9)),

con

s 1
k, = — -1, =0,1,2,.... 2.25
a<n+2) n ( )

Para un campo sin masa, la energia del vacio regularizada estéa dada por

h 1
E[()é) (@) =2 Z cr <n 4 _> o—dem(2n+1)/2a

a 2

n=0 (2.26)
= fer coth oem csch 66%.
8a a a
En el limite de un pequeno ¢, se obtiene
ha mhe
E©) _ 2L 0(5%). 2.27
0 (@) = 55z + g TOW) (2:27)

Es importante resaltar que el término divergente tiene la misma forma que en la Ec.
(2.18) y que es igual a la contribucion del espacio libre ([2.20]). Como resultado, la
energia de Casimir para un campo escalar sobre un intervalo con las condiciones de

frontera ([2.24)) es positiva, y la respectiva fuerza de Casimir es repulsiva:

whe whe

Ba)=1e  Flo)= 1 (2.28)

2.5.2. La férmula de Abel-Plana y regularizacion

Las sumas discretas e integrales con respecto a una variable continua, tal como
las Ecs. (2.11) y (2.16)), respectivamente, aparecen frecuentemente en calculos de la
energia de Casimir. En algunos casos tales cantidades pueden ser simplificadas con

ayuda de la formula Abel-Plana

627rt -1

Z;%ﬂ—AmF@ﬁ:%F@+¢AW—EL{FWyaﬂ—ML (2.29)

donde F'(z) es una funcion analitica en la mitad del plano derecho. Esta formula

primero fue aplicada a la teoria del efecto Casimir por Mamayev en 1976. Para
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ilustrar la utilidad de la Ec. (2.29)), se aplica a un campo escalar masivo sobre un

intervalo. Primero se empieza por colocar

F(n) = gwnf(wn, 9), (2.30)

donde w,, esta determinada en la Ec. (2.10)). Aqui, f(w,d) es alguna funcion de corte

que decrese lo suficientemente rapido mientras incrementa w tal que la suma y la
integral en la Ec. (2.29)) converge:

f(w,6) -0 cuando w — oo paratodo 4 # 0. (2.31)
Esta funcion también debe satisfacer las condiciones
F@,0) <1, f(w,0)=1. (2.32)

Es evidente que en el caso limite 6 — 0, la integral sobre el lado derecho de la Ec.
(2.29) no depende en forma especifica de f(w,d). La independencia de los resultados
obtenidos de la forma de la funcién de corte esta automaticamente garantizado. Esto

se cumple para todas las aplicaciones de la férmula de Abel-Plana.

Como resultado al separar el término con n = 0, se obtiene
- mc?
n=0

donde Ey(a, m) esta definida en Ec. (2.11]). De una forma similar, tomando en cuenta

el cambio de variable ak = 7t, se encuentra
/00 dtF(t) = M = Eom(a, m), (2.34)
0
donde Eg\ estd definida en la Ec. . Entonces la energia de Casimir es
E(a,m) = Ey(a,m) — Eqy(a, m) (2.35)

se encuentra que de la formula Abel-Plana (2.29) con la regularizacion removida

E(a, m) = —m—C2 + The [~ dt 1 [GA(it) — GA(—it)]. (2.36)

Z— S —
4 2 0 e27rt _

18



Aqui, la funcién G 4(t) es definida por

Galt) = (A2 +)Y2, A= % (2.37)

Es 1til considerar una funciéon més general G(X‘)(z), que esté definida por
Gl (z) = e (A +2%) (2.38)

Esta funcién tiene dos puntos de ramificacion z; 5 = +iA. Yendo alrededor de los

puntos de ramificaciéon se puede probar la igualdad
G\ (it) — GY (—it) = 2ie* ™A sin rab(t — A), (2.39)
donde 0(x) es una funcion. Para o = 1/2, se obtiene la Ec. de la Ec. (2.38), y
Ga(it) — Ga(—it) = 2i(t* — A)V20(t — A) (2.40)

de la Ec. (2.39).

Sustituyendo la Ec. (2.40) en (2.36)), se obtiene

2 A 0 Sy2 — 42
E(a,m) = _me e / Y a dy (2.41)
4 drta Jo,

N eV —1

donde 27t = y y mA = mca/h = p. La primera contribucion en la parte derecha de
la Ec. (2.41)) estéa asociada con la energia total de los puntos de frontera. No depende

de a y por lo tanto no contribuye en la fuerza de Casimir.

Para =0 (m = 0), la Ec. (2.41)) conduce a

he [* yd h
e v _ The (2.42)

B(a,0) = E(a) = Cdma f, ev—1 T 24a

de acuerdo con (2.22)). En el caso contrario de una masa muy grande, u > 1, se

obtiene -
E(aj’ m) ~ mce C_\/’Ee*QM

4 AJma

Para campos escalares con condiciones de frontera mezcladas o antiperiodicas, una

(2.43)

modificacién de la formula Abel-Plana es 1til para la suma sobre niimeros semi-
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enteros:

2 F(" + %) - /OOO F(t)dt = —i /OOO J%[F(z’t) — F(—it)]. (2.44)

2.5.3. El efecto Casimir sobre un circulo

Se analizarda un ejemplo muy simple del efecto Casimir sobre un circulo. Se
utiliza el intervalo 0 < x < a cuyo punto inicial y final son identificados por las

siguientes condiciones periodicas:

©(0,t) = ¢(a,t), Dup(,t) |omo = Oup(2,1) |z - (2.45)

La imégen geométrica de un intervalo con las condiciones es un circulo de
circunferencia a. El intervalo I |Fig.[2.4[(a)| posee una topologfa euclideana, mientras
que el mismo intervalo con las condiciones posee la topologia de un circulo
St [Fig. 2.4(b)]. En todos los casos el campo escalar satisface las Ecs. y [2.9).
Aqui, para S, en contraste con (2.6]), nuevas soluciones son permitidas, tales que
@ # 0 en los puntos = = 0, a.

El conjunto ortonormal completo de soluciones con frecuencias positivas y negativas

de Ecs. (2.4) y (2.5) con condiciones ([2.45)) pueden ser escritas de la forma

(a) (b)

Figura 2.4. Tres variedades diferenciales planas de una dimension, con (a) topologia eucli-
diana, y la topologia de un circulo con (b) condicién periodica y (c¢) condicion antiperiodica.
Fuente: elaboracién propia.

)

1/2
) = (o) et

(2.46)
2.4 1/2

P

w, = (m ¢ —1—02/{;2) k= =0, 41,42, .

a
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Estas soluciones satisfacen la Ec. (2.8]). La unica diferencia de la Ec. (2.10)) es en los
valores de el numero de onda k,,. Esto conduce a diferentes frecuencias de oscilacién
para el campo escalar sobre un intervalo.

La energfa del vacio del campo ¢(x,t) sobre un circulo S* esta dado por

h > h > mc?
Eo(a,m) = B g w, =h E Wn = 5Wo = h E Wn = 5~ (2.47)
n=—o0o n=0 n=0

La energia de Casimir es obtenida realizando la diferencia
E(a,m) = Ey(a,m) — Eov(a, m), (2.48)

donde Egy(a, m) esta definida en las Ecs. (2.16) v (2.34)).
Sustituyendo las Ecs. (2.47)), (2.16]) y (2.34) en la Ec. (2.48)), se obtiene

2 0 ()
E(a,m) = —m+h{2wn— % i wkdk}

n=0

(2.49)

T T

mc®  2mhe
a

)

[Z VB? +n? - / VB2 + t2dt
n=0 0

donde B = mac/(2rwh) y ak = 2wt. La energia de Casimir (2.49)) puede ser calculada
usando la féormula de Abel-Plana (2.29) y las Ecs. (2.37) y (2.40), obteniendo el

resultado:
h o 2 _ 4,2
E(a,m) = ——2 / VY T g, (2.50)
T
o

e¥ —1

Aqui, 27t = y como en la Ec. (2.41) y la masa sin dimension es yu = mca/h = 27 B.

Puede notarse que el término

1 2whe mec?
—F(0) = B = 2.51
L) = 2 - @51

en la parte derecha de la formula Abel-Plana cancela el primer término en la parte
derecha de la Ec. . Porque, la Ec. , en contraste con la Ec. , no
contiene una contribucion lineal en la masa. La explicacion fisica de este hecho se
debe a que el espacio con la topologia de un circulo no contiene puntos limites y por
lo tanto la masa m del campo no contribuye en el calculo de la energia del vacio en

el circulo.
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Para un campo sin masa, = 0 y la Ec. (2.50)) se obtiene

he [ ydy whe
En el caso de una masa muy grande, p > 1, se obtiene de la Ec. (2.50)
h
Bla,m) ~ — AP (2.53)

i.e. la energia de Casimir es exponencialmente pequena.

Brevemente, se analiza las condiciones antiperiddicas impuestas sobre un campo
escalar,

En el caso del campo sin masa, las frecuencias permitidas son

2 1
wn:ﬂ<n+§>, n=0,41,42,... (2.55)
a

La aplicacion de la formula Abel-Plana (2.44)), adaptada para la suma sobre nimeros
semi-enteros, toma como resultado la energia de Casimir

E(a) = %’f (2.56)

Se hace enfacis que la condicion antiperiodica (2.54)), en el signo de la energia de
Casimir cambia, similarmente para el caso de las condiciones de frontera mezcladas.

Las condiciones periddicas ([2.45)) pueden ser presentadas como una sola ecuacion
p(x +a,t) = o(z, 1), (2.57)

similarmente para la Ec. (2.54)). Fueron descritas geométricamente por un circulo de
circunferencia a. Si las condiciéon antiperiodica (2.54)) son impuestas sobre el campo,

se regresa al mismo valor del campo
o(x,t) = p(x + 2a,t) (2.58)

después de dos vueltas, i.e. después de viajar una distancia "2a"[ver Fig. (2.4))(c)].
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3. Regularizacién por funciones Zeta

La regularizacion es un método utilizado para que expresiones como sumas o
productos divergentes puedan tener un valor finito. Por ejemplo, la suma infinita de

todos los nimeros enteros positivos diferentes de cero
1+2+3+4+--- (3.1)

es una sumatoria infinita. Por medio de la regularizacion de la funcion zeta, esta

sumatoria infinita tiene un valor definido

1
L4243 44+ =0 (3.2)
ya que por definicién de la funciéon zeta de Riemann
1
CR(—l):1+2+3+4+...:_E. (3.3)

Para la fisica la regularizacion de funciones zeta representa una herramienta muy
poderosa ya que permite la convergencia de expresiones infinitas y darle significado

fisico a las cantidades analizadas en los diferentes sistemas.

3.1. Funciéon Zeta de Riemann
La funcién zeta de Riemann se define
Cr(s) = in‘s, seC, Res>1. (3.4)
n=1
La funcién zeta de Riemann tambien tiene una representacion integral definida

1 00 7fs—l
Cr(s) ) /0 dtet — SE€ C, Res>1, (3.5)
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donde I'(s) es la funcion gamma. Una propiedad muy importante es la existencia de

una equacion llamada formula de reflexion y para la funcion zeta de Riemann es
s_s—1 _: ms
Cr(s) = 2°7°"" sin 5 I'(1-s)Cr(1—3s), s€C, Res>1, (3.6)

o de forma alterna

7rs/2f<§>CR(s) = g7 1/2 r(l ; S)gRu —5), s€C, Res>0. (3.7)

3.2. Funcion Zeta de Hurwitz

Una importante generalizacion de la funcion zeta de Riemann, (g, es la funcion

zeta de Hurwitz (g definida como

o

Cu(s,a) = Z(n+a)_5, Res>1, a#0,—-1,-2,.... (3.8)

n=0
La representacion integral es definida como

—ta

1 < e
CH(s,a)—m/U dtt et Res>1, Rea>0 (3.9)

donde I'(s) es la funcién gamma. Una identidad entre la funcion zeta de Hurwitz y

la funcion zeta de Riemann es

Cu(s,1/2) = (2° = 1)Ca(s). (3.10)

3.3. Funciéon Zeta de Epstein

Ahora se considera una funcién zeta asociada con las sumas de cuadrados de
enteros. Sea s € C con Res > d/2 y ¢ € Ry, 7 € R%. La funcion zeta de Epstein

esté definida como

. 1
Ce (s, clr) = Z (c+rimi +roms + - +rami)*

meZd

(3.11)
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La representacion integral esta definida como

Geloscl) =g [ 07 3 ettt gy
$)Jo

mezd

3.4. La funcién Zeta de un operador diferencial

El método de la regularizacion de una funcion zeta es definido de la siguiente
manera: tomar un operador que puede ser un Hamiltoniano, H, correspondiente a
un sistema cuantico, establecer condiciones de frontera, agregar un posible campo
e incluir una posible métrica. En términos matemaéticos, se considera un operador
diferencial, A, mas las condiciones de frontera correspondientes. Cuando para un
determinado problema los operadores estdn asociados a ecuaciones diferenciales que
generalmente son de segundo orden, y se encuentran bajo determinadas condiciones
de frontera para encontrar sus eigenvalores se le conoce como problema de Sturm-
Liouwville. Este tipo de problemas de Sturm-Liouville tienen tres propiedades muy
importantes que son vélidas tanto en la fisica clasica como en la teoria cuéntica, que
son: a) Los operadores son autoadjuntos, y también son llamados hermitianos, que
tienen un conjunto ortogonal de eigenfunciones. b) Los eigenvalores de un operador
hermitiano son reales. c¢) Las eigenfunciones de un operador hermitiano forman un
conjunto completo. El espectro de este operador A puede ser o no ser calculable
explicitamente y cabe resaltar que como los eigenvalores son reales una parte del
espectro puede ser positiva o negativa. La parte positiva del espectro esta asociada
a un sistema fisico, mientras que la parte negativa esta asociada a un problema que
no tiene significado fisico. Bajo condiciones generales, al operador A puede asociarse
una funcion zeta, Ca:

Ca(s) =Tr A™2, (3.13)

donde s € C. Si el operador A~* se define utilizando el teorema espectral, la funcién

zeta puede escribirse de la forma siguiente:

Cals) =D A% A #0, (3.14)
donde A, es el n-ésimo eigenvalor del operador A. Cuando los eigenvalores tienen
una de las siguientes formas: (i) an, (ii) a(n +b) 6 (iii) a(n? + n2), se obtienen la
(i) funcion zeta de Riemann (g, (ii) la funcion zeta de Hurwitz (g y (iii) la funcion

zeta de Epstein (g, respectivamente.
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3.5. Regularizacion de la energia del vacio

Dependiendo de la magnitud fisica a calcular, la funcion zeta debe ser evaluada
para cierto valor de s. Si se estéd interesado en la energia del vacio o la energia de

Casimir, es obtenida como la suma del espectro

A [e'S)
Eces =5 An, 3.15
¢ 2n:1 ( )

que generalmente tiene la forma
oo
> n
n=1
que es una suma infinita y divergente por lo que no puede obtenerse informacién

o algin resultado para ser interpretado; pero mediante la utilizacion de la regulari-

zacion de funciones zeta, ésta expresion se vuelve convergente, y puede reescribirse

como
o0
E n ® paras = —1
n=1

y por definicion corresponde a la funcion zeta de Riemann ((s) valuada en s = —1,

por lo que la energia de Casimir (3.15)) puede reescribirse como

Fews = 5G(-1), (3.16)

donde ((—1) = —1/12. Generalmente, la serie (3.15)) es divergente e implica una
continuacion analitica a través de la funcion zeta. En otras palabras, la regularizacion

de la funcién zeta es un caso especial de la continuacion analitica.
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4. Invarianza en variedades unidimensionales

Se considera una variedad unidimensional S!, que esta en funcién de una va-
riable t, la cual se encuentra dentro de dos placas conductoras paralelas infinitas
separadas por un intervalo [0, L] que son normales a una curva a(t), el laplaciano
esta en funcion del parametro ¢ y es independiente del sistema de coordenadas de R™.
Se aplican diversas transformaciones analiticas sobre la variedad unidimensional y
estas transformaciones dejan invariante a la variedad en el espacio R", ya que estas
transformaciones toman en cuenta al punto inicial y al punto final, y no depende de

otras propiedades geométricas como la curvatura, orientabilidad o torsion.

4.1. Invarianza

4.1.1. Invarianza de un operador

. / . . .
Si Ay A son dos operadores representados por matrices de n X n, y si existe

una matriz B invertible llamada matriz de cambio de base de n x n tal que
A" = BAB™! (4.1)

B es llamada una matriz de cambio de base. A estas operaciones entre matrices del

tipo
A — BAB™! (4.2)

se le conocen como transformaciones de semejanza. Estas transformaciones de se-
mejanza dejan invariantes varias funciones asociadas a una matriz (ver apéndice E),

por ejemplo:

la traza

Tr(4) = Z Qg (4.3)
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el polinomio caracteristico

pa(A) = |A = |, (4.4)
el determinante
|A|, (4.5)
y los eigenvalores
Av = Ao. (4.6)

Ante el cambio de base de un operador estos invariantes (Ecs. (4.3)), (4.4]), (4.5),
(4.6))) son muy importantes ya que contienen la informacion del sistema sobre el que

un operador actiia porque también implica un cambio de coordenadas.

4.2. Transformaciones

Una curva a(t) puede ser ser desplazada o trasladada espacialmente, es decir,

puede aplicarse una transformacion espacial v a la curva, de la forma
a(t) = alt) + (1), (4.7)
también puede aplicarse una rotacion espacial R
a(t) = Ra(t), (4.8)
o una reflexion espacial aplicada por el signo negativo
a(t) = —alt). (4.9)

Estas transformaciones dejan invariante el producto interno -para un valor de t -
entre los vectores o/ (t) y o’ (t) (ver Apéndice D). La invarianza del producto interno
bajo estas transformaciones implica la independencia del sistema de coordenadas
bajo el cual la variedad unidimenional se encuentra inmersa. La invarianza es ideal

para expresar e investigar las leyes de la fisica.
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a(t)

Figura 4.1. En «(t), el vector tangente o/(t) es perpendicular al vector ().

4.3. Laplaciano en variedades unidimensionales ge-

neralizadas

Sea S!' C R™ una subvariedad unidimensional con la métrica ¢/ y el espacio
R™ con la métrica ¢. Sea t el parametro de la variedad unidimensional S! y sea

a : ST = R” una inmersion llamada curve hacia R™ definida como
o (t) = (o (t), a(t), -, an(t)), (4.10)

donde o (t), as(t),- -, an(t) forman el sistema de coordenadas de R™. Sea Ag: el
laplaciano sobre S!. Si la curva « esta parametrizada por su longitud de arco (1.6)),

el laplaciano Ag
82
ot

estd en funcion del parametro t de la variedad unidimensional y es independiente

Agi = (4.11)

del sistema de coordenadas de R"™. Este laplaciano también puede ser considerado

como un operador L.

4.4. El oscilador armoénico simple como variedad uni-

dimensional

El efecto Casimir para una variedad unidimensional que se encuentra entre
dos placas conductoras paralelas infinitas separadas por un intervalo [0, L] es equi-
valente a un problema de Sturm-Liouville £fy(z) = A2 f\(z), es decir, que puede

ser considerado como un problema de valores propios para condiciones de frontera
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establecidas. Como punto de partida, se considera al operador £ como el laplaciano

en una dimensiéon espacial x
d2
L=——— (4.12)

dx?
que actiia sobre la variedad unidimendional generalizada. Ahora el problema de

Sturm-Liouville P
- @f)\(ﬂf) = >\2f)\(.17), WS [O,L] (413)

fisicamente pueda interpretarse como la ecuacion del oscilador armdnico simple
d2
@f,\(x) + N fy(z) =0, 2 €]0,L)] (4.14)

La solucion general para la ecuacion del oscilador armoénico en una dimension es de

la forma
fi(x) = Asin Az + Bceos Az, z € [0, L. (4.15)

La funcién zeta asociada al operador L es

COED PP (4.16)

4.5. Funciones zeta y condiciones de frontera para

el oscilador armoénico simple

Las condiciones de frontera, se definen como

afy(0) +bf5(0) =0 4.17)
cfr(L) +df\(L) =0 (4.18)
donde |a| + |b| > 0y |c| + |d| > 0.
4.5.1. Condiciones de frontera de Dirichlet
Para las condiciones de Dirichlet, a =1,6=0,c=1yd=0
(1)£2(0) + (0) £3(0) = 0 4.19)
(1) fA(L) + (0) fx(L) =0 (4.20)
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los valores propios son

Ap = — 4.21
L (121)
y la funcion zeta asociada para s = —1/2 es
T s
((—1/2) = EC‘R(—l) =TI (4.22)

4.5.2. Condiciones de frontera de Neumann

Para las condiciones de frontera de Neumann, a =0, b=1,c=0yd=1

(0)£2(0) + (1) f3(0) = 0 (4.23)
(0)/2(L) + (1) f3(L) =0 (4.24)
los valores propios son
™m
= — 4.2
A= (4.25)
y la funcion zeta asociada para s = —1/2 es
™ T
((-1/2) = Ta(-1) =~ (1.26)
4.5.3. Condiciones de frontera mezcladas
4.5.3.1. Mezcla 1
Sia=0,b=1,c=1yd=0
(0)£2(0) + (1) f3(0) = 0 4.27)
(1) fA(L) + (0)f3(L) =0 (4.28)
los valores propios son
_m(2n—1)
An = 5T (4.29)
y la funcion zeta asociada para s = —1/2 es
-1 s
¢(=1/2) = T <7> Cr(—1) = AL (4.30)
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4.5.3.2. Mezcla 2

Sia=1,b=0,c=0yd=1

(1)£2(0) + (0)f3(0) = 0 (4.31)
(0)/A(L) + (1) f3(L) =0 (4.32)
los valores propios son : )
m(2n —1
y la funcion zeta asociada para s = —1/2 es
-1 s
¢(=1/2) = T <7) Cr(—1) = AL (4.34)
4.5.3.3. Mezcla 3
Sia=1,b=1,c=1yd=1
(1)/2(0) + (1) f5(0) =0 (4.35)
(DSAL) + (W) f(L) =0 (4.36)
los valores propios son
An = % (4.37)
y la funcion zeta asociada para s = —1/2 es
T T
((-1/2) = Ta(-1) =~ (1.35)

Para una variedad unidimensional, las condiciones de frontera de Dirichlet o
de Neumann son anélogas a que el extremo de una cuerda esté fijo o que pueda
desplazarse libremente, respectivamente. Estas combinaciones de las condiciones de
frontera conducen a que las funciones zeta puedan tener resultados ya sea positivos
o negativos. Estos resultados pueden modelar un sistema fisico llamado piston de
Casimir, el cual es un sistema que utiliza estas configuraciones analdgas a una cuerda
para estudiar variables fisicas como la fuerza, energia, entropia, entre otras, de placas
paralelas que estén en condiciones fijas o que puedan desplazarse libremente, que se

detallaran en el capitulo niimero cinco.
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5. Atraccion y repulsion en una dimensiéon

En este capitulo, se explora el efecto Casimir dentro de un sistema llamado
piston. Estos pistones pueden estar a diferentes temperaturas. Debido a la naturaleza
de los fotones o paquetes de energia que se encuentran en el piston a una temperatura
T, para cada uno de los niveles de energia hw, y sus distintos modos de vibracion wy,,
estos fotones o paquetes de energia obedecen a ciertas distribuciones estadisticas,
e.g. la distribucion o ley de Planck, o a la distribuciéon o ley de Rayleigh—Jeans,
en equilibrio termodinédmico; debido a estas consideraciones se explora un efecto
Casimir termodindmico y junto a el, propiedades fisicas como la fuerza, energia y

entropia dentro del piston.

5.1. Piston de Casimir

Un pistén es una cavidad rectangular de paredes o placas conductoras dividida
en dos secciones por una placa conductora o particién intermedia que se puede mo-
ver. Naturalmente esta cavidad puede dividirse en dos sistemas: un sistema formado
por la pared o placa a y la particion ¢, y otro sistema formado por la pared o placa b
y la particion ¢ (ver figura[5.1)). Se ha demostrado que la fuerza de Casimir puede ser
de atraccion o repulsion segtn las condiciones de frontera que se establezcan sobre
el piston para con cada una de las dos paredes. Si las condiciones de frontera entre

las paredes y la particion son de Dirichlet (4.19} [4.20)) o de Neumman (4.23] 4.24),

estas condiciones de frontera son semejantes. Si las condiciones de frontera entre las
paredes y la particion son de la mezcla 1 (4.27] o de la mezcla 2 (4.31] [4.32),
estas condiciones de frontera son no semejantes.

Para un sistema fisico, se considera un piston formado por dos paredes paralelas con
una particion en medio de ellas que estd a una temperatura 7. Las temperaturas
que se consideran para este piston son: el cero absoluto, temperaturas finitas (ley

de Planck) y temperaturas muy altas (ley de Rayleigh—Jeans).
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Y

a C b

T L—=z

Figura 5.1. Pistén de Casimir. Cavidad formada por dos paredes o placas paralelas con-
ductoras a y b, de longitud L. En medio de la cavidad se encuentra la particién ¢ que puede
moverse entre las paredes. La cavidad se divide en dos sistemas: un sistema formado por
la pared o placa a y la particién ¢, y otro sistema formado por la pared o placa b y la
particion c.

5.2. Energias termodinamicas de Casimir

5.2.1. Enmergia de Casimir en la temperatura de cero absoluto

Para dos placas paralelas a temperatura de cero absoluto 7' = 0, la energia

tiene la forma siguiente

Urc(L) =) (%) i, (5.1)

n
donde la suma es sobre todos los modos normales de vibracién dentro de las placas
paralelas. Ahora si a las placas paralelas a temperatura de cero absoluto 7" = 0, se le
agrega una particion en medio de ellas, la energia de Casimir es el cambio de energia

AUrc(z, L) cuando la particion esta a una distancia = desde la placa izquierda
AUrc(z, L) = Urc(x) + Urc(L — x) — [Urc(L/2) + Urc(L/2)]. (5.2)

Para condiciones de frontera semejantes

mhe [ 1 1 2
AUrc(z, L) = ==~ (; tr - L—/2> (5.3)

34



la particion y las paredes tienen asociada una energia negativa. Para condiciones de

frontera no semejantes

mhe [ 1 1 2
AUTC(Z', L) = E (; + E — L_/Q) (54)

la particion y las paredes tienen asociada una energia positiva. Las energias de
Casimir para las condiciones de frontera semejantes se muestran en la grafica[5.2]y

para las no semejantes se muestran en la grafica [5.3]

5.2.2. Energia de Casimir para la distribucién de Planck

Para una temperatura finita T' que incluye la temperatura de cero absoluto, se
considera un ensemble de pistones de longitud L de una dimensién, con particiones
colocadas en diferentes posiciones = para todos los pistones del ensemble. Si cada
uno de estos pistones esta en equilibrio térmico para una misma temperatura 7',
entonces cada uno de los pistones tiene diferente energia promedio y por lo tanto
también cada uno de los pistones tiene diferente energia de Casimir. La energia de
Casimir para todos los pistones a una misma temperatura finita 7', incluyendo la

energfa para la temperatura de cero absoluto (1/2)hw, es

w 1 1 1w
AU x,L,T) = ————— 4+ —w = —wcoth (——) 5.5
pre ) expw/T)—1 27 2 27T (5:5)
donde se considera, para efectos de célculo, h/kp = 1. Los distintos valores de (/5.5)
dependen de las condiciones de frontera, ya sean semejantes o no semejantes, que
estan asociados a los valores propios de w. Las energias de Casimir para las condi-
ciones de frontera semejantes se muestran en la grafica y para las no semejantes

se muestran en la grafica |5.3]

5.2.3. Enmergia de Casimir para la distribucién de Rayleigh-

Jeans

Ahora se considera un piston con una particién que esta a una distancia x fija,
con una temperatura 7' que aumenta. Para esta temperatura que va en aumento,
la energia de Casimir de la particion para el espectro de Planck que incluye la

temperatura de cero absoluto (5.5 tiende a la energia del espectro de Rayleigh-
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Jeans, que para este caso el valor es
AURJ(.%',L,T) =0 (56)

para cualquier condicién de frontera ya sea semejante o no semejante. Las energias
de Casimir para las condiciones de frontera semejantes se muestran en la grafica[5.2]

y para las no semejantes se muestran en la grafica [5.3]

0 1 2 3

-0.2

-0.4

Energia de Casimir

Posicion sobre el eje "x" de la particion

Figura 5.2. Energia de Casimir para condiciones de frontera semejantes. La energia de
Casimir para el espectro de Planck jque incluye la temperatura de cero absoluto para
condiciones de frontera semejantes entre las paredes y la particion, es graficada como la
funcion de la distancia z desde la pared izquierda localizada en = 0 en un pistéon de
longitud L = 3 para diferentes temperaturas. La curva de color verde, establece la energia
de Casimir negativa en la ecuacion a temperatura T" = 0. La curva de color rojo, para
la temperatura T = 1, muestra la energia de Casimir disminuyendo. La curva de color
negro, para la temperatura T' = 3, muestra que el valor de la energia de Casimir disminuye
mientras se incrementa la temperatura en el piston. Mientras la temperatura en el pistéon
se incrementa, la energia de Casimir negativa disminuye hasta llegar a cero y tiende a la
distribuciéon de Rayleigh-Jeans, ecuacion .
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0.4

Energia de Casimir

0 1 2 3
Posicion sobre el eje "x" de la particion

Figura 5.3. Energia de Casimir para condiciones de frontera no semejantes. La energia
de Casimir para el espectro de Planck que incluye la temperatura de cero absoluto para
condiciones de frontera no semejantes entre las paredes y la particién, es graficada como
la funcién de la distancia x desde la pared izquierda localizada en x = 0 en un piston de
longitud L = 3 para diferentes temperaturas. La curva de color verde, establece la energia
de Casimir positiva en la ecuacion (5.4) a temperatura 7' = 0. La curva de color rojo, para
la temperatura 7" = 1, muestra la energia de Casimir disminuyendo. La curva de color
negro, para la temperatura T' = 3, muestra que el valor de la energia de Casimir disminuye
mientras se incrementa la temperatura en el piston. Mientras la temperatura en el piston
se incrementa, la energia de Casimir positiva disminuye hasta llegar a cero y tiende a la

distribucion de Rayleigh-Jeans, ecuacion (5.6)).

5.3. Fuerzas termodinamicas de Casimir

La fuerza de Casimir puede obtenerse como funciéon de la energia,

d(AU)

AF = —
dx

de la variable z.

5.3.1. Fuerzas de Casimir en la temperatura de cero absoluto

A temperatura de cero absoluto, la fuerzas de Casimir sobre la particion pueden
ser obtenidas utilizando las energias como funciones de potencial (5.7). Para condi-

ciones de frontera semejantes, y a temperatura 7" = 0, la fuerza sobre la particion

37



es atractiva hacia las paredes

whe 1
Afrg=—-———-————. 5.8
Y ( (L — m)2> (5:8)
Para condiciones de frontera no semejantes, la fuerza sobre la particion es repulsiva
whe [ 1 1
AFrc = — . 5.9
re =" ( = m)Q) (5.9

Las fuerzas de Casimir para las condiciones de frontera semejantes se muestran en

la grafica y para las no semejantes se muestran en la grafica

5.3.2. Fuerzas de Casimir para la distribucién de Planck

La fuerza de Casimir, para el espectro de Planck que incluye la temperatu-
ra de cero absoluto, en un piston de longitud L a temperatura T que incluye la
temperatura de cero absoluto con una particién en la posicién x esté definida como

(o9}

AF(z,L,T) =Y [X(wn,z,T) — X(w,, L — 2, T)] (5.10)

n=1

hon \ __hwn (B
kT | 2(L—x) "\ 2k5T

Los distintos valores de ([5.5)) dependen de las condiciones de frontera, ya sean seme-

(5.11)

AF(z,L,T) Z[

jantes o no semejantes, que estan asociados a los valores propios de w. Las fuerzas
de Casimir para las condiciones de frontera semejantes se muestran en la grafica

y para las no semejantes se muestran en la grafica [5.5

5.3.3. Fuerzas de Casimir para la distribucién de Rayleigh-

Jeans

A muy altas temperaturas para condiciones de frontera semejantes, la fuerza

que atrae a la particién hacia una de las paredes esta dada por

AFRJ(x,L,T):—’“B—T(l— ! ) (5.12)



Por otro lado, a muy altas temperaturas para condiciones de frontera semejantes la

fuerza que atrae a la particion hacia una de las paredes esta dada por
AFgy(z, L, T) =0. (5.13)

Las fuerzas de Casimir para las condiciones de frontera semejantes se muestran en

la grafica y para las no semejantes se muestran en la grafica [5.5

]
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Figura 5.4. Fuerza de Casimir para condiciones de frontera semejantes. La fuerza de
Casimir para el espectro de Planck que incluye la temperatura de cero absoluto para
condiciones de frontera semejantes entre las paredes y la particidn, es graficada como la
funcion de la distancia x desde la pared izquierda localizada en x = 0 en un pistéon de
longitud L = 3 para diferentes temperaturas. La curva de color negro, establece que la
fuerza de Casimir en la ecuacion atrae a la particion hacia las paredes a temperatura
T = 0. La curva de color rojo, para la temperatura T' = 1, muestra que la fuerza de Casimir
incrementa en la regiéon central del piston. La curva de color azul, para la temperatura
T = 3, muestra que el valor de la fuerza de Casimir aumenta mientras se incrementa la
temperatura en el piston. Mientras la temperatura en el pistéon se incrementa, la fuerza
de Casimir también se incrementa de acuerdo a la fuerza asociada a la distribucién de
Rayleigh-Jeans, ecuacion ((5.12)).
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Figura 5.5. Fuerza de Casimir para condiciones de frontera no semejantes. La fuerza
de Casimir para el espectro de Planck que incluye la temperatura de cero absoluto para
condiciones de frontera no semejantes entre las paredes y la particién, es graficada como
la funcién de la distancia x desde la pared izquierda localizada en x = 0 en un piston
de longitud L = 3 para diferentes temperaturas. La curva de color negro, establece que la
fuerza de Casimir en la ecuacion repele a la particion desde las paredes a temperatura
T = 0. La curva de color rojo, para la temperatura T' = 1, muestra que la fuerza de
Casimir decrece en la region central del piston. La curva de color azul, para la temperatura
T = 3, muestra que el valor de la fuerza de Casimir disminuye mientras se incrementa la
temperatura en el piston. Mientras la temperatura en el pistén se incrementa, la fuerza de
Casimir tiende a cero de acuerdo a la fuerza asociada a la distribuciéon de Rayleigh-Jeans,

ecuacion (5.13)).
5.4. Entropias termodinamicas de Casimir

5.4.1. Entropia de Casimir en la temperatura de cero abso-

luto
La entropia de Casimir para la temperatura de cero absoluto T'= 0, es
ASrc(z, L, T) =0, (5.14)

tanto para condiciones de frontera semejantes y no semejantes. Las entropias de
Casimir para las condiciones de frontera semejantes se muestran en la grafica y

para las no semejantes se muestran en la grafica [5.7]
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5.4.2. Entropia de Casimir para la distribucién de Planck

La entropia de Casimir AS(z, L,T) en un piston de longitud L a temperatura

T en la particiéon que se encuentra en la posicion x esta definida como
AS(x, L, T)=S(z, T)+ S(L —2,T) —2S(L/2,T). (5.15)

La entropia del espectro de Planck que incluye la temperatura de cero absoluto, esta

w . fw
Sp (?) =—1In [2 sinh (2k‘BT)

Las entropias de Casimir para las condiciones de frontera semejantes se muestran

dada por

2kgT

+ el coth( fi > (5.16)

en la grafica[5.0]y para las no semejantes se muestran en la grafica [5.7]

5.4.3. Entropia de Casimir para la distribucién de Rayleigh-

Jeans

La entropia de Casimir que incluye la temperatura de cero absoluto, con con-

1n<fo>

la cual es independiente de la temperatura y solo depende de la posiciéon x donde se

diciones de frontera semejantes estéa dada por

k
ASRJ(JI,L7T) = 7B

, (5.17)

encuentre la particion.
La entropia de Casimir que incluye la temperatura de cero absoluto, para condiciones

de frontera no semejantes esta dada por
ASRJ(.I', L,T) =0 (518)

para una dimension. Las entropias de Casimir para las condiciones de frontera se-
mejantes se muestran en la gréfica y para las no semejantes se muestran en la
grafica |5.7]
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Figura 5.6. Entropia de Casimir para condiciones de frontera semejantes. La entropia
de Casimir para el espectro de Planck que incluye la temperatura de cero absoluto
para condiciones de frontera semejantes entre las paredes y la particiéon, es graficada como
la funcién de la distancia x desde la pared izquierda localizada en x = 0 en un piston
de longitud L = 3 para diferentes temperaturas. Para temperatura 7' = 0 la entropia de
Casimir tiende a cero. La curva de color verde es para la temperatura T’ = 0.25. La curva de
color rojo para la temperatura T' = (0.5, la curva de color azul para la temperatura 7' =1,
y la curva de color negro para la temperatura T' = 2, muestran que el valor de la entropia
de Casimir incrementa mientras se incrementa la temperatura en el piston. Mientras la
temperatura en el piston se incrementa, la entropia de Casimir se vuelve independiente
de la temperatura y tiende a la distribuciéon de Rayleigh-Jeans, ecuacion , que solo
depende de la posicién de la particién en el piston.
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Figura 5.7. Entropia de Casimir para condiciones de frontera no semejantes. La entropia
de Casimir para el espectro de Planck que incluye la temperatura de cero absoluto
para condiciones de frontera no semejantes entre las paredes y la particion, es graficada
como la funcién de la distancia x desde la pared izquierda localizada en z = 0 en un pistéon
de longitud L = 3 para diferentes temperaturas. Para temperatura 7' = 0 la entropia de
Casimir tiende a cero. La curva de color verde es para la temperatura T' = 0.1. La curva de
color negro para la temperatura T' = 0.2 muestra un incremento en la entropia de Casimir.
La curva de color azul para la temperatura 7' = 0.5, muestra que la regién central del
piston la entropia de Casimir disminuye y que cerca de las paredes aumenta. La curva
de color rojo para la temperatura T = 1, muestra que el valor de la entropia de Casimir
disminuye en la region central del piston mientras se incrementa la temperatura. Mientras
la temperatura en el piston se incrementa, la entropia de Casimir tiende a la distribucion
de Rayleigh-Jeans cuyo valor en este caso es cero ([5.18)).
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CONCLUSIONES

La introducciéon de una particiéon entre paredes o placas paralelas lleva a cam-
bios en las energias, fuerzas, y variables termodinamicas asociadas con las

condiciones de frontera en la particion y en las paredes.

Para ondas electromagnéticas, las fuerzas de Casimir son llamadas "fuerzas de

dispersion", o "fuerzas de Van der Waals".

Usualmente se piensa que las fuerzas de Van der Waals son atractivas, sin
embargo, el tipo de anélisis introducido por Casimir sugiere la posibilidad de

fuerzas repulsivas.

Dependiendo de las condiciones de frontera en el piston, la particion experi-

mentara atraccion o repulsion de las paredes a temperatura cero.

Las fuerzas atractivas se incrementan cuando la temperatura aumenta mien-

tras que las fuerzas repulsivas disminuyen cuando la temperatura aumenta.

Los cambios de entropia del piston dependen de la posicién en la cual se

encuentre la particion.

Para altas temperaturas, los cambios en la entropia son independientes de la
temperatura para el caso atractivo; pero los cambios de entropia desaparecen

para el caso repulsivo.
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RECOMENDACIONES

Investigar sobre otras transformaciones que dejen invariante la inmersion

de la variedad unidimensional.

Utilizar otros tipos de condiciones de frontera para determinar las mag-

nitudes fisicas del piston.

Utilizar otras técnicas de regularizacion para series y expresiones diver-

gentes.

Analizar con otras particulas, ya sea con masa o sin masa, las magnitudes

fisicas del piston.
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ANEXOS

A. Valores propios, condiciones de frontera y

funciones zeta

A.1. Funciones zeta con condiciones de frontera desaco-

pladas

El problema de Sturm-Liouville esta definido como un problema de eigenvalo-

res

Lf(z) = N fr() (A1)

y la funcién zeta asociada al operador L es

OED IR (A.2)

A

Ahora el operador £ se considera como el laplaciano en una dimension

d?

da?

(r) = N f(z), 2 € [0, L] (A.3)

sujeto a condiciones de frontera desacopladas

af(0)+bf'(0)=0 (A4
cf(L)+df'(L)=0 (A.5)
donde |a| + |b| > 0y |¢| + |d| > 0. Reescribiendo la Ec. (A.3]) como
d? 5
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tiene una soluciéon general del tipo
f(z) = Asin \x + B cos Az. (A.7)

Ahora se procede a establecer condiciones de frontera desacopladas Ec.({A.4)

y Ec. (A.5)) a la Ec. (A.7).

A.2. Condiciones de frontera de Dirichlet

Sia=1yb=0enEc(Ad); c=1yd=0en Ec.(A.5) se obtiene f(0) =
0y f(L) = 0. Sustituyendo estas condiciones en Ec.(A.7]), se obtienen las

fn = sin (T) (A.8)

™
M= (A.9)

Si se sustituye Ec.(A.9)) en Ec.(A.2) se obtiene

eigenfunciones siguientes

y los eigenvalores

—2s
0 [,2s 0 1 28
C(s)=> (%) - % > el ﬁ(}z(zs) (A.10)
n=1 n=1

donde (g es la funcion zeta de Riemann. Si (A.10]) toma el valor s = —1/2 se

obtiene
((=1/2) = Z¢a(-1) (A11)

Ahora se utiliza la siguiente ecuacién funcional que representa la continuacién
analitica de la funciéon zeta de Riemman para todo el plano complejo, excepto

para s =1
Cr(s) = 2°7°7'T(1 — s) cos (@) (1 —ys) (A.12)

Si (A.12) toma el valor s = —1

Cr(=1) == (A.13)



Sustituyendo (A.13]) en (A.11]), se obtiene

™

- (A.14)

((=1/2) = Z¢r(-1) =

A.3. Condiciones de frontera de Neumann

Sia=0yb=1en Ec.(Ad); c =0y d=1en Ec.(A.5) se obtiene f'(0) =
0y f'(L) = 0. Sustituyendo estas condiciones en Ec.(A.7]), se obtienen las

eigenfunciones siguientes

fn = Acos %x (A.15)
y los eigenvalores
An = % (A.16)

Si se sustituye Ec.(A.16]) en Ec.(A.2)) se obtiene

—2s
> 28 0 1 28
OEDY (%) = 2 = k(2 (AA)
n=1 n=1

donde (g es la funciéon zeta de Riemann. Si (A.17)) toma el valor s = —1/2, se

obtiene
T

—r- (A.18)

((=1/2) = ZCr(-1) =

B. Condiciones de frontera mezcladas

B.1. Mezcla 1

Sia=0yb=1en Ec.(A4); c=1y d=0en Ec.(A.5) se obtiene f'(0) =0
f(L) = 0. Sustituyendo estas condiciones en Ec.(A.7)), se obtienen las eigen-

funciones siguientes

2n — 1
fn = Bcos %x (B.19)
y los eigenvalores
2n — 1
Ay = M2 1) ZL ). (B.20)
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Si se sustituye Ec.(B.20)) en Ec.(A.2) se obtiene

—2s
m(2n — 1) 2262 & | %
Z ( 5 ) T s > 2n— 1) 26 (25,1/2)
n=1 n=0

(B.21)
donde (g es la funcion zeta de Riemann. Utilizando la identidad (3.10) en

(B.21)) la funcién zeta es

L2s

7T25

Cls) = 25 (2 = 1)Ca(25). (B.22)

Si (B.22)) toma el valor s = —1/2, se obtiene

C(~1/2) = %(‘71)@(—9 - (B.23)

B.2. Mezcla 2

Sia=1yb=0enEc.(A4); c=0yd=1en Ec.(A.5) se obtiene f(0) =
f'(L) = 0. Sustituyendo estas condiciones en Ec.(A.7)), se obtienen las eigen-
funciones siguientes
. m(2n—1)
= Asin ——= B.24
I s —— ( )

y los eigenvalores

m(2n — 1)
2L

Si se sustituye Ec.(B.25) en Ec.(A.2) se obtiene

Ay = (B.25)

—2s
G 2n — 1 I 1 L*
() =2 (%) w2 L= (2n—1)% = oz lu(2,1/2)

n=1 n=
(B.26)
donde (g es la funciéon zeta de Riemann. Utilizando la identidad (3.10) en

se obtiene
LQS
C(s) = —5 —55 (2% = 1)Cr(25) (B.27)

Si (B.27)) toma el valor s = —1/2, se obtiene

((-1/2) = %(‘71)@(—9 = 5iL- (B.28)
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B.3. Mezcla 3

Sia=1yb=1en Ec.(A.4) se obtiene f(0) =0y f'(0)=0;c=1yd=1en
Ec.(A.5) se obtiene f(L) =0y f'(L) = 0. Sustituyendo estas condiciones en
Ec.(A.7)), se obtienen las eigenfunciones siguientes

y los eigenvalores

Si se sustituye Ec.(B.30) en Ec.(A.2) se obtiene

>

n=1

Si (B.31)) toma el valor s = —1/2, se obtiene

¢(=1/2)

fo = Asin %x - %ACOS %“" (B.29)
A = % (B.30)
™ o L2 1 1,28
T = = ala(2s) (B.31)
n=1
m T
= ZCR(_l) REETYA (B.32)

C. Laplaciano inducido

Si a(t) estda parametrizada por longitud de arco (1.6, entonces a(t) es una
curva con velocidad unitaria (|1.5)):

L= [/t = [«/(t) - a'(5)] ",

(C.33)

ahora si esta expresion se deriva parcialmente respecto a t en ambos lados

. 0 / / 1/2
0= a[a () - ' (1)]

_ Lo, ’ —-1/2

- 0w

_ Lo, ’ —-1/2

0w

a'(t) o 0A(t)
5 AW +adt) = ] ca
2a/(t) - %it)
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se obtiene que el vector de velocidad o/(t) es ortogonal al vector de aceleracion
a(t).
Si S! esta inmersa en R”, se dice que S* es una subvariedad inmersa de R™
y debido a esto el producto interno en el espacio tangente T,,;)R" induce un
producto interno y una métrica gs1 en el espacio tangente T;S'. La métrica
inducida es definida como

da’ da?

—dz* ® dz". (C.35)

p v_ 5. 22
Gy dzt @ dx” = b, Dt D?

La métrica inducida sobre el espacio tangente de S* utilizando el parametro ¢

€S

_80@ 8041-
9" ="t ot

N/

=(a})? dt @ dt

= |/ (8)|]” dt ® dt.

dt @ dt

La representacion matricial de la métrica gg1 es

g1 (t) = (llo’(1)[2) (C.37)

Se considera el laplaciano (1.8)) en un sistema de coordenadas (v (t), o (t), - - -, an(t))
junto con la métrica inducida (C.37)) sobre la variedad S*

1 0 1 0
A:‘mwm%(mww§>

OO
lr@)I* 0t Jlo/(t)||* O

(C.38)

Si la curva a(t) asociada al laplaciano (C.38) se considera como una curva
parametrizada por longitud de arco (|1.6)), implica que posee velocidad unita-
ria (C.33)) y también implica que los vectores de aceleracion y velocidad son
ortogonales ((C.34)) entre si; por lo que el laplaciano se reduce a
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un laplaciano independiente de las coordenadas de la curva y dependiente

tnicamente del parametro t.

D. Invarianza del producto escalar

Transformada 1. Para la traslacion espacial

B(t) = alt) +~(t) (D.40)

si la curva beta cumple la propiedad para la parametrizacion por longitud de

arco (|1.6])
L=l

entonces, derivando de ambos lados

d d,
21 = 25

_ dory 112
0= Fl0 P
=§mv»a@ﬂﬂ2ﬂ%ﬁwﬂw+au»@%ﬁl (D.41)
— - 8m) 2 - 20
= p'(t) - B"(¢)
Transformada 2. Para la rotacion espacial
B(t) = Ra(t) (D.42)

si la curva beta cumple la propiedad para la parametrizaciéon por longitud de
arco (|1.6|)

1= 5@
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entonces, derivando de ambos lados

d d.
%(1) = E(Hﬁ @)

Lpldd) Lo
_T'B(t)+5(t)'

dﬁ’(t)]
dt

dt

2 500 dﬂ’(t)] (D.43)

1
2
= B'(t) - B"(t)
= (Ra/(t)) - (R"a"(1)")
= (RR")[a(t) - " (t)"]
=a/(t) - a"(t)".

Q

Transformada 3. Para la reflexion espacial

p(t) = —aft) (D.44)

si la curva beta cumple la propiedad para la parametrizaciéon por longitud de

arco (T

1= 8]
entonces, derivando de ambos lados
L= 2w
0=S[F )7
-0 s )+ 1) 250
— 8- B (1)) _2 Bt %] (D.45)
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E. Invariantes de un operador

. / . . .
Si Ay A son dos operadores representados por matrices de n X n y si existe

una matriz B invertible de n x n tal que
A" = BAB™! (E.46)

B es llamada una matriz de cambio de base. Estos cambios de bases entre ma-
trices dejan invariantes varias funciones asociadas a las matrices, por ejemplo:

La traza

’

Tr(A) = Tr(BAB™)
= buawby)
- (lflb)kla”C
= Opa

= 0Ok

= Tr(A). (E.A7)
El polinomio caracteristico

pa(A) = |A/ _)‘”
= |BAB™' —I|
= |BAB™' — BAIB'|
= |B(A-\)B|
— |Blla- 1B
= |A—- )|
= pa(d)
(E.48)

El determinante

!

= |BAB™'|
= |BllA]|B™]
1
= |Bl|Al7
|31
= |4]. (E.49)
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Los eigenvalores

Av = v
A'Bv = ABv
BAv = A\Bwv
Av =

(E.50)

donde v' = Bw.
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