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OBJETIVOS

General

Estudiar un conjunto universal de compuertas de computacion cuantica y su

implementacién en el contexto de la 6ptica cuantica.

Especificos

1. Explicar los conceptos fundamentales de la computacion cuantica, su historia

y su importancia en el desarrollo tecnologico.

2. Comprender el funcionamiento de las compuertas logicas cuanticas y su agru-

pamiento en un Conjunto universal de compuertas.

3. Explicar los conceptos fundamentales de la 6ptica cuantica, su desarrollo his-
torico, y el comportamiento de aparatos opticos lineales y medios Kerr desde

ese enfoque.

4. Explicar los mecanismos oOpticos a través de los cuales se construyen fisica-
mente las compuertas cudnticas en la representacién de doble riel 6ptico de la

computacion cuantica.
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INTRODUCCION

Desde mediados del siglo pasado, la mecanica cuantica ha permitido hacer més
eficientes los componentes de las computadoras, pero manteniéndose siempre dentro
de los parametros logicos de la computacion clasica. Sin embargo, el hecho de que
el mundo cuéntico funcione con una légica diferente al clasico, especificamente en lo
referente a superposicion de estados y entrelazamiento, permite concebir un nuevo
tipo de computacion abstracta, la computaciéon cuéntica, y su materializacion: las
computadoras cuanticas [7]. Los fenébmenos cuanticos suponen la capacidad de una
computadora cuantica para realizar el equivalente a miltiples procesos clasicos en
un solo proceso, dada la indeterminacion de los estados cuanticos [7]. Ademas, la in-
vertibilidad de los procesamientos cuanticos permite evitar pérdidas de informacion

inevitables en la computacion clésica [9].

La unidad béasica de la computacion cuantica es el bit cudntico o qubit [7]. El
bit clasico puede estar en uno de dos estados, 0 y 1, pero el qubit puede estar en
cualquier superposicion de sus estados base, {|0),|1)}, dando un conjunto continuo
de posibles estados [9]. La medicion de un qubit arrojara solamente uno de los dos
estados base con cierta probabilidad para cada uno, pero previo a la medicién el
qubit estd en un estado superpuesto que puede ser manipulado y transformado para
alterar indirectamente los resultados de las mediciones, resultando en consecuencias
experimentales reales [9]. Una operacién de computacion cuantica consta de tres
pasos bésicos: preparacion de un estado de entrada, transformacion unitaria de este
estado, y medicion del estado de salida; una computadora cuantica es un conjunto

de multiples qubits siendo sometidos a este proceso [7].

La transformaciéon unitaria del estado del qubit es lo que se conoce como com-
puerta cudntica, y al igual que en la computacion clésica, hay un conjunto universal
de unas pocas compuertas con las cuales se pueden construir todas las posibles trans-

formaciones necesarias para una computadora cuéantica [9]. Las compuertas clasicas

XV



no son invertibles, lo que significa que un bit operado no puede devolverse a su
estado anterior, provocando una pérdida de informacion [9]. Por el contrario, las

compuertas cuanticas siempre son invertibles, evitando esta pérdida de informacion

[9].

La optica cuantica tiene su base en la cuantizacion escalar de los campos eléc-
trico y magnético de la luz [12]. Esta cuantizacion resulta en una base ortonormal
de eigenestados |n) del namero de fotones y de cantidad de energia, que coincide con
los niveles de energia del oscilador armonico cuantico [12]. Dada esta cuantizacion,
los eigenestados fotonicos estan sometidos a la superposicion de estados cuénticos y,
por tanto, al entrelazamiento cuantico [12]. Estas caracteristicas cuanticas de la luz
cuentan con varias confirmaciones experimentales, de manera que la 6ptica cuantica
resulta en un campo fértil para el desarrollo experimental de la computacion cuén-

tica.

Existe una diversidad de métodos actuales y en desarrollo que permiten la ma-
nipulaciéon de los estados cuanticos de la luz, lo que se traduce en la posibilidad real
de elaborar compuertas cuanticas para construir los algoritmos que manipulan los
qubits opticos [12]. En el siguiente trabajo se presenta una de estas posibles im-
plementaciones fisicas de computacién cuantica, conocida como representacion de
doble riel 6ptico. En el primer capitulo se exploran las ideas basicas sobre compuer-
tas logicas en computacion cuantica, haciendo énfasis en los requerimientos minimos
que hacen universal a la computacion cuantica. El segundo capitulo explora la 6p-
tica cuéntica para entender como evolucionan los fotones con el paso a través de
medios Opticos lineales y medios Kerr (no lineales). El tercer capitulo introduce la
representacion de doble riel de la computacion cuantica; en esta implementaciéon, un
qubit puede representarse con el producto de estados fotonicos o modos |n = 0) de
vacio y |[n = 1) de fotén tnico. Las operaciones de compuertas cuanticas se pueden
realizar sobre estos estados con espejos, divisores de haz, desplazadores de fase 6pti-
ca, y materiales de alta susceptibilidad Kerr que permitan interacciéon Kerr cruzada
entre los modos de distintos qubits. Este tltimo capitulo también explica las difi-
cultades asociadas a este modelo de computacién cuéntica, y algunas posibilidades

para superar dichos impedimentos.
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1. COMPUTACION CUANTICA Y CONJUNTO
UNIVERSAL DE COMPUERTAS CUANTICAS

1.1. Introducciéon

1.1.1. El qubit

La minima unidad de contenido de informacién clasica es el bit; el equivalente
del bit clasico en la computacion cudntica es el bit cuantico o qubit [I5]. Un qubit
consiste en un sistema de dos niveles o estados, los cuales se pueden representar

como la base {|0),|1)} con

o) - (;) - (f) , (1.1)

que se conocen como base computacional, son ortonormales (i|j) = d;; y comple-
jos |i) € C? [15]. Sistemas de multiples qubits se pueden representar con esta no-
tacion a través del producto tensorial [15]: por ejemplo, para dos qubits se tiene

li) @ |7) = |7) |[7) = |ij) para el estado total del sistema.

La superioridad de la computaciéon cuantica sobre la computacion clasica radica
en el hecho de que, previo a una medicion, el qubit no se encuentra en uno de sus dos
estados, sino en una superposicion de ambos estados [¢)) = a|0) +b|1), con a,b € C
y |a)® + b|*> = 1 [9]. Un sistema de multiples qubits se encuentra en un producto
tensorial de los estados superpuestos de los qubits individuales, creando un estado
superpuesto para el sistema total. Debido a esta propiedad de los qubits, cuando
estos son procesados en una operacion computacional, no se esta procesando sélo un
eigenestado |i) hacia otro |7}, sino que se esta procesando la superposicién completa
hacia otra superposicion [9)]. Esto se traduce en un equivalente a mtltiples procesos
clasicos realizdndose paralelamente [9]. Sin embargo, los postulados de la mecanica

cuantica demandan que una mediciéon colapse un estado cuantico general hacia un



Figura 1.1. Esfera de Bloch, elaborado por Benenti, Casati y Strini [7].

eigenestado, perdiéndose la informacion paralela; la extraccion de la informacion es

uno de los principales problemas que un algoritmo cuantico debe resolver [9].

Un qubit genérico puede escribirse como

0 4 0 os ¢
) = cos (§> 10) + € sin (5) 1) = (ez :ﬁg) , (1.2)

cuya forma permite una representacion geométrica conocida como FEsfera de Bloch
[7], una esfera unitaria donde ¢ es el angulo azimutal y € es el polar en coordenadas
polares, como se puede observar en la figura|1.1

En coordenadas cartesianas de la esfera de Bloch, el qubit genérico toma la

¥) = \/g

- T+iy ’
2(14=2)

forma

con la conversion ¢ = sinf cos ¢, y = sinfsin ¢ y z = cos 0, que implica 2% +y?+ 22 =
1. Los valores de estas coordenadas cartesianas se obtienen de los valores esperados

de las matrices de Pauli respecto del qubit genérico en (1.2)

0 1 0 —i 1 0
U"”:(1 o)’ ay:(z’ o)’ UZZ(O —1)’ (1-3)

de lo que se obtiene

(02), =sinfcos ¢ =z,
(0y), =sinfsing =y,

2



(02), = cosf = z.

Para obtener el valor esperado de un operador, se deben realizar multiples medicio-
nes del observable y calcular el promedio, y la precision depende de la cantidad de

mediciones realizadas sobre qubits preparados en el mismo estado [7].

El espacio de Hilbert de un sistema cuéntico es el espacio generado por el con-
junto de eigenestados del sistema, y posee un producto interno entre estados [9]. El
espacio de Hilbert total de un sistema es el producto tensorial de los espacios de Hil-
bert de los subsistemas: los estados totales son productos tensoriales de los estados
de los subsistemas, los estados de un subsistema sélo tienen producto interno entre

si, y los operadores de un subsistema solo afectan a los estados de dicho subsistema

[9].

Cuando un sistema consiste en miltiples qubits, el espacio de Hilbert total es el
producto del espacio de cada qubit [9]. En esta situacion, la superposicion de estados
del sistema total puede producir entrelazamiento cuéntico [16] [17] [18], en el que los
estados de los subsistemas estan correlacionados entre si més fuertemente de lo que
es posible en cualquier situacién clasica, lo cual fue demostrado matemaéaticamente
por J. Bell en 1964 [5] [6] y probado experimentalmente por A. Aspect en 1981
[2] [3] [4]. Estos fenémenos ya se pueden observar con tan solo dos qubits; en esta

situacion, el estado mas general del sistema esta dado por
‘w> = Qo ‘OO> —+ Q1 ‘01> + Q10 |10> + aq1 ’11> s

donde los estados base son el producto tensorial |ij) = |i) ® |j) de los estados base
de cada qubit, y se tiene la condicién de normalizacion }_,; aij)* = 1 para las
probabilidades |aij\2 que cada estado tiene de aparecer ante una medicion [9]. Al
realizar una medicion sobre un qubit del sistema solamente, el estado total colapsa
en un estado con un valor definido para el qubit medido y una superposiciéon respecto
a los valores del otro qubit: por ejemplo, si se mide que el primer qubit tiene valor

|1), el estado total resultante de la medicion, con su nueva normalizacion, queda

(o3N0) |10> —f- 11 |11>
\/ o1 + ool

Por otro lado, el fenémeno de entrelazamiento cuantico se puede observar con los

¥) =




llamados estados de Bell [5] [6]

1 1

V2 V2

en los cuales el estado total del sistema es independiente de las separaciones fisicas

[¥)y (100) £ [11)), ), (101) £ [10)) (1.4)

y temporales de los subsistemas (los qubits individuales), condicion que ha sido pro-
bada usando pares de fotones entrelazados con una separacion de hasta 1203 km de
distancia sobre la Tierra, utilizando satélites para la distribucion de los fotones, lo
que resulta en un camino de longitud total variable entre 1600 y 2400 km [20]. De
esta manera, la medicion sobre un qubit colapsa el estado total del sistema hacia el
estado base correspondiente a la medicion realizada, colapsando a su vez el estado
del otro qubit [9]. La caracteristica mas importante de los estados entrelazados es
que no pueden ser factorizados como el producto tensorial de estados de los subsiste-
mas [9]. Para |1), especificamente, si una medicion sobre el primer qubit arroja |0),
una medicion sobre el segundo arrojaré necesariamente |0) también. Este fenomeno
es la correlacion entre sistemas (los qubits) que es mucho més fuerte que cualquier

correlacion clasica, como establecen los estudios de Bell [5] [6].

La superposicion de estados y el entrelazamiento cuantico son las caracteristicas
fundamentales que diferencian el mundo cuantico del clasico, y que implican que la
computacion cuantica tiene una capacidad de procesamiento de informacion superior

a la de la computacion clasica [9].

1.1.2. Generalidades de las computadoras cuanticas

Una computadora clasica se puede describir como un registro finito de n bits,
sobre los cuales se efectian operaciones elementales (o se aplican compuertas 16gicas)
individualmente o en conjuntos [7]. El estado de tal registro se etiqueta con un

nitmero entero
n—1
i = § in2F,
k=0
con iy € {0,1} [7]. Entre estas operaciones elementales, existen conjuntos de unas
pocas compuertas légicas que se pueden combinar para efectuar todas las operacio-
nes posibles [7].

Esta definicion, el modelo de circuito, es aplicable a la computaciéon cudntica:

4



una computadora cudntica es un registro de n qubits, sobre los cuales se aplican
operaciones elementales, o compuertas logicas cuanticas, individualmente o en con-
juntos [7]. El estado total genérico de este registro cuantico es una superposicion de

los 2" eigenestados del espacio de Hilbert total de la computadora

2n—1 1 1
) = Z cili) = Z "'Zcz'nfl,--‘,z'o lin-1) ® -+ - ® [io)
i=0 in_1=0  ig=0
con la normalizacion Zfi;l le;]? = Z;H:O e Zilo:[) |Cin_1,...ﬂ-0’2 =1 [7]. Es atil la

notacion |in—1> XX |20> = |Z.n—1 s 20>

El estado total de un registro de n bits clasicos corresponde solamente a un
numero entero; por otro lado, la superposicion de estados del registro cuantico se
puede asociar con hasta 2" estados base del conjunto de qubits, es decir, almacena
paralelamente un equivalente de hasta 2" registros clésicos [7]. La capacidad de ex-
traer toda o parte de esta informacion, més alld de un solo eigenestado, es una de

las cualidades no triviales de los algoritmos cuanticos [9].

Es importante notar que en fisica clasica existen multiples instancias de super-
posicion de diferentes aspectos fisicos, pero estas superposiciones son fundamental-
mente diferentes a la superposicién de estados cuanticos: la superposicion clasica es
un constructo matematico para describir la totalidad de un aspecto fisico medible
(la superposicion es la medicion), pero la superposicion cuantica trata sobre estados
que se excluyen mutuamente ante una medicion (la superposicion desaparece ante la
medicion) [7]. Ademas, la superposicion de estados clasicos solo existe para estados
de un solo sistema, mientras que los estados cuanticos de miiltiples sistemas sepa-

rados (qubits) se superponen entre si, permitiendo la aparicion de entrelazamiento

.

El entrelazamiento cuéantico le da a la computaciéon cuantica una importante
ventaja sobre la computacion clasica respecto al uso de recursos [7]. Para representar
la superposicion de 2" niveles clasicamente, estos niveles deben pertenecer al mismo
sistema [7]. Entonces, si la separacion de energia entre cada nivel es A, el costo
computacional de realizar la representacion sera proporcional a A2", un crecimiento
exponencial de recursos respecto a n [7]. Sin embargo, un conjunto de solamente n

qubits puede encontrarse en una superposicion de hasta 2" estados, es decir, puede
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Figura 1.2. Representacion de un qubit en un diagrama de circuito, elaborado por Hidary
[15].

realizar la representacion con un costo computacional lineal respecto de n [7].

1.2. Compuertas cuanticas

Un registro cuantico es un sistema cuéntico, por lo que su evolucién esta de-
terminada por la ecuacion Schrodinger, y la descripcion de esta evolucion se realiza
con operadores lineales unitarios [7]. En la base computacional, para n qubits, estos
operadores se representan como matrices de 2" x 2", las cuales a su vez se pueden
descomponer en el producto tensorial de matrices unitarias de 2 x 2 0 4 x 4, cada

una actuando sobre uno solo o dos qubits, respectivamente [7].

El modelo de circuito de una computadora cuéntica se representa a través dia-
gramas de circuitos con la siguiente simbologia: una linea (o cable) representa un
qubit, se puede etiquetar segun el estado del qubit, como se observa en la figura
1.2} y se le puede poner una etiqueta en cada extremo para qubits que han sido
modificados [I5]. En la figura se observa una representaciéon condensada de n
qubits; esto solamente es notacion, no tiene ningun significado fisico particular. Por
otro lado, en la figura [1.4] se puede ver la representacion visual de una compuerta
logica cuantica genérica U (letra elegida por la palabra 'unitaria’), que puede afectar

uno o multiples qubits simultdneamente [15].

En mecanica cuantica, la evolucion de estados preserva el producto interno del
espacio del Hilbert, de manera que en computacion cuantica las compuertas que
evolucionan el estado de los qubits son operadores unitarios y, por tanto, reversi-
bles por medio del operador adjunto [15]. Las mediciones realizadas sobre qubits se
describen con operadores hermiticos, que son auto-adjuntos, y sus eigenvalores son

reales y corresponden a resultados de medicion [15].
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Figura 1.3. Representacion condensada de n qubits en un diagrama de circuito, elaborado
por Hidary [I5].

U

U

Figura 1.4. Representacion de compuertas l6gicas cudnticas en un diagrama de circuito,
elaborado por Hidary [15].

1.2.1. Compuertas de un qubit

La compuerta logica méas simple, tanto en computaciéon clésica como en la
computacién cuantica, es la que cambia el valor de un bit o qubit, la compuerta de

la negacion o NOT [I5]. Para un qubit genérico, esto se observa como [15]
NOT (a[0) + (1)) = £]0) + 1)

En la base computacional que se define en (L.1)), esta compuerta corresponde a la

matriz de Pauli para el eje x

01
NOT:%:X:< ) (1.5)
10

y se ilustra en diagrama de circuitos segun la figura[l.5 La accién de esta compuerta

también puede expresarse como
NOT |j) =|j&1) (1.6)

donde a & b representa el residuo de (a + b) /2, y se le llama Suma mddulo-2 [15].

A
1

Figura 1.5. Representacion de compuerta NOT cuéntica en un diagrama de circuito,
elaborado por Hidary [15].
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Figura 1.6. Representacién de compuerta Y o o, de Pauli en un diagrama de circuito,
elaborado por Hidary [I5].

Los otros operadores del grupo de Pauli también son compuertas validas [15].
El operador del eje y se representa en un diagrama segun la figura [1.6] y tiene un
efecto [15]
Yij)=(Diljel).

El operador o, o Z tiene como efecto un cambio de fase condicionado al valor del
qubit

Zj) = (1Y),
y tiene una representacion de circuito idéntica a la de Y, pero con la letra correspon-
diente [I5]. En general, el grupo de Pauli actiia como rotaciones de valor fijo sobre
la esfera de Bloch, alrededor del eje correspondiente al operador, tomando en cuenta
que cuando un |0) queda con un coeficiente imaginario, este tltimo se factoriza del

estado total y se trata como fase global (irrelevante) [15].

A partir del grupo de Pauli se pueden obtener rotaciones generales en la esfera
de Bloch [7]. Para llegar a esto, se utiliza el hecho de que al hacer la expansion de

Taylor del exponencial de operadores O que cumplen 0?2=1] , se obtiene
e70 = cos (a) I —isin(a)O. (1.7)

Usando esta ecuacion, las rotaciones alrededor del eje x son

S _igin ¢
R, (0) = 73" = ( Pz ZSH?) ; (1.8)

—1 S1n 5 COS 5

Y] cos® —sin?
Ry (5) =€ 2%y — ( . g 52 ) (19)
2

COSs D)

El procedimiento se repite para el eje z, pero el resultado que se obtiene recibe el



nombre de desplazamiento de fase [7]

[SI[s9)

R. (%) = 159 = ¢~

(; 0) (110

Ignorando la fase global del operador, lo que se tiene es un cambio de fase condi-
cional: el estado |0) no es afectado, mientras que el estado |1) recibe un cambio de
fase de magnitud 0 (tomando sus definiciones en (1.1))) [7]. Si se tiene un operador

n|ny =n|n) con n = 0,1, el desplazamiento de fase se puede expresar como
e |n) = " |n) . (1.11)

Una rotacion general es solamente el producto de rotaciones al rededor de cada
eje: para una rotacion infinitesimal al rededor de un eje dado por el vector unitario
1, se tiene

R, (e) = Ry(ngy€e)Ry(nye)R.(ne),

con € < 1, de manera que

Ro(e) zf—zéﬁ-&,

por lo que la rotacion finita es [7]
Rn (5) — e—i%ﬁ&)

Otra compuerta importante es la de Hadamard, que al actuar sobre estados
base los convierte en estados superpuestos con la misma probabilidad para cada

eigenestado [7]. Esta compuerta, en la base computacional, tiene forma matricial

1 (1 1
H = Ne (1 _1> : (1.12)

que provoca

H10) = %uow 1)) = 4).
HI1) = %um )=,
resumible en .
H1j) = [0+ (17 1) (1.13)

y cumple que H> =1y H' = H [1].
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Figura 1.7. Representaciéon de compuerta CNOT cuéntica en un diagrama de circuito,
elaborado por Hidary [15].

Es importante enfatizar que cualquier compuerta cuantica que actia sobre un
qubit es, necesariamente, algin tipo de rotacion en la esfera de Bloch del qubit, y

puede descomponerse en tales términos [7].

1.2.2. Compuertas de dos qubits

Como se menciono6 en la secciéon el entrelazamiento cuantico es una de las
propiedades y ventajas fundamentales de la computacién cuéntica, y solo se puede
presentar en sistemas con dos o mas qubits [7]. Para obtener entrelazamiento, se
utiliza la compuerta CNOT cuantica, también llamada negaciéon controlada, cuyo
diagrama de circuito estd en la figura y trabaja con dos qubits, denomidados

control y objetivo, realizando la acciéon
CNOT|z) |y) = |z) |z ®y) , (1.14)

lo que significa que la compuerta cambia el valor del qubit objetivo |y), si y sblo si
el qubit control |x) es |1) [7]. Utilizando la notacion |00) = |0), |01) = |1), |10) = |2)
y |11) = |3), se pueden obtener los elementos de matriz de la compuerta en base
computacional: (CNOT)_, = (a| CNOT |b), quedando [7]

1000
0100

CNOT = (1.15)
000 1
0010

Se puede observar que el bloque de 2 x 2 derecho inferior de la matriz corresponde
al operador NOT. La generacion de entrelazamiento a partir de esta compuerta se
realiza [7]

CNOT («|0) + 8 1)) |0) = «]00) + 5 |11),

10
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Figura 1.8. Representacion de la combinacion de compuertas que produce la base de Bell
en un diagrama de circuito, elaborado por Benenti, Casati y Strini [7].

L/ L/ -
Figura 1.9. Representaciéon de las compuertas cuanticas CNOT generalizadas en un
diagrama de circuito, elaborado por Benenti, Casati y Strini [7].

CNOT (a|0) + B|1)) 1) = a|01) + 3]10).

Si se parte de alguno de los eigenestados de dos qubits, la accion combinada de
la compuerta de Hadamard sobre el qubit control y la CNOT produce la llamada
Base de Bell de estados entrelazados [7]

00) — [¢*) = |00> +[11)), (1.16)
110) — |~ >— |00> 111)), (1.17)
01) = |[oF) = — \/‘ (J01) + [10)), (1.18)

11) — | 7) = — (|01) — [10)) . (1.19)

ﬁ

El diagrama de circuito de este proceso se puede observar en la figura [1.8]

La compuerta CNOT se puede generalizar hacia otras variantes, en las cuales
se intercambian los papeles de qubit control y qubit objetivo, o se cambia la condi-
cion para realizar la negacion [7]. Los diagramas de estas compuertas se presentan
en la figura donde el circulo negro significa que la condicién para el cambio es
que el control sea |1), y el circulo blanco representa la condicion de control |0) [7]. La
combinacion de CNOT estandar, luego una invertida (la tercera desde la izquierda

en la figura y al final otra estandar, produce un intercambio |zy) — |yz), lla-

11



H—(H—H

Figura 1.10. Diagrama de circuito de la combinacién que produce la tercera compuerta
de la figura elaborado por Benenti, Casati y Strini [7].

mado compuerta SWAP [7]. La tercera compuerta CNOT mencionada se puede

obtener a partir de la estandar y compuertas de Hadamard en la combinacion pre-

sente en la figura 7).

Otra compuerta cuéntica binaria importante es la de desplazamiento de fase
controlado o CPHASE, la cual es la aplicaciéon controlada de la compuerta descrita
por ([1.10)), con el primer qubit como control [7]. Utilizando la notacion de la ecuacion
(1.11)), la accion de esta compuerta es

R

neng) = €™ Ineny) (1.20)

de manera que la compuerta solo se aplica al qubit objetivo si el control es |1), y
la aplicacion solo es efectiva si el qubit objetivo es también |1), tal como sucede
para el desplazamiento de fase de un solo qubit [7]. La representacién matricial de

CPHASE en la base computacional tiene la forma

100 0
010 0

CPHASE($) = : (1.21)
001 0
0 0 0 9

y es posible obtenerla a partir de compuertas CNOT y R, (j:g) (esta dltima de un
solo qubit) combinadas en la forma mostrada en la figura [I.11]

En general, es posible construir una compuerta cuéntica unitaria controlada
genérica C-U, de efecto
C = Ula)[b) = |a) U" 1), (1.22)

a partir de rotaciones y desplazamientos de fase de un solo qubit, en combinacion

con compuertas CNOT [9]. Para demostrar esto, primero se debe iniciar mostrando

12
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Figura 1.11. Diagrama de circuito de la combinacién que produce CPHASE, elaborado
por Benenti, Casati y Strini [7].

que una operacion unitaria genérica U consiste en una combinaciéon de rotaciones y
fases: dado que U es unitaria, su representacién matricial computacional tiene filas

y columnas ortonormales, por lo que existen «, 5,7, € R tal que

ei(a—ﬁ/2—6/2) COS % _ei(a—ﬁ/2+5/2) sin %

67:(014‘&/2*6/2) sin % 67;(0‘+B/2+6/2) CcOS %’
lo cual se puede expresar como
U= eiaRZ(ﬁ)Ry(V)RZ(d)'

Esta descomposicion se puede reformular utilizando el hecho de que 0,040, = —0,
y 0,0,0, = —0,, lo que al aplicarse con la ecuacion (1.7)), usando j = y, z, da [9]
0.R;(0)0, = cos (0) 0,10, —isin(0) 0,00,

A

= cos (0) [ + isin (0) o; = cos (—0) [ — isin (—0) o;
= R;(—0).

Con esto, se puede tomar la descomposicion de U, aplicarle las propiedades de

transformacion de o, sobre rotaciones, y reescribirla como

U= RORORG) = R OR, (3) R (3) R (S50 ) 1 (50

— ¢“R,(B)R, (%) o, R, <—%> 050, R (—#) o R (#)

= emRz(ﬁ)Ry <%> o, R, (—%) R, (—#) o, R, (#) )

que se puede escribir como
U = ¢"*Ao,Bo,C, (1.23)

13
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Figura 1.12. Diagrama de circuito de la combinacién que produce C-U, elaborado por
Nielsen y Chuang [9].

donde las matrices de la descomposiciéon son

y cumplen que ABC =1 [9).

Es importante notar que aunque la fase e’ se asocie a un qubit en particular,
en realidad es un factor multiplicando a todo el estado base en el que esta incluido el
qubit en cuestion [9]. Ahora, con la descomposicién universal para un solo qu-
bit, se puede extender a una compuerta C-U general: tomando que U actiie sobre el
qubit objetivo, si los operadores o, se condicionan al estado de un qubit de control,
pasando de ser compuertas NOT a ser CNOT, entonces el qubit control determi-
nara si lo que se aplica sobre el qubit objetivo es ABC = I o Ao,Bo,C = e U
[9]. Para completar, el operador de fase se aplica sobre el control en forma R, («), de
manera que si este es |0), no habra efecto alguno sobre el sistema [9]. Si el control es
1), el efecto total sobre el sistema sera el efecto C-U deseado [9]. Todo este proceso

puede visualizarse en la figura [1.12

1.3. Conjuntos universales de compuertas

En computacion clasica existen conjuntos de operaciones logicas elementales

llamados Conjuntos Universales de Compuertas; uno (cualquiera) de estos conjuntos

14
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Figura 1.13. Diagrama de circuito de la combinacién que produce la compuerta de Tiffoli,
elaborado por Benenti, Casati y Strini [7].

universales (como {INAND, COPY}) contiene una cantidad limitada de compuer-
tas logicas que se pueden combinar para realizar procesos arbitrariamente complejos
[7]. Este resultado también aparece en la computacion cuantica: cualquier operacion
unitaria sobre el espacio de Hilbert de un registro de tamano n puede descomponerse

en una combinacion de compuertas CNOT estandar y compuertas de un solo qubit

]

Primero, es necesario definir y construir la compuerta de Tiffoli, que es el
nombre especial que recibe C? — NO'T, la cual cambia el valor de un qubit objetivo
solamente si los dos qubits de control son |1) [7]. Esta compuerta esta constituida
por compuertas CNOT, de Hadamard, compuertas controladas C-V y su adjunto
C-Vi (recordando Unitario: el adjunto de un operador es su inverso), donde V

de un solo qubit es un desplazamiento de fase

de manera que C-V es realmente un caso especial de CPHASE, la cual se ha mos-
trado previamente que se puede construir solamente con CNOT y compuertas de un
solo qubit [7]. A partir de estas compuertas, la de Tiffoli se construye como se obser-

va en la figura Es evidente que una compuerta de Tiffoli es su propio inverso [7].

Ya se tiene la compuerta de Tiffoli construida, en tltima instancia, a partir de
compuertas de un solo qubit (rotaciones sobre la esfera de Bloch) y CNOT, ademas
de la descomposicion en los mismos términos de la compuerta C-U segin la ecuacion

(1.23) y la figura[1.12] Ahora se puede hallar la descomposicion de una compuerta

general C*—U, la aplicacion de U sobre un qubit objetivo condicionada a k qubits

15
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Figura 1.14. Diagrama de circuito de la combinaciéon que produce la compuerta C*—U,
para el caso especial k = 4, elaborado por Benenti, Casati y Strini [7].

de control, en términos de compuertas de Tiffoli y C-U, lo que a su vez significa
que puede considerarse una combinacion Unicamente de compuertas CNOT y ro-
taciones de un qubit [7]. Dicha descomposicion, de k qubits de control con un qubit

objetivo, requiere el uso de k — 1 qubits auxiliares inicializados en estados |0) [7].

El razonamiento se puede visualizar en la figura [1.14] donde esta el caso espe-
cial £ = 4: las compuertas de Tiffoli condicionan un cambio de valor de un qubit
auxiliar a un qubit de control y a un auxiliar afectado previamente por otra Tiffoli
(el primer qubit auxiliar es condicionado por dos de control) [7]. Este proceso con-
tinda iterando hasta agotar los k qubits de control y llegar al altimo qubit auxiliar,
cuyo cambio |0) — |1) queda para todo propodsito condicionado por los k qubits
de control originales. Este dltimo qubit auxiliar funciona como control para una
compuerta C-U que actia sobre el qubit objetivo [7]. De esta manera, la aplicacion
total es una aplicacion de U condicionada por k qubits de control, con apoyo de los
auxiliares [7]. Tras esto, se aplican las compuertas de Tiffoli en orden reverso para

regresar a los qubits auxiliares a su estado original [7].

Se puede hacer la descomposicién de C*—U sin qubits auxiliares, tal como el

16
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Figura 1.15. Diagrama de circuito de la combinaciéon que produce la compuerta C2—U,
sin qubits auxiliares, elaborado por Benenti, Casati y Strini [7].

ejemplo de C*—U en la figura [L.15] pero en este caso la cantidad de compuertas
usadas aumenta como O(k?), donde k son los qubits de control, frente al aumento

O(k) con el uso de auxiliares [7].

La otra parte de esta demostracion de universalidad es la descomposicion del
operador unitario U™ que actiia sobre un conjunto n de qubits [7]. En primer lugar,

se expresa el operador como el producto de rotaciones

2" —14—1

v =11 Vi (1.24)

i=1 j=0

donde cada V;; produce una rotacion sélo de los eigenestados |i) y |j) del espacio de
Hilbert de 2" dimensiones, es decir, actiia sobre s6lo dos componentes de un estado
genérico 1) de los n qubits [7]. El siguiente paso es expresar V;; como una combi-

n-1)_

nacion de compuertas C( NOT generalizadas y la rotacion controlada de un

solo qubit [7].

Esta descomposicion requiere de la implementacion de un Cddigo de Gray, en el
cual se parte del estado |i) y se le aplica una sucesion de compuertas C»-)_NOT
generalizadas que cambien sus valores de qubits hasta llegar a un estado |if) que
difiere de |j) en el valor de un Gnico qubit [7]. En ese punto, se aplica V;; como una
rotacion sobre ese tnico qubit, controlada por todos los otros qubits [7]. Luego de
eso las compuertas C®~)—NOT generalizadas del codigo de Gray se aplican en
orden reverso para regresar |if) a |i) [7]. De esta manera, V;; ha actuado solamente

sobre |i) y |7).

A manera de ejemplo, se pueden usar los estados base |i) = [00111010) y

17
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Figura 1.16. Diagrama de circuito del proceso del cédigo de Gray y la aplicacion de V;;,
para el ejemplo dado en el texto, elaborado por Benenti, Casati y Strini [7].

|7) = |00100111) [7]. El codigo de Gray se implementa como

i) = [00111010)

— |00111011)

— |00111111)

— |if) =100110111)
7) = 00100111,

usando las compuertas C(W—NOT generalizadas, donde las condiciones de control
son los valores de todos los qubits excepto el qubit que se quiere cambiar en la ite-
racion particular [7]. Una vez completado el codigo de Gray, se aplica V;; sobre el
cuarto qubit como una compuerta C7"—Vj; generalizada, donde las condiciones de
aplicacion son todos los qubits donde |if) y |) tienen los mismos valores (de manera
que solo puede afectar a esos dos estados) [7]. Tras esto se aplican las compuertas

CM—NOT generalizadas en orden reverso. Todo este proceso estd ilustrado en la

figura [1.16]

La aplicacion sucesiva de los multiples V;;, incluyendo sus procesos de codigo

de Gray, producen la compuerta unitaria U™, segin la ecuacion (1.24)).

Como un punto aparte importante para la completitud de la demostracion de la
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Figura 1.17. Diagrama de circuito del cambio de condicién de control para CNOT,
elaborado por Nielsen y Chuang [9].

universalidad del conjunto las compuertas de un solo qubit y compuerta CNOT, es
necesario explicar que una compuerta C™ —NOT generalizada se puede conseguir
de una C"—NQOT estandar, pero en los qubits donde se quiere que la condicion
de aplicacion sea |0) se aplica una compuerta NOT previo a la aplicacion de la
estandar, y otra NOT después para regresar el qubit a su estado original [9]. Un
ejemplo de este proceso se ilustra en la figura [I.17] Lo misma idea es valida para la

C™—Vj; generalizada respecto de una estandar armada segtin el molde de C™—U [9).

Entonces, ha quedado demostrado que la compuerta genérica U™ se puede
construir, en ultima instancia, solamente con compuertas CNOT y rotaciones de
un qubit, de manera que estos dos tipos de compuerta son un Conjunto Universal
de compuertas cuanticas, con las cuales se puede realizar cualquier operaciéon de

computacion cuéntica sin importar su complejidad [7].

Combinando las conclusiones de ambas partes de la demostracion, se tiene que a
partir de este conjunto universal se puede armar también una compuerta C™ — U™,
donde hay n qubits de control y m qubits objetivo, y las condiciones de control se

pueden generalizar con algunas compuertas de un solo qubit [9].

Que sea posible armar cualquier operacion unitaria s6lo con compuertas CNOT
y rotaciones de un qubit, no significa que este sea el procedimiento més eficiente [7].
Si se puede obtener una compuerta mas compleja que esos dos tipos sin hacer combi-
naciones de otras compuertas, sera mas eficiente que realizar la combinacion [7]. La
posibilidad de obtener un conjunto universal de compuertas cuanticas es la prueba
de la universalidad de la computaciéon cuantica, que significa que no estéd intrinse-
camente limitada para resolver algin tipo de problemas, s6lo la limitan los recursos
disponibles [7].
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Las compuertas clasicas reversibles de uno y dos bits no son universales [7].
Por otro lado, dado que la compuerta de Tiffoli es universal para la computacion
clasica, y la version cuéntica del operador se puede construir con un conjunto uni-
versal cuantico, la computaciéon clasica estd contenida dentro de la computacion
cuantica basada en rotaciones de un qubit y compuertas CNOT, las cuales son re-
versibles [7]. Ademas, la irreversibilidad de las operaciones logicas cléasicas conlleva

un gasto de energia intrinseco que no afecta a los operadores reversibles cuanticos [7].

1.4. Algoritmos

1.4.1. Evaluacion de funciones

La tarea bésica de una computadora es la evaluacion de funciones logicas, donde

el dominio consiste en n bits y la imagen es un solo bit
f:{0,1}" = {0,1},

lo que significa que f toma una entrada (z,_1,...,%1,29) = x, donde cada x; €
{0,1}, y proporciona un valor de salida 0 o 1 [7]. A partir de estas funciones bi-
narias se puede armar cualquier funcion mas compleja [7]. En computacion clasica,
una funciéon binaria f se puede evaluar reversiblemente si se usa un bit auxiliar
para almacenar el resultado f(x); las compuertas ldgicas cuanticas son operadores

unitarios reversibles, por lo que siempre usan qubits auxiliares

Uy lz) ly) = |z) |y @ f(2)),

donde z son los qubits de entrada y y es el qubit auxiliar [7]. De esta manera, aunque
multiples entradas = tengan la misma salida, el estado total de entrada con resultado

es tnico [7].

Una funcién binaria genérica f(z) de n bits (o qubits) de entrada se puede
expresar en mintérminos: para un z(® tal que f (x(“)) = 1, un mintérmino se define
como [7]

1 z = z@
@(g)y =47 1.25
1) {07 » 2, (1.25)
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Tabla 1.1. Ejemplo de funcion binaria [7].
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Figura 1.18. Diagrama de circuito para la evaluaciéon de la funcién en la Tabla
elaborado por Benenti, Casati y Strini [7].

La funcién total se escribe como la disyunciéon de todos sus mintérminos

f@)=fO) v fOz) v v (), (1.26)

con 0 < m < 2" [7]. En computaciéon cuantica, cada mintérmino se puede expresar
como una compuerta C™ — NOT generalizada; es importante notar que la cantidad
de mintérminos de una funcion genérica sin estructura crece con 2" (exponencial-
mente), por lo que la cantidad de compuertas elementales necesarias para evaluar

la funcion crece de la misma manera [7].

Un ejemplo simple de uso de mintérminos es la funcion definida segin la tabla
de verdad de donde se tiene que los mintérminos corresponden a las configura-
ciones de entrada x; = (0,0,1), 2o = (1,0,0) y 23 = (1,0, 1) [7]. Cada mintérmino
se implementa con una compuerta C*—~NOT generalizada, donde la condicién de
aplicacion es el valor del x; correspondiente, como se puede ver en la figura [1.18

y donde la disyuncién de los mintérminos es la aplicacion de las compuertas se-
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Tabla 1.2. Tabla de verdad de f(z) = 2% con dos qubits de entrada [7].
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i\ N
N NP
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Figura 1.19. Diagrama de circuito para la evaluaciéon de la funcién f(z) = 22, elaborado
por Benenti, Casati y Strini [7].

cuencialmente [7]. En esa misma figura se puede observar la simplificacion de dos
compuertas C"—INOT generalizadas cuando solamente difieren en la condicion de

un qubit de control [7].

Otro ejemplo de evaluacion de funciones es la implementacion de f(z) = z?
con entrada de 2 qubits [7]. Si un nimero entero z € [1, N| se puede almacenar
en n = log, N qubits, en general el cuadrado del nimero se puede almacenar en
2n = log, N? qubits [7]. De esta manera, la tabla de verdad de la funcién es la
tabla por lo que se requieren 4 qubits auxiliares (preparados inicialmente co-

2 como una funcion diferente

mo |0)) para almacenar el resultado [7]. Tomando z
para cada qubit auxiliar, todas dependientes de los qubits de entrada, se pueden
observar en la Tabla los mintérminos de cada funcion: (1,1) para el primer qu-
bit auxiliar, (1,0) para el segundo, ninguno para el tercero, y (0,1) y (1,1) para
el cuarto [7]. Con esta informacion se puede armar el diagrama de circuitos de la

figura(l.19, donde se utiliza la misma simplificacion de circuitos que en la figura([l1.18
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El paralelismo de la computacion cuantica se puede observar con este ejemplo

de x?: si se ingresa el estado superpuesto

(10) +11) +12) +13))10),

N | —

W)>m =

y se le aplica el circuito en la figura [1.19] se obtiene el resultado para todos los

posibles valores de entrada [7|

) ou = % (10)10) + 1) [1) +12) |4) +[3) 9)) .

En términos mas generales, este paralelismo es

2"—1 2m—1

Ur Y l2)ly) =) |2) ly® f(2)) (1.27)

gracias a la linealidad de los operadores cuéanticos [7].

1.4.2. El sumador cuantico

Una computadora debe ser capaz de realizar operaciones aritméticas elemen-
tales para poder llevar a cabo funciones avanzadas [7]. Una de estas funciones es la
suma usual de dos niimeros enteros a y b de n bits cada uno, que en notaciéon binaria
se escriben a = a,_1a,—2---a1a9y b = bp_1b,_o---bibg, a;,b; € {0,1} [7]. La suma
se puede hacer como

la,b) = |a,a + ), (1.28)

donde b en la entrada es b = 0b,,_1b,_o---b1by para evitar desborde, y se utilizan
qubits auxiliares para almacenar el acarreo [7]. La suma se realiza qubit por qubit,
empezando por el qubit menos significativo (etiquetado con un 0) de cada registro:
se inicia con un acarreo ¢; determinado por la suma anterior, un a;, un b; y un
c;iv1 = 0 para almacenar el nuevo acarreo; la suma deja intactos ¢; y a;, almacena
la suma b; — s; y el acarreo c¢; 1 para ser usado en la suma del siguiente conjunto
de qubits [7]. La tabla de verdad corresponde a este proceso, de donde se puede

ver que las operaciones logicas para cada parte del resultado son

S; — aiﬁébi@ci, <129>
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Ci | Gy bz Si | Cit1
0]010]0] O
0]0 1|1 0
01101 0
O/ 1|10 1
110]0]|1 0
11701110 1
171(07]0 1
171711 1

Tabla 1.3. Tabla de verdad de proceso de suma y su acarreo [7].

— — lciy ® lciy
— S — = law lai)
— — bi>—) () si>

Figura 1.20. Diagrama de circuito para la evaluaciéon de s; de la Tabla , elaborado por
Benenti, Casati y Strini [7].

La suma s;, almacenada sobre |b;), se puede construir solamente con compuertas
CNOT entre esos tres qubits [7]. Por otro lado, el acarreo se define con las opera-
ciones irreversibles de disyuncion y conjuncion, por lo que requiere un qubit auxiliar
lciv1) (lo cual la vuelve una operacion reversible) [7]. Las compuertas de suma Sy
de acarreo C se pueden observar en las figuras y respectivamente.

La construccion de la suma total requiere que el sumador aplique las compuer-
tas C primero para obtener todos los ¢; que requieren las compuertas S, aplicaAndolas
sucesivamente desde el qubit menos significativo [7]. Una vez se completa la obten-
cion de todos los acarreos se empiezan a aplicar las sumas sucesivamente, partiendo
de los qubits mds significativos, e intercalando con compuertas C' que reviertan la
accion de las C tras el uso de ¢; correspondiente [7]. Esta reversion permite que
las compuertas S se apliquen con los datos esperados segtn la figura vy que
los qubits auxiliares regresen a su estado original |0) [7]. En la figura se puede

observar este proceso en un diagrama de circuito.
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—] lci> @ Ici»
— lai) ® lai>
C _
— |bi > ® (D ® lai ® bi)
— 0> —D H— leirn

Figura 1.21. Diagrama de circuito para la evaluacién de ¢;41 de la Tabla , elaborado
por Benenti, Casati y Strini [7].

lc=0>
lag?
bo>
lc,=0>
la,> S
lby>
lc,=0>

|Cn—2:0> '
‘anfi> S
‘bn—1>
Cpy =00 ————— ]
|a,” S
C
‘blrl > \%/

b,=0>

Figura 1.22. Diagrama de circuito para el sumador cudntico (de suma usual), elaborado
por Benenti, Casati y Strini [7].
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1.4.3. Algoritmo de Deutsch y algoritmo de Deutsch-Jozsa

El problema de Deutsch consiste en determinar si una funciéon booleana,

f:4{0,1} = {0,1},

es constante (mismo valor de salida para todas las entradas) o balanceada (varia
la salida segin la entrada) [15]. El operador que aplica la funcién en cuestion se
le llama oraculo, y se le trata como una caja negra [15]. La version clasica de este
problema requiere que el ordculo sea usado dos veces, una vez para cada posible
valor de entrada [I5]. El algoritmo de Deutsch permite realizar la determinacion con

una sola evaluacion del oraculo [15].

El oraculo se aplica sobre dos qubits, actuando como

Uplz) ly) = |z) [y & f(x)),

con |z) como principal y |y) como auxiliar [I5]. Para poder determinar el tipo de
funcién con una sola evaluacion, se debe usar la propiedad de interferencia cuantica,
lo cual requiere utilizar compuertas de Hadamard [15]. El qubit auxiliar se prepara

en el estado inicial |1) y se le aplica una compuerta de Hadamard

1

o) (1)) = |2} [=) = == 1) (10) = [1)).

Al ser evaluado por el ordculo, este estado evoluciona a

Urlz)|=) = % ) [ f(2)) = [T & f(x))],

por lo que el estado |—) puede conservar su signo o cambiarlo dependiendo del valor

de f(z)
Upla) =) = (=1)7 |z) | =),

de manera que la fase del qubit auxiliar se ha propagado hacia atrds, hacia el qubit
principal [15]. Si el qubit principal es preparado inicialmente en |0), y se le aplica
una compuerta de Hadamard, este llega al oraculo como |+) [I5]. De esta manera,

la accién del oraculo es

(=170} + (=)D 1)) (o) — 1)),

U149 1) = 507 (10) + 1) 10) — 1)) = 3
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0> —{H H

1> —H

Figura 1.23. Diagrama de circuito para el algoritmo de Deutsch, elaborado por Benenti,
Casati y Strini [7].

con lo que, ignorando una fase global, hay dos opciones: si la funcion es constan-
te, el qubit principal quedard |+); si es balanceada, quedara |—) [I5]. Aplicando
una compuerta de Hadamard sobre el primer qubit, esto se transforma a la base
computacional en la que se realizara la medicion: |0) para una funciéon constante, y
|1) para una funcion balanceada [15]. El diagrama de circuito en este algoritmo se

puede apreciar en la figura [1.23]

El problema de Deutsch y su soluciéon son un caso particular del problema de
Deutsch-Jozsa, que es el mismo problema, pero con una funcién cuyo dominio es un

registro de n qubits
f:{0,1}" = {0,1},

y se debe determinar si la funcion es constante, o si es balanceada (produce una salida
0 para la mitad de las entradas, y 1 para la otra mitad) con una sola evaluacion
en el oraculo que aplica la funcion [9]. Aqui, como en el algoritmo de Deutsch, se
requiere de un bit auxiliar preparado en el estado |1), y el registro principal debe
iniciar en el estado |0)*", donde el exponente ®n denota un producto tensorial de
n estados iguales [9]. Esta misma notacion es aplicable a operadores, donde U®"
significa el operador U aplicado de la misma manera sobre cada uno de los estados
individuales de un producto tensorial de n estados [9]. Ahora, para iniciar se aplica
una compuerta de Hadamard H sobre el qubit auxiliar y una H®" sobre el registro

principal, con lo que se obtiene

(HE"0)°") (H 1) = > 5321 <|O>J§|1>) |

z€{0,1}"

donde z € {0,1}" significa que x toma todos los posibles valores de eigenestados del

espacio de Hilbert total del registro principal (equivalente a la notacion S22 ") [9).
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Ahora, como en el problema de Deutsch, el oraculo ejecuta la accion

Uplx) ly) = |z) |y @ f(2)),

donde x es el registro principal de n qubits y y es el qubit auxiliar [9]. Entonces,
como con n = 1, se tiene que el qubit auxiliar en estado |—) puede conservar su
signo o cambiar, dependiendo del valor que tome = y de la naturaleza de f(x) [9).
Entonces, la aplicacion de Uy sobre el estado total del sistema tras las compuertas
de Hadamard produce una propagacion hacia atras del signo final de |—) hacia el

eigenestado |z) especifico que provoco la aparicion de dicho signo

v, Y \|)’132>_n <|0>\;§’1>) - (—13;;) ) (|0>\;§|1>).

z€{0,1}" z€{0,1}"

El siguiente paso es aplicar otra compuerta H®" sobre el registro principal [9]. Esta

compuerta, actuando sobre un solo eigenestado del registro provoca

—1)*% |z
Ho )= Y > BB }2—”-

z€{0,1}"™ z€{0,1}"

(_1)9602069---@067171%71 ’Z)

V2n

La accién de esta compuerta sobre el estado total tras aplicar el oraculo es

o (D) (0)— Y (C1)70)|2) (10) — 1)
LD ﬁ(ﬁ)‘z ﬁ(ﬁ)

z€{0,1}" z,2€{0,1}"

En este punto se debe analizar tinicamente el estado del registro principal

3 (=)= z)
z,2€{0,1}" 2"
Si se toma el estado |z) = |0)*" (fijar el valor de z, con una sumatoria sobre z), se
observa que el factor de signo es (—1)**+f(® = (~1)/@) dependiente tinicamente
de la funcién que se esta investigando [9]. Una funciéon constante causaria que el
estado |O>®” se sumara 2" veces con el mismo signo, de manera que se tendria que el
coeficiente de [0)*™ es £1, es decir, su probabilidad de ser medido es del 100 % [9].
Por otro lado, si la funcién es balanceada, el estado [0)*" se sumara con un signo
en la mitad de la sumatoria, y se sumara con el signo opuesto la otra mitad, efecti-

vamente borrandose del resultado, es decir, un 0 % de probabilidades de aparecer [9).
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De esto se tiene que, para un registro de n qubits principales con un qubit
auxiliar, el algoritmo de Deutsch-Jozsa arroja una mediciéon final del registro prin-
cipal con exactamente dos posibilidades: si se obtiene el estado [0)*", la funciéon
es constante; cualquier otro resultado implica que la funcion es balanceada [9)]. El
diagrama de circuito del algoritmo solucién es idéntico al que se encuentra en la fi-
gura[1.23] pero todo lo referente al qubit principal pasa a corresponder a un registro
de n qubits [9]. La unica forma en la que un algoritmo clasico puede determinar la

naturaleza de f(z) con total certeza requiere de 2"~ ' +1 evaluaciones del ordculo [9].

Los algoritmos de Deutsch y de Deutsch-Jozsa fueron los primeros en demos-

trar una clara ventaja de la computacion cudntica sobre la clasica [15].

1.4.4. Transformada de Fourier cuantica

La transformada de Fourier es una transformacién lineal unitaria que cambia
la representacion de un vector [9]. En el caso de un vector definido por componentes,

la transformacion es discreta y se define como

NZ ik (1.31)

en donde se esta realizando la transformaciéon de un vector de longitud N y de com-
ponentes complejas (zo,...,2x_1) hacia uno de la misma longitud y componentes
(Yo, - - -, Yn—1), obteniéndose cada componente por separado [9)]. La version cuantica
de esta transformacion realiza lo mismo sobre vectores de estado cuantico [9]. Sobre

un elemento de la eigenbase {|0),...,|N — 1)}, la transformada de Fourier realiza
;N
F(j) = — Z e TR kY (1.32)

y sobre un vector arbitrario en esa misma base, realiza
N-1 N-1

F (ij |j>> = welk)
5=0 k=0

donde yj, esta definida segin la ecuacion ([1.31)) [9].
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Trabajando con n qubits, se tiene que N = 2", y los ntmeros enteros en
notacion binaria son j = jija...Jn, con j, el digito menos significativo [9]. Los
ntimeros decimales en notacion binaria se expresan como

Ji | Jim Jm

0gidier - m =5+ o (1.33)

Usando esta notacion, se puede factorizar la transformada de Fourier de un eigenes-

tado |j) (lo cual implica que no produce estados entrelazados) [9]

2" —1

27i
U= 752 >

1
_ S enOTE A ) k)

1y skn=0

Z ® 2m ]k’l2 >

kl, Fn=0 I=1

—_

3

3
—

27 ]le >

ﬁ®<w i)

1)) (|0) + e*r0dn=1dn 1)) - - - (|0) + e2m0120n 1)

Vo '
Esta factorizacion permite ver que la transformada de Fourier se puede aplicar con
compuertas de Hadamard y CPHASE, donde la rotacion condicionada esta dada

por [9]
1 0
Ry, = (0 e%iﬂ’“) . (1.35)

( |O> e2mi0.jn

F(l5) = (1.34)

Aplicando la compuerta de Hadamard sobre el qubit mas significativo |j1), se

tiene el estado .
75 (10 + €™ D) 2. .ga).

Sobre este mismo estado se aplica una compuerta CPHASE dependiente de js v
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Figura 1.24. Diagrama de circuito para la transformada de Fourier cuéntica, elaborado
por Nielsen y Chuang [9].

rotacion Ry segin lo definido en la ecuacion (1.35), dando

5 100+ € 1) io-.u).

Este proceso continta con compuertas CPHASE, cada una dependiente del siguien-
te qubit y aumentando de uno en uno el k£ en Ry, hasta llegar a una rotacion R,
dependiente del qubit menos significativo |j,) [9]. El siguiente qubit, |js), se le aplica
H vy luego se le aplican sucesivamente rotaciones condicionadas, empezando por R
condicionada a |j3) hasta llegar a R,_; condicionada a |j,,) [9]. Todo este proceso se
aplica secuencialmente a cada qubit, hasta llegar a los qubits menos significativos:
a |jn—1) se le aplica H y Ry condicionada a |j,), y a |j,) solo se le aplica H [9)].
La aplicacion de las compuertas en el orden detallado se ilustra como diagrama de

circuito en la figura [1.24

El algoritmo de la figura [1.24] arroja el estado final

1
Vo

que esta multiplicado (como tensores) en el orden inverso al resultado deseado de la

(’O> + 62m‘0.j1j2...jn |1>) . (|0> + eZm‘O.jn,ljn |1>) (|0> + e2m‘0.j" |1>) ,

ecuacion ([1.34), de manera que el resultado tiene invertido el orden de significancia

de los qubits [9]. Esto se corrige con compuertas SWAP descritas en la seccion
una compuerta entre cada par de qubits |j;) v |fn_is1) [9]-

Los mejores algoritmos clasicos para calcular la transformada de Fourier dis-
creta utiliza compuertas cuyo nimero aumenta segtin O (n?2") [9]. La transformada

de Fourier cuantica, contando las compuertas SWAP como combinaciones de com-
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puertas CNOT, aumenta con el tamafio n del registro segin O (n?), que es una
mejora exponencial respecto del algoritmo clésico [9]. Sin embargo, se debe notar
que el resultado de la transformada de Fourier cuéntica produce un estado super-
puesto, por lo que no es posible obtener toda la informaciéon de la transformacion

con una medicion del registro [9].

1.5. Aplicaciones

1.5.1. Busqueda cuantica: Algoritmo de Grover

El problema de biisqueda consiste en identificar un elemento marcado dentro de
una base de datos sin estructura con N = 2" elementos [7]. Esto se puede replantear
como el problema del ordculo: con los elementos de la base de datos etiquetados

{0,1,..., N — 1}, el elemento marcado es z( y el oraculo aplica una funcion

f:{0,1}" = {0,1},

tal que

fla) = {(1) i ; zz (1.36)

Lo que se quiere es encontrar el elemento etiquetado con xy con el menor ntmero

de evaluaciones posibles al oraculo [7]. Clasicamente, para encontrar zp con una

probabilidad de éxito p, se requieren pN = O(N) evaluaciones del oraculo [7].

El algoritmo de Grover para resolver este problema en computaciéon cuénti-
ca inicia con el registro de entrada preparado en el estado base |0) de N qubits,
y un qubit auxiliar en |1) [7]. Como en el algoritmo de Deutsch-Jozsa, se utilizan
compuertas de Hadamard para que la aplicaciéon del oraculo se almacene en la pro-
pagacion hacia atras de la fase global del qubit auxiliar [7]. Entonces, se comienza

aplicando las compuertas de Hadamard

2"—1

1
HEH0) 1) = —= ) |2} [-).
e
Al aplicar el oraculo sobre este estado, actia la propagacion hacia atrés de la fase
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y se obtiene
271/ 1 2” 1

/e ).

on Z )| = —= Z
2n 2n
donde f(z) corresponde a lo definido en la ecuacion (1.36]).
En general, este problema no se puede resolver con una sola evaluacion del
oraculo; se requiere entonces realizar, sobre el mismo registro, maltiples aplicaciones

de la iteracion de Grover

G = DO,
donde O es el operador asociado al oraculo, y D es
D = H®" (-1 +2]0)(0|) H®*" = H®*"D'H®". (1.37)

Ese operador D’ entre las compuertas de Hadamard es una especie de desplazamien-
to de fase condicionado, que aplica un —1 a todos los estados excepto |0) [7]. La
busqueda cudntica consiste en aplicar la iteracion de Grover hasta que una medicion

aplicada sobre el registro tenga una alta probabilidad de resultar en xq [7].

Para entender como funciona el algoritmo, se debe realizar una visualizacién

geométrica: el operador del ordculo actiia como
O |z) = (=1)7 |z},
con la funcion f(x) definida en , de manera que el operador se expresa como
O =1 —2[zo)(zo| = Rjap), (1.38)

esto es, una reflexion respecto del hiperplano perpendicular a |zo) [7]. Si se toma un
vector bidimensional [¢) = a|zo) + B |zy) (donde |zF) es el vector total formado
por la superposicion de todos los eigenestados que no son |zg)), el ordculo produce
O [Y) = —a|m) + B |ag ), es decir, ha reflejado a |1)) respecto del eje |7 ), es decir,

el plano perpendicular a |zo) [7].

Ahora, tomando en cuenta que la compuerta de Hadamard es hermitica, el

operador D queda como
D = H®" (=1 +2[0)(0|) H®" = —1 +2|S)(S| = —Rjg), (1.39)
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Figura 1.25. Visualizacién geométrica de la iteracion de Grover, elaborado por Benenti,
Casati y Strini [7].

el negativo de una reflexion respecto del hiperplano perpendicular a |S), con

2" -1

1) = H®" [0) = % S Ja).

De esta manera, la iteracion de Grover es
G = DO = —Risy Rz
Se define el vector [u) = p|S) + v |S*) [7]. Entonces, se aplica la reflexion
—Ryg) |u) = — (—=p|S) +v|Sh)) = p|S) —v|SH) = R|5L> |u)

de modo que —Rj5y = R|5L> [7]. Usando este resultado, se tiene la iteracion de
Grover como

G = —R|S>R|$O> = R|SL>R@0). (1.40)

Si se tiene que el angulo entre ‘x(ﬂ y |\S) es 0, entonces el efecto de G sobre un vector
genérico en este plano es rotarlo un angulo 26, lo cual es representado visualmente

en la figura|[1.25

Tras la primera aplicacion de H®", el registro se encuentra en un estado que
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puede escribirse con la base {|zo),

!
|tho) = |S) = sinf |zo) + cos b |zg ),
de manera que la aplicacion sucesiva de la iteracion de Grover produce el estado
[5) = G7 [tho) = sin [(2j + 1)0] |z0) + cos [(2] + 1)6] 7).

Entonces, se puede ver que la cantidad j de iteraciones de Grover necesarias para
que medir |xy) sea altamente probable, son las que cumplen sin[(2j + 1)0] =~ 1 (o

tan cerca como sea posible), es decir
(2j +1)0 ~ g

por lo que la cantidad j de iteraciones de Grover, redondeando al nimero entero

mas cercano, que se requieren para completar la bisqueda es [7]

(1.41)

DO | —

,Nﬂ'
Y/

Como el estado [¢g) es la superposicion uniforme |S), donde cada estado base tiene

la misma probabilidad de ser medido, se puede determinar que

1 1
sinf = Ty) = — = .
Wolao) N /2"

Si N es muy grande,
1

ﬁa

y la cantidad requerida de iteraciones de Grover es entonces

sinf ~ 6 ~

jz%\/ﬁ—

bl

N | —

que implica O <\/N ) evaluaciones del oraculo, una mejora cuadratica respecto a las
O (N) requeridas por el algoritmo cléasico [7]. Al terminar de aplicar G, se realiza
una medicion del registro |z) en la base computacional, lo cual arrojara la medida
z [7]. El estado colapsado |Z) es pasado por el ordculo una vez mas: si este arroja
f(z) = 1, la busqueda fue exitosa. Si la funcion se evaliia a 0, entonces fallo [7].
La probabilidad de fracaso del algoritmo se reduce proporcionalmente a 1/N, por lo

que el éxito es altamente probable [7].
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Phase:
0) — [0)

H E ) — —|x)
oracle for x > 0

) — (—1)/@)|z)

L[]
[[1]

o

Figura 1.26. Diagrama de circuito de una iteracion de Grover general, elaborado por
Nielsen y Chuang [9].

En la figura se presenta un diagrama de circuito para una iteracién de

Grover general.

1.5.1.1. Ejemplo: bisqueda entre 4 elementos

De lo visto en la explicacién previa, la bisqueda entre N = 4 elementos se
hace con dos qubits principales, donde los elementos entre los que se busca son los 4
estados base del espacio de Hilbert total de este registro, en la base computacional;
también se utiliza un qubit auxiliar [7]. Segtn lo determinado para el caso general,

para el estado [t)y) se tiene que sinf = 1/v/4 = 1/2, de manera que

Insertando este resultado en la ecuacion (1.41)), se tiene que para esta busqueda se
requiere realizar solamente j = 1 iteracion de Grover [7]. El operador D de la matriz

de Grover esta dado por
D = H®* (14,4 +2]00)(00]) H*?* = H®*D'H*?,

de manera que

1 0 0 0
p_|0 -1 0 0
0 0 -1 ’
0 0 0 -1



‘0>_H— — H Oy O, HI—

‘O>_H_O_H Oy H N H Oy H—

1> — HH

Figura 1.27. Diagrama de circuito del algoritmo de Grover para el caso N = 4, elaborado
por Benenti, Casati y Strini [7].

lo cual se construye con compuertas universales como
D' =02 (I ® HYCNOT (I ® H) 022

La reflexion D completa queda con la representacion matricial [7]

-1 1 1 1

1 -1 1 1
p=1 ,

11 -1 1

El estado al iniciar el circuito, incluyendo el qubit auxiliar, es |00) |1). A este
estado se le aplica H®3, quedando [7]

(100) +[01) + [10) + [11)) [=) = 5 (10) + 1) +[2) + [3)) |-) -

1
2

N | —

El oréaculo, aplicando la funcion (1.36)), pondra un signo (—) frente a uno de los
estados base del registro principal, |x¢) [7]. El efecto del operador D, sobre este

registro es entonces

(—1)/© 0 (w0) f(0)

pL DO s
2 |(-)/® Of(w0)f(2)
(—1)/® Of (w0)f(3)

De esta manera, esa tnica iteraciéon de Grover ha dejado el registro en el estado
correspondiente al elemento buscado, y se tiene un 100 % de probabilidad de éxito

[7]. El diagrama de circuito de este algoritmo esta en la figura [1.27]
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1.5.1.2. El oraculo

El uso del oraculo como una caja negra tiene la apariencia de un atajo para
evitar hacer el trabajo de analizar una parte importante del problema de busqueda;
de primera impresion, pareciera que el oraculo sabe cudl es la solucion, y el algorit-
mo de biisqueda queda reducido a una caja negra [9]. Sin embargo, como se puede
observar en la discusion sobre el algoritmo de Grover, aun con un oraculo de caja
negra el problema no es trivial: una vez el oraculo marco el elemento que se busca,
es necesario realizar un algoritmo para saber cual es el elemento marcado [9]. El
oraculo en realidad no tiene la capacidad de saber la respuesta al problema de bis-

queda, solamente tiene la capacidad de reconocer la respuesta correcta y marcarla 9.

Como ejemplo, un método obvio para buscar factores primos de un niimero m
que sea producto de sélo dos primos es dividirlo entre todos los niimeros enteros en
el intervalo [2, mt/ 2] , de manera que en algiin punto se obtendra el factor primo més
pequenio, que a su vez permitira encontrar el otro factor (hay algoritmos clasicos mas
eficientes que eso, pero eso es irrelevante para este ejemplo) [9]. Un oraculo se puede
construir de manera que divida m entre todos los nlimeros x que son ingresados co-
mo estados de un registro cuantico, y que aplique un desplazamiento de fase sobre el
eigenestado que no produce residuo de division [9]. En ese punto todavia es necesario
extraer esta informaciéon del registro, a través de la conversion este desplazamiento

de fase en algo mensurable [9].

De esta manera se entiende que en el algoritmo de Grover el oraculo solo se
trabaja como una caja negra, ya que este puede ser la resolucion de un problema
en si mismo en el que la respuesta queda marcada dentro de un estado superpuesto,
necesitando del algoritmo de busqueda para poder conocer la solucién de dicho

problema [9].

1.5.2. El algoritmo de Shor

Una de las principales formas de encriptacion moderna es la RSA (en honor a
Rivest, Shah y Adelman), que esta basada en la conjetura de que la factorizacion
de niimeros muy grandes hacia sus factores primos no se puede realizar con recursos
clasicos humanamente disponibles, y estos factores son necesarios para descifrar la
informacion encriptada [15]. Hasta ahora, esta conjetura no ha sido refutada [15].

Sin embargo, las propiedades de la computacion cuantica abren la posibilidad de
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realizar muchas tareas computacionales con recursos mucho menores respecto a la
computacion clasica; en el caso del problema de los factores primos, la reduccion de
recursos es exponencial (de O (6”1/3(105”)2/3> para el mejor algoritmo clasico hacia
O (n?lognloglogn) para el cuantico [7]), y el algoritmo que realiza esta tarea es el

algoritmo de Shor, creado por el matematico aplicado Peter Shor [15].

El problema de factorizar un nimero se puede reducir a encontrar uno de sus
factores [15]. Con un factor del nimero, el nimero original se divide, y se vuelve
a tener el problema de factorizacion, pero con un niimero mas pequeno [15]. Para
encontrar un factor de un namero NV, el algoritmo de Shor busca el periodo r de la
funciéon

f(z) = a® mod N, (1.42)

que significa, el residuo de la division entera a”/N. De la teoria clasica de nimeros
se sabe que con r se pueden obtener dos factores primos de N [I5]. En términos

generales, los pasos del algoritmo de Shor son [15]
1. Elegir al azar un niimero entero a tal que a < N.
2. Calcular ged(a, N), el maximo comun divisor de ambos niimeros.

3. Si ged(a,N) # 1, a y N no son relativamente primos, y a es un factor no

trivial de N, lo que resuelve el problema.

4. De otra manera, se debe encontrar el periodo r de la funciéon (1.42)) con ay N

los niimeros que se usaron en los pasos anteriores.

5. Sir esimpar, o sise cumple a”/? = —1( mod N) (que significa a”/? mod N =

—1 mod N), el algoritmo fallo y se debe empezar de nuevo.

6. Si no es asi, la teoria clasica de numeros estipula que ged (a’"/2 + 1,N) y

ged (a”/2 -1, N) son factores no triviales de N.

La definicion de r es la definicion comtn de periodo, f(z) = f(x+kr)conk € Z
[15]. Por ejemplo, en la funcion f(n) = 2™ mod 91, el primer valor es f(0) = 1; este
valor se repite en f(12) = 1, a partir de donde se vuelven a repetir los valores para

n=1,2,3,.... Entonces, el periodo de dicha funcion es 12 [15].
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1.5.2.1. El periodo de una funcién

Para encontrar el periodo, se requieren dos registros, uno para almacenar una
superposicién igualitaria de estados que provee los valores x y otro para almacenar
los valores tomados por la funcion f(x) cuyo periodo se quiere encontrar (se asume
que existe un r tal que f(z + kr) = f(z) con k € Z) [7]. Por simplicidad se asume
2"/r = m € Z con n el tamano del primer registro (el caso general agrega algunas

complicaciones que no invalidan las ideas generales al respecto del algoritmo) |7].

Utilizando compuertas de Hadamard y las transformaciones unitarias condicio-

nadas apropiadas, se produce el estado

2"n—1

jz_n S @) 1£(#))

donde f(z) es la funcion cuyo periodo se esta buscando, y que corresponde a (|1.42]) en
el algoritmo de Shor [7]. En este estado ambos registros han quedado entrelazados,
de manera que al realizar una medicion sobre el segundo registro se obtiene un

resultado f(z), y un estado total

m—1

=3 fant i) (o).

donde el segundo registro se puede factorizar e ignorar [7]. Ahora se realiza aplica

la transformada de Fourier cuéntica sobre el primer registro

—127-1
1

2mi(xo+jr)k/2™
" Z e ot+J

§=0 k=0

k)

lo cual, tras eliminacién de términos por sumas y restas, queda

r—1
1 , 2"
—= ) etk =) (1.43)
N r
k=0
Aqui la interferencia de estados cuénticos ha seleccionado un conjunto de frecuencias
especificas. Sobre este ultimo estado se realiza una medicién, que arrojard un valor

k2" /r = ¢ [7]. Entonces, se tiene
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Figura 1.28. Diagrama de circuito de algoritmo de periodo de una funcion del algoritmo
de Shor, elaborado por Hidary [15].

con A € Z desconocido [7]. Existe una probabilidad de al menos 1/loglogr de que A
y 7 no tengan factores comunes, en cuyo caso la fraccion irreducible de ¢/N provee
los valores de A y r. Si no es asi, el algoritmo fracasa [7]. La probabilidad de éxito

del algoritmo crece hacia 1 tras un nimero O (loglogn) de ejecuciones [7].

En la figura [1.28 aparece un diagrama de circuito para el proceso de determi-
nacion de periodo del algoritmo de Shor. En ella se incluye una representacion de
la aplicacion de f(x) sobre el registro auxiliar como operaciones unitarias condicio-

nadas al registro principal.

Como ejemplo, se tiene la funcion

f() = = [cos(ma) + 1],

DN | —

cargada en un registro de 3 qubits (2" = 23 = 8) [7]. Esta funcion solo arroja 0 para
x par, y 1 para x impar, por lo que el resultado se puede almacenar en un solo qubit
[7]. Se inicia con el estado |000) |0), que tras pasar por las compuertas H®® y por la

evaluacion de la funcion, arroja

% S ) 1£())

Al realizar la medicion del segundo registro, si este da |0) el estado total colapsa a

(I1) +13) +15) + 7)) |0) .

N | —
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La transformada de Fourier realiza

7

Z 2mizk/8 ’k

k

y en el estado total se eliminan por interferencia todos los estados base excepto

1
— (]0) —14)) .

7510~ 14)
Ahora se realiza la medicion del registro. Si se obtiene |0), el algoritmo falla y hay

que repetirlo [7]. Si se obtiene [4), entonces ¢/2" = 4/8 = 1/2 = A/r, y se ha

obtenido el periodo de la funcion r = 2 [7].

1.5.2.2. Maximo comiun divisor: el algoritmo de Euclides

Para encontrar el maximo comin divisor de dos niimeros existe un algoritmo

diseniado por Euclides [9]. Para utilizarlo, primero se requiere saber que
ged(a, b) = ged(b, r), (1.44)

donde r = a mod b [9]. Usando este conocimiento, el algoritmo de Euclides con los

nimeros enteros a y b es como sigue: [9)
1. Ordenar los nimeros de manera que a > b.

2. Hacer la division a/b con resultado entero ki y residuo r;, de manera que
a = k?lb + 1.

3. Realizar b/ry, para obtener b = kory + 75.
4. Realizar r1/ry para obtener r; = kgry + 3.

5. Repetir hasta que el residuo obtenido sea 0, de manera que ged (7, rma1) =

Tm—l—l .

6. Dada la propiedad descrita en (|1.44]), se tiene

ged(a, b) = ged(b, 1) = ged(r1,72) = ... = ged(rm, Pma1) = Tma1- (1.45)

Computacionalmente, este algoritmo tiene un costo de recursos de O(n?), donde n

es el tamano en bits de a [9]. De esta manera, una vez se ha hallado cuanticamente
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el periodo r de la funcion f(z) del algoritmo de Shor, se pueden ejecutar clasica-
mente en tiempo polinomial las operaciones ged (ar/2 +1, N) y ged (a”/2 -1, N),

obteniéndose factores no triviales de N [15].

1.5.3. Complejidad computacional

El planteamiento tedrico que define y delimita la computacion clasica respecto
de la Maquina Universal de Turing es la tesis de Church-Turing, que en su plantea-

miento original estipula [15]

Si un algoritmo puede ejecutarse en alguna pieza de hardware, entonces existe
un algoritmo equivalente para una Méaquina Universal de Turing (MUT) que

ejecuta exactamente el mismo algoritmo.

Para tomar en cuenta la eficiencia de los algoritmos, esta proposicion se modificd

hacia la version fuerte de la tesis, que establece [15]
Cualquier proceso algoritmico puede simularse eficientemente en una MUT.

Esto quiere decir que la MUT puede simular en tiempo polinomial cualquier méaqui-
na que ejecute algoritmos [9]. Esta version de la tesis resulta refutada por algoritmos
que utilizan nimeros aleatorios para obtener soluciones; algunos de estos algoritmos
realizan tareas mas rapido que sus contrapartes deterministas, y tienen altas proba-
bilidades de éxito [15]. Por estas razones, se propuso la version extendida de la tesis
de Church-Turing: [15]

Cualquier proceso algoritmico puede ser simulado eficientemente en una Ma-

quina de Turing Probabilistica.

La capacidad de la computacién cuantica de resolver problemas exponencialmente
més rapido que cualquier computadora cuantica rompe con esta version extendida
[15]. Entonces se arriba a la version cuantica extendida de la tesis de Church-Turing,
que dice [15]

Cualquier aparato computacional realista puede ser eficientemente simulado

por una computadora cuantica tolerante a fallos.

La existencia de la computacion cuantica y las propiedades que la diferencian
de la computacion clasica ampliaron el estudio de la complejidad computacional,
llevando a la creacion de nuevas categorias de complejidad y al ajuste de la tesis
de Church-Turing [I5]. Las principales clases de complejidad computacional que se

relacionan con ambos tipos de computacion son [15]
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e P - Tiempo polinomial: problemas que pueden ser resueltos en tiempo poli-
nomial, es decir, que conforme crece el tamano de la entrada del problema, el
tiempo de resolucién méximo para el peor escenario no supera un crecimiento

polinomial.

e NP - Tiempo polinomial no-determinista: ante la solucién de un problema, un
algoritmo puede verificar si la respuesta es correcta o incorrecta en un tiempo
polinomial. Determinar si la clases P y NP son equivalentes entre si es uno de
los Problemas del Milenio establecidos por el Instituto Clay de Matemaéticas,
7 problemas matematicos de los cuales 6 siguen sin ser resueltos (solo la con-
jetura de Poincaré ha sido probada) y cuyas soluciones seran premiadas con 1

millon de dolares americanos cada una [10].

e PSPACE - Espacio polinomial: problemas que pueden ser resueltos haciendo
uso de un espacio de memoria cuyo tamano no crece més rapido que una
funcién polinomial. Todas las otras clases de problemas mencionadas en esta
lista estan contenidas en esta clase. Por otro lado, PSPACE esta contenido en
EXPTIME, problemas resolubles en tiempo exponencial, que a su vez esta

contenido en EXPSPACE, problemas resolubles en espacio exponencial.

e BPP - Tiempo polinomial probabilistico de error limitado: problemas de deci-
sion (respuesta Si o No) que un algoritmo aleatorio de tiempo polinomial puede
resolver con una probabilidad de éxito de 2/3. A veces un algoritmo aleatorio
puede resolver un problema maés rapido que uno determinista. Problemas de
esta clase caen en dos categorias: resolubles con un algoritmo determinista en
tiempo polinomial, o resolubles con un algoritmo probabilistico que fallara no
mas de 1/3 de las veces. La clase P estd contenida en BPP, y se conjetura
que P=BPP.

e BQP - Tiempo polinomial cuantico de error limitado: equivalente cuantico
de BPP; problemas de decisién cuya resoluciéon tiene una alta probabilidad
de éxito. Se cree que esta clase contiene problemas intratables en el régimen
clasico pero resolubles en tiempo polinomial en una computadora cuantica de
error limitado. Sin embargo, no se tiene claridad acerca de la relacion de BPQ
respecto de P, NP y PSPACE.

e EQP - Tiempo polinomial cuantico exacto: similar a BPQ, pero con proba-

bilidad de éxito 1, es decir, equivalente cuantico a P. La mecéanica cuantica

44



no hace tratables a todos los problemas NP, solamente a los que tienen una
estructura que se pueda aprovechar con la superposicion de estados cuanticos

y el entrelazamiento.

e QMA - Merlin-Arthur cuantico: equivalente cuéntico a la clase NP; verifica

respuestas con al menos 2/3 de probabilidad de éxito.

1.5.4. Errores cuanticos y su correccién

En esta seccion se explican algunas formas béasicas de errores en computacion
cuantica y métodos de correccion. Se inicia con los errores unitarios, producto de la
incerteza en la construccion de las compuertas cudnticas y las cotas superiores para
las desviaciones introducidas respecto a resultados ideales. El siguiente punto son los
errores introducidos en la transmision de informacion cuantica a través de canales
ruidosos. En primer lugar se explican dos tipos simples de errores de transmision,
la inversion del bit y la inversion de fase, y los co6digos que protegen la informacion
cuantica y corrigen los errores introducidos por el ruido. Al final, se explica el co6-
digo de 9 qubits de Shor, que permite proteger un qubit contra errores arbitrarios

introducidos por canales ruidosos.

1.5.4.1. Errores unitarios

Si el estado inicial de un registro de qubits es |ty), tras la implementacion de

un circuito (sucesion de compuertas cuanticas) el estado final esta dado por

() = [ ] Ui Ito)
=1

donde U; representan las transformaciones unitarias aplicadas a los qubits en un

algoritmo, y cuyo efecto individual es

Vi) = Ui |i1) .

Sin embargo, este modelo mateméatico asume que las compuertas aplicadas realizan
perfectamente la operacion U; [7]. Fisicamente, una compuerta incluye un error res-
pecto del ideal U;, de manera que la compuerta realmente aplica una transformacion
V; tal que

Vilio1) = [¢i) + | E3)

45



donde [7]
|Ez> = (Vi - Ui) W}i—l) .

Partiendo del estado [¢y), la evolucion del registro cuéntico incluyendo los errores

unitarios de las compuertas cuanticas, tiene la forma

1) = Va o) = ln) + |Ex)

de manera que el estado final del registro, en vez de |1,,), resulta ser

i’n> - an) + |En> + Vi |En—1> T VeV Ve ‘E1> ’

El peor escenario posible para estos errores es que estén alineados y se sumen lineal-

mente, por lo que la desigualdad del triAngulo da un limite superior para el error

del estado final .
| <> B,
k=1

donde se ha asumido una evolucion total unitaria, de manera que ||V; |E;_1)| =

I E:i—1)|| [7]. El valor de cada error individual ||| E;)|| esta limitado por

IEN = [[(Vi = Us) [ || < [IVi = Ui

sup °

La notacién [|U]],,, indica el eigenvalor del maximo médulo del operador U [7]. Si

esta norma superior tiene un limite superior uniforme
HV; - Ui”sup <€

entonces el error unitario del vector final para el peor caso posible estd dado por

mientras que el caso de errores aleatorios presentan un crecimiento méas favorable de

‘ < ne, (1.46)

Vv/n [7]. Al realizar una medida proyectiva, la probabilidad de obtener el eigenestado
i) esta dada por p; = |(i|1,)]” para el caso de evolucién unitaria ideal [7]. Tomando

-2
en cuenta el error unitario, la probabilidad de medicién p; = ‘<z]wn> , v el error

total entre ambos casos esta limitado segiin

;\pz’—ﬁz‘\ SQH

1Zn> - |¢n>

‘ . (1.47)
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Figura 1.29. Diagrama de circuito para codificacién de proteccién contra inversion del
qubit, elaborado por Nielsen y Chuang [9].

1.5.4.2. Cobdigo de tres qubits para inversion del bit

Se requiere enviar un qubit en estado [¢0) = «|0) + 5 |1) a través de un canal
ruidoso [§]. Se considera un escenario en el que el efecto del ruido es invertir el qu-
bit, es decir, que aplica el operador o, de manera que |[¢)) — (1]0) + a/|1) con una

probabilidad €, la cual se requiere que cumpla € < 1/2 [§].

En computaciéon clasica, para proteger un bit contra el ruido en un canal de
transmision se realizan dos copias adicionales del bit; dado que el ruido altera el
bit con una pequena probabilidad solamente, se espera que s6lo uno de los tres bits
idénticos sea alterado, y al final de la transmision se aplica votacion de mayoria para
decidir el valor correcto del bit [§]. Los estados cuénticos no se pueden copiar, pero

se puede obtener una redundancia similar a la clasica realizando una operacién

[4)100) = a[000) + B[111) = a|0L) + B |12) 7# [¥) ) [},

donde el subindice L corresponde a la nomenclatura de estados |0) ldgico y |1) [6-
gico, también conocidos como palabras clave [8]. La codificacion de tales estados se
consigue mediante el circuito en la figura Tras esta preparacion inicial, cada

qubit es enviado por una copia del mismo canal ruidoso.

Para obtener informacion sobre si un qubit ha sido invertido, y cudl de los tres,
no se puede realizar mediciones directas sobre le registro, ya que esto destruiria el
estado cudntico almacenado [8]. Se utilizan entonces dos qubits auxiliares cuyo valor

se altera de acuerdo los valores de pares de qubits del registro segtin

[¥e) [00) = [¢be) o) ,
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Figura 1.30. Diagrama de circuito para medicién del sindrome de error de la inversion
de qubit, elaborado por Benenti, Casati y Strini [8].

donde [¢.) es el estado del registro corrompido por el ruido, y a los valores de z
y a1 se les conoce como sindrome de error, y almacenan las mediciones colectivas
agl)agz) y a§1)0£3) respectivamente [8]. En la figura se puede observar la asig-
nacion y medicion del sindrome de error, de manera que el valor final de xgy es 0

cuando los qubits primero y segundo son iguales oMo = 1, y es 1 cuando son

diferentes agl)ag) = —1; la misma relacién se aplica para el valor de x; respecto de
los qubits primero y tercero. Estos qubits auxiliares se usan como qubits de control
de compuertas C2-NOT generalizadas para corregir el qubit invertido, de la mane-
ra en la que se ilustra en la figura En esta figura las dltimas dos compuertas

sirven para que el registro regrese al estado original [¢)) |00) = (« |0) 4+ 3 1)) |00) [8].

Este codigo falla si el ruido ha alterado a més de un qubit, lo cual sucede con

probabilidad €2(1 — €) para dos qubits corrompidos y € para tres [§].

1.5.4.3. Cobdigo de tres qubits para inversiéon de fase

El error de inversion de fase consiste en la aplicacion del operador o, con pro-
babilidad €, de manera que un estado inicial |[¢)) = «|0) + 1) se transforma a
0. [Y) = a|0) — B|1) [8]. Para lidiar con este tipo de error se hacen las mismas dos
copias adicionales que con la inversion de bit |¢) |00) — [¢r), v luego se realiza
un cambio de base {|0),|1)} — {|+),|—)} utilizando compuertas de Hadamard [§].
Con este cambio de base se tiene [¢/1) = a/|000) + §[111) = a |+ ++)+ 5 |— — =),

y la inversion de fase se convierte en una inversion de bit |[+) < |—) [8].
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Figura 1.31. Diagrama de circuito de correccidon de la inversion de qubit, elaborado por
Benenti, Casati y Strini [g].

Tras pasar por el canal ruidoso, se utilizan compuertas de Hadamard para
revertir el cambio de base {|4),|—)} — {]|0), |1)} [8]. Una vez se realiza este cambio,
la inversion de bit en la base {|+),|—)} se mantiene como inversion de bit en

{]10),11)} [8]. Como ejemplo de esto: se inicia con la codificacion
W) = al0) + B]1) = a|000) + B [111) = a|+++) + 5 |- — —),
cuyo paso por el canal ruidoso provoca el cambio
Qb +4) + Bl = =) s al-++) + Bl - ),
y al pasar de nuevo por H®3 se convierte en
al—++4)+ B+ ——) = «|100) + 5|011) .

Teniendo un error de inversiéon de bit, se aplica el mismo método de medicion
del sindrome de error y de correcciéon que en el apartado anterior, y se aplican las
mismas condiciones respecto a la probabilidad de error y efectividad de la correccion

[8]. Finalmente se revierte la codificacion para regresar al estado original |10) |00) [§].

1.5.4.4. Cobdigo de nueve qubits de Shor

Este codigo puede corregir un error arbitrario sobre un solo qubit; para esto

aprovecha el hecho de que el ruido se puede parametrizar como la combinacion
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lineal de 4 tipos de errores, y al medir el sindrome de error el estado total del sistema
colapsa hacia un estado con uno solo de los tipos de errores [§]. Esta parametrizacion
se observa de la siguiente manera: asumiendo que al inicio el entorno de un qubit
estd en un estado puro |0), la evolucién conjunta méas general de qubit y entorno

esta dada por
U10)10)g = 10) leo) g + 11) lex) s

Ul1)10)g = 10) le2) g + (1) les) s ,

donde {|e;)} son estados del entorno, no necesariamente normalizados ni ortogo-
nales [§]. Sobre un estado inicial de qubit [1)) = a/|0) + 5 |1), esta evolucion toma la

forma

Uly)|0) g = a(10) leo) g + [1) [er) ) + B (10) le2) g + [1) les) )

= 2 (@[0)+ BI1) (ieo)p +les)p) + 5 (@10) = 811)) (o) — les)z)

b (@1) + 810)) (e + leabs) + 5 (al1) = B10)) (Jer) s — lea) )
= 1) ler) i+ 02 1) lex) s + 02 [0) e + 00 1) feae) -

De esta manera, el ruido que afecta al qubit por interacciéon con el entorno queda
parametrizado en la base del grupo de Pauli, cuyos elementos producen cuatro tipos
de errores: I para qubit sin error, o, para inversion de fase, o, para inversion de bit,
y 0,0, = —io, para inversion de fase seguida de inversion de bit [§]. La medicion
del sindrome de error es una medicion sobre el estado |e,) (con = 1,1,2,3), de
manera que el estado total en esa tiltima ecuacidén colapsa hacia uno solo de las

cuatro posibilidades de error, conservando intacto |¢)) con un error especifico [§].

La forma en la que el codigo de Shor permite detectar y corregir estos errores

empieza por la codificacion
|0y — |0.) = (]000) + [111)) (]000) + |111)) (]000) + |111)),

1) = [1.) = (|000) — |111)) (J000) — [111)) (J000) — |111)),

que se efectiia con el circuito presente en la figura|l.32 haciendo que el estado inicial
genérico se transforme como [¢0) = «|0) + F|1) — a|0z) + B |1L), v el estado total

se puede visualizar en 3 bloques de 3 qubits cada uno.

En la figura se puede apreciar como se mide el sindrome de error de inver-
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Figura 1.32. Diagrama de circuito de la codificacién del qubit en el cédigo de Shor,
elaborado por Benenti, Casati y Strini [§].

sion de bit en cada bloque individual de qubits. En la misma imagen se presenta la
medicion para un error de inversion de fase en alguno de los bloques (no es necesario
saber el qubit especifico) |[000)£|111) — |000) F|111), donde a través de compuertas
de Hadamard y compuertas C5-NOT se aplican las mediciones colectivas

vo = 0We@5®) ) 5(6) 5(6)

x )

0 = o000,

que acttia como
cMa@ a3 (1000) + [111)) = £ (]000) % |111)),

de manera que los casos (yo,y1) indican errores de la siguiente manera: (1,1) para
ningtn error, (—1,—1) para error en el primer bloque, (—1,1) para el segundo, y
(1, —1) para el tercero [8]. Para corregir este error se deben aplicar ot ™) g {*t37) 5 3130)
con j = 0,1, 2 dependiendo del bloque con error, debido a que estas compuertas efec-
ttan [8]

o Wa@sB) (1000) £ |111)) = (|000) F |[111)) .

ol



=] [=] [=]
[=] [=] [=]

10> —€D Do

10 D]

=] [=] [=]
[=] [=] [=]

10> o) (D, ]
109 $—p,]

= [=] [=]
=] [=] [=]

10) —D (D] 100 a D]
10) 4 ;] 10 D, |

Figura 1.33. Diagrama de circuito de medicién del sindrome de error en el codigo de
Shor, elaborado por Benenti, Casati y Strini [§].
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Un error més general es, por ejemplo, una rotacioén sobre el primer qubit

U — Cos(e)[(l) +1 Sin(E)Ug(cl),

€

que acttia sobre el primer bloque de qubits como

UM (1000) + [111)) = cos(e) (|000) + |111)) + i sin(e) (]100) + |011)),

cuya medicién colectiva de oMo arroja un estado intacto con probabilidad cos? e,

o un estado con el primer qubit invertido con probabilidad sin®e, efectivamente
reduciendo un error de rotacion de magnitud arbitraria a una inversion de bit, o

ningin error en absoluto [§].
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2. OPTICA CUANTICA

2.1. Introduccion

El problema que dio el impulso inicial al desarrollo de la teorfa cuéntica fue
la radiacion de cuerpo negro, que trata sobre la forma en la que un cuerpo incan-
descente absorbe y emite energia a través de radiacion electromagnética, y que solo
pudo ser resuelto por Plank considerando que estos procesos ocurren de manera dis-
creta [12]. Esta idea fue generalizada por Eintein al proponer que estos cuantos de
radiacion no eran exclusivos del problema de cuerpo negro, sino una propiedad in-
trinseca de toda la luz [12]. Einstein utiliz6 esta generalizacion para explicar el efecto
fotoeléctrico, y para proponer la emision estimulada como producto del proceso de
equilibrio entre materia y radiacion, dando origen a los emisores laser y maser (laser
de microondas) [12]. Fue también el trabajo de Eintein sobre movimiento molecular
el que dejo en firme ante la comunidad cientifica la naturaliza atémica y molecular

de la materia [11].

Tras los avances sobre la dualidad onda-particula de la luz, de Broglie propuso
que esta caracteristica de la luz era generalizable a toda la materia, y en la década
de 1920 se establecieron las bases de la teoria cuantica con los trabajos de Schrédin-
ger, Heisenberg y Dirac [12]. Fue este ultimo quién, en la década de 1930, trabajo
en la teoria cuéntica de la luz con el nuevo formalismo [I]. En el avance sobre la
naturaleza de la radiacién electromagnética se llego a la Electrodindmica Cuéntica
en los anos 40 y 50, que fue la primera teoria cuantica de campos desarrollada, y

permiti la descripcion teorica de fenémenos sin explicacion previa [12].

Por otro lado, en la década de 1960 Glauber estableci6 la 6ptica cuantica en
su sentido moderno, y aplico este formalismo a aparatos opticos clasicos [I]. Glau-
ber también introdujo el concepto de estados cuasi-clasicos de la luz, que permite

entender por qué las fuentes disponibles al momento emitian luz explicable a partir
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de un enfoque semi-clasico, pero también dio inicio a los avances que llevaron a des-
cubrir fenomenos 6pticos puramente cuanticos, a su vez llevando a la construccion

de fuentes de luz no clasica [I].

En el area de fundamentos cuanticos e informacion cuantica, Einstein, Podolsky
y Rosen (EPR) mostraron las peculiaridades de las correlaciones cuénticas (inicial-
mente como objecion a la teoria cuéntica); dichas correlaciones cuanticas fueron
separadas de sus pares clasicos por los estudios de Bell y Bohm, y finalmente de-
mostradas experimentalmente por Aspect utilizando fotones [12]. Las correlaciones
cuanticas y su diferencia respecto a las correlaciones clasicas son el fundamento del

procesamiento de informacion en computacion cuantica [12].

2.2. Diferencia entre 6ptica clasica y cuantica

La optica clasica consiste en la descripcion de la luz como una onda electro-
magnética, campos eléctricos y magnéticos que se propagan a través del espacio
gobernados por las ecuaciones de Maxwell [13]. La descripcion de estos campos
electromagnéticos es determinista y continua, y todos los fenémenos asociados a la
luz se describen asumiendo estas propiedades clasicas, tanto en el vacio como en
presencia de materia [13]. Desde este punto de vista clasico, la ausencia de campo

electromagnético en el vacio implica ausencia de energia [13].

La optica cuéntica se erige sobre una cuantizaciéon escalar del campo electro-
magnético [12]. Esto quiere decir que el campo electromagnético consiste en estados
discretos de energia conocidos como fotones [12]. Un fotén es una excitacion discreta
de energia de magnitud hw, donde % es la constante de Plank que surge del estudio
de la radiaciéon de cuerpo negro; al llevar el campo cuantizado al limite clasico, la
cantidad w se convierte en la frecuencia angular de la onda electromagnética [12].
Otra de las propiedades mas significativas del campo electromagnético cuantizado
es que da lugar a una energia de vacio, que existe aun en ausencia total de fotones

y cuyos efectos se han comprobado experimentalmente [12].

También es importante resaltar las diferencias entre la teoria corpuscular de la
luz y la éptica cuantica. La teoria corpuscular, pieza introductoria de la mecanica

cuantica, considera a los fotones como particulas de luz; por otro lado, en la 6ptica

26



A
N

Figura 2.1. Diagrama de la cavidad unidimensional, elaborada por Gerry y Knight [12].

cuantica los fotones surgen como excitaciones discretas de energia, no-localizados y

esparcidos sobre el espacio [12].

2.3. Cuantizacion escalar del campo electromagné-
tico

Para realizar la cuantizaciéon requerida, se parte de un caso simple y limitado:
una cavidad unidimensional a lo largo del eje z, con paredes perfectamente con-
ductoras en z = 0y z = L, sin fuentes de carga ni materiales [I2]. En el interior
de dicha cavidad, como se observa en la figura hay un campo electromagnéti-
co cuyo componente de campo eléctrico esta polarizado linealmente (s6lo hay una

componente cartesiana del campo) en el eje = [12]
E(T)t) = €, F.(2,1).
Dadas las caracteristicas de la cavidad, se tienen las condiciones de frontera
E.(0,t) = E.(L,t) =0, (2.1)

las cuales implican que el campo dentro de la cavidad es una onda estacionaria [12].

El campo electromagnético obedece a las ecuaciones de Maxwell, que en el vacio

y en ausencia de fuentes de campo tienen la forma

V-E=0, (2.2)

- B

<

0, (2.3)
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VX E=——— 2.4
. OF

B = — 2.5

V x Ho€o a’ (2.5)

donde E es el campo eléctrico, B es el campo magnético, €y es la permitivad eléctrica

del vacio, y g es la permeabilidad magnética del vacio [12].

Una funcion E de un solo modo (cuyo significado se discute méas adelante) que

cumple con las condiciones de frontera y las ecuaciones de Maxwell tiene

2w?

By(2,t) = (V—q)>1/2q(t) sin(kz), (2.6)

donde w es la frecuencia angular de la onda, & = w/c es el nimero de onda y V
es el volumen efectivo de la cavidad [12]. Tomando la masa como elemento unitario
([m] = 1) y un volumen tridimensional, ¢(¢) queda con dimensional de longitud. De
las condiciones de frontera en la Ecuacion se deduce que solamente hay ciertos

valores permitidos para k y w

mm
=7
mm
o=

donde m = 1,2,3..., con cada posible k,,, w,, correspondiente a un modo de la onda

electromagnética [12].

Aplicando la Ecuacion 1) sobre el E(F, t) propuesto, se obtiene un campo

magnético B(F,t) = €,By(z,t) con
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By(z,t) = (%) (V—q))mq'(t) cos(kz), (2.7)

en el cual, tomando una masa unitaria, se puede igualar ¢(t) = p(t), donde p es una

variable de momentum [12].

La energia total H de un campo electromagnético clasico en el vacio esta dada

1 U
H= —/ (60E2 + —BZ> av,
2 Ho

o8

por



que, con los campos de la cavidad trabajada, toma la forma [12]

1 1
H= —/ eE? + —B2 | dz.
2 po Y

Integrando cada término por separado, a lo largo de la cavidad, se tiene

de manera que la energia total es

H = (p2 + w2q2) , (2.8)

N | —

que corresponde al hamiltoniano del oscilador arménico simple para una masa uni-
taria [12].

En este punto se introduce la cuantizacién canoénica, con las variables de po-
sicion y momentum, ¢ y p, tomando el papel de operadores hermiticos, ¢ y p, que

cumplen con la relacion de conmutacion [12]
[4,p] = ih. (2.9)

De esta manera, los campos eléctrico y magnético se convierten también en opera-

dores (esencialmente los mismos ¢ y p):

L2\ 12
Bo(zt) = (QV—EJ §(t) sin(k2), (2.10)

By(z,t) = (%) (‘2/—‘”‘;2)1/2;5(75) cos(kz), (2.11)

y la energia total pasa a ser el operador hamiltoniano del oscilador arménico cuantico

en una dimension [12]

~

H=<(p"+wq). (2.12)

DO | —

El siguiente paso es darle a este hamiltoniano el tratamiento algebraico tipico

para el oscilador armoénico cuantico. Se empieza definiendo los operadores escalera,
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o de creacion (a') y aniquilacion (@), que son el adjunto uno de otro [12]
i = (2hw) Y (wg + ip), (2.13)

at = (2hw) V2 (wg — ip). (2.14)

Partiendo de la relacion de conmutacion (2.9), estos operadores resultan en la rela-
cion
[a,a'] =1, (2.15)

y permiten reescribir los operadores de campo como

A

E, = &(a+ a')sin(kz), (2.16)

B, = —iBy(a — a') cos(kz), (2.17)

con & = (2)1?y By = %(%)1/2. El hamiltoniano toma la forma [12]

- 1
H=hw (a*a + 5) : (2.18)

Las relaciones de conmutacién entre el hamiltoniano y los operadores escalera

estan dadas por

simplificAndose a
[H,a] = —hwa, (2.19)

[H,at] = hwa, (2.20)

obtenidas utilizando 1} Si se propone una eigenvector Hiy) = E1, y se le aplican

los operadores de estas relaciones de conmutacion, resulta que
H(ap) = (B — hw)(ar)),

H(a") = (B + hw)(a'y),

demostrando que a1 y afy) son también eigenvectores de H, respectivamente ani-

quilando y creando un cuanto fw de energia al ser aplicados a algtn eigenvector de
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H. De esto se deduce que el estado fundamental del oscilador armoénico cuantico es

aquel que cumple con
al0) =0,

lo cual implica

. 1 1
H |0) = hw (a*m 5) 0) = §hw]0>,

obteniéndose la energia de punto cero o de vacio Ey = fw/2 [12]. Conociéndose el

efecto de af, se hace claro que

A 0) = o (04 5) @) 10,

de manera que es razonable etiquetar los eigenvectores del hamiltoniano (que es un

operador hermitico) como
(@)™ [0) = ea|n),

con ¢, una constante de normalizacion, n = 0,1,2..., condicién de normalizacién
(nlm) = b, (2.21)

y condicion de completitud [12]

> In)(n] = 1. (2.22)

Entonces n corresponde al niimero de cuantos o excitaciones discretas de energia de
tamano hw presentes en un estado; en otras palabras, n es el nimero de fotones,
cada uno con la energia hw conocida desde los albores de la teoria cuantica [12]. Es
importante notar que, en ausencia de fotones, queda una energia de vacio Ejy encon-
trada previamente, cuyos efectos predichos se han demostrado experimentalmente y
son: el efecto Cassimir, el desplazamiento de Lamb y la emision esponténea de luz
[12].

Conociéndose estas propiedades, se puede introducir a la nomenclatura el ope-
rador niimero
ata =1, (2.23)



que por definicién es hermitico, y cumple con
(2.24)

nln) =nin),

lo que permite reescribir el hamiltoniano como [12]

~ 1
(e ).

Para normalizar el efecto de los operadores escalera, se hace

(anlan) = (n|a'a|n) = (n|7t|n) = n,

a la vez que
(anlin) = lea-1]? (n = 1l — 1) = ey [?,

resultando que [12]
aln) =+vnn—1). (2.25)

Y para el operador de creacion

(a'nla'n) = (n|aa'|n) = (n|a'a+1|n) =n+1,

donde se uso el conmutador de la Ecuacion (2.15)). Ahora

(a'n|a™n) = |cori | (n+ 1n+ 1) = |cora |,

quedando [12]
a'ln) =vn+1|n+1). (2.26)

Gracias a esto, se puede escribir cualquier estado |n) a partir del estado de vacio

12 A
_ @ 10) . (2.27)

"=

En la descripcion de Heisenberg de la mecénica cuantica, la evoluciéon temporal

de un operador esta dada por

dO 1 .



que para los operadores escalera es

da -
— = —iwa
dt ’
dat .
— = iwa
dt ’
ecuaciones cuyas soluciones son [12]
a(t) = a(0)e ™", (2.29)
a'(t) = a'(0)e™". (2.30)

Otra forma de obtener estos resultados, la cual es 1til para trabajar con interacciones

no lineales, es utilizando el operador propagador (o de evolucién temporal)

O(t) = ePt/hO(0)e HH/", (2.31)
y aplicando el lema de Baker-Hausdorf, que puede tomarse como una expansion de
Taylor para O(t) donde las derivadas se reemplazan con conmutadores segtn (|2.28)
3 A

A,0]+ (%) A, [ﬁ,O]H% (%) BB [H,0)) +..., (2.32)

s

usando O(0) = O; de esta manera un operador escalera queda [12]

2t2 3t3 )
a(t) = a(0) (1 —iwt — “7 + ZWT +.. ) = a(0)e~"". (2.33)

2.4. Efectos cuanticos de la luz

2.4.1. Fluctuaciones cuanticas de un campo de modo tinico

Un estado |n) de namero definido de fotones, esta asociado a una energia E,

bien definida, pero no a un campo eléctrico bien definido [12], como se puede ver

utilizando
<E> — (n| By(z, 1) |n) = & sin(k2)((n]a|n) + (n]af [n) = 0.
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Sin embargo, el valor esperado del cuadrado del campo no se anula, dado que
<E2> = 2sin?(k2) (n| (a1)? + a2 + a'a + aal |n) |
que se simplifica para dar [12]

<E2> = £25in(kz) (n| 2ata + 1 |n) = 262 sin? (k=) (n + %) .

Con estos valores, se pueden obtener las fluctuaciones cuanticas o incerteza del

campo eléctrico AFE, utilizando la varianza
(Az)® = (%) — (), (2.34)

con lo que se consigue [12]

1/2
AE, = V2&ysin(kz) (n + %) : (2.35)

Entonces, estas fluctuaciones persisten aun en el vacio n = 0 [12].

Este resultado coincide con el principio de incertidumbre de Heisenberg, que

estipula que para dos operadores complementarios,

N

[A,B] = C #0,

se cumple que [12]

AAAB > % ‘<C>‘ (2.36)

A partir de esto, se tiene para los operadores de nimero y de campo eléctrico
(7, B,] = & sin(kz)(al — a),

con lo que se obtiene la desigualdad [12]

ARAE, > %50 sin(k2)] | (@' — &) (2.37)

Para un estado de nimero definido de fotones |n), se tiene An =0y {a' —a) =0,

por lo que el campo eléctrico queda con incerteza AE, # 0. [12]
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Existe una conexion entre el campo eléctrico y la fase del campo, de manera que
el operador de nimero y un operador de fase son complementarios y relacionados
por el principio de incertidumbre [12]. No es posible describir esta relacion a detalle,
dado que la definicién de un operador de fase cuantico es un problema abierto de la
fisica [12].

2.4.2. Operadores de cuadratura

Definiendo a(0) = a y a'(0) = a', y reemplazando con (2.29) y (2.30), el

operador de campo eléctrico se escribe [12]

A

E, = E(ae ™" 4+ ale™) sin(kz). (2.38)

Los operadores de cuadratura se definen como

5 1
Xy =3(a+ ab, (2.39)
%o = —(a—al) (2.40)
2T\ ) '
y el campo eléctrico pasa a ser
E, = 2&sin(kz) [Xl cos(wt) 4+ X sin(wt) |, (2.41)

donde se puede observar a X, y X, como amplitudes de oscilaciones en desfase de

7/2, es decir, en cuadratura [12].

De su definicién, es claro que los operadores de cuadratura son esencialmente

los operadores de posicion Z y momentum p, y conservan su conmutador (2.9)

0

(X0 %) = 5, (2.42)
que, segun el principio de Heisenberg en (2.36)), impone [12]
. N 1
AXARy > . (2.43)

Esto se puede obtner a partir de que
(n| Xy |n) = (n| Xy |n) =0
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. ; 1
(n| X7 [n) = (n X5 |n) = 7(2n + 1),

lo que, para n = 0, arroja el valor minimo de la desigualdad ({2.43) [12].

2.4.3. Estados coherentes

Como ya se ha visto, los estados nimero fotonicos no producen un valor de-
finido de campo eléctrico [12]. Entonces, si se quiere asociar la cuantizacion del
campo electromagnético con su contraparte clasica, se requieren tener estados que
produzcan valores definidos de campo eléctrico a partir del operador correspondien-
te; dada la definicion de dicho operador en la ecuacion , la condicién requerida
es que los estados en cuestion sean eigenestados de @ para obtener (a) # 0 [12]. Se
establecen los requerimientos

ala) =ala), (2.44)

(ala’ = a* (a]. (2.45)

donde |a) es el estado buscado [12].

Dado que los estados fotonicos {|n)} forman una eigenbase completa, se puede

@) = > Culn),

al que al aplicarle el operador de aniquilacién produce

escribir

oo [ee]
ala) =) Covnln—1)=a> Cyln),
n=0 n=0
de manera que hay una relaciéon de recursion

CYTL\/H = @Cnfla

que extendiendo hasta n = 0 da




por lo que el estado total es [I]

o0

) = Ch Y = In).

n=0

Para normalizar y completar la definicién, se hace el producto interno
) e a™a ) 0 |a|2n 2 ja?
alay =1=|C ———— (m|n) = |C — = |Cy|" e,
o) =1 = G Y- = () = G 3 =

. . . _Lial? .
de donde se obtiene la constante de normalizacion Cy, = e~ 2% y el eigenestado

buscado queda con la forma [12]

o) = e~4af 30 2 (2.46)

El operador de campo eléctrico, generalizado a una dependencia espacial gene-

ral, tiene la forma

A hw 1/2 (E " t) o
— _ ~ ik T—w o ~F —z(k~r—wt)
E.(F,t) =1 (2€0V> [ae a'e } ,

cuyo valor esperado es [1]

Si se toma la forma polar del eigenvalor a = |a|e?, el valor esperado del campo

eléctrico queda como

A o \2 L
<EI> =2 |a (260‘/) sin(wt — k-7 —6), (2.47)

que es la forma clasica de una componente de campo eléctrico de una onda electro-
magnética de modo tnico [12]. El estado |a) da paso a un valor definido del operador
de campo eléctrico, que coincide con el campo eléctrico clasico; de ahi el nombre de
estado coherente para |a), pues estd asociado al campo eléctrico de luz coherente.

La incertidumbre asociada a los estados coherentes requiere hallar
F2 hw .9 o

E; = oV a‘e G + (dT)2 e_%(E'F_wt> —ata — &dT] ,
€o
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y usando la relaciéon de conmutacion

EAi _ _;_WV [d2€2i(E-F—wt) 4 (dT)2 e—2i(E~F—m) —94ta — 1]
€o

para obtener [12]

- hw
E?|a) = —
(ol B o) = =5

[azezi(ﬁ-ﬂwt) + (a")? o—2i(Rr-wt) _ lof? - 1] 7
pasando a forma polar

(ol B2|a) = — ;i_wv {’a’2 |:62i(wt—E~F—9) L o2i(wt—Ri-0) _ 2} _ 1}7
€0

con la definicién de sin

(a] E%|a) = —% [|a|2 (20)2sin?(wt — k- 7 — 0) — 1] ,
y simplificando
(a| E?|a) = i [1 + 4ol sin®(wt — k - 7 — 9)] :
v 260v

Con estas cantidades se puede calcular la incertidumbre, ruido o fluctuaciones
en el campo eléctrico del estado coherente [12], utilizando la ecuacion (2.34)),

1/2
AE, (2?;/) | (2.48)

Este valor de incertidumbre es constante, y coincide con el valor de AFE, en (2.35)
para el vacio n = 0, es decir, los estados coherentes minimizan las fluctuaciones
cuanticas de vacio [12]. Estos estados, con su ruido minimo y su valor esperado de
campo eléctrico oscilante, son los estados cuanticos més cldsicos posibles de la luz,
y por ello también son llamados estados cuasi-cldsicos [I]. La propiedad de minima
incertidumbre también se evidencia en los operadores de cuadratura y ,
donde se tiene
(o] X la) = 3(a +a”),

- 1
(] XzJa) = 5-(a = o),

- 1 1
(a X7 |} = ; (o] @ + (@) + 2a'a + 1]a) = § [0? + (@")° + 2Jaf* +1].
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. 1
(0 X3 |a) = =7 [0® + (@) = 2Jaf* - 1],

con lo que se obtiene la incertidumbre de los operadores de cuadratura para el estado
del vacio, |0),
1
AX) =AX, = 37 (2.49)
correspondiente al valor minimo de (2.43)) [12]. Asi, los estados coherentes también

minimizan el ruido en los operadores de cuadratura [12].

Como se puede ver en el valor esperado del campo eléctrico, el angulo 6 en

a = |ale? esta asociado a la fase de las oscilaciones del campo. Para hallar el

A

significado fisico de la norma de «, se opera con 7 = a'a
n= (i) = |a]*, (2.50)

es decir, el cuadrado de la norma del eigenvalor de a es el nimero promedio de

fotones en la onda electromagnética [I]. La incerteza asociada esta dada por
(n*) = (a]atad’a|a) = (o ata’aa + d'ala) = n* +a,
de manera que el numero de fotones en la luz de estado coherente fluctiia con am-

plitud de [T
An = n'/? (2.51)

La distribucion de probabilidad para cada estado ntimero |n), utilizando la
definicion en (2.46) esta dada por

P, = |<7’L|OZ>|2 = 6_‘04 = e_ﬁ_v (252)

que es la distribucién de Poisson, la cual se aproxima a la distribucién normal al

crecer 1 [1J.

La evolucion temporal de los estados coherentes estd dada por la accién del

operador propagador sobre el estado
o, t) = e—mt/n o) = o iwt/2 it o),
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Figura 2.2. Incertidumbre en el espacio de fases para el vacio, elaborada por Gerry y
Knight [12].

y usando (22.46])

wi

e*lw n o — 675 « e*lw n n) = 675 (0% n ,
por lo que un estado coherente se mantiene coherente con el paso del tiempo
la, t) = oWt/ }ae”'”t> (2.53)

. , ) : 2
con una fase que cambia segiin wt y un nimero promedio de fotones |a|” constante

(1.

Si se usan los operadores de cuadratura como ejes de un espacio de fases, el area
limitada por la incertidumbre de X; y X, crea la grifica observada en la figura
Los estados coherentes provocan esta misma area de incertidumbre, pero desplazada

una distancia |a| y un angulo 6, de la manera en la que se presenta en la figura 2.3

El desplazamiento que produce los estados coherentes desde el estado de vacio

|0) esta detallado en el operador de desplazamiento [12]

~

D(a) = eo®'—"a, (2.54)

Para trabajar con este operador, se requiere el teorema de desenredamiento

e =€ e e
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Figura 2.3. Incertidumbre en el espacio de fases para estados coherentes, elaborada por
Gerry y Knight [12].

para [A B] #0y [ [A BH = [f?, [A,E” = 0 [12]. Asi, el operador de despla-

zamiento queda

~

D(«a) = e’%lo‘lzeadfe’a*&,

cuyo efecto sobre el estado de vacio, operador por operador, es

n=0

gracias a que a° = 1 [12]. Luego, usando (2.26]),

ea&f‘()):go(aTT ZO%

Entonces, comparando con la ecuacion (2.46)), resulta que [12]

la) = D() |0). (2.56)

Tomando la forma desenredada del operador de desplazamiento, se tiene que

el adjunto de este como

DT((I) —_ (€—§|a|2€a(ﬂe—a*&>T —e 2|o¢| (e—a*d)T <€adT>T’

y haciendo por separado



*ATL

() - S -

n=0

de manera que [12]
Di(a) = ¢malol gmadl gomd

Con la otra forma desenredada de D(«)

D(a) = e%‘o‘ﬁe_“*&eadf,

se puede hacer
@(@@T(@ _ efa*&eadfefaéfea*&7

y utilizando el Teorema de desenredamiento (2.55) con el hecho de que cualquier

operador conmuta consigo mismo, se obtiene entonces [12]
D(a)Df(a) = D' (a)D(a) = 1. (2.57)
Es decir, el operador de desplazamiento es unitario [12].

Los posibles operadores de desplazamiento del vacio forman un semigrupo [12].
Tomando de nuevo el teorema de desenredamiento (2.55)), y usando A=adl —a*a
y B = Bal — 8*a con [121, é] = af* — a*f = 2ilm (af*), se tiene el producto

D(Oz)f)(ﬁ) — eAeB _ eilm(aﬂ*)e(a+ﬁ)&1_(a+6)*&

Y

que facilmente se simplifica

A

D(a)D(B) = ™) D(a + B), (2.58)

donde el factor de fase es fisicamente irrelevante [12].

Es importante notar que los estados coherentes no son ortogonales, y solo son

completos sobre el plano complejo de « [12]. La no-ortogonalidad se observa como

— e~ slal? _ —2la?=318 = (6 Oé)
(Bla)y = e~2le"= 1817 Z — n\m>fe || Ifi; -

de forma que
(Bla) = emdlolmalofome
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y se simplifica hacia
(Bla) = ez (B a=Ba”) o=3f—al’ (2.59)

donde el primer exponencial es una fase compleja [12]. Entonces, la probabilidad de

medir |5) como proyeccion del estado |«) es

[(Bla)* = e717=F,

lo cual solo presenta ortogonalidad aproximada cuando la diferencia entre oy 3 es

muy grande [12].

La completitud en el plano complejo se observa de la siguiente manera

/]oz Yo d*a = = / ~lol’ Z\/n'_]n Y(m| d*a,

tomando d*a = dRe(a)dIm(a) [12]. Esto permite pasar a coordenadas polares con
a=re?y d*a = rdrdf [12]

/|a Oé| d2a = Z ’TL m‘ T2Tn+m+1d7‘ /27r ei(n—m)ede.
~ vnlm 0

La tltima integral es la definicion integral de la delta de Kronecker [12]

27
/ =m0 g = ox6,. .
0

Reemplazando esto, y haciendo el cambio de variables 72 = y y 2rdr = dy se tiene

1 el [,
- o =S A vy
-+ lalata =S [ ey

y cOmo
/ e Yy'dy=T(n+1) =nl,
0
en total se tiene

» [ lyaldta = 3 myal =1,
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Figura 2.4. Diagrama de un divisor de haz en accién, elaborada por Gerry y Knight [12].

mostrando la completitud. Un vector en general se puede expresar [12]

) = [ 1) (alo) o

Para un estado coherente, esto da [12]
1 ~Hlaf~ 41812 +8%a g2
1By == [ |aye 2! 72 d*a,
m

Es decir, el conjunto de estados coherentes no es linealmente independiente; ademas,
son sobrecompletos, lo que significa que hay més que suficientes elementos para

expresar cualquier estado en términos de los estados coherentes [12].

2.5. Aplicaciones

2.5.1. Divisores de haz

Clasicamente, un divisor de haz sin pérdidas es un elemento 6ptico en el que al
ingresar un haz de luz, emite un haz transmitido y un haz reflejado, y las intensidades
de los haces transmitido y reflejado suman la intensidad del haz incidente [12]. La
figura 2.4 provee una representacion grafica de dicho elemento. Matematicamente, se
tiene que la amplitud compleja & del haz incidente esté asociada con las amplitudes

reflejada y transmitida & y &5 de acuerdo a
82 = 7"52, 53 = tgl, <260>
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donde los coeficientes r y ¢ son complejos [12]. Considerando que no hay pérdidas

de energia, las intensidades |€]” cumplen con
&1 = |& + &, (2.61)

que a su vez impone [12]
Ir]> + t]* = 1. (2.62)

Para un divisor 50 : 50, que divide el haz incidente en dos haces de exactamente la

misma intensidad, se requiere que [12]

1
E.

| = [tl =

Para hacer la cuantizacion del efecto del divisor de haz, en primera instancia
podria pensarse en reemplazar las amplitudes complejas de los haces con operadores

de aniquilacion, haciendo analogia con el modelo clasico [12]
ag = Tray, as = ta;.
Estos operadores deben cumplir con las relaciones de conmutacion ([2.15))
(a5, af] = oy,
4, 8] = [aT a*} —0,

1777

para i,j = 1,2,3 correspondientes a los haces incidente, reflejado y transmitido
[12]. Sin embargo, las relaciones de conmutacion de los operadores a partir de sus

definiciones por la analogia clasica son
F 2 [~ 4 2
|:a27a/£i| - |T| |:a17a11-i| - |T‘ )
S 2[4 - 2
g, ] = o |av.af] = 1,
[aQ, ag] )

es decir, no se conservan las relaciones de conmutacion y, por tanto, no es una des-

cripcion cuédntica adecuada del divisor de haz [12].

La inefectividad de la analogia entre clasico y cuéntico surge del estado de

)



vacio, que a nivel clasico siempre se ignora [12]. El divisor de haz tiene dos puertos
de incidencia, pero por lo general solo se usa uno, como se ve en la figura [2.4
el otro, colineal a &, se deja vacio y sin efecto clasico sobre los haces reflejado y
transmitido [12]. Cuanticamente, el vacio es un eigenestado de energia con efectos
fisicos reales, de manera que el otro puerto de incidencia tiene una entrada |0), y
afecta los estados de salida del divisor [12]. Entonces, esta incidencia de vacio tiene
asociados un operador ag y coeficientes de reflexion y transmision [12]. Tomando en
cuenta que la reflexion de &; es la transmision de |0), y viceversa, los operadores de

campo para los haces de salida quedan [12]
G = ray + t'do, s = tay + . (2.63)
Las relaciones de conmutacion son ahora [12]
i, ab| = |ran + Vao,ral + af] = P+ 27

s, ab] = P+ 1o,
las, a3] = [ra; + t'ag, ta; + r'ag] = 0,
[a;,ag] ~0,
[az, ag} _ [r&l + tag, el + r’*ag] =t ",
[ag,a;} - [t&l +1ag, r*al + t’*ag] =t + 1
> =|r)?+[t]> = 1y tr* + 7t = 0 [12]. De esta altima se

tiene que |r||t| = |7'| |t'|, con lo que se puede hacer

2
T |t
i (B =1

7|

Se requiere que |r|* + |t/

y factorizando
2
,
() () = e,

[ = 1"l

de manera que

que a su vez implica
¢l = [t],
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y por tanto [12]
[+ J¢* = 1.

Dado que un divisor de haz es una capa de material que refleja y transmite
luz, los estados fotonicos reflejados y los transmitidos estan desfasados [12]. Si el
divisor consiste en una sola capa de dieléctrico, el desfase es de e*™/2 = +i [12].
Entonces, para un divisor 50 : 50 con un desfase de 7/2, las relaciones en y

sus condiciones de conmutacion arrojan [12]

1 1

Gy = — (a0 + id1) , Gs = — (idg + dy) . 2.64
5 \/5(0 1) 3 (ido + 1) (2.64)

V2

Como cualquier estado fotonico |n) se puede construir con operadores de crea-
cion actuando sobre el vacio |0), entonces se pueden hallar los estados de salida del
divisor correspondientes a sus estados de entrada, partiendo del hecho de que una
entrada de vacio produce una salida vacia |0),]0); — |0), |0); [12]. Para el caso en

el hay un solo fotéon en la entrada

‘0>0 ‘1>1 = di ’O>o ‘0>1 )
despejando
1 .
Af (.AT AT)
ay = — (2a5 +as ), 2.65
1 \/5 2 3 ( )

y partiendo de la relacion entrada-salida con vacios, se tiene [12]

0y 110, = == (ia} -+ ) 10), 10}
que provocan .
0)g 1), = = (1) 10}, + [0), 1)) (2.66)

En la formulacion de Heisenberg, esta transformacion estd dada por el operador
unitario [12]
Ups = ¢ 1 (@artaoai) (2.67)

Como es de esperarse, el divisor de haz 50 : 50 le da a un solo fotén incidente un
50 % de probabilidades de reflejarse y 50 % de transmitirse [I12]. Ademas, el estado

de salida es un estado entrelazado [12).

Para un estado en el que hay un fotén en cada puerto de incidencia, |1), 1),

7



usando

lleva a
Lo ot (at o ot LAY L (at)
)11, = 5 (b +dal ) (iah+al) 100, 10), = 5 [ (ab) + (k)| 10}, [0),

que se opera como [12]

V2

Cuando entra un foton en cada puerto de incidencia, los dos fotones pasan juntos

Do 1)y = —= (12)210)5 +10)5[2)5) - (2.69)

a uno solo de los puertos de salida [12]. Esto sucede debido a que, como se ve al
hacer la multiplicacion de (2.68) y (2.65)), los dos posibles estados |1), |1), interfieren

destructivamente entre si y desaparecen del estado total [12].

Cuando en un puerto de entrada incide un estado coherente, el efecto del divisor
de haz es el esperado para luz clasica: se toma |0),|a), = Dy (a) 10),10); con Dy(a)
definido en (2.54), de manera que

0% |}, — evaliabtal)=F@a—ian) gy 10y -

expandiendo

y reagrupando

para resultar en

|0>0 |O‘>1 -

donde en cada puerto de salida esta la mitad de la intensidad del puerto de entrada,
af? /2 [12).

El interferometro de Mach-Zehnder (MZI, por sus siglas en inglés) es un apa-
rato optico que utiliza dos divisores de haz 50 : 50 para provocar interferencia entre
estados cuanticos con un solo foton [12]. El esquema bésico del MZI esta dado en

la figura En este diagrama, los componentes M corresponden a espejos y los
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Figura 2.5. Diagrama de interferémetro de Mach-Zehnder con un solo fotén, elaborada
por Gerry y Knight [12].

componentes D corresponden a detectores al final de cada posible trayectoria del
foton [12]. El componente etiquetado con € es un desplazador de fase 6ptica, que
puede consistir en un tramo de fibra éptica cuya longitud determina 6, y estd ma-
teméticamente representado por el operador unitario e?"; el desfase 6 es relativo

entre las dos trayectorias [12].

El estado de entrada al MZI es el estado producto |0)|1), usandose que el
primer estado factor es el de la trayectoria en sentido antihorario, y el segundo es el
de la horaria [12]. El efecto del primer divisor de haz esta dado por (2.66)

10) 1) = —= (10) 1) +¢[1) ]0)) .

1
V2
Cada espejo provoca un desfase de 7/2, pero ambas trayectorias tienen un espejo,

asi que este desfase es irrelevante [12]. El desplazador de fase esté en la trayectoria

horaria, asi que solo afectara el componente donde el foton tome esa trayectoria [12]

25 (100 11)+11) 10) = —= (& [0) 1) +[1) ).

Usando (2.68]) y (2.65)), se halla la transformacion causada por el segundo divisor
de haz [12]. Manteniendo la regla de que la trayectoria antihoraria (terminando en

79



D) precede a la trayectoria horaria (terminando en D,), se tiene [12]

0) 1) — % (10) [1) + 1) [0))

1) 10) - % (1) [0) + 10} 1)) .

De esta manera, la transformacion del estado total por el segundo divisor es [12]

1 0 .
Qﬁ@ 0) [1) 4+ 2[1) |0)) —

Entonces, el MZI produce una transformaciéon total

[(e — 1) |0)[1) 4+ (" + 1) |1) |0)] .

N —

0) [1) = = [(e” — 1) 0} |1) + i (e + 1) [1)]0)] , (2.71)

N =

donde Dy seria activado por el estado |0)|1), mientras D; detectaria |1)|0), con

probabilidades Py = (1 — cosf) y Pig = 3 (14 cos6), respectivamente [12].

2.5.2. Interaccién Kerr
La forma maés simple de polarizacion dieléctrica corresponde a la forma lineal
P(7,t) = egxWE(7, 1)

para un medio isotropico, donde ") es la susceptibilidad lineal del dieléctrico [I].
Para un medio no-isotrépico, la susceptibilidad pasa a ser un tensor de rango 2, y

cada componente del vector de polarizacion esta dada por [I]

VE; (7 t).

‘PZ(F7 t) = GOX’E]

La polarizacién lineal es una aproximacién para un campo eléctrico externo
débil [I]. Al crecer el campo eléctrico, la polarizacion entra en régimen no-lineal

descrito por

P = GOXS‘)Ej + EOXE‘?}lEjEk‘ + GOXZ(?;)CZEjEkEh

o, en un medio isotrépico,

— —»2—»
P(7t) = eox\WE(7,t) + eox® |E| E(F,1),
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ecuacion que proviene de una expansion de Taylor de la susceptibilidad en términos
de intensidad de campo eléctrico en un modelo de atomos de dos niveles [I]. La
polarizacion de tercer orden es conocida como efecto Kerr [I]. Por otro lado, mu-

chos medios que exhiben un efecto Kerr significativo tienen una x® despreciable [I].

Es posible clasificar el efecto Kerr en dos variantes. La primera es el efecto
Kerr electro-6ptico, en el cual un potente campo eléctrico estable se utiliza para
modificar las propiedades opticas de un medio dieléctrico [I]. La otra variante es el
efecto Kerr o6ptico, en el cual una luz incidente produce el efecto Kerr a su paso a
través del material [I]. Una de las consecuencias del efecto Kerr optico es el efecto o
interaccion Kerr cruzada: cuando dos ondas electromagnéticas entran en un medio
Kerr, la propagacion de estas con una susceptibilidad no-lineal produce un acopla-

miento no-lineal entre las ondas [1].

Cuénticamente, el efecto Kerr puede modelarse como una auto-interaccion (sin

campos paramétricos que provoquen el efecto) de la luz con hamiltoniano
H, = 1K (ala)” = nK#?, (2.72)

donde K es proporcional a la susceptibilidad no-lineal de tercer orden, x©® [12]. Sobre
un estado coherente, la evoluciéon unitaria bajo este hamiltoniano puede producir un
tipo de estado entrelazado conocido como estado de Yurke-Stoler [12]. La evolucion

temporal es [12]
I o) — (A% |0y — o blal? o K ) = (1)) .
e o e Oz =e€ n
Zw

Si se usa una interaccion de duraciéon ¢t = se tiene un estado de salida [12]

2K’

() e

i“”Q/Q, dado que n € Z, solo son dos, 1 para n par, y —¢ para n impar

[12]. Asi, el estado de salida queda

Los valores de e

v () = Z(\/— \/L@”H)
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y agregando términos que suman 0 entre si

m 6_%‘04 2n+1 . (1/2”
v(@®) -\ T e Y e
2K 2 (2n)!

062n+1 2n+1
—i—|2n+1 |2n |2n~|—1
(2n 4+ 1)! \/ \/ 2n +1
aQn 2n+1
+ 12n) — ]2n +1
2n)! J@n+1)

que se resumen en

v (55)) = 5 (o) +il-a)),

v (55)) = 75¢ /" ) + i), (2.73)

el cual, independientemente de la fase global, es el estado entrelazado conocido como
Yurke-Stoler [12].

o bien

Una forma mas realista de interaccion Kerr cuantica esta dada por el hamilto-
niano

Hy = 1K (a')"a? = hK (A% — ), (2.74)

que, tomando en cuenta el teorema (2.55)) y el procedimiento de (2.53)), provoca una

evolucion de forma [12]
(1)) = e U oy = ¢ I | iKTY

Tomando t = 5%, se puede usar el resultado ( - para obtener que

s 1 ,
B T L 1
donde la amplitud del estado coherente se ha rotado hacia 5 = i« [12]. Entonces, se

vuelve a obtener el estado de Yurke-Stoler [12].

En la figura se puede observar una forma de aplicar el efecto Kerr cruzado
para acoplar estados cuanticos de la luz, en este caso, con un MZI [12]. Como se
puede ver, en los modos b y ¢ del interferometro entran estados niimero o fotonicos;

por otro lado, hay un modo a externo al interferémetro, que se acopla a este a través
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a a

Figura 2.6. Diagrama de interferémetro de Mach-Zehnder acoplado a un medio no lineal,
elaborada por Gerry y Knight [12].

de la interaccion Kerr [12]. El MZI y sus elementos ya han sido presentados en la
seccion [2.5.1 El elemento adicional, la interaccion Kerr cruzada, estd dado por el
hamiltoniano [12]

Hex = hKalab'h = hK Ay, (2.75)

Comparando este hamiltoniano con el de (2.72)), se hace notar el cambio de operador
ntumero cuadrado para la auto-interaccion, hacia un operador ntimero para cada mo-
do que se acopla. La evolucién unitaria en el tiempo generada por este hamiltoniano
queda [12]

Uk = e et (2.76)

En esta, como en todas las interacciones Kerr, el tiempo de interacciéon se modula
de acuerdo a la velocidad de la luz v en el medio y la longitud [ que la luz recorre en
el medio, de manera que t = [/v [12]. De la seccion se tiene que la evolucion

unitaria del desplazador de fase es
Ups = €i9ﬁ“, (277)

y los divisores de haz y detectores son del mismo tipo que en la secciéon mencionada
[12]. Partiendo estas condiciones y poniendo un estado coherente a la entrada del

modo a, el estado después del primer divisor es [12]

1 .
) = 7 @) ([10). +7101),,) -
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Después del paso por el medio Kerr y por el desplazador de fase, contando con que

cada operador actia sélo sobre su respectivo modo, el estado es

1 —iKt . i
=—(le" ) |10), +ie” |a) |01 ,
|1/J> \/5 (‘ >a | >bc | >a | >bc)
donde la presencia de un fotén en el modo b es lo que permite al operador Uck
actuar también sobre el modo a [12]. Eligiendo para la interaccion Kerr que Kt = ,

este estado queda [12]

1 .
) = 7 (I=a), [10),, +ie” |a), [01),,) -
Tras pasar el segundo divisor de haz, el estado total final es

) = 3 [(1=0), = o)) 103, +1 (|=a), + € fa},) 01, ].

de manera que, al realizar una medida en los detectores del MZI, un estado entre-
lazado inevitablemente se proyectara en el modo a, y las caracteristicas especificas

de dicho estado se pueden modular con el desplazador de fase [12].

2.5.3. Computacién cuantica

Los fotones son faciles de producir y manipular, tienen un espin a la vez que
pueden ser tratados como sistemas de variable continua [I1]. Por estas razones, son
buenos candidatos para ser portadores de informacion cuantica [11]. Tanto el espin
de los fotones como sus estados nimero se pueden usar para almacenar y mani-
pular informaciéon cuéntica, pero ambas opciones tienen desventajas importantes
[11]. En el caso de la codificacion por polarizacion (espin), la naturaleza bosonica
de los fotones impide que tengan comportamientos no-lineales naturalmente; por
tal razon se utilizan no-linealidades inducidas por mediciéon, donde la combinacion
de transformaciones unitarias, modos fotonicos auxiliares y fotodeteccion producen
no-linealidades efectivas, pero este método esta sujeto a cierta probabilidad de éxito

y fracaso [11].

En el caso de la codificacion de informacion cuéntica en estados ntimero (o
de Fock), se requieren compuertas logicas cuanticas que actiuen dentro de la misma
capa de Fock, es decir, que conserven el niimero total de fotones durante las opera-

ciones [11]. Las compuertas que no cumplen con esta condicién, requieren una gran

84



cantidad de recursos adicionales para implementarse a menos que se implemente
otro método de codificacion complementario [11]. Otro problema que surge en este
enfoque proviene del uso de efecto Kerr para implementar algunas compuertas, y las

dificultades experimentales para provocar dicho fenémeno en la magnitud necesaria
[12].

En general, la 6ptica como implementacion de computacion cuéntica ofrece la
ventaja tiempos de operacion de compuerta muy cortos, limitados tnicamente por
el tiempo de operacion de los fotodetectores [11]. Las principales desventajas son:
el ensamblado de los sistemas de interferometria requeridos, y el emparejamiento de
modos en grandes redes [I1]. En el siguiente capitulo se describira una de las posibles

implementaciones de compuertas logicas cuanticas utilizando 6ptica cuantica.

85






3. IMPLEMENTACION DE COMPUERTAS
CUANTICAS EN OPTICA CUANTICA

3.1. Introduccion

El procesamiento de informacién cuantica en un sistema fisico especifico requie-
re de un conjunto de condiciones minimas que permitan implementar la computaciéon
cuantica con errores tolerables [9]. En primer lugar, se necesita que el sistema pro-
vea una representacion fisica robusta de qubit, de manera que este mantenga sus
propiedades cuanticas durante un proceso de computacién. La segunda condicion
es que sea posible implementar un Conjunto Universal de Compuertas cuénticas
en la representacion elegida, de manera que los qubits sean manipulables. También
debe ser posible preparar el sistema en estados iniciales especificos. Y finalmente, se

requiere la capacidad de medir una salida tras un proceso computacional.

Estas condiciones deben balancearse para ser efectivas, dado que algunas pue-
den ser contradictorias entre si: por ejemplo, el sistema debe estar lo suficientemente
aislado para que el qubit pueda mantenerse en una superposiciéon de estados cuan-

ticos, pero no puede estar tan aislado que no haya capacidad de medicion [9).

En el Capitulo 2 se establecié la cuantizacion escalar del campo electromag-
nético y los efectos que dicha cuantizacion tiene en el tratamiento de la luz [9)].
Ademas, con el interferometro de Mach-Zehnder, se pudo observar que se pueden
establecer estados cuénticos superpuestos respecto a la informacion sobre la trayec-
toria que tome un foton [9]. A partir de estas ideas, se plantea la representacion
de doble riel (traduccion de dual-rail representation) de la computacion cuantica:
un qubit consiste en la informacion sobre la trayectoria tomada por un foton de
entre dos posibles caminos (de ahi el nombre doble riel), donde la superposicion de
estados corresponde a una superposicion de las dos posibles trayectorias del fotéon y

una medicion consiste en ubicar al foton en una de estas posiciones [9]. El esquema
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Figura 3.1. Base computacional de un qubit en representacion de doble riel, elaboracion
propia con el disefio de Nielsen y Chuang [9].

grafico de la representacion de doble riel, con una trayectoria superior y una inferior,

y su correspondencia a la base computacional de qubits se encuentra en la figura|3.1

Experimentalmente, es posible obtener un solo fotéon a partir de un estado
coherente |«) [9]. Estos estados son radiados por osciladores forzados, como el laser,
cuando son bombeados muy por encima de su umbral de emisién; atenuando esta
luz se pueden conseguir bajas cantidades de fotones con altas probabilidades: por

ejemplo, para un estado con a = v/0.1, se obtiene el estado atenuado
v0.90 |0) + v0.09|1) + v0.002 |2) + ...,

de manera que, si se detecta luz que traspasa el atenuador, es altamente probable
que sea un solo foton [9]. Para mejorar la sincronicidad entre fotones, se puede uti-
lizar conversion paramétrica espontanea, con materiales 6épticos no lineales como el
K Hy POy, los cuales reciben un foton de frecuencia wy v emiten dos fotones cuénti-
camente entrelazados de frecuencias w; y wo tal que wy +wqy = wy [9]. Esto, junto a la
conservacion de momentum, permite usar la deteccion de un fotoén para determinar
la existencia de otro fotén sin absorberlo [9]. Utilizando esta deteccion como condi-
cion para que otro foton sea dejado pasar, se pueden sincronizar multiples fuentes

fotonicas [9].

Los instrumentos opticos lineales (espejos, desplazadores de fase optica y di-
visores de haz) junto a medios no lineales, permiten en principio implementar un

Conjunto Universal de Compuertas cuénticas como el descrito en el Capitulo 1 en
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el modelo de doble riel [9].

La medicion de fotones individuales se puede realizar con alta eficiencia cuén-
tica con diversas tecnologias [9]. La eficiencia cuantica es la probabilidad 0 < n < 1

de que un fotoén incidente provoque una senal eléctrica medible [9].

De esta manera, el modelo de doble riel cumple en principio con los 4 requeri-

mientos de un sistema fisico para poder realizar computacion cuantica: [9]

1. Se tiene una representacion robusta de qubits dado que los fotones pueden
viajar largas distancias y sélo interactiian entre si en condiciones especificas,

conservando sus propiedades cuanticas con facilidad.

2. Existe la posibilidad de implementar un Conjunto Universal de Compuertas

cuanticas con medios 6pticos existentes.

3. Se pueden generar fotones individuales con sincronicidad modulable, para pre-
parar estados iniciales (que pueden ser modificados con compuertas 16gicas

cuanticas segin la necesidad).

4. Finalmente, se pueden realizar las mediciones proyectivas requeridas para de-

terminar el estado del sistema en la base computacional.

Sin embargo, hay que tomar en cuenta que existen dificultades en el uso de
medios 6pticos no lineales para la implementacion de compuertas; es decir, un im-
pedimento respecto a la segunda condicion [9]. Ademads, otra dificultad con este
modelo de computacion esta en la complejidad experimental del ensamblaje de los
sistemas de interferometria, especialmente por la exacta alineaciéon necesaria para

que funcionen [9)].

3.2. Implementaciones

3.2.1. Compuertas de un qubit
3.2.1.1. Compuerta NOT

Una compuerta NOT o o, realiza el cambio « |0) + 3 |1) — 5|0) + «|1), como
se explicd en la seccion del Capitulo 1; en la representacion de doble riel, la
negacion de un estado es el cambio de trayectoria del foton, lo que se consigue con
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Figura 3.2. Compuerta NOT en representaciéon de doble riel, elaboracién propia.

Figura 3.3. Compuerta PHASE o R, en representacién de doble riel, elaboracién propia
con el disefio de Benenti, Casati y Strini [7].

espejos que afecten las posibles trayectorias de la manera que se observa en la figura
En esta imagen, los espejos se posicionan en los vértices que indican cambios de
trayectoria (no contando el punto donde se cruzan trayectorias). Los espejos inducen
desplazamientos de fase en estados fotonicos [12], pero como ambas trayectorias esta
sometidas a la misma cantidad de reflexiones, el desfase sobre un estado o |0) 4 3 |1)

es global y, por tanto, irrelevante.

3.2.1.2. Desplazador de fase

Como se discutio en la seccion del Capitulo 1, un desplazamiento de fase
es una rotacion R.(¢) en la esfera de Bloch, y solo afecta al estado |1). Opticamente,
este efecto se logra poniendo en la trayectoria inferior del qubit un material de indice
de refraccion lineal diferente al del entorno, de manera que el camino éptico sera
diferente para los estados |0) y |1) [7]. La longitud necesaria depende de la diferencia
entre indices de refraccion y la frecuencia w del fotén [9]. La figura representa
esta implementacion. Segin se vio de la explicacion en la seccion del Capitulo
2, un fotén (o superposicion de estados fotonicos) siempre sufre un desplazamiento
de fase dependiente del tiempo [I], pero en el modelo de doble riel este desfase es
global. El espacio donde el indice de refracciéon difiere entre trayectorias es lo que
imparte un cambio de fase condicional sobre los estados computacionales [9]. El caso

especial de desfase ¢ = 7 corresponde a la compuerta o, [15].
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Figura 3.4. Compuerta de Hadamard en representacién de doble riel, elaboracién propia
con el disefio de Benenti, Casati y Strini [7].

Dado que la fase corresponde es la funcion periddica e'?, desplazadores de fase
de diferente tamafno pueden impartir el mismo desfase. Si se requiere aplicar un des-
fase pequeno, se puede obtener el mismo efecto con un trozo de material refractante

de mayor tamano.

3.2.1.3. Compuerta de Hadamard

En la seccion del Capitulo 2 se explicaron los divisores de haz; el divisor
descrito en particular produce estados fotonicos que en la base computacional se
parecen a los producidos por una compuerta de Hadamard, excepto por un desfase
+i [12]. Sin embargo, este desfase es producido por la construccion del divisor,
de manera que es posible construir un divisor de haz cuyos desfases entre estados
base correspondan a la compuerta de Hadamard, agregando capas de material que
alteren la longitud del camino 6ptico (lo cual es equivalente a compuertas de fase
R.(¢) descritas en el apartado [12]. En la representacion de doble riel, dicho
divisor de haz se puede ilustrar como se ve en la figura donde se estdn usando

espejos para desviar los fotones hacia el divisor.

El hamiltoniano de esta interacciéon es
Hy = i% (diﬁ - aTIS) ,
de manera que la evolucion esta dada por
Uy = eg(afi)_aéf)’
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Figura 3.5. Compuerta o, en representacién de doble riel, elaboraciéon propia.

Ry (9)

Figura 3.6. Compuerta R,(6) en representacion de doble riel, elaboracién propia con el
disenio de Nielsen y Chuang [9].

que realiza [9]
Un (a|0) + B[1)) = a[+) + 5]-).
3.2.1.4. Compuerta o,

El efecto del operador de Pauli 0, es equivalente a aplicar una compuerta o,
seguida de una o,, junto a una fase global i [I5]. Entonces, en la representacion de

doble riel, la compuerta corresponde a la imagen en la figura (3.5

3.2.1.5. Compuerta R,(6)

Una rotacion al rededor del eje y de la esfera de Bloch sobre un estado genérico

del qubit efectia la transformacion

R,(0)(a|0) +51)) =« (cosg 0) +sing \1}) + 5 (Cosg 1) — sing ]O>) :

(4
2
R,(0) requiere de un divisor de haz construido especificamente para el valor del

que corresponde a un divisor de haz cos? (%) : sin® (g) [9]. Entonces, una rotacion

parametro 6 [9], como aparece en la representacion de la figura para doble riel.
Alternativamente, se puede realizar una aproximacion con compuertas o, y R.(¢),

1oy /2

utilizando el hecho de que R,(0) = e con la expansion de Taylor de e” [7].
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R (0)

Figura 3.7. Compuerta R,(6) en representacion de doble riel, elaboracion propia.

El operador de evolucién de esta compuerta es

[ obl(atb-ab)
= :

3.2.1.6. Compuerta R,(0)

Similarmente a la rotacion en el eje y, la rotacion en el eje x produce un efecto

I
R.(0) («]0) + (1)) = « (cosg |0) — ising |1>) + 5 (Cosg 1) — ising |O>) :

que corresponde a un divisor de haz ajustado a 6 [9], cuya representacion de doble

riel esta en la figura [3.7]

Dada el dlgebra su(2) que rige el grupo SU(2) de rotaciones en C?, una com-
puerta de rotacién en x se puede construir como el producto de una compuerta
R,(0) y R.(¢), un divisor de haz y un desplazador de fase [9]. Por otro lado, una
rotacion R, (0) se puede aproximar con compuertas NOT y desplazadores de fase de
la misma manera que R,(#), dado que o, es el generador de la rotacién al rededor

del eje x [12]. Esta compuerta estd asociada a la evolucion unitaria [9)]
0. — e_ig(mz}méf)
. = :
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Figura 3.8. Compuerta CPHASE en representacién de doble riel, elaboraciéon propia
con el disefio de Benenti, Casati y Strini [7].

3.2.2. Compuertas de dos qubits
3.2.2.1. Compuerta CPHASE

En la seccion del Capitulo 2 se explico la interaccion Kerr cruzada, cuyo

operador de evoluciéon temporal es
Uy = e~ ithain

donde K es proporcional a la susceptibilidad eléctrica no-lineal, y a,b son modos
luminicos diferentes que se acoplan a la interaccion [12]. Este acoplo permite utilizar
un trozo de material con susceptibilidad Kerr como un desplazamiento de fase con-
dicionado entre qubits fotonicos de doble riel [12]. Dicha implementacion se visualiza
en la figura En ella se observa la notacion ©® y ®, que significa que las trayecto-
rias marcadas son desviadas con espejos a una posicion fuera de la pdgina paralela
a su ruta original, para que el bloque de material que funciona como compuerta solo
afecte al par de trayectorias requeridas sin afectar otras, y ser devueltas a su lugar.

La longitud de este desvio debe calcularse para que no provoque un desfase adicional.

En el operador de evolucion se puede ver que el desfase es negativo, pero el
tiempo de interaccion se puede ajustar (usando la longitud del material y tomando en
cuenta la frecuencia asociada a la energia del foton) para lograr el desfase equivalente
deseado, de manera similar que los desplazadores de fase lineales. En la seccion [2.5.2]

del Capitulo 2 se explic6 que un solo modo de luz también puede sufrir un desfase
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por efecto Kerr; sin embargo, esta interacciéon estad modelada por la evolucion

UK _ e—iKt(ﬁQ—fz)

)

por lo que un solo fotéon (n = 1) no presentaria efectos de la interaccion [12].

En la secciéon del Capitulo 1 se presentd la compuerta CPHASE como
una combinacion de compuertas CNOT y de fase de un solo qubit; dado que, como
se vera mas adelante, la compuerta CNOT implementada para fotones en doble riel

utiliza interaccion Kerr cruzada, es mas eficiente la implementacion de la compuerta
CPHASE que se muestra en la figura 3.8

3.2.2.2. Compuerta CNOT

La compuerta CNOT en el doble riel fotonico consiste en el qubit objetivo
primero sometido a un divisor de haz con operador de evoluciéon

UBS _ eiw(éTdJrédT)

que es el descrito en la secciéon del Capitulo 2. Luego de eso, el modo superior

(donde esta el foton en el estado computacional |0)) del qubit objetivo se acopla en

interaccion Kerr cruzada de fase ¢ = 7 con el modo inferior (donde esta el foton

en el estado computacional |1)) del qubit control [12]. Tras esto, se aplica sobre el

qubit objetivo un divisor de haz de operador ﬁ;s, y finalmente se ajustan las fases

de ambos modos de este mismo qubit [12].

En la figura se puede observar la compuerta. Segin la demostraciéon en la
seccion del Capitulo 1, el conjunto de las compuertas de un solo qubit junto a
la compuerta CNOT forman un Conjunto Universal de Compuertas cuantico, de
manera que solamente se requiere la implementacion exitosa estas compuertas para

mostrar la universalidad del modelo de doble riel para computacion cuantica [9].

3.2.2.3. Compuertas CNOT generalizadas

Una compuerta CNOT cuya condicion de activacion es |0) en vez de |1) se
construye con una compuerta CNOT estandar y compuertas NOT, segtn lo mos-
trado en la seccién del Capitulo 1. En la representacion de doble riel, la figura

[3.10] muestra esta compuerta.

95



N

S

Uss Ul

Figura 3.9. Compuerta CNOT en representacién de doble riel, elaboracién propia con
el disefio de Benenti, Casati y Strini [7].

Por otro lado, de acuerdo a ese mismo capitulo, la compuerta CNOT donde
los papeles de qubit control y qubit objetivo estan invertidos se construye con la
version estandar de la compuerta y cuatro compuertas de Hadamard [7]. La figura

muestra la representacion de doble riel 6ptico de la compuerta.

3.2.2.4. Compuerta SWAP

Esta compuerta intercambia los estados de dos qubits, y se arma con una com-
puerta CNOT estdndar, luego una compuerta invertida, y finalmente otra com-
puerta estandar [7]. La figura corresponde a esta compuerta en representacion
de doble riel.

3.2.2.5. Compuerta C-U

En la seccion[1.2.2]del Capitulo 1 se construyo la compuerta C-U, una compuer-
ta controlada generalizada de dos qubits, utilizando solamente compuertas CNOT
y compuertas de un solo qubit. La representacion de doble riel 6ptico correspon-
diente se encuentra en las figuras y (la figura completa divida debido a su
longitud).
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Figura 3.10. Compuerta CNOT de condicién de control invertida en representacion de
doble riel, elaboracién propia.
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Figura 3.11. Compuerta CNOT invertida en representacién de doble riel, elaboracion
propia.

Figura 3.12. Compuerta SWARP en representacién de doble riel, elaboracién propia.
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Figura 3.13. Compuerta C-U en representacion de doble riel, elaboracién propia. Parte
1.

R,(-3) UBs Ul

Figura 3.14. Compuerta C-U en representacion de doble riel, elaboracién propia. Parte
2.

98



Control 1

il

Control 2 K }
| Ugs U;S

(S

Objetivo

H —

Figura 3.15. Compuerta de Tiffoli en representaciéon de doble riel, elaboracién propia.
Parte 1.

3.2.3. Compuertas de maultiples qubits

3.2.3.1. Compuerta de Tiffoli

La compuerta C?-NOT o de Tiffoli se construye con compuertas CNOT estan-
dar, compuertas de Hadamard y compuertas CPHASE, como se vio en la secciéon
del Capitulo 1. En las figuras y (la figura completa divida debido a
su longitud) aparece la construccion de doble riel 6ptico de esta compuerta, la cual

permite armar compuertas C*-U.

3.2.3.2. Compuerta C3-U

Como ejemplo de las compuertas genéricas C*-U cuya construccion se demostro
en el Capitulo 1, en las figuras [3.17] [3.18] [3.19 y [3.20| (la figura completa divida
debido a su longitud) se presenta la construccion en doble riel de una compuerta
C3-U, utilizando compuertas de Tiffoli (figuras v y una compuerta C-
U (figuras y 3.14). En estas imégenes, tanto las compuertas de Tiffoli como

la compuerta C-U pasan sobre qubits que no estdn involucrados en la compuerta

particular.
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Figura 3.16. Compuerta de Tiffoli en representacion de doble riel, elaboracién propia.
Parte 2.
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Control 3
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Figura 3.17. Compuerta C3-U en representacion de doble riel, elaboraciéon propia. Parte
1.
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Figura 3.18. Compuerta C3-U en
2.

representacion de doble riel, elaboraciéon propia. Parte
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Figura 3.19. Compuerta C3-U en representacion de doble riel, elaboraciéon propia. Parte
3.
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Figura 3.20. Compuerta C3-U en representaciéon de doble riel, elaboracién propia. Parte
4.

3.2.4. Algoritmos

Dado que es posible construir un Conjunto Universal de Compuertas cuanticas
en la representacion de doble riel 6ptico, entonces se pueden construir algoritmos
cuanticos usando este modelo [9]. En esta seccion se presentan los siguientes algo-

ritmos de acuerdo a sus descripciones en las secciones y del Capitulo 1: el
sumador cuéntico, el algoritmo de Deutsch, la transformada de Fourier cuantica, un

ejemplo simple del algoritmo de Grover, y un ejemplo simple del algoritmo de Shor.

3.2.4.1. Sumador cuantico

Este algoritmo consiste en una aplicacion sucesiva de solamente dos de tipos
sub-algoritmos, la operaciéon de suma S y la operaciéon de acarreo C, formados
tnicamente con compuertas CNOT y de Tiffoli [7]. En la figura esta el sub-

algoritmo S en el doble riel. Correspondientemente, el sub-algoritmo C se encuentra
en las figuras y (la figura completa divida debido a su longitud).
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Figura 3.21. Sumador cuantico: sub-algoritmo S en representaciéon de doble riel, elabo-

racién propia.

[SIE]

I

Figura 3.22. Sumador cuantico: sub-algoritmo C en representacion de doble riel, elabo-

raciéon propia. Parte 1.
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Figura 3.23. Sumador cudntico: sub-algoritmo C en representacion de doble riel, elabo-
raciéon propia. Parte 2.
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Figura 3.24. Algoritmo de Deutsch en representacion de doble riel, elaboraciéon propia.

3.2.4.2. Algoritmo de Deutsch

El algoritmo de Deutsch, como explico la seccion determina si una funcion
f de un solo qubit es constante o balanceada. Emplea la evolucion unitaria Uy
que corresponde a la funcién desconocida, y compuertas de Hadamard, segin se
mostré en la seccidon mencionada; la representacion correspondiente estd en la figura
[3.24] La generalizacion, conocida como algoritmo de Deutsch-Jozsa, es idéntica a el
caso particular, con el mismo qubit auxiliar inicializado en |1), pero con n qubits

principales con sus correspondientes compuertas de Hadamard [9].
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Figura 3.25. Transformada de Fourier cuantica en representacion de doble riel, elabora-
cién propia. Parte 1.

3.2.4.3. Transformada de Fourier cuantica

Este algoritmo consiste inicamente en compuertas de Hadamard y CPHASE,

ademéas de compuertas SWAP que ordenan adecuadamente los estados cuénticos

finales [9]. Su representacion de doble riel 6ptico esté en las figuras [3.25] [3.26] y [3.27|

(la figura completa divida debido a su longitud).

3.2.4.4. Algoritmo de Grover: ejemplo

En la seccion del Capitulo 1 se explico el algoritmo de Grover para una
base de datos con N elementos, y se mostré el caso especifico de una bisqueda entre
N = 4 elementos, el cual se presenta en la figura [3.28 como un doble riel 6ptico.

3.2.4.5. Algoritmo de Shor: ejemplo

Para ilustrar de manera simple el funcionamiento del algoritmo de Shor en la
representacion de doble riel 6ptico, se utiliza el ejemplo trivial del nimero 15 para

factorizar [15]. Este problema es equivalente a hallar el perfodo de la funcién
f(z) = a” mod 15,

donde ged(a,15) = 1 [12]. El valor a = 2 cumple esta condicion, y se evalia f(x)
sobre tres qubits, es decir, con z = [0,5] entero. Para evaluar f(z) se utiliza la
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Figura 3.26. Transformada de Fourier cuantica en representacion de doble riel, elabora-

cién propia. Parte 2.
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Figura 3.27. Transformada de Fourier cuantica en representacion de doble riel, elabora-
cién propia. Parte 3.
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Figura 3.28. Algoritmo de Grover para N = 4 en representacién de doble riel, elaboracion
propia.

evaluacion de funciones por mintérminos; este método no es eficiente, pero permite
ilustrar este tipo de algoritmo que fue descrito en la seccion del Capitulo 1. En
este caso, la evaluacion de f(z) por mintérminos sobre 3 qubits principales requiere
de 4 qubits auxiliares para almacenar el resultado, y se utilizan 4 compuertas de

Tiffoli generalizadas.

En las figuras|3.29] [3.30]y |3.31] (la figura completa divida debido a su longitud)
aparece la representacién de doble riel del proceso del algoritmo de Shor segin fue
descrito en la seccion del Capitulo 1: compuertas de Hadamard sobre el registro

principal para obtener todo el rango requerido de z, evaluacion de f(z) almacenando

el resultado en el registro auxiliar, mediciéon sobre el registro auxiliar, aplicacion de

transformada de Fourier sobre el registro principal, y medicion del registro principal.

3.2.5. Materiales

Los espejos, desplazadores de fase, y divisores de haz son los dispositivos 6pti-
cos méas accesibles que existen [9]. Los espejos altamente reflectantes son comunes,
incluso espejos con pérdidas en el orden de 0.01 % no son inusuales [9]. Como ya
se ha mencionado antes, un desplazador de fase es un segmento de material cuyo
indice de refraccion es diferente al medio principal del sistema de la computadora
cuantica; liquidos, gases, geles, liquidos tenidos y solidos cristalinos proveen posibles

implementaciones de desplazadores de fase optica [9].

Un divisor de haz es una pieza de vidrio parcialmente reflectante, que suele
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Figura 3.29. Algoritmo de Shor para factorizar 15 en representacion de doble riel, elabo-
racion propia. Parte 1, evaluacion de f(x).
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Figura 3.30. Algoritmo de Shor para factorizar 15 en representacion de doble riel, elabo-
racion propia. Parte 2, evaluacion de f(x) y medicion de registro auxiliar.
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Figura 3.31. Algoritmo de Shor para factorizar 15 en representacion de doble riel, elabo-
racién propia. Parte 3, transformada de Fourier sobre registro principal y medicién final.
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Figura 3.32. Esquema de divisor de haz construido con prismas y placa delgada de metal,
elaborado por Nielsen y Chuang [9].

construirse con una delgada lamina metalica entre dos prismas, los cuales proveen
también de desplazamientos de fase asociados a la longitud de la trayectoria de los
fotones [9)]. Las caracteristicas de grosor, forma y reflexién de un prisma determinan
qué clase de compuerta son: Hadamard, R,, o R, [9]. En la figura se encuentra
un esquema de esta construccion de divisor de haz, donde los tridAngulos correspon-
den a los prismas, e invertir fisicamente el aparato provoca el cambio del operador

de evolucion Upg — Ul [9].

Comparado con los fenémenos 6pticos lineales de los materiales, el efector Kerr
es débil al ser producido por una susceptibilidad eléctrica de tercer orden [9]. Una
interaccion Kerr muy débil no permite aplicar un desfase tan grande como 7, lo
cual implica que utilizarlo como compuerta cuéntica en el modelo de doble riel no es
realista [9]. Ademaés la no-linealidad siempre tiene asociada una absorcion luminica,
por lo que se perderfan alrededor de 50 fotones por cada uno que logre obtener un
desfase de magnitud 7, segin céalculos tedricos para el mejor arreglo posible [9]. Es-
tos impedimentos respecto a la débil no-linealidad de materiales disponibles fue uno
de los principales problemas en los intentos de desarrollo de computadoras 6pticas

clasicas 9.

Sin embargo, la investigacién sobre materiales con alta susceptibilidad Kerr y
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las condiciones que la provocan es un area de investigacion y desarrollo abierta [12].
Por ejemplo, se ha encontrado que materiales modernos, tales como nanotubos de
carbono y grafeno presentan fuertes respuestas no-lineales 6pticas de tercer orden, es
decir, el orden del efecto Kerr (en comparacion con otros materiales Kerr conocidos)
[14]. En el caso del grafeno, una sola capa de este material exhibe una alta respuesta
de susceptibilidad x®, con una absorcion de 2.3 % por capa de grafeno, para fotones
en el espectro visible e infrarrojo [14]. Desarrollos en el area de la ciencia de los
materiales pueden llevar a una respuesta Kerr de baja absorcion lo suficientemente

intensa para implementarse en computacion cuantica [12].

3.3. Manejo de error

3.3.1. Incertezas de procesos computacionales

Los errores unitarios descritos en la seccion del Capitulo 1 afectan a la
representacion de doble riel 6ptico de computaciéon cuantica, como a cualquier otra,
alterando los coeficientes de las superposiciones de estados [7]. Como se puede ob-
servar a lo largo de la seccion las compuertas 6pticas que aplican operadores
unitarios sobre los qubits consisten combinaciones de espejos, espejos parciales y
dos tipos de desplazadores de fase [9], y los efectos de estas compuertas se pueden

visualizar como rotaciones en la esfera de Bloch de cada qubit [7].

Considerando la normalizaciéon adecuada, un operador unitario actia sobre un

estado de un qubit como
al0) + 1) —n0) +£[1),

de manera que el error en el operador unitario aparece como incertezas en los valores
de los coeficientes

n =1+ An,
£ =€+ A,

aunque se sigue cumpliendo |n|* + [¢]* = 1 [7]. Estas incertezas tienen dos fuentes:
incerteza en las tasas de transmision y reflexion de los espejos parciales, e incertezas
en el desfase impartido por los desplazadores. La incerteza por desfase puede darse
tanto en desplazadores lineales individuales, asi como en los desplazadores incluidos

en los divisores de haz, ademas de los desplazadores de interacciéon Kerr. Las incer-
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tezas de ambos tipos, espejos parciales y desfase, provienen a su vez de incertezas

en las caracteristicas Opticas y geométricas medidas del material [19].

En la seccidon sobre errores unitarios del Capitulo 1 se establecieron las cotas
superiores de error en las compuertas cuanticas [7]. Si el maximo error impartido por
un elemento del circuito computacional es €, entonces la diferencia entre el estado

cuantico final real y el ideal estara limitada segin

para errores alineados suméndose linealmente (errores sisteméticos en la caracteri-

an> - |¢n>

‘<ne,

zacion de los elementos de circuito) [7]. Para errores aleatorios este limite superior
es [7]
< v/ MNne.

52y -1

Por tanto, la precision de la medicion y fabricacion de los materiales usados, y la

cantidad usada de dichos materiales determinan el peor error posible en el estado

final tras un proceso de computacion [19].

Todo algoritmo cuantico se completa con una mediciéon final del registro de
qubits; las incertezas en los coeficientes 1 y £ tras un proceso computacional alteran
las probabilidades p; de medir un resultado u otro [7]. Segtn se explicé en el Capitulo

1, el error en estas probabilidades de medicién tiene un limite superior

> lpi = il < 2]||6n) — 1w
i

de manera que también estd limitado por el error maximo € y la cantidad n de

aparatos opticos utilizados [7]. Entonces, una computadora cuéntica con tolerancia

al error serd una donde las diferencias p; — p;, y por tanto ne o y/ne, sean lo su-

ficientemente pequenas para que el resultado correcto siga siendo el més probable,

aunque no sea el unico posible [9].

En la seccion de Materiales se explico que los aparatos 6pticos que se
utilizan en la representacion de doble riel de la computacién cuantica tienen tasas
de absorcion luminica, es decir, eliminan fotones [9]; un foton eliminado dentro de
un circuito 6ptico cuantico arruinaria completamente un proceso computacional. En

un extremo se encuentran los espejos, donde absorciones de un fotéon entre 10* son
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comunes; por otro lado, los materiales con un fuerte efecto Kerr transmitirin un
foton por cada 50 que eliminen, en el mejor de los casos [9]. Sin embargo, como
también se menciond en la seccion [3.2.5] experimentos con grafeno mostraron un
fuerte efecto Kerr con una tasa de absorcion de 2.3% por cada lamina de grafeno
[14].

Tanto los errores unitarios como los errores por absorcion de fotones pueden
manejarse usando la idea detras de los codigos de correcciéon de errores descritos en
la seccion del Capitulo 1: la redundancia. Ambos tipos de errores son proba-
bilisticos, por lo que una computadora cuantica tolerante al error tendra una alta

probabilidad de producir el resultado correcto, aun si no lo produce siempre [9].

En el caso de la absorcién de fotones, los errores serian sumamente eviden-
tes, ya que si el fotén de un qubit es eliminado, el qubit deja de existir. Multiples
ejecuciones de un proceso computacional permitirian diferenciar facilmente entre
resultados legitimos y resultados espurios, y almacenar los resultados legitimos para
su uso correspondiente; si se logran bajas tasas de absorcion en todos los elementos
del sistema, la proporcion de resultados espurios seria baja. Por otro lado, los erro-
res unitarios tolerables producirian solamente una pequena cantidad de resultados
espurios frente a una mayoria de resultados legitimos, de manera que se usaria vo-
tacion por mayoria para elegir resultados legitimos y caracterizar la tasa de error
del proceso particular. En combinacion, las redundancias para los errores unitarios
estarfan englobadas dentro de los resultados legitimos en relacion a los errores por

absorcién de fotones.

La computacion optica tiene la ventaja de una alta velocidad de ejecucion de
procesos (literalmente a la velocidad de la luz), solamente limitada por los procesos
electronicos asociados a la produccion y deteccion de los fotones [I1]. Por tanto, la
repeticion de procesos como manejo de error en la representacion de doble riel de

la computacién cuantica no seria un obstaculo importante en la eficiencia del modelo.

Otra forma de emplear la redundancia para el manejo de errores asociados a las
incertezas de las compuertas cuénticas, es codificar la informacién reemplazando los
qubits individuales por bloques de qubits [9]. En este caso las compuertas cuénticas
individuales son reemplazadas por copias de la compuerta actuando cada una sobre

cada uno de los qubits del bloque, efectuando una compuerta equivalente en los
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Figura 3.33. Codigo de tres qubits para inversion del bit en representacién de doble riel,
elaboracién propia. Parte 1.

bloques de qubits [9]. Utilizando a lo largo del proceso mediciones de sindrome de
error y codigos de correccion similares a los descritos en la siguiente seccién, se

reducen los errores en los procesos computacionales [9].

3.3.2. Transmision por canales ruidosos

La transmision de informacioén cuantica a través de canales que tienen una pro-
babilidad e de corromperla, fue explicada en la dltima parte del Capitulo 1. Cuando
el ruido de un canal de transmision tiene la probabilidad de provocar un error por
inversion de bit, se utiliza el método protecciéon y correccion conocido codigo de tres

qubits (que a su vez utiliza dos qubits auxiliares) [8]. En la representacion de doble

riel 6ptico, este cddigo se implementa como se observa en las figuras [3.33] [3.34] [3.35|
y (la figura completa divida debido a su longitud). En la primera de estas imé-

genes, el paso por el canal ruidoso se representa como ’- - -’.

Para canales ruidosos que inducen errores por inversion de fase, se utiliza tam-
bién un codigo de tres qubits [8]. Como se vio en el Capitulo 1, este codigo es idéntico
al de inversion del bit, con la diferencia de que sobre los tres qubits se aplican com-
puertas de Hadamard antes de entrar al canal ruidoso, y también al salir del canal
[8], lo cual se ilustra en la figura Las compuertas de Hadamard permiten que

la inversion de fase se convierta en una inversion del bit, de manera que se le pueda
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Figura 3.34. Cédigo de tres qubits para inversién del bit en representacion de doble riel,
elaboracién propia. Parte 2.
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Figura 3.35. Cédigo de tres qubits para inversién del bit en representacion de doble riel,
elaboracién propia. Parte 3.
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Figura 3.36. Codigo de tres qubits para inversion del bit en representacién de doble riel,
elaboracién propia. Parte 4.

dar el mismo tratamiento de deteccion y correccion de a ambos tipos de errores [§].

Para corregir errores mas generales que inversiones del bit y de fase, se utiliza
el codigo de nueve qubits de Shor, descrito en el dltimo apartado del Capitulo 1.
Este codigo codifica un qubit en tres bloques de tres qubits cada uno, utilizando
una combinacion de las codificaciones utilizadas en los codigos para inversion del
bit y para inversion de fase [8]. Tras el paso por el canal ruidoso, el codigo emplea 6
qubits auxiliares y compuertas CNOT estandar para hallar sindrome de error por
inversion del qubit; luego utiliza dos qubits auxiliares més y compuertas C-NOT
para hallar sindrome de error por inversion de fase [§]. Como se mostro en el capitulo
en referencia, todos los posibles errores sobre un qubit individual se reducen a una
de tres posibilidades: inversion del bit, inversion de fase, y la combinacién de ambos.
Una compuerta C°-INOT se puede construir utilizando la demostracién del Capitulo

1 para la compuerta C*-U, donde U = o,.
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Figura 3.37. Cddigo de tres qubits para inversion de fase en representacion de doble riel,
elaboracién propia. Seccién que difiere del c6digo para inversion del bit.



CONCLUSIONES

1. La idea fundamental de la computaciéon cuéntica es que la superposicion de
estados cuanticos, y el entrelazamiento cuantico relacionado, permiten realizar
operaciones computacionales sobre registros informaticos que se encuentran en
multiples estados a la vez. Esta idea significa que un solo proceso de compu-
tacion cuantica realizaria el equivalente a miltiples procesos clésicos, y este
paralelismo resultaria en aumentos de eficiencia significativos respecto de la
computacion clasica. Como mostro el desarrollo del algoritmo de Shor en el
Capitulo 1, esta menor necesidad de recursos permitiria que la computacion
cuantica sea capaz de realizar eficientemente tareas que ninguna computadora

clasica podria realizar en un tiempo razonable.

2. La manipulacion del estado de un registro de qubits se realiza a través de com-
puertas logicas cuénticas, analogamente a la manipulaciéon de bits clasicos con
compuertas logicas clasicas. Una compuerta cuantica es un operador unitario
que evoluciona el estado de un qubit o qubits de una manera preestablecida,
y la construccién de sucesiones de compuertas cuénticas para lograr un estado
final especifico del registro es la base de la programacion cuantica. Existen con-
juntos finitos de compuertas cuanticas con cuyos elementos se puede construir
una operacion computacional arbitraria, conocidos como Conjuntos universa-
les de compuertas; uno de estos conjuntos estd compuesto por las compuertas

cuanticas de un solo qubit y la compuerta CNOT estandar.

3. La optica cuantica es el estudio de los fendmenos que surgen a partir de la cuan-
tizacion escalar del campo electromagnético, donde los fotones surgen como
la eigenbase {|n)},  del hamiltoniano de oscilador armoénico simple asociado
a esta cuantizacion. Los medios Opticos provocan evoluciones de los estados
foténicos que en el limite clasico corresponden a efectos conocidos en la 6ptica
clasica: los espejos cambian la trayectoria de los fotones, los espejos parciales
imponen una probabilidad de transmisién y una de reflexion, y los cambios de

indice de refraccion se manifiestan en desplazamientos de fase de los estados
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cuanticos. Los medios Kerr provocan desplazamientos de fase acoplados entre

dos modos foténicos.

En la representacion de doble riel 6ptico de los qubits, las compuertas logicas
cuanticas se construyen con medios opticos lineales y con medios Kerr (no-
lineal de tercer orden): los espejos cambian las trayectorias de los fotones, los
cambios de indice de refraccién imponen desfases sobre los estados foténicos,
los divisores de haz (espejos parciales con prismas) provocan que un foton
quede en una superposicion de dos posibles trayectorias, y los medios Kerr
permiten acoplar dos fotones de diferentes qubits en un desfase, lo que per-
mite el funcionamiento de compuertas de dos qubits. Con estas operaciones
se puede armar el Conjunto universal de compuertas descrito previamente vy,
por tanto, todos los algoritmos cuénticos deseados; sin embargo, las limitacio-
nes asociadas al efecto Kerr necesario son el principal obstaculo para que este

modelo de computacion cuantica sea realista.
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TRABAJO A FUTURO Y RECOMENDACIONES

1. Las limitaciones de los materiales Kerr disponibles impiden utilizar la repre-
sentacion de doble riel 6ptico de la computaciéon cuéntica; por otro lado, el
trabajo sobre las propiedades cuénticas del grafeno presentado por Hendry en
[14] muestra avances hacia conseguir altas susceptibilidades Kerr en longitu-
des de onda visibles con bajas tasas de absorcion luminica. De esta manera,
se recomienda la investigacion sobre propiedades 6pticas no lineales porque es
importante para el desarrollo de la computacion cuantica, y presenta oportu-

nidades para avanzar el conocimiento de esta area.

2. Como menciona Drake en [I1], es posible utilizar simultdneamente mas de
un tipo de implementacién 6ptica de computacion cuantica, buscando que las
ventajas de cada tipo de implementacion compense los defectos del otro u
otros. Esto presenta la posibilidad de investigar comparativamente diversas
implementaciones de computacion cudntica y sus compuertas logicas en busca
de formas de acoplar diferentes tipos de implementaciones para llegar a lograr
una computadora cuantica verdaderamente tolerante al error, oportunidad que

debe estudiarse a profundidad.

3. En este trabajo se presentaron métodos de estimacion de incerteza para errores
unitarios, y codigos para proteger informaciéon cuéntica contra el ruido en
canales de transmision cudntica, pero solo para errores que afectan qubits
individualmente y en canales sin memoria. Como muestran Benenti, Casati
y Strini [8] y Nielsen y Chuang [9], los errores cuanticos son un area que
requiere un estudio profundo de los avances logrados hasta ahora. Ademas,
como explica Hidary [15], la investigacion sobre errores en la computacion
cuantica y métodos de proteccion contra estos es una de las areas en las que se
debe invertir recursos significativos debido a su importancia para lograr una
computadora cuantica que verdaderamente supere a las mejores computadoras

clasicas disponibles actualmente.
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4. El estudio a mayor profundidad de la computaciéon cuantica general, la infor-
macion cuantica y materia condensada son el punto de partida para proponer
posibles implementaciones de computacion cuantica y superar los problemas

que cada método conlleva.
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