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OBJETIVOS

General

Obtener deformaciones integrables en sistemas dinamicos Hamiltonianos equi-
pados de estructuras bialgebraicas de Lie.
Especificos

1. Obtener estructuras bialgebraicas de Lie de sistemas Hamiltonianos de ecua-

ciones diferenciales ordinarias.

2. Construir deformaciones integrables de modelos epidémicos.
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INTRODUCCION

Los sistemas dindmicos representan modelos para describir fenémenos que apa-
recen en fisica, biologia, quimica, ingenieria, entre otras. En la mayoria de los casos,
estos sistemas dinamicos pueden ser analizados dentro del marco de la mecanica
Lagrangiana o Hamiltoniana cuyas ecuaciones de evolucion temporal estan regidas
por sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. La mecénica de Hamilton es
una reformulacion a las leyes de movimiento de Newton de la mecénica clasica, sin
embargo, los sistemas Hamiltonianos canénicos estan definidos sobre una variedad
simpléctica, es decir, una variedad de dimensién par con coordenadas locales usual-
mente denotadas por (p;,¢;). La idea de una variedad de Poisson es ligeramente
mas general que la de una variedad simpléctica. Para sistemas dindmicos finito di-
mensionales las estructuras simplécticas solo pueden ser definidas sobre variedades
de dimension par, mientras que para esructuras de Poisson no existe tal restric-
cion. En areas como biologia, por ejemplo, gran cantidad de sistemas dinamicos son
modelados como sistemas de ecuaciones diferenciales de dimensién tres. Podriamos
decir, que el primer caso no trivial donde la estructura de Poisson no implica una
estructura simpléctica aparece cuando la dimension del sistema del espacio de fase
es tres. Debido a esto, la motivacion del presente trabajo es estudiar sistemas di-
namicos que describan fenémenos en biologia, especificamente aquellos relacionados
a la evolucion de epidemias, dentro de la teoria de Hamiltonianos no canoénicos, es
decir, equipar dichos sistemas con una estructura de Hamilton-Poisson al expresar
sus ecuaciones de movimiento de la forma & = J(x)VH(z), donde H es la funcion
Hamiltoniana y en este caso, J no es necesariamente una matriz simpléctica sino una
matriz de estructura dada por los brackets de Poisson de las funciones coordenadas.
De esta manera podremos aprovechar las herramientas y métodos que proporciona
esta teoria para estudiar de una manera mas abstracta las propiedades dindmicas

de dichos sistemas.

En muchas ocasiones, se proponen modelos matematicos simples que luego son

modificados para obtener un comportamiento dindmico que se ajuste mejor a las

XI



observaciones. Tal es el caso del modelo clasico de Kermack & McKendrick, un
modelo formado por un sistema de ecuaciones diferenciales de dimension tres, que
describe la evolucion temporal de una enfermedad infecciosa y ha servido de base
para muchos otros modelos més complejos. Es importante mencionar que este mo-
delo posee dos constantes de movimiento que permiten resolver el sistema mediante
cuadratura, siendo entonces, un sistema integrable. En nuestro caso, en lugar de
modificar el modelo clasico de Kermack & McKendrick agregando explicitamente
términos adicionales a las ecuaciones de evolucion, se procederé a construir defor-
maciones integrables mediante coalgebras de Poisson al seguir los pasos descritos en
[1], teniendo como ventaja preservar la integrabilidad del sistema. Un procedimiento
alterno para construir deformaciones integrables se presenta en [2], donde alteran las
constantes de movimiento y obtienen términos polinomiales de deformacion. Otro
método para construir deformaciones, presentado en [3|, consiste en realizar exten-
siones al anadir términos cubicos, cuadraticos y cargas centrales a la estructura de
Lie-Poisson.

En el siguiente capitulo se desarrolla la teoria de grupos de Lie que permitira
aplicar los métodos de teoria de grupos a campos vectoriales sobre variedades dife-
renciales. Se definira el concepto de variedad diferencial, recordaremos la definicion
de grupo y se hablara de la importancia de las algebras de Lie. Los sistemés diné-
micos que estudiaremos seran aquellos que tengan una estructura de Lie-Poisson, es
por eso que en el capitulo 2 definiremos el concepto de campo vectorial Hamiltoniano
y como abordar sistemas dindmicos Hamiltonianos que no se limiten a estructuras
simplécticas (dimension par), ademas se definira el concepto de sistema integrable
en términos del bracket de Poisson. En el capitulo 3 se enunciarédn los conceptos
bésicos que definen un algebra de Hopf y se hablara sobre la correspondencia uno a
uno entre bidlgebras de Lie y grupos de Lie-Poisson que seran la clave para construir
deformaciones de sistemas dindmicos. Se presentara en el capitulo 4 la metodologia
para construir deformaciones integrables de sistemas Hamiltonianos mediante coal-
gebras de Poisson. Como sistema dindmico de interés de tomara el modelo clasico de
Kermack & McKendric. En el capitulo final se incluyen algunos puntos relevantes
de todo el trabajo, por ultimo se presentan algunas recomendaciones y se describen

posibles trabajos a futuro.
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1. GRUPOS DE LIE

Uno de los puntos clave de la teoria de Lie es el hecho que un grupo de Lie es
equivalente al concepto de una variedad diferencial, llevando consigo las propiedades
abstractas de un grupo y las técnicas geométricas de una variedad. En este capitulo
estudiaremos objetos que servirdn para estudiar sistemas dinamicos de ecuaciones
diferenciales tal que sus propiedades no dependan de un sistema coordenado elegido

y como es que un algebra de Lie puede describir casi por completo un grupo de Lie.

1.1. Variedad diferencial, cartas y atlas

A lo largo de este trabajo estudiaremos objetos que estan definidos sobre sub-
conjuntos abiertos del espacio Euclideo R™, como ecuaciones diferenciales y grupos
de simetria, cuyas caracteristicas geométricas fundamentales seran independientes
de cualquier sistema de coordenadas. Especificamente, si U C R™ es abierto y
Y: U — V, donde V C R™ es abierto, es cualquier difeomorfismo, es decir que
1 es un mapeo infinitamente diferenciable con inversa infinitamente diferenciable,
entonces los objetos definidos sobre U tendran una contraparte equivalente sobre
V. Aunque la formulacién precisa para el objeto sobre U y su contraparte sobre V'
en general cambiara, las propiedades basicas esenciales seguiréan siendo las mismas.
Desde este punto de vista, las variedades diferenciables (figura proveen el en-
torno natural para el estudio de objetos que no dependen de coordenadas (ver, por
ejemplo, [], [5], [6], [7], [8], [9], entre otras).

Definiciéon 1.1

Una variedad diferencial m-dimensional es un conjunto M, junto con una colec-
cion contable de subconjuntos U, C M, llamados cartas o sistemas coordenados, y
funciones uno-a-uno xo: U, — V. sobre subconjuntos abiertos conexos V, C R™,

llamados aplicaciones de coordenadas locales, que satisfacen las siguientes propie-
dades:



a) Los sistemas coordenados cubren M :
Juv. =M

b) Sobre la superposicion de cualquier par de sistemas coordenados U, NUz la

aplicacion compuesta

X0 Xa': Xa(Ua NUs) = x5(Us N Us)
es una funcion suave (infinitamente diferenciable).

c) Sixz e U, T € Uz son puntos distintos de M, entonces existen subconjuntos

abiertos W C Vi, W C Vi, con xo(x) € W, x3(Z) € W, que satisfacen

Xo W)Xz (W) =@.

1.1.1. Cambio de coordenadas

Ademas de las cartas basicas xo: U, — V,, dadas en la definiciéon de M, uno
siempre puede anadir cartas adicionales xy: U — V C R™, sujeto al requerimiento
que ellas sean compatibles con las cartas dadas. Esto significa que para cada «,
X © X, ! es suave en la interseccion x,(U N U,). Asi, la restriccion para un conjunto
dado de coordenadas locales x, hacia un sistema coordenado més pequeno U, c U,
serd también un sistema valido. Una posibilidad adicional es componer un mapeo de
coordenadas locales dado x,: U, — V, con cualquier difeomorfismo v : V,, — f/a de

R™. Dicho difeomorfismo es referido como un cambio de coordenadas. Ya que ambos
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Figura 1.1. Sistema coordenado sobre una variedad (Imagen tomada de [4, Fig. 1])



Xa V ¥ 0 Xq son igualmente coordenadas locales validas sobre el sistema coordenado
U,, cualquier propiedad de M, u objeto definido sobre M, deberé ser independiente
de cualquier elecciéon particular de coordenadas locales. Si elegimos definir un objeto
sobre una variedad usando su formulacién en un sistema coordenado dado, entonces
deberemos verificar que la definicién es realmente independiente de las coordenadas
particulares usadas. Esto requerira una investigacion en como se comportan los
objetos bajo cambios de coordenadas. Algunas veces, como los calculos realizados son
mas féaciles en coordenadas locales, la eleccion de un sistema coordenado especial en
la cual los objetos de interés toman una forma particularmente simple nos permitira

simplificar considerablemente mucho de esos célculos.

A menudo uno expande la coleccién de cartas para incluir todas aquellas com-
patibles con las cartas definitorias. La coleccion resultante, llamada una coleccion
maximal de cartas o atlas en M, todavia satisface (a), (b), (c) de la definicion [L.1]

pero ya no es contable.

Usualmente, al hablar sobre coordenadas locales en una variedad, prescindi-
remos de la referencia explicita de la aplicacion y, definiendo el sistema de coor-
denadas locales, y hablaremos como si la expresion de coordenadas locales fuesen
idénticas con los puntos correspondientes sobre la variedad misma. Asi, diremos
“sean x = (z',...,2™) coordenadas locales sobre M”, que, més precisamente, signi-
fica que existe un mapeo de coordenadas locales x,: U, — V,, con U, C M abierto,
Vo, C R™ abierto, tal que cada p en U, tiene coordenadas locales z = y,(p). Como
Xa €s uno-a-uno, podemos claramente identificar p con su expresion de coordenada

local z. [4]

1.1.2. Mapeo entre variedades

Si M y N son variedades suaves, un mapeo F': M — N se dice ser suave
si su expresion en coordenadas locales es un mapeo suave en cualquier sistema
coordenado. En otras palabras, para cada sistema coordenado x.: U, — V, C R™

sobre M y cada sistema Y3: Us — V3 C R" sobre N, el mapeo compuesto
xsoFoyx,': R" - R"

es un mapeo suave donde sea que esté definido (ver figura [1.2). En otras palabras,
un mapeo suave es de la forma y = F(z), donde F' es una funcion suave sobre los

subconjuntos abiertos dando coordenadas locales x en M y y en N. [4]
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Figura 1.2. Mapeo entre variedades. (Fuente: elaboracién propia)

1.1.3. Curvas y conectividad

Una curva C' sobre una variedad suave M estd parametrizada por un mapeo
suave ¢: I — M donde I es un subintervalo de R. En coordenadas locales, C' esta
definido por m funciones x = ¢(t) = (¢'(¢),...,¢™(t)). Note que no es necesario
que ¢ sea uno-a-uno (asi una curva puede tener auto-intersecciones). En consecuen-
cia, las curvas son mas generales que subvariedades uno-dimensionales. Una curva
degenerada particular ocurre cuando ¢(t) = xo para todo t, para algin x, fijo, asi
C' consiste de un punto solamente. Una curva cerrada es una cuyos puntos finales
coinciden: ¢(a) = ¢(b), con I = [a,b], un intervalo cerrado.

Una variedad es conexa por trayectorias si para cualquier par de puntos existe
una curva suave que los une. Una variedad M es simple conexa si cada curva cerrada

C' C M puede ser deformada continuamente en un punto. [4]

1.2. Grupos de Lie

A primera vista, un grupo de Lie parece ser una unién poco natural entre el
concepto algebraico de un grupo y la nocién geométrica-diferencial de una variedad.
Sin embargo, tal como veremos pronto, estd combinacién de algebra y calculo con-
duce al desarrollo de técnicas para el estudio de grupos con simetrias continuas (ver,
por ejemplo, [4], [10], [11], entre otras). Comenzamos recordando la definicion de un

grupo abstracto.

Definiciéon 1.2

Un grupo es un conjunto G junto con una operacion binaria tal que para cualquier
par de elementos g y h de G, el producto g - h es de nuevo un elemento de G. Se

requiere que la operacion de grupo satisfaga los siguientes axiomas:
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o Asociatividad. St g, h y k son elementos de G, entonces
g-(h-k)=(g-k)-k

e Flemento identidad. Fxiste un elemento distinguido e de G, llamado el ele-
mento identidad, el cual tiene la propiedad que
€-g=g=g-e
para todo g en G.

o Inversas. Para cada g en G existe una inversa, denotada g~*, con la propiedad

La caracteristica distintiva de un grupo de Lie es que también tiene la estructura
de una variedad suave, de modo que los elementos del grupo pueden ser variados

continuamente.

Definiciéon 1.3
Un grupo de Lie r-paramétrico es un grupo G que también tiene la estructura de

una variedad suave r-dimensional de modo que tanto la operacion de grupo
m: GxG—G, m(g,h)=g-h, g,heQq,

y la inversion
i:G =G, ilg)=g"' geg,

son mapeos suaves entre variedades.

Un homomorfismo de grupo de Lie es un mapeo suave ¢: G — H entre dos

grupos de Lie que respeta las operaciones de grupo:

o(g-9)=0(9)-¢(9), 9.9€G.

Si ¢ tiene una inversa suave, esta determina un isomorfismo entre Gy H.
Si Gy H son grupos de Lie - y s-paramétricos, entonces su producto cartesiano

G x H es un grupo de Lie (r + s)-paramétrico con operacion de grupo
(g7h)(g7ﬁ>:(g§ahﬁ)a gv§€Ga haﬁEHa
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que es un mapeo suave en la estructura del producto de variedades.

Al restringir nuestra atencion a grupos de Lie conexos, estamos excluyendo en
consideracion simetrias discretas, como reflexiones, y concentrandonos en simetrias,
como rotaciones, que puedan ser conectadas continuamente al elemento identidad

en el grupo. [4]

1.2.1. Grupos de transformacién local

Muchos de los grupos de Lie aparecen como grupos de transformaciones sobre
alguna variedad M. En general un grupo de Lie GG tendra lugar como un grupo de
transformaciones de alguna variedad M si para cada elemento del grupo g € G existe
un mapeo asociado desde M hacia si mismo. Ademas, el grupo puede actuar solo
localmente, es decir que las transformaciones de grupo pueden no estar definidas

para todos los elementos del grupo ni para todos los puntos en la variedad.

Definiciéon 1.4
Sea M una variedad suave. Un grupo local de transformaciones actuando sobre M

estd dado por un grupo (local) de Lie G, un subconjunto abierto U, con
{e} x M CcU CGxM,

que es el dominio de definicion del grupo de accion, y un mapeo suave V: U — M

con las siguientes propiedades (para abreviar, denotaremos V(g,x) por g-x)

a)
g-(h-z)y=(g-h)- =z g, heG, xeM, (1.1)

donde sea que ambos lados de esta ecuacion estén definidos,

b)
e-x=x VreM, (1.2)

gt (g-2)=n, geG, xeM, (1.3)

siempre y cuando g - x esté definido.



Note que para cada x € M, los elementos del grupo g tal que g-x esté definido

forman un grupo local de Lie
G.={9€G: (g9,x) elU}.

Por otro lado, para cualquier g € G, existe una subvariedad abierta
My,={x e M: (g,x) U}

de M donde la transformacion dada por g esta definida. En ciertos casos, el tni-
co elemento que actiia sobre todo M puede ser el elemento identidad. En el otro
extremo, un grupo global de transformaciones es aquel en el que podemos tomar
U =G x M. En este caso, g - = esta definido para cada g € G y cada © € M, por

tanto no hay necesidad de preocuparse sobre dominios precisos de definicion. [4]

1.3. Campos vectoriales

Comenzamos con una discusion de vectores tangentes. Suponga que C' es una
curva suave sobre una variedad, parametrizada por ¢: [ — M, donde I es un subin-
tervalo de R. En coordenadas locales # = (z,...,2™), C esta dado m funciones
suaves ¢(e) = (¢'(e),...,¢™(e)) de la variable real . En cada punto z = ¢(¢)
de C' la curva tiene un wvector tangente, es decir la derivada ¢(e) = d¢/de =

(¢'(e),...,d™(¢)). Denotaremos

vl, = dle) = @)y

al vector tangente de C' en z = ¢(¢).

+ gﬁz(s)i + . 49 (e)

— (1.4)

dam

Dos curvas C' = {¢(e)} y C = {&(9)} pasando por el mismo punto

z = ¢(e") = o(67)

para algun €*, #*, tienen el mismo vector tangente si y solo si sus derivadas coinciden

en el punto:

Ao, .. & .
(&) =250, (1.5)

Este concepto es independiente del sistema de coordenadas locales usado cercano a

z. En efecto, si z = ¢(e) = (¢'(e),...,9¢™(e)) es la expresion en coordenadas locales
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en términos de x = (z',...,2™) y y = ¢(x) es cualquier difeomorfismo, entonces
y = 1(p(e)) es la formulacion en coordenadas locales para la curva en términos de
las y-coordenadas. El vector tangente (v)|, = d(€), que tiene la expresion (1.4) en

las x-coordenadas, toma la forma

d . 0 oI dok o
— 2 B -z
en las y-coordenadas. Como la matriz Jacobiana 917 /0z* es invertible en cada
punto, la ecuacion ([1.5)) se cumple si y solo si

d d
V() = o H(0(0"))

lo que demuestra la proposicion. Note que (1.6 nos dice como un vector tangente
(1.4) se comporta bajo un cambio de coordenadas y = 1 (z) dado.

La coleccion de todos los vectores tangentes de todas las curvas posibles pa-
sando por un punto x dado en M es llamado el espacio tangente de M en x, y es
denotado por T'M|,. Si M es una variedad m-dimensional, entonces T'M|, es un es-
pacio vectorial m-dimensional, siendo {9/dx',...,0/0x™} una base para TM|_ en
las coordenadas locales dadas. La coleccion de todos los espacios tangentes corres-
pondiendo a todos los puntos x en M es llamado el fibrado tangente de M, denotado
por

T™ = ] TM|,.
zeM
Un campo vectorial v sobre M asigna un vector tangente v|, € TM|_ a cada

punto x € M, con v|, variando suavemente de punto a punto. En coordenadas

locales (x!,..., ™), un campo vectorial tiene la forma
0 0
_ 1 2 m

donde cada £'(z) es una funcion suave de .

Una curva integral de un campo vectorial v es una curva suave parametrizada
x = ¢(e) cuyo vector tangente en cualquier punto coincide con el valor de v en el

mismo punto:
¢(e) = V|¢(5)

para todo €. En coordenadas locales, = ¢(g) = (¢'(¢),...,¢™(c)) debe ser una

solucién del sistema autéonomo de ecuaciones diferenciales ordinarias



det
d"’; =€), i=1,...,m, (1.7)

donde los £'(x) son los coeficientes de v en z. Para £'(z) suave, los teoremas estandar

de existencia y unicidad para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias garan-
tizan que existe una solucion unica para ((1.7) para cada conjunto de condiciones

iniciales

6(0) = zo. (1.8)

Esto implica la existencia de una curva integral maximal tnica ¢: I — M pasando
por un punto dado xy = ¢(0) € M, donde “maximal” significa que no esté contenida

en cualquier curva mas grande. [4]

1.3.1. Flujos

Si v es un campo vectorial, la curva integral maximal parametrizada pasando
por z en M es denotada por ¥(e, z) y llamada el flujo generado por v. Asi, para cada
x € M,y ¢ en algtn intervalo I, conteniendo 0, W(e, z) serd un punto sobre la curva
integral pasando por x en M. El flujo de un campo vectorial tiene las propiedades

bésicas:

U0, V(e,z) =¥ (d+e,2), ze€M, (1.9)

para todo J,¢ € R tal que ambos lados de la ecuaciéon estéan definidos,

U (0,z) =z, (1.10)

d
d—g\IJ(&?,a:) = vy
para todo ¢ donde esté definido. Aqui ([1.11]) simplemente establece que v es tan-

gente a la curva ¥(e,z) para = determinado, y (1.10) da las condiciones iniciales

(1.11)

£,x)

para esta curva integral. La prueba de (1.9) se deduce facilmente de la unicidad
de las soluciones para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias; es decir como

funciones de § ambos lados de (1.9)) satisfacen (1.7]) y tienen las mismas condiciones

iniciales en ¢ = 0.

Comparando las primeras dos propiedades (1.9)), (1.10)) con (1.1]), (1.2), vemos
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que el flujo generado por un campo vectorial es equivalente a la accion de un grupo
local del grupo de Lie R en la variedad M, a veces llamada un grupo uniparamétrico
de transformaciones. El campo vectorial v es llamado el generador infinitesimal de

la acciéon ya que por el teorema de Taylor, en coordenadas locales
(e, x) =z +e&(x) + O(e?),

donde £ = (&1, ..., &™) son los coeficientes de v. Las orbitas de la acciéon de un grupo
uniparamétrico son las curvas integrales maximas del campo vectorial v. Por otra
parte, si ¥(e, z) es cualquier grupo uniparamétrico de transformaciones actuando
sobre M, entonces su generador infinitesimal es obtenido por ene=0:

= — v . 1.12
V= | W) (112

La unicidad de las soluciones a , garantiza que el flujo generado por v
coincida con la acciéon local dada de R en M sobre el dominio comtin de definicion.
Por lo tanto existe una correspondencia uno-a-uno entre grupos uniparamétricos
locales de transformaciones y sus generadores infinitesimales.

El célculo del flujo o el grupo uniparamétrico generado por un campo vectorial
v dado (en otras palabras, resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias)

es usualmente referido como exponenciacion del campo vectorial. La notacion
exp(ev)r = VU(e, x)

puede ser entendida como una notaciéon abreviada para series de operadores dife-
renciales que actian sobre x. En términos de esta notaciéon exponencial, las tres
propiedades de arriba pueden ser reexpresadas como

expl(0 + €)v]z = exp(dv) exp(ev)x (1.13)

donde quiera que esté definida

exp(0v)z = x, (1.14)

d—g[exp(sv)x] =v| (1.15)

exp(ev)z *

para todo x € M. [4]
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1.3.2. Accién sobre funciones

Sea v un campo vectorial sobre M y f: M — R una funcién suave. Nos
interesara ver como f cambia bajo el flujo generado por v, es decir observaremos
f(exp(ev)z) cuando € varfa. En coordenadas locales, si v = £'(x)0/0z", entonces
usando regla de la cadena y hallamos

d%f(exp(z-:V)f) = g@@@ﬂ@%(exl’(gvm)
= v(f)[exp(ev)z].

(1.16)

En particular, en ¢ = 0,

d i) Of

— exp(ev)r) = &'(x)==(x) = v(f)(x).

| Seplevn) = € 5@ = v
En esta notacion, el campo vectorial v actiia como un operador diferencial parcial de
primer orden sobre funciones f(x) de variable real sobre M. Ademas, por el teorema

de Taylor,
flexp(ev)z) = f(x) +ev(f)(x) + O(?),

asi v(f) provee el cambio infinitesimal en la funcion f bajo el flujo generado por v.

De acuerdo a la nueva interpretacion de los simbolos 9/9z°, cada vector tan-
gente v|_ en un punto x define una derivada sobre el espacio de funciones suaves
de variable real definidas cerca a x en M. Esto significa que v|_, cuando se aplique
a una funcion suave f, devuelve un ntmero real v(f) = v(f)(z), y ademaés, esta

operacion determinada por v tiene las propiedades basicas de derivacion

a) Linealidad
v(f+g9) =v(f) +v(9), (1.17)

b) Regla de Leibniz
v(f-g9)=v(f)-g+[-v(g) (1.18)

Asi podemos también definir campos vectoriales como derivaciones, es decir, mapeos

que satisfacen (1.17)), (1.18)) sobre el espacio de funciones suaves en M. [4]

1.3.3. Diferenciales

Sean M y N variedades suaves y F': M — N un mapeo suave entre ellos. Cada

curva parametrizada C' = {¢(e): ¢ € I} sobre M es mapeado por F' a una curva
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parametrizada C = F(C) = {¢(c) = F(¢()): € € I} sobre N. Por lo tanto F induce
un mapeo desde el vector tangente d¢/de a C' en x = ¢(e) hacia el correspondiente

vector tangente d¢/de a C' en el punto imagen F(z) = F(¢(¢)) = ¢(e). Este mapeo

inducido es llamado el diferencial de F', y es denotado por

d

AF(9(e) = -

F(¢(e))}- (1.19)

Como todo vector tangente v| € T M|, es tangente a alguna curva pasando por z,
el diferencial mapea el espacio tangente a M en x hacia el espacio tangente a NV en
F(z):

dF: TM|, — TN|F(x).

Es importante notar que si v es un campo vectorial sobre M, entonces en
general dF'(v) no serd un campo vectorial bien definido sobre N. Por un lado,
dF(v) puede no estar definido del todo en N; por otro, si dos puntos = y T en
M son mapeados al mismo punto y = F(z) = F(Z) en N, no existe garantia que
dF(v|,) y dF(v|;) sean el mismo. Dos campos vectoriales v.en M y w en N se
dicen estar F-relacionados si dF(v|,) = W], paratodoz € M.Sivyw = dF(v)

estan F-relacionados,

F(exp(ev)x) = exp(edF(v))F(x) (1.20)

entonces F' mapea curvas integrales de v a curvas integrales de w. [4]

1.3.4. Bracket de Lie

La operacion mas importante en campos vectoriales es su bracket de Lie o
conmutador. El bracket de Lie es un operador que asigna a dos campos vectoriales
v, w cualquiera sobre M un tercer campo vectorial denotado [v,w]. Si v y w son
campos vectoriales sobre M, entonces su bracket de Lie es el tinico campo vectorial

que satisface

v, wl(f) = v(w(f)) —w(w(f)) (1.21)

para todas las funciones suaves f: M — R. El bracket de Lie tiene las siguientes

propiedades:
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a) Bilinealidad
[ev + Vv w] = c[v,w] + [V, w],

(1.22)
[v,cw + W] = ¢c[v, w] + d[v, W],
donde ¢, ¢ son constantes.
b) Antisimetria
[v,w]| = —[w,V]. (1.23)
c) Identidad de Jacobi
[u, [v,w]] + [w, [u,v]] + [v, [w,u]] = 0. (1.24)

Si F': M — N es cualquier mapeo suave, y v, w son campos vectoriales en M
tal que dF(v),dF(w) estan F-relacionados con campos vectoriales bien definidos en
N, entonces su bracket de Lie también esta F'-relacionado:

dF([v,w]) = [dF(v),dF(w)]. (1.25)

Existe una caracterizacion més geométrica del bracket de Lie de dos cam-

pos vectoriales como el “conmutador infinitesimal” de dos grupos uniparamétricos

exp(ev) y exp(ew).

Teorema 1.1
Sean v y w campos vectoriales suaves sobre una variedad M. Para cada x € M, el

conmutador

(e, ) = exp(—v/Ew) exp(—V/av) exp(Vaw) exp(vEv)z

define una curva suave para e > 0 suficientemente pequeno. El bracket de Lie [v, w]|,

es el vector tangente a esta curva en el punto final ¥(0,x) = z:

v.wll,=—| ¥ ). (1.26)

El flujo generado por dos campos vectoriales conmuta si y solo si su bracket de

Lie se desvanece en cualquier lugar.

Teorema 1.2

Sean v, w campos vectoriales sobre M. Entonces

13



exp(ev) exp(0w)z = exp(fw) exp(ev)x (1.27)

para todo v € M ye,0 € V, donde V C R? es un subconjunto abierto conexo
conteniendo (0,0) tal que ambos lados de estén definidos en todos los punto
en ello, si y solo si

[v,w] =0

en cualquier lugar.

1.4. Algebras de Lie

Sea G un grupo de Lie. Para cualquier elemento del grupo g € G, el mapeo de

multiplicacion derecha

R,:G—=G
definido por
Rg(h) =h-yg
es un difeomorfismo, con inversa
Ry = (Rg)il

Un campo vectorial v sobre G es llamado invariante-derecho si

dR,(vl,) = V’Rg(h) = V’hg

para todo g y h en G. Note que si v y w son invariante-derecho, asi lo es cualquier
combinacién lineal av + bw, a, b € R; Por lo tanto el conjunto de todos los campos

vectoriales invariante-derecho forma un espacio vectorial.

Definiciéon 1.5
El algebra de Lie de un grupo de Lie G, denotado por g, es el espacio vectorial de

todos los campos vectoriales invariante-derecho sobre G.

Note que cualquier campo vectorial invariante-derecho esta determinado tni-

camente por su valor en la identidad porque

vl, = dRy(v],). (1.28)

g
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ya que R,(e) = g. Por otro lado, cualquier vector tangente a G en e determina
Unicamente un campo vectorial invariante-derecho en G por la formula ((1.28)). En

efecto,
dRy(v|,) = dRy(dRp(V],)) = d(Ry o Ry)(V]|,) = dRpyg(V],) = V|hg,

provee la invarianza derecha de v. Por lo tanto podemos identificar el algebra de Lie

g de G con el espacio tangente de G en el elemento identidad

g~ TG, . (1.29)

En particular, g es un espacio vectorial finito-dimensional de la misma dimensién

que el grupo de Lie subyacente. [4]

Adicionalmente a su estructura de espacio vectorial, dicha algebra de Lie estéa
también equipada con una operacién bilinear antisimétrica llamada el bracket de
Lie.

Definicién 1.6

Un dalgebra de Lie es un espacio vectorial g junto con una operacion bilineal
[]iaxg—g,

llamada el bracket de Lie para g, que satisface los axiomas

a) Bilinealidad
[ev + VvV, w] = c[v,w]| + [V, w],

[v,cw+ W] = c[v,w] + [v,w'],

para constantes ¢, ¢ € R,

b) Antisimetria

[v,w| = —[w, V],
c¢) Identidad de Jacobi

[11, [V’ WH + [W’ [11, VH + [Va [W7 11” =0,

para todo u, v, v, w, w’ en g.
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1.4.1. El mapeo exponencial

El mapeo exponencial exp: g — G es obtenido al establecer ¢ = 1 en el sub-

grupo uniparamétrico generado por v:
exp(v) = exp(v)e.

El diferencial

dexp: Tgl,~g— TG|, ~g

de exp en 0 es el mapeo identidad. Asi, por el teorema de la funcion inversa, exp
determina un difeomorfismo local de g hacia una vecindad del elemento identidad
en (G. Consecuentemente, cada elemento del grupo g suficientemente cercano a la
identidad puede ser escrito como un exponencial: ¢ = exp(v) para algin v € g.
Ademas, es posible escribir cualquier elemento g del grupo como una serie finita de

productos de exponenciales

g = exp(vy)exp(va)...exp(vy)

para algin vq,..., vy € g. El efecto neto de esta observacion es que la prueba de
la invarianza de algin objeto bajo el grupo entero de Lie se reduce a la prueba
de su invarianza solamente bajo subgrupos uniparamétricos de G, que a su vez
serd ampliado por una forma de “invarianza infinitesimal” bajo los correspondientes

generadores infinitesimales en g. [4]

1.4.2. Constantes de estructura

Suponga que g es cualquier algebra de Lie finito-dimensional de algin grupo
de Lie G. Si introducimos una base {vy,...,v,} de g, entonces el bracket de Lie de
cualquiera dos vectores de la base debe nuevamente estar en g. Por tanto existen

ciertas constantes c”

i 6k =1,...,r, llamadas las constantes de estructura de g

tal que

Vi, V] :cfjvk, i,j=1,...,r. (1.30)

Note que, como los v;’s forman una base, si conocemos las constantes de estructura,
entonces podemos recuperar el algebra de Lie g usando solamente (1.30) y la bili-
nealidad del bracket de Lie. Las condiciones de antisimetria y la identidad de Jacobi

imponen restricciones adicionales sobre las constantes de estructura:
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1. Antisimetria

E ok
Cij = —Cji> (1.31)
2. Identidad de Jacobi
Chicii + chiciy + chcis = 0. (1.32)

Por otro lado, no es dificil demostrar que cualquier conjunto de constantes c,i-“j que
satisfacen ([1.31]), (1.32) son las constantes de estructura de algin algebra de Lie g.

Si elegimos una nueva base de g, v; = a;;Vv;, entonces

~k n
Cij = @i1QjmbnkCly, (1.33)

donde (b;;) es la matriz inversa a (a;;). Asi, dos conjuntos de constantes de
estructura determinan el mismo algebra de Lie si y solo si ellos estan relacionados

por ([1.33)). Consecuentemente, existe una correspondencia uno a uno entre clases de
. . k . .
equivalencia de constantes de estructura c;; satisfaciendo 1) 1} y grupos de

Lie GG conexos, simplemente conexos cuyas algebras de Lie tienen las constantes de

estructura dadas relativa a alguna base. [4]

1.4.3. Acciones de grupos infinitesimales

Suponga que G es un grupo local de transformaciones actuando sobre una
variedad M via g - x = V(g,x) para (g,x) € U C G x M. Existe entonces una
“accion infinitesimal” correspondiente al algebra de Lie g de G sobre M. Es decir, si
v € g definimos 1 (v) a ser el campo vectorial en M cuyo flujo coincide con la accion

del subgrupo uniparamétrico exp(ev) de G en M. Esto significa que para xz € M,

_ 4
de 0

(v, U(exp(ev), z) = d¥s(v],e), (1.34)

donde VU, (g) = ¥(g,x). Note ademas que, como
U,0Ry(h)=V(h-g,x) =V(h,g-x)=Vy,(h)
en cualquier lugar que esté definido, tenemos
AV (vl],) = dVy.(vl],) = P(V)l,.,

para cualquier ¢ € G,. Se deduce de la propiedad (1.25) del bracket de Lie que

1 es un homomorfismo de algebra de Lie de g hacia el algebra de Lie de campos
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vectoriales en M:

W), pw)] =¢(v,wl), v,weg (1.35)

Por lo tanto el conjunto de todos los campos vectoriales 1(v) correspondiendo a
v € g forma un algebra de Lie de campos vectoriales en M. Por otro lado, dado
un algebra de Lie finito dimensional de campos vectoriales en M, existe siempre un

grupo local de transformaciones cuya acciéon infinitesimal es generada por el dlgebra
de Lie dada.

Teorema 1.3

Sean w1, ..., W, campos vectoriales sobre una variedad M satisfaciendo
[W’HW]] = CjjWk; L)=4...,7

para ciertas constantes cffj Entonces existe un grupo de Lie G cuya dlgebra de Lie
tiene las constantes de estructura cfj dadas relativas a alguna base vi,...,Vv,, y una
accion de grupo local de G en M tal que (v;) = w; parai=1,...,r, donde ¢ estd

definido por .
De este modo podemos recuperar g del grupo de transformaciones por la for-
mula basica

T

V|, = dis B exp(ev)z, vVeEg. (1.36)

Un campo vectorial v en g es llamado un generador infinitesimal del gru-
po de accion G. El teorema [1.3| dice que si conocemos generadores infinitesimales
(W1,...,W,), que formen una base para un éalgebra de Lie, entonces siempre pode-
mos exponenciar para hallar un grupo local de transformaciones cuya algebra de Lie

coincide con el algebra dada. [4]

1.4.4. Representaciéon adjunta

Sea g un algebra de Lie finito-dimensional de algtin grupo de Lie G con base
{v1,...,v,}. Luego, cualquier elemento v; perteneciente a esta base provee una

transformacion lineal dada por

Vi, w;] = Ad(v;)(w;). (1.37)
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que es llamada la representacion adjunta de g [12]. La representacion adjunta es
una representacion de algebras de Lie que esta dada por matrices, cuyos elementos

explicitos estan dados por las constantes de estructura del algebra:

[Ad,] f ="

7N
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2. SISTEMAS HAMILTONIANOS

El formalismo Hamiltoniano es una reformulaciéon de la mecénica clasica que
permite estudiar sistemés dindmicos haciendo uso de técnicas geométricas. Sin em-
bargo, la teorfa de Hamiltonianos canénicos estudia sistemas fisicos sobre variedades
simplécticas, restringiendo asi la dimension del espacio de fase. En este capitulo se
describe como abordar sistemas dinamicos Hamiltonianos cuya variedad no esté

limitada a aquellas de dimensiéon par mediante el uso de variedades de Poisson.

2.1. Bracket de Poisson

Dada una variedad M, un bracket de Poisson sobre M asigna a cada par de
funciones suaves de variable real F, H: M — R, otra funcién suave de variable real,
que denotamos por {F, H}. Existen ciertas propiedades basica que dicha operacion
debe satisfacer para calificar como un bracket de Poisson. Enunciamos primeramente

dichas propiedades en un modo simple, independiente de coordenadas.

Definiciéon 2.1
Un bracket de Poisson sobre una variedad suave M es una operacion que asigna
una funcion suave de variable real {F,H} sobre M a cada par F', H de funciones

suaves de variable real, con las siguientes propiedades:
a) Bilinealidad:
{¢cF+P,H}Y =c{F H}+{P,H}
{F,cH + P} =c{F, H} + ¢{F, P},

para constantes ¢, € R,

b) Antisimetria:
{F,H} = —{H, F},
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c¢) Identidad de Jacobi:

{{F,H},P}—l—{{P,F},H}—i—{{H,P},F}:O,

d) Regla de Leibniz:

{F.H-P}={F,H}-P+H{F,P}.

Donde - denota la multiplicacion ordinaria de funciones reales y F', H, P son fun-

ciones suaves reales arbitrarias en M.

Una variedad M con un bracket de Poisson es llamada una variedad de Poisson,
el bracket define una estructura de Poisson en M. La idea de una variedad de Poisson
es ligeramente més general que aquella de una variedad simpléctica, o variedad con
estructura Hamiltoniana; en particular, la variedad subyacente M no necesita ser
de dimension par. [4]

Si introducimos coordenadas canénicas especiales, por ejemplo: Sea M el espa-
cio Euclideo de dimensién par R?*" con coordenadas (p,q) = (p',...,p", ¢*, ..., q").
Si F(p,q) y H(p,q) son funciones suaves, definimos su bracket de Poisson a ser la

funcion

OFoH OFoH
oq' Opt  Op' Og*

Este bracket claramente cumple las propiedades del bracket de Poisson. Notamos

(FHY = (2.1)

las identidades particulares del bracket

{r',p}=0,  A{d.d}t=0, A{d.P}=46, (22)

donde i,5 =1,...,n,y (5} es la delta de Kronecker.

De forma mas general, podemos determinar un bracket de Poisson sobre cual-
quier espacio Euclideo M = R™. Permita (p,q,2) = (p*,...,p%q', ..., q"% 24 ..., 2Y)
ser las coordenadas, asi 2n 4+ | = m, y defina el bracket de Poisson entre dos fun-
ciones F'(p,q, z), H(p,q, z) por la misma férmula . En particular, si la funcion
F(z) depende solamente de las z’s, entonces { F, H} = 0 para todas las funciones H.
Dichas funciones, en particular las z’s mismas, son conocidas como funciones Casi-
mir y estan caracterizadas por la propiedad que su bracket de Poisson con cualquier

otra funcién es siempre cero. Adicionalmente a las relaciones bésicas (2.2)) tenemos
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{z',}=0 i=1,...,1 (2.3)
A (2.1) se le conoce como bracket de Poisson candnico.

Definiciéon 2.2

Sea M una variedad de Poisson. Una funcion suave de variable real C': M — R es
llamada funcion Casimir si el bracket de Poisson de C' con cualquier otra funcion
se desvanece idénticamente, es decir, {C, H} = 0 para toda H: M — R.

2.1.1. Campos vectoriales Hamiltonianos

Sea M una variedad de Poisson. Concentrandonos por el momento solo en la
bilinealidad y regla de Leibniz, note que dado una funciéon suave H sobre M, el
mapeo F' — {F,H} define una derivada en el espacio de funciones suaves F' en
M, y por lo tanto, por , determina un campo vectorial sobre M. Esta

observacion lleva a una definicién fundamental.

Definicion 2.3
Sea M una variedad de Poisson y H: M — R una funcion suave. El campo vectorial

Hamiltoniano asociado a H es el iinico campo vectorial suave v sobre M que satisface

Yu(F)={F,HY = —{H,F} (2.4)

para cada funcion suave F: M — R. Las ecuaciones que gobiernan el flujo de Vg

son referidas como ecuaciones de Hamilton para el “Hamiltoniano” H.

Si tomamos como ejemplo el caso del bracket de Poisson canodnico (2.1)) en
R™, m = 2n + [, el campo vectorial Hamiltoniano que corresponde a H(p,q, z) es

claramente

o _0H O 0H 0
= opt 0¢t  Oq* Op*

El flujo correspondiente es obtenido al integrar el sistema de ecuaciones diferenciales

(2.5)

ordinarias

dq* OH dp’ oH .
dt — op"’ dt o’ Tl 20




que son las ecuaciones de Hamilton en este caso. En el caso no degenerado m = 2n,
tenemos solamente , que es la forma canoénica de las ecuaciones de Hamilton en
mecanica clasica. [4]

Existe una conexiéon fundamental entre el bracket de Poisson de dos funciones

y el bracket de Lie de sus campos vectoriales Hamiltonianos asociados.

Proposicion 2.1

Sea M una variedad de Poisson. Sean F,H: M — R funciones suaves con campos
vectoriales Hamiltonianos Vi, V. El campo vectorial Hamiltoniano asociado con el
bracket de Poisson de F' y H es, por un signo, el bracket de Lie de los dos campos

vectoriales Hamiltonianos:

Virm = —[Vr, V] = [Vi, Vr]. (2.8)

Demostracion. Sea P: M — R cualquier funcion suave. Usando la definicion de

conmutacion del bracket de Lie, hallamos

Vu,Vp|P =vg - Vp(P) — Vg -vg(P)
=vy{P,F} —vp{P H}
={{P.F},H} - {{P,H}, F}
={P,{F,H}}
= Virmy(P),
donde hemos hecho uso de la identidad de Jacobi, antisimetria del bracket de Pois-

son, y la definicion ([2.4)) de un campo vectorial Hamiltoniano. Ya que P es arbitrario,

esto basta para demostrar ([2.§]).

]

2.1.2. Funciones de estructura

Sean x = (z',...,2™) coordenadas locales en M y H(z) una funciéon de va-

riable real. El campo vectorial Hamiltoniano asociado serd de la forma general
vy = £(x)0/0x", donde £ (x), que dependen de H, son funciones coeficiente a ser
determinadas. Sea F'(x) una segunda funcion suave. Usando (2.4)), hallamos

oOF
ort’

{F.H} =vu(F)=¢(z)

24



Pero, nuevamente por (2.4)),
§'(x) =vpu(e') = {a', H},
asi esta formula se convierte

oOF
ort

{F,H} = {2, H} (2.9)

Por otro lado, usando la propiedad de antisimetria del bracket de Poisson, podemos
cambiar totalmente este procedimiento y calcular el dltimo conjunto de brackets de
Poisson en términos de los campos vectoriales Hamiltonianos particulares v; = v

asociados con las funciones de coordenadas local 2%, es decir
, A - O0H
zH:_H z:_AiH:_ ]’z_"
o', HY = —{H,2'} = —0i(H) = —{2', o'} 5

la segunda igualdad se deduce de una segunda aplicacion de (2.9)), con H sustitu-

yendo F'y z° reemplazando H. Asi obtenemos la formula bésica

oF OH
R (2.10)

{F,H} = {2, 27}

para el bracket de Poisson. En otras palabras, para calcular el bracket de Poisson
de cualquier par de funciones en algin conjunto de coordenadas locales dado, es
suficiente con conocer los brackets de Poisson entre las funciones de coordenadas

mismas. Tales brackets basicos,

J9 @) ={a', a7}, di=1,...,m, (2.11)

son llamados las funciones de estructura de la variedad de Poisson M relativa a las
coordenadas locales dadas, y sirven para determinar tinicamente la estructura de
Poisson misma [4]. Por conveniencia, reunimos las funciones de estructura dentro
de una matriz antisimétrica J(x) de m x m, llamada la matriz de estructura de
M. Usando VH para denotar el vector (columna) gradiente para H, la forma en

coordenadas locales ([2.10f) para el bracket de Poisson puede ser escrita como

{F,H} =VF-JVH. (2.12)
Por ejemplo, en el caso del bracket canoénico ({2.1]) sobre R™, m = 2n + [, la matriz
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de estructura toma la forma simple

relativa a las coordenadas (p, q, z), donde I es la matriz identidad de n x n.
El campo vectorial Hamiltoniano asociado con H(x) tiene la forma
. OH 0
vy = JY(x e 2.13
H ( )8:153 ox? ( )
6, en notacion matricial, vy = (JVH)-0,, donde J, denota el “vector” con entradas
V/Vz'. Por lo tanto, en el mapa de coordenadas dado, las ecuaciones de Hamilton

toman la forma
dr
dt
De forma alterna, usando (2.9)), podemos escribir esto en la forma de bracket

J(z)VH(z). (2.14)

o e H
g = o

siendo la i-ésima componente del lado derecho {z?, H}. Un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden se dice ser un sistema Hamiltoniano si existe una

funcion Hamiltoniana H (z) y una matriz de funciones J(x) determinando un bracket

de Poisson (2.12) a través de la cual el sistema toma la forma (2.14]).

Proposicion 2.2

Sea J(z) = (JY(x)) una matrix m x m de funciones de v = (z2',...,2™) definida
sobre un subconjunto abierto M C R™. Entonces J(z) es la matriz de estructura
para un bracket de Poisson {F,H} = VF - JVH sobre M siy solo si esta tiene las
propiedades de:

a) Antisimetria:
J9(z) = —J' (), ij=1,...,m,

b) Identidad de Jacobi:
JUo, T 4 JH 9, T + Jilg, TR =0, i k=1,...,m, (2.15)

para todo x € M.
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2.1.3. Estructura de Lie-Poisson

Uno de los ejemplos mas importantes de una estructura de Poisson es aque-
lla asociada con un &lgebra de Lie g r-dimensional. Sean cfj, 1,7,k = 1,...,m,
las constantes de estructura de g relativa a la base {vy,...,v,}. Sea V otro es-
pacio vectorial r-dimensional, con coordenadas z = (z',...,2") determinada por

una base {wy,...,w"}. Defina el bracket de Lie-Poisson entre dos funciones suaves
FH:V =R aser

oF OH
_ ko k
) = ey Ozt Oz’
ko

Esto claramente toma la forma (2.10) con funciones de estructura J9(z) = cj;x

(2.16)

lineales. La verificacion de las propiedades de la proposicion para la matriz de
estructura se deducen facilmente de las propiedades basicas , de las
constantes de estructura; en particular, se reduce a la identidad de Jacobi
(11.32]).

Existe una caracterizacion mas intrinseca del bracket de Lie-Poisson. Primero,
recordemos que si V' es cualquier espacio vectorial y F': V' — R una funcién suave
de variable real, entonces el gradiente VF'(z) en cualquier punto z € V' es natural-
mente un elemento del espacio vectorial dual V* que consiste de todas las funciones

(continuas) lineales sobre V. En efecto, por definicion,

F(x +ey) — F(z)

(VF(x);y) =lime — 0 .

para cualquier y € V', donde ( ; ) es el emparejamiento natural entre V' y su dual
V*. Teniendo esto en mente, identificamos el espacio vectorial V' usado en nuestra
construccion inicial del bracket de Lie-Poisson con el espacio dual g* del dlgebra de
Lie g, siendo {wy,...,w,} la base dual a {vy,...,v,}. Si F: g* — R es cualquier
funcion suave, entonces su gradiente V F'(x) es un elemento de (g*)* ~ g (ya que g es
finito dimensional). Entonces el bracket de Lie-Poisson tiene la forma independiente

de coordenadas

{F,H}(z) = (z,[VF(x),VH(z)]), xr € g, (2.17)

donde [, | es el bracket de Lie ordinario en el algebra de Lie g misma. Si H: g — R

es cualquier funcion, el sistema asociado de ecuaciones de Hamilton toma la forma



en la cual las coordenadas z¥ mismas aparecen explicitamente. [4]

2.1.4. Integrales primeras

Considere un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en forma Hamilto-

niana
dx B
dt

donde H(z,t) es la funcién Hamiltoniana y J(x) la matriz de estructura que de-

J(x)VH(x,t), (2.18)

termina el bracket de Poisson. En este caso, las integrales primeras son facilmente

caracterizadas usando el bracket de Poisson.

Proposiciéon 2.3
Una funcion P(x,t) es una integral primera del sistema Hamiltoniano sty
solo si

oP

EJr{P,H}:O (2.19)

para todo xz,t. En particular, una funcion independiente del tiempo P(x) es una

integral primera si y solo si {P,H} =0 en todo su dominio.

Demostracion. Sea vy un campo vectorial Hamiltoniano determinando (2.18)). En-
tonces, por (1.16)), si z(t) es cualquier solucion de las ecuaciones de Hamilton,

d _op

Ep(gc(t),t) — E(x(t)’t) + v (P)(x(t),t).

Asi, dP/dt = 0 a lo largo de las soluciones si y solo si (2.19)) se cumple en todos
lados. ]

Corolario 2.1
St xy = JVH es cualquier sistema Hamiltoniano con funcion Hamiltoniana inde-
pendiente del tiempo H(x), entonces H(x) misma es automdticamente una integral

PTIMEra.

Corolario 2.2
St xy = JVH es un sistema Hamiltoniano, entonces cualquier funcion Casimir
C(z) para el bracket de Poisson determinado por J es automdticamente una primera

integral.
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Un sistema Hamiltoniano de orden 2n que posea n integrales primeras Py (z), . .., P,(x)

que estén en involucion, es decir
{Pi’ P]} = 0 VZ, j7

es llamado un sistema Hamiltoniano completamente integrable ya que, en principio,

sus soluciones se pueden determinar por cuadratura sola ([4], [13], [14]).
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3. BIALGEBRAS DE LIE

Existe una correspondencia uno a uno entre bidlgebras de Lie y grupos de
Poisson-Lie que permite construir deformaciones de sistemas dindmicos. Estas es-
tructuras bialgebraicas se definen en términos de codlgebras y estan sujetas a con-
diciones de homomorfismo para garantizar la compatibilidad entre estructuras alge-

braicas.

3.1. Algebras y coalgebras

Definicion 3.1
Sea k un campo. Un k-dlgebra es un triplete (A, M,u), donde A es un espacio k-
vectorial, M: A A — A yu: k— A son morfismos de espacios k-vectoriales con

las siguientes propiedades:

a) Asociatividad:

Mo(I®@M)=Mo(M®I)

b) Elemento identidad:
Mo(I®u)=1I=Mo(u®I)
donde I denota el mapeo identidad de A y el simbolo ® se refiere al producto tensorial

sobre k. El mapeo M es llamado la multiplicacion (o producto) del dlgebra A, y u

es llamado la unidad de A.

Estos axiomas se pueden formular en términos de diagramas conmutativos:
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1M

ARARA AR A
MeI M
AR A o A
AR A
u®l I®u
ke A M ARk
A

En el primer diagrama, (A ® A) ® A es isomorfo a A ® (A ® A), esto expresa
la asociatividad de la multiplicacion del algebra. De forma similar, en el segundo
diagrama se identifican los espacios k ® A, A y A ® k como isomorfos, expresando
la existencia de una identidad multiplicativa. [15]

La importancia de la definicion anterior reside en el hecho que, debido a su
naturaleza categorial, esta puede ser dualizada. De este modo obtenemos la nocion

de un coalgebra.

Definiciéon 3.2
Un codlgebra es un triplete (C,A,¢), donde C es un espacio k-vectorial, A: C —
C®Cye: C — k son morfismos de espacios k-vectoriales con las siguientes pro-

piedades:

a) Coasociatividad:
(Ao A=(I®A)oA

b) Elemento identidad:

(e@I)oA=I=(I®ec)oA

Los mapeos A y € son llamados la comultiplicacion y la counidad, respectivamente,

del codlgebra C'.
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De forma equivalente, los siguientes diagramas conmutan:

A

C

Cel

A IRA

CxC

rol CeCeC

La conmutatividad del primer diagrama es llamado coasociatividad ([15], [16], [17]).
Sea (C, A, ) un codlgebra. Definimos recurrentemente la secuencia de mapeos

(A,) de la siguiente manera:

A, =AY oA, 4, (3.1)

para cualquier n > 2 donde Ay = Ay A,: C - C®...® C (C aparece n + 1
veces).

Como sabemos, en un algebra tenemos una propiedad llamada asociatividad
generalizada. La propiedad dual en el caso de codlgebras es llamada coasociatividad

generalizada, y es dado por el siguiente lema.

Lema 3.1
Sea (C, A, ) un codlgebra, Entonces:

a) Para cualquier i > 2 tenemos A; = (A;_1 ® I) o A.
b) Para cualquiern >2,1€{1,...,n—1} ym €{0,...,n —1i} tenemos
Ap=I"N "™ oA,
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Usando la notaciéon de Sweedler, tomando el caso n = 2 tenemos

Ae) = ¢ ® ca,
Ag(c) = Ale) ®cag =1 @ A(cz) =1 ® 2 R ¢,
que es justamente la igualdad (A® I)o A = (I ® A) o A.

Definicion 3.3 1. Un dlgebra (A, M,u) se dice conmutativa si ToM = M, donde
T: A® A — A® A es el mapeo de giro, definido por T(a ® b) = b ® a para
todo a, b € A.

2. Un codlgebra (C, A, €) es llamada coconmutativa si ToA = A, donde el mapeo
de giroT: CRC — CRC estd definido por T (c®d) = d®c para todo ¢, d € C.
En notacion de Sweedler, C' es coconmutativo si y solo si c; ®co = co ® ¢y para

cualquier ¢ € C. [15]

3.2. Bialgebras y algebras de Hopf

3.2.1. Bialgebras

Definiciéon 3.4
Un bidlgebra es un espacio k-vectorial H, equipado con una estructura algebraica
(H, M, u), y con una estructura coalgebraica (H, A, ¢) tal que M y u son morfismos

de codlgebras (de forma equivalente, A y e son morfismos de dlgebras) ([15], [18]).

En la notacién de Sweedler, las condiciones en la cual A y € son morfismos de

algebras se convierten en

A(hg) = h1g1 ® hage, e(hg) = (h)e(g),

Al)=1®1, e(1) =1

3.2.2. Algebras de Hopf

Sea (C, A, ) un coélgebra y (A, M,u) un algebra. Definimos sobre el conjunto
Hom(C, A) una estructura algebraica en la cual la multiplicacién, denotada por x*

estd dada de la siguiente manera: si f, g € Hom(C, A), entonces

(f *9)(c) = fler)g(ca)
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para cualquier ¢ € C. La multiplicacién previamente definida es asociativa y el

elemento identidad del algebra Hom(C, A) es ue € Hom(C, A), ya que

(f * (ue))(c) = fler)(ue)(cz) = fler)e(ea)l = f(c)

por lo tanto f * (ue) = f. De forma similar, (ue) * f = f.

Consideremos un caso especial de la construcciéon anterior. Sea H un bialgebra.
Denotamos por H¢ y H* al codlgebra y algebra de H, respectivamente. Entonces
podemos definir una estructura algebraica sobre Hom(H¢, H*), en la cual la multipli-
cacion esta definida por (f * g)(h) = f(h1)g(hs) para cualquier f,g € Hom(H¢, H*)
y h € H, y el elemento identidad es ue. Hacemos la observaciéon que el mapeo
identidad /: H — H es un elemento de Hom(H¢, H®).

Definiciéon 3.5
Sea H un bidlgebra. Un mapeo lineal S: H — H es llamado una antipoda o coin-

versa del dlgebra H si S es la inversa del mapeo identidad I: H — H respecto al
producto en Hom(H¢, H®).

Definiciéon 3.6
Un bidlgebra H que posee una antipoda es llamado un algebra de Hopf ([15/, [18],

[19]).

En un algebra, la antipoda es tinica, siendo la inversa del elemento identidad

I en el algebra Hom(H¢°, H*). Algunas propiedades basicas de la antipoda son:

1. S(hg) = S(g9)S(h) Vg,h € H,

5. S(hg)hl = €(h>1 Vh € H,
6. hQS(hl) = €(h)1 Yh S H,

7. S2=1.

Las propiedades 1) y 2) significan que S es un antimorfismo de algebras, y 3) y 4)

que S es un antimorfismo de coalgebras.

35



Si H es un algebra de Hopf, entonces el conjunto G(H) de elementos tipo
grupo de H es un grupo con la multiplicaciéon inducida por aquella de H. En efecto,
primero notamos que el elemento identidad se encuentra en G(H). Si g,h € G(H),
entonces gh € G(H) por el hecho que A es un mapeo algebraico. Finalmente, si g es
un elemento tipo grupo, entonces S(g) es también un elemento tipo grupo ya que la
antipoda es un antimorfismo de coalgebras, y la propiedad de la antipoda muestra
que g es invertible con inversa g~ = S(g).

Sea H un algebra de Hopf y G(H) el grupo de elemento tipo grupo de H. Si
g,h € G(H), entonces un elemento x € H es llamado (g, h)-primitivo si A(z) =
r® g+ h®z. El conjunto de todos los elementos (g, h)-primitivos de H es denotado
por P,,(H). Un (1,1)-primitivo es simplemente llamado un elemento primitivo,
P(H)= P (H). [15)]

Para nuestros propositos, el ejemplo mas interesante de bidlgebras es aquel
que posee una estructura de Lie, es decir, un algebra de Lie g con generadores X;

equipado con un coproducto A.

Definiciéon 3.7
Sea g un dlgebra de Lie. Una estructura bidlgebraica de Lie en g es un mapeo lineal

antisimétrico 04: g — g ® g, llamado el coconmutador, tal que

a) El mapeo dual 6;: g* ® g* — g* es un bracket de Lie en g,

b) &4 es un I-cociclo de g con valores en g ® g.

Un homomorfismo de bialgebras de Lie ¢: g — h es un homomorfismo de

algebras de Lie tal que
(P ®p)ody=dyop.

Una estructura bialgebraica de Lie estd determinada por las estructuras al-
gebraicas de Lie en g y g*. Por tanto, podriamos denotar en algunas ocasiones el
bialgebra de Lie por (g, g*) y en otras por (g, d5). De la misma forma, (g, kd,) también
es un bidlgebra de Lie para cualquier escalar k.

La importancia de las bidlgebras de Lie surge por su correspondencia uno a

uno con grupos de Lie-Poisson.

Teorema 3.1
Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g. Si G es un grupo de Poisson-Lie,
entonces g posee una estructura bialgebraica de Lie natural, llamada el bidlgebra de

Lie tangente a G. Si ¢: G — H es un homomorfismo de grupos de Poisson-Lie, y
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b es el bidlgebra de Lie tangente a H, la derivada de ¢ en el elemento identidad e
de G es un homomorfismo de bidlgebras de Lie g — . De forma contraria, si G es
conexo y simple conexo, cada estructura bialgebraica de Lie sobre g es el bidlgebra
de Lie tangente de una unica estructura de Poisson sobre G que hace de G en un
grupo de Poisson-Lie. Ademds, si ¢: g — b es un homomorfismo de bidlgebras de
Lie, y H es un grupo de Poisson-Lie con bidlgebra de Lie tangente by, existe un tinico
homomorfismo ¢: G — H de grupos de Poisson-Lie con d¢/de|, = ¢. [20]

3.2.3. Triplete de Manin

La definicion que hemos dado de un bidlgebra de Lie (g, g*) esconde el hecho
que g v ¢g* juegan un papel simétrico. Esto es revelado por la siguiente definicion,

que es equivalente a la definicion [3.7

Definiciéon 3.8
Un triplete de Manin es un triplete de dlgebras de Lie (p,py,p_) junto con una
forma bilinear simétrica no degenerada ( , ) en p invariante bajo la representacion

adjunta de p, tal que

1. py y p_ son subdlgebras de Lie de p,
2. p=p. Dp_ como espacios vectoriales,

3. po y p_ son isotrdpicos para ( , ).

Proposicion 3.1
Para cualquier dlgebra de Lie finito dimensional g, existe una correspondencia uno

a uno entre estructuras bialgebraicas de Lie en g y tripletes de Manin (p,p.,p_) tal

que py = g.

Demostracion. Si (g,g") es un bidlgebra de Lie, establecemos p, = g, p_ = g%, v

tomamos el producto interno en p = g & g* determinado por

(X,8)p = (X,6), (X, X)y =(§,€), =0 (3.2)

para X € g, £ € g*. Para el caso contrario, el producto interno determina un
isomorfismo de espacios vectoriales p_ ~ p* , y por lo tanto una estructura algebraica

de Lie en p7. Asi, ambas partes de la proposiciéon se deducen del siguiente lema. [

37



Lema 3.2

Suponga que g y su espacio dual g* son dlgebras de Lie, y defina un producto interno
sobre g ® g* por . Eziste una estructura algebraica de Lie sobre g & g* (la suma
directa de espacios vectoriales) tal que g y g* son subdlgebras de Lie y que dejan el

producto interno invariante si y solo si (g,g*) es un bidlgebra de Lie, y en este caso

la estructura bialgebraica de Lie es unica. [20)]
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4. DEFORMACIONES INTEGRABLES
APLICADO A MODELOS EPIDEMICOS

4.1. Deformaciones de grupos de Lie-Poisson

Para deformar un grupo de Lie es necesario equiparlo con una estructura extra,
que es una estructura de grupo de Lie-Poisson. De igual manera, para deformar un
algebra de Lie, esta debe estar equipada con una estructura bialgebraica de Lie.
La exponenciacion del algebra de Lie dando como resultado el grupo de Lie, puede
ser entendida como la forma canoénica de exponenciar la deformacién de primer
orden del coproducto para encontrar la deformacién completa, de esta manera el
bracket de Poisson clasico puede ser recuperado como la parte de primer orden de
la deformacién. De forma contraria, para construir deformaciones del grupo de Lie
es natural comenzar describiendo las posibles estructuras de Lie-Poisson en el grupo
y luego tratar de extender esas deformaciones de primer orden a deformaciones

completas [20].
Dado un algebra de Lie g con base {X;}, i =1,...,dim(g), y bracket de Lie

(X, X;] = ¢ Xy,
el algebra g puede ser equipada con una estructura algebraica de Hopf al definir:
AX) =10 X;+ X, ®1, A(l)=1®1,

e(X,) =0, e(1)=1, (4.1)
S(X) = -X,,  S(1)=1.

Desde el punto de vista fisico, si g es el algebra de observables de algtun sistema
fisico de una particula, el coproducto en (4.1]) es solamente la definicion usual del

total de observables cuéanticos de un sistema de dos particulas [21]. La condicion de
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homomorfismo implica la compatibilidad del coproducto A con el bracket de Lie
[AXG), A(X))]asa = A([Xi, Xjla), VX, X €.

Una estructura bialagebraica de Lie (g, ) esta dada por un mapeo lineal anti-

simétrico §: g > g® g

0(Xp) = fOXi N X, (4.2)

donde X AY significa X ® Y — Y ® X y la condicién de 1-cociclicidad

(X, YD) =[0(X), Y ®1+10Y]+[X®1+1®X,§(Y)], VX,Ycg (43)

De acuerdo a la definicion [3.7], el dual 6* del coconmutador define una segunda

estructura algebraica de Lie sobre g*, cuyo bracket de Lie esta dado por

(€', = fi/€". (4.4)
donde {£7} son elementos de la base dual de g*.

Dado un algebra inicial de Lie g, el algebra de Lie dual g* debe satisfacer la
condicion de cociclicidad, esta condiciéon implica las siguientes ecuaciones de com-
patibilidad entre las dos élgebras de Lie:

ab

k C]-Cj = fkaij + fz’kbCZj + fj‘-‘kc?k + f]’.“bc?k. (4.5)

Por lo tanto, para determinar una estructura bialgebraica para g, tomaremos
como datos iniciales las componentes del tensor de estructura c, luego, el tensor de
estructura f debera satisfacer las ecuaciones de compatibilidad entre algebras (la
condiciéon 1-cociclo y la identidad de Jacobi . Las soluciones de estas dos
ecuaciones para el tensor flij proveen todas las posibles estructuras bialgebraicas
para g. Para nuestros propoésitos sera conveniente multiplicar todas las componen-
tes del tensor de estructura f,ij por un parametro real n, que jugaréa el rol de un
pardmetro de deformacion. El coconmutador resultante sera denotado por 9,, y la

estructura algebraica de Lie dual g; seréd

€€ =nf¢" (4.6)
Obviamente, al tomar n = 1 recobramos el algebra dual g*. Sin embargo, tal como
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veremos mas adelante, la presencia explicita de 7 nos permitiré controlar el proceso
de deformacion. Otro objeto importante para nuestros propositos es la existencia de
un Casimir deformado que conmute con todos los generadores del dlgebra que sera
la clave para las propiedades de integrabilidad de los sistemas inducidos a partir de
sus respectivas coalgebras.

Para construir deformaciones de algebras de Lie-Poisson mediante coalgebras
de Poisson se tomaré el bidlgebra de Lie tangente (g*, %) para construir el grupo de
Poisson-Lie asociado, para ello seguiremos el método presentado en [I]. Los pasos

principales se enlistan a continuacion:

1. Tomar el algebra de Lie g, hallar una estructura bialgebraica de Lie (g,d) no
trivial y construir su bidlgebra de Lie dual (g*, 6*). Recordando el teorema ,
este nos asegura que (g*,0*) es la estructura bialgebraica de Lie tangente a

cierto grupo de Lie-Poisson (G*, {, }) tal que g* = Lie(G*).

2. Introducir el élgebra de Lie isomorfa g; para tener un parametro explicito de

deformacion en el bidlgebra de Lie tangente.

3. Construir el grupo de Lie dual G*. Pero antes hallar una representacion fiel p

del algebra de Lie dual g*:
[p(€). p(€)] = fi/ p(€").

Usaremos coordenadas X; en G*, de este modo, la matriz de elementos del

grupo de Lie dual G* es obtenida mediante la usual exponenciacion:
d
G* = [[exp(Xin(€)).
i=1

4. El coproducto A, para las funciones coordenadas en G* es solamente el codi-
ferencial de la ley de multiplicacion del grupo para las funciones coordenadas
X; [22]:

A, CP(GT) = CZ(G") ® C*=(G™).

En particular, la forma explicita de A, sera obtenida al resolver las ecuaciones
funcionales que provienen al imponer que el coproducto A, (G7;) para las entra-

das de la matriz de elementos de G* tiene que estar dada por la multiplicacién
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de grupo en forma “tensorial” en G*, es decir
Ay (G(X)) = Gi(X) ® Gj;(X) (4.7)

donde X = (Xy,...,X,) y G (X) es la correspondiente entrada de los ele-

mentos de grupo G* en la representacion elegida.

5. Identificar cada coordenada X; del grupo G* con su correspondiente coordena-
da x; del grupo de Lie-Poisson del sistema original. Debido a esta identificacion,

el coproducto A, es una n-deformacién del coproducto primitivo, es decir

Im A (z;) =2, @ 1+ 1@ z; = A(x;). (4.8)

n—0

6. Por el teorema [3.1] existe un tnico bracket de Poisson {, },, en C*(G*) que
hace de (C*(G*), Ay, {, },) un grupo de Lie-Poisson, ya que por definicion el

coproducto es un homomorfismo de algebras de Poisson

Ay({F,GY) = {4 (F), Ay(G)}  VE,G € (O)7(G7). (4.9)

donde
{A® B,C® D} ={A,C}® BD+ AC ® {B, D}

es la estructura natural de Poisson en C*(G*)®@C*(G*). Resulta que el bracket
de Poisson {, },, es también una n-deformacion del bracket de Lie-Poisson {, }

del sistema original, en el sentido que

}ij}(l){xiaﬂ?j}n = {zi, 2;}. (4.10)

En efecto, el bracket de Lie Poisson {, },, debe ser hallado explicitamente al
resolver simultaneamente las ecuaciones (4.9) y (4.10) mediante el algoritmo

presentado en [22].

Debido a las propiedades (4.8]) y (4.10) podemos concluir que, como un coél-
gebra de Poisson, el grupo de Lie-Poisson (C*(G*), A, {, },) es una n-deformacion

del algebra de Lie-Poisson del sistema original.
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4.2. El modelo SIR: una deformacién integrable

Los modelos epidémicos simples intentan describir la transmisiéon de una infec-
cion en funcion del tiempo dentro de una gran poblaciéon al introducir un pequeno
grupo de individuos infectados. Parte de los primeros trabajos teéricos sobre modelos
epidémicos se deben a Kermack & McKendrick (1927) [23], en la cual la poblacion
total se considera constante y se divide en distintas clases de acuerdo a la salud de
sus miembros. Esta divisién consiste de individuos susceptibles S que pueden con-
traer la enfermedad, infectados I que tienen la enfermedad y pueden transmitirla, y
una tercera clase de individuos, los recuperados R, que ya no pueden contraer mas
la infeccién debido a que han sido curados con inmunidad, puestos en aislamiento,
o fallecido de ser letal la infeccion (los individuos fallecidos atn son contados). El

progreso de individuos esta representado esqueméticamente por
S—I—R.

Dichos modelos son usualmente llamados modelos SIR. Denotaremos como z(t), y(t)
y z(t) al nimero de individuos susceptibles, infectados y recuperados, respectivamen-
te, en determinado momento ¢. Para escribir las ecuaciones de evolucion es necesario

hacer algunas suposiciones:

e El aumento en la clase infectada es a una tasa proporcional al nimero de
infectados y susceptibles, que es aS1, donde a > 0 es un pardmetro constante.

Los susceptibles disminuyen en la misma medida.

e La tasa de individuos trasladados de la clase infectada a la clase recuperada es
proporcional al nimero de infectados, que es bl, donde b > 0 es una constante;

1/b es una medida del tiempo pasado en el estado infectado.

e El periodo de incubacién es lo suficientemente corto para ser despreciado,
es decir, un individuo susceptible que contrae la enfermedad es infectado de

inmediato.

Por lo tanto, las ecuaciones de evolucion basadas en las suposiciones anteriores son

T = —azxy
y = axy — by (4.11)
z=by
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donde a > 0 es la tasa de infeccion y b > 0 la tasa de recuperacion. Dicho modelo
es conocido como el modelo clasico de Kermack & McKendrick (|24], [25], [26]).
Dado que este modelo no toma en cuenta factores demogréficos, una constante de

movimiento es el numero total de individuos

Hi=x+y+=z (4.12)

y otra cantidad conservada bien conocida es

Ho = x ev”. (4.13)

4.2.1. Estructura de Hamilton-Poisson

El modelo de Kermack & McKendrick puede ser formulado como un sistema
de Hamilton-Poisson (R?, {-,-},H) en dos modos distintos. Si proponemos H; como

funcion Hamiltoniana, el sistema (4.11)) puede ser escrito como
T = Vl{xia 7‘[1}
con respecto al bracket de Poisson

{xay} = —Z, {ZL',Z} =0, {y’ Z} = —v

vy = ay

(4.14)

donde v = b/a es un parametro conocido como tasa relativa de recuperacion (su
reciproco ¢ = a/b la tasa de contacto de la infeccion) y 14 la funciéon coeficiente.
Si ahora proponemos Hy como funcion Hamiltoniana, el sistema (4.11)) puede ser

escrito como 2; = vo{x;, Ha} con respecto al bracket de Poisson

{z,y} =1, {z,2}=-1, {y,z}=1 (4.15)

y funciéon de escala

vy = by e 5%, (4.16)

Ninguna de las estructuras de Poisson anteriores esta asociada a un algebra
de Lie. Para obtener una estructura de Poisson-Lie extenderemos la dimension del

espacio vectorial a R* con coordenadas (x,y, z,w), en donde la cuarta coordenada
w serd introducida al bracket (4.14])
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{z,y}o= -z, {z,2z}o=0, {y,z}o=—yw, {w,}o=0, (4.17)

siendo estas relaciones de conmutacion, ahora si, un bracket de Poisson-Lie. El &l-
gebra (4.17)) corresponde al algebra A, 3 segun la clasificacion de algebras de Lie
reales de dimension cuatro dada en [27]. Para este sistema se tienen dos operadores

Casimir

Ci=w, Cop=uzet@v) (4.18)

siendo entonces (4.17)) un sistema integrable. Si el Hamiltoniano estd dado nueva-
mente por Hi, el sistema de ecuaciones respecto al bracket de Poisson-Lie (4.17))

es

T = —axry

) = axy — byw

Y v (4.19)
z = byw

w =0

En efecto, al tomar w = 1 recuperamos el sistema SIR (4.11)). Puesto que w = 0, el

sistema (4.19)) es simplemente una reparametrizacion de b del sistema original.

4.2.2. Bialgebras de Lie

Consideremos el algebra de Lie g dada por (4.17)) escrito en la base (z,y, z, w)

{xa y}O = =T, {xay}() =0, {ya Z}O = —Yw, {wv '}0 =0, (420)

el codlgebra de Lie-Poisson esta definido mediante el coproducto primitivo

Alz)=z@1+10x
Aly) =y®1+1®
(y) =y y (421)
Alz)=201+1R®=z
Aw)=w®l+1®w.

Una estructura bialgebraica de Lie para g debera satisfacer la condicién 1-cociclo,
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para ello tomamos como datos iniciales las componentes del tensor de estructura c

cuyas entradas distintas de cero son i, = —1, ¢33 = —7, y consideramos un tensor

de estructura f“, genérico (antisimétrico en 4,;). Al resolver las ecuaciones (4.5
k )

para f hallamos aquellas componentes que son distintas de cero:

12 13 14
1 »J1 »J1 »
12 13 14 34 34
2 9J2 +J2 »J2 »J3 (422)

24 13 rl4 12 r24 12
2 :7f1 » J3 :'Yan 3 :_'Yfl-

De la identidad de Jacobi para f obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

cuadraticas

12 p13 13 1270
1 J2 1 /72

13 r34 12 p34
V=0
12 £13 12 14 14 r12
7f1 2 +f1 s —Ji a7 =0
13 13 13 £34 12 34 13 r14 14 13
VIR = fa 3_f2 s 0l =R =0.

Al resolver las ecuaciones provenientes de la identidad de Jacobi para f hallamos

(4.23)

todas las posibles estructuras bialgebraicas de Lie para g. Una de las soluciones del

sistema de ecuaciones ([4.23|) proporciona el siguiente tensor de estructura

fA=1 f5=- (4.24)

definiendo asi el coconmutador

Oy(x) =nz ANy, 6y(2)=—ymyAw 6,(y) =0d,(w)=0 (4.25)
y el algebra de Lie dual g*
{51762}77 = 77517 {§17€3}77 = 07 {§17§4}7} = 07
(2,6}, =0, {&¢Y,=-me (&), =0

El algebra de Lie dual (4.26) es también isomorfa al algebra As3. Por lo tanto,

tenemos una estructura bialgebraica de Lie auto-dual.

(4.26)

4.2.3. Construcciéon del grupo de Lie dual

Ahora tenemos que construir el grupo de Lie dual G* cuya algebra de Lie es

g*. Si definimos la matriz eg de 5 x 5 como aquella con la tnica entrada distinta de
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cero en la fila ¢ y columna j igual a 1, una representacion fiel p del algebra (4.26))

esta dada por

p(&") =ne

p(&%) = —nej +ne; (427)
p(&%) =ne;

p(&h) = —me]

Es importante notar que el parametro 1 aparece como un factor multiplicativo en
cada entrada distinta de cero de la matriz de la representacion del algebra de Lie
g . Ya que, al momento de exponenciar para obtener los elementos del grupo
G*, las potencias de n nos daran las contribuciones correspondientes de diferentes
potencias de los generadores del algebra de Lie. En esta representacion, la matriz

de elementos del grupo es

G* = exp(Xp(£")) exp(Y p(£2)) exp(Zp(€%)) exp(Wp(£Y))

e pnX 0 0 0
0 1 0 0 0 (4.28)
= 0 0 1 nY n(Z—~nYW)
0 0 0 1 —ynW
0 0 0 O 1

4.2.4. Deformacion del sistema SIR

Al resolver las ecuaciones funcionales (4.7]) (ver |A.1]) obtenemos la ley de mul-
tiplicacion de grupo, es decir, el coproducto para las funciones coordenadas de G*,

que son

Ayz)=2@1+e ™R
Ay)=y®1+1®y
An(2) =

)

(4.29)

z 2@1+1®2z—yny@w

Ayjlw)=wl+1®w

n

en donde hemos hecho la identificaciéon de coordenadas X; — x;. El coproducto
A, es en efecto una n-deformacion del coproducto primitivo ya que podemos
comprobar facilmente lim,_,o A, = A.

Una vez definido el coproducto para las cuatro funciones coordenadas (denota-

das por X, Y, Z, W), buscaremos el bracket de Poisson mas genérico para la cual
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la ecuacion (4.9) se cumple. Para ello se usara el Anzatz propuesto en [28§]:

(X', X7} = &I LRy (4.30)

donde cz = —0,7;1 son parametros constantes a ser determinados y F; es cualquier fun-
cién que aparece como entrada en matriz de elementos del grupo G*, como también
funciones que aparecen en los coproductos para las coordenadas locales. Adicional-
mente, debera satisfacer la identidad de Jacobi. En nuestro caso, el coproducto
es isomorfo a aquel encontrado en [I], de ahi se tiene que el unico bracket
de Lie-Poisson {, },, para el cual el coproducto A, es un mapeo de Poisson es el

siguiente:

nr _

€ —nx
{x7y}77 = T? {JJ,Z}n = 07 {yvz}T] = -Jwe ! ) {’U), '}T] = 07 (431>

que es en efecto, una n-deformacion del bracket de Lie-Poisson original (4.17) ya
que es facil comprobar lim, ,o{-,-}, = {-,-}o en donde hemos hecho nuevamente la

identificacion de coordenadas X; — x;. De igual forma, las funciones Casimir para

el algebra (4.31)) son

Clmw, Gk (4.32)
n
que también son 7n-deformaciones de los operadores Casimir (4.18)).
Por lo tanto, el grupo de Lie-Poisson (C*(G*),A,,{, },) ha sido construido
completamente. Por tltimo, al tomar el mismo Hamiltoniano H; del sistema SIR, el

bracket de Lie-Poisson (4.31]) genera el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

e — 1 az?

T=ay———— = —azy+ yn + O(n?)
i 2
. 1—e™ _ az’y
§ = ayT —bywe " = axy — by + bxyn — 5 T O(’) (4.33)

2 =bywe "™ = by — bryn + O(n?)

w = 0.

que, al tomar w = 1, provee una deformacion integrable del sistema SIR (4.11)), con
integrales de movimiento deformadas dadas por las funciones Casimir (4.32)). En la

figura podemos apreciar como el pardmetro de deformacion afecta la severidad
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de la epidemia.

T 06 T T T
N=0.25 = === N=0.25 = ===

ME-0.25 e IE-0.25 e
=100 =" = Z100 = =+
¥ . 05 - T T
08 M=-1.00 = = P N=-1.00 = =
. N

(a) (b)

Figura 4.1. (a) Trayectoria en el espacio de fase del sistema SIR para los datos
iniciales z(0) = 0.95, y(0) = 0.05, 2(0) = 0 y parametros a = 1, b = 0.25 (linea solida)
y el sistema SIR deformado (4.33) con los mismos pardmetros y datos iniciales, w = 1y
7n indicado en la figura; la linea solida gris delimita la region = +y < 1. (b) Numero de
individuos infectados en funcién del tiempo de la figura (a). (Fuente: elaboracion propia)
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CONCLUSIONES

En este trabajo hemos obtenido deformaciones integrables de sistemas dinami-
cos Hamiltonianos equipados con estructuras de Lie-Poisson, especificamente, se ha
construido una deformacion integrable al modelo epidémico SIR clasico de Kermack
& McKendrick. Para lograr nuestro objetivo fue necesario hallar una estructura
bialgebraica de Lie asociada al sistema de ecuaciones diferenciales original. Los re-

sultados principales se enlistan acontinuacion:

1. Un grupo de Lie-Poisson (C>*(G*), A,,{, },,) es una n-deformacion del coélge-
bra de Lie-Poisson (C*(G), A, {,}) ya que lim, ,o A, (2;) =2, @1+ 1@z, =
A(z;) y limyo{z;, 2}, = {z;,2;}. De esta manera es posible construir de-
formaciones de sistemas Hamiltonianos equipados con una estructura de Lie-

Poisson.

2. Se ha presentado una expresion explicita del coproducto, brackets de Poisson
y funciones Casimir del sistema SIR deformado. Para construir dicha defor-
macion, fue necesario ampliar la dimension de la variedad de R* a R* con el
fin de obtener una estructura de Hamilton-Poisson asociada a un algebra de
Lie. Tomando esta estructura algebraica de Lie como punto de partida fue
posible encontrar una estructura bialgebraica de Lie al resolver las ecuaciones

de compatibilidad entre algebras provenientes de la condiciéon 1-cociclo.

3. La deformacion del sistema SIR aqui presentada no es tnica. De hecho, existen
tantas deformaciones como posibles estructuras bialgebraicas halladas luego de
resolver las ecuaciones de compatibilidad de la condicién 1-cociclo y satisfacer
la identidad de Jacobi para el tensor de estructura f. Debido a esto, cada

deformacion esta completamente determinada por la estructura bialgebraica

de Lie dual (g*,0%).
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RECOMENDACIONES

Ademas de los resultados presentados en este trabajo se sugiere la posibilidad
de adentrarse atin mas en esta linea de investigacion al realizar estudios posteriores
que permitan aprovechar la estructura coalgebraica del sistema SIR como también

de las deformaciones mismas. Posibles trabajos de continuacion son los siguientes:

1. Se ha presentado una deformacion integrable del modelo clasico de Kermack
& McKendrick que consiste en factores exponenciales en funciéon de un para-
metro 7. Cada potencia de n de la expansion en series de Taylor del sistema
SIR deformado brinda un nuevo término al sistema SIR original. Sera de im-
portancia dar una interpretaciéon dindmica a cada término de la expansion ya
que puede ser de utilidad para el estudio y control de epidemias. Por ejem-
plo, se puede notar que la severidad de la infeccién es afectada por el valor
del parametro de deformacion, aumentando (disminuyendo) la severidad para

valores positivos (negativos) de 7.

2. La deformacion del sistema SIR que hemos obtenido estad completamente de-
terminada por su estructura bialgebraica de Lie asociada, especificamente por
la solucion del tensor f elegida. Otro aspecto interesante es la clasificacion
de las soluciones del tensor de estructura f en clases de conjugaciéon bajo la
accion de g, obteniendo asi una clasificaciéon de todas las posibles estructuras
bialgebraicas para g. De esta manera se podréan clasificar familias de sistemas
de ecuaciones deformadas del modelo SIR al estudiar las propiedades dina-
micas de cada sistema dentro de cada clase de conjugaciéon de estructuras

bialgebraicas de Lie.
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A. APENDICE

A.1. Coproducto del grupo dual

A continuacion se describird el procedimiento para hallar la soluciéon del co-
producto de las funciones coordenadas del grupo de Lie dual G*. Consideremos el

algebra de Lie dual g*, con base {£'} para i =1,...,4, del sistema SIR dada por

{£17£2}77 = 77517 {£17£3}77 = 07 {61754}?7 = 07

(A.1)
{52753}77 = 07 {52754}7] = _'777537 {537 54}77 = 07
donde 7 es un pardmetro de deformaciéon y v un parametro del modelo.
Una representacion fiel p de esta algebra de Lie esta dada por:
(&) =
2 =-—-ne +ne
p(g) nep +1e; (A.2)
p(€) =n 63
p(€") = —me;

donde e{ denota la matriz de 5 x 5 cuya tunica entrada distinta de cero igual a 1 se
encuentra en la fila ¢ y columna j. En esta representacion, la matriz de elementos
del grupo G* es:

G* = exp(Xp(&))exp(Y p(€))exp(Zp(&?))exp(W p(£Y))

e™ nX 0 0 0
0 1 0 O 0 (A.3)
= 0 0 1 nY n(Z—ynYW)
0 0 0 1 —ynW
0 0 0 O 1

Identificamos los dos conjuntos { Xy, Y1, Z1, Wi} y {Xs, Ya, Zo, Wa} de coordenadas

de grupo como
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Xi=X®1l, Xo=18X,
Yi=Y®1l, Y=1®Y,
7 =21, Z,=1®7Z
Wi=WxI1, We=1W,

(A.4)

cada uno de ellos perteneciente a una copia distinta de la variedad del grupo,
{X1,Y1,Z,W1} € C®(G*) @ 1y {Xs,Ys, Zo,Wo} € 1® C®(G*). De esta mane-
ra, al imponer la condicion que el coproducto AW(G;-*J-) para las entradas de la matriz
de elementos de G* tiene que estar dada por la multiplicaciéon del grupo en forma

“tensorial”’, es decir

A (G(X) = Gi(X) © G (X)

(A.5)
- Ml ® M27
donde
™M pX, 0 0 0
0 1®1 O 0 0
My=| 0 0 1®1 Y7 n(Zi—mYiWi) (A.6)
0 0 0 1®1 —ynW,
0 0 0 0 1®1
e Y2 nXo 0 0 0
0 1®1 O 0 0
M,y = 0 0 1®1 nYs n(Zy—mYoWs) |- (A7)
0 0 0 1®1 —ynWs
0 0 0 0 1®1
hallamos las siguientes ecuaciones funcionales
My - My =
e~ n(Y1+Y2) 77()(26—7716 + X)) 0 0 0
0 1®1 0 0 0
0 0 11 (Y1 +Ys) —yn*(MWi + YoaWo 4+ YiWa) + 0(Z1 + Zs)
0 0 0 1®1 —yn(Wy + Wy)
0 0 0 0 1®1
(A.8)
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An(e—nY) Ay(mY) A,(0)  Ay(0) A,(0)
Ay0) A1) Ay(0)  Ay(0) A, (0)
Ay0)  Ay(0)  Ay(1) Ay(nY) Ay(n(Z —mYW)) [ =
Ay(0)  An(0)  Ay(0)  Ay(1) Ay(=mW)
Ay(0)  Ay(0)  Ay(0)  Ay(0) A, (1)
eTMNHY2) p(Xpe™™ + X)) 0 0 0
0 1®1 0 0 0
0 0 1®@1 n(Y1+Ys) —yn?(YAaWy + YaWs + YiWs) + (21 + Za)
0 0 0 1®1 —yn(Wy + Wy)
0 0 0 0 1®1

(A.9)
De (A.9) se deduce inmediatamente el coproducto para las funciones coordenadas
del grupo dual G*

AX)=X®@1+e "X
AY)=Y®1+1QY
o) (A.10)
N(2D)=Z@1+1@Z—mY W
)

AW)=We1l+1aW,

n

como también A, (1) =1® 1.
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