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OBJETIVOS

General

Estudiar el efecto Hall cuantico entero, fraccionario y el caso especial del efecto
Hall relativista en el grafeno para poder obtener el orden topologico del efecto Hall

y explorar la forma de aplicarlo a la simulacién y computacién cuantica.

Especificos

1. Obtener la cuantizaciéon de Landau y los niveles de Landau para calcular la
cuantizacion de la resistencia de Hall, tanto para el caso entero como para el

caso fraccionario e interpretar su comportamiento.

2. Describir la estructura del grafeno, la banda electrénica del grafeno y aplicar
los resultados para el calculo del hamiltoniano de Dirac; 1til en la descripcion
de los electrones en el grafeno y obtener los niveles de Landau relativistas los

cuales describen el efecto Hall relativista en el grafeno.

3. Desarrollar la teoria de Laughlin para obtener los estados de los electrones en
un sistema de Hall fraccionario y aplicarla en la estadistica fraccionaria con el

objetivo de describir las particulas con carga fraccionaria.

4. Introducir la caracterizacion y clasificacion de los érdenes topolégicos para

obtener el orden topologico del efecto Hall cuantico fraccionario.

VII



INTRODUCCION

El efecto Hall cuéntico (QHE, por sus siglas en inglés) aparece en sistemas
electronicos bidimensionales sometidos a campos magnéticos muy fuertes. Desde el
descubrimiento fenomenologico de su version entera (IQHE) en 1980 por Klitzing [19]
y posteriormente su version fraccionaria (FQHE) en 1982 por el grupo de Tsui y por
Laughlin [22 20], el estudio de este fenomeno cuantico ha revelado nuevos fen6menos
fisicos. Esto, junto con la jerarquia de estructuras [15] [17, 18], indica que los sistemas
de electrones que muestran un efecto Hall cuantico, en especifico el fraccionario,
contienen estructuras internas bastante complejas, también conocidos como liquidos
cuanticos (FQH). La estructura interna de estos sistemas representa un nuevo estado
de la materia por lo que ha sido necesario desarrollar nuevos conceptos y nuevas

técnicas para entender estos nuevos estados.

La forma de caracterizar nuevos estados de la materia es una de las tareas
més basicas de la rama de la fisica de la materia condensada, para la mayoria de
sistemas se puede aplicar el punto de vista de Landau en el que los distintos estados
de la materia son caracterizados por sus simetrias, tanto aquellas que se preservan
en el estado fundamental como las que se rompen. Esto se puede describir utili-
zando parametros de orden que caracterizan transiciones de fase [43]. Sin embargo
los liquidos cuénticos no cumplen con este paradigma, ya que no existe simetria o

parametros locales que distingan los estados cuanticos de Hall.

El primer intento de caracterizar la estructura interna de los liquidos cuanticos
fue propuesto por Girvin y McDonald [14], donde demostraron que un liquido cuan-
tico puede describirse en términos de la teoria de Ginzburg-Landau-Chern-Simons
[36], sin embargo al momento de intentar explicar algunos liquidos cuanticos no abe-
lianos no se puede utilizar la teoria de Ginzburg-Landau-Chern-Simons. Por lo tanto

se necesita una forma mas generalizada para caracterizar los estados de la materia.

La estructura interna de estos liquidos cuanticos es universal en el sentido de
que se puede mantener su estructura aunque sea sometida a perturbaciones arbi-

trarias. Estas estructuras representan una nueva fase en el diagrama de fases [43],
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por lo tanto los liquidos cuanticos FQH representan un nuevo estado de la materia
que se puede describir a partir del concepto de drdenes topologicos introducidos por
X.G. Wen [9, 34]. Este orden topolégico es capaz de describir este nuevo tipo de
estado de la materia y que es universal en el sentido que los 6rdenes topoldgicos son
independientes de las perturbaciones que puedan existir en un sistema.

En este trabajo de graduaciéon se quieren presentar las ideas y el desarrollo
teorico que describe el efecto Hall cuéntico entero, el fraccionario y el caso especial
en el grafeno en el que los electrones muestran velocidades relativistas. Esta base
teodrica se utiliza para poder mostrar el comportamiento de los electrones en el efecto
Hall cuantico fraccionario que se ha mencionado anteriormente, el cual da origen a
liquidos cuanticos FQH y que hacen necesaria la introducciéon de la idea de orden

topologico para poder describir este nuevo estado exotico de la materia.



1. EFECTO HALL CUANTICO ENTERO

1.1. Efecto Hall clasico

El efecto Hall clasico fue descubierto en el ano 1879 por Edwin Hall y es
el resultado del movimiento de particulas cargadas en un campo magnético [12].
Consideremos un campo magnético, B, en la direccion de Z, los electrones estan
restringidos a moverse en el plano (x,y) y una corriente I que va en la direccion
de 2. El efecto Hall ocurre cuando este arreglo induce un voltaje de Hall, Vy, en la

direccion de g. Como se muestra en la figura [1.1}

Modelo de Drude

Para tener una descripcion cualitativa del efecto Hall podemos considerar el
modelo de Drude de transporte de carga. En este modelo tenemos un campo eléctri-
co, E, que acelera a los portadores de carga y en ausencia de un campo magnético B
se traduce en una corriente en la direccion de E. También consideramos un término
de friccion lineal causado por cualquier cosa que se oponga al movimiento de las

cargas. Entonces la ecuacion de movimiento esta dada por [40]

%:—e(EJrﬁxB)—B, (1.1)

Figura 1.1. Diagrama del montaje experimental del efecto Hall, en el cual el paralelogramo
representa la placa metalica, por la que circula una corriente Ik y esta sometida a un campo
magnético externo B el cual genera el voltaje de Hall V7 . Fuente: D. Tong[12]



donde al considerar el transporte de particulas con cargas negativas como los elec-
trones, se toma una carga ¢ = —e que representa la carga del electron, m. es la masa
del electron y 7 es un coeficiente llamado tiempo de dispersion que se puede inter-
pretar como el tiempo medio entre las colisiones. Las caracteristicas macroscopicas
propias del transporte de cargas, como la resistividad y conductividad del sistema,
se obtienen de la solucién estatica de la ecuacion de movimiento con Cfl—‘t’ =0,y
como nuestro sistema es de dos dimensiones, p = (p,, p,). Se obtienen entonces las

siguientes ecuaciones

eB P
eEz = ——Dy — _Z’
Me T
eB P
eEy = — Pz — _y7
Me

de donde se puede reconocer que aparece un frecuencia caracteristica conocida como

frecuencia de ciclotréon B
e
Weo = s (1.2)
me

esta frecuencia caracteriza el movimiento de ciclotréon de las particulas cargadas en
un campo magnético. Por otra parte, con la ayuda de la conductividad de Drude
[12]

Op = s (13)

se pueden reescribir las ecuaciones de movimiento de la forma

p P
o0E, = —en— — en— (weT)
Me Me
p p
ooE, = en— (weT) — en—-,
me m@

por otro lado también se puede considerar la densidad de corriente

j= —eng, (1.4)

en su forma matricial, E = pj, para obtener el tensor de resistividad, es importante
resaltar que en este contexto la cantidad n denota la densidad de electrones que

genera la densidad de corriente j

1 1 1 1 B
p=ot=— LT = ) (15)
oo \ —wer 1 oo \ —uB 1



el término que se introdujo en el dltimo paso es conocido como movilidad y esta

definido de la siguiente forma [12]
p=—. (1.6)

En la ecuacion ((1.5]) se puede identificar la resistividad de Hall que se encuentra en
la anti-diagonal del tensor de resistividad
_ WeT B

- _ = 1.7
PH o0 env ( )

ademads, a partir de la resistividad (1.5)), es facil obtener la conductividad simple-

mente invirtiendo la matriz,

o=p= ( oL o ) , (1.8)
OH oy,

con o = 0o/ (1+wi7?) y og = oowet,/ (1 +wi7?). Usando estas expresiones
el limite tedrico en el cual las impurezas se desvanecen se da cuando weT — o0,
tiempos de dispersion bastante grandes. Para este limite los tensores de resistividad

y conductividad toman la forma

o £ 0o -
= ), o= : 1.9
' (—— 0) (—— 0) Y

1.2. Cuantizaciéon de Landau

Para poder entender el efecto Hall cuantico, es importante entender el con-
cepto de los niveles de Landau; que no es mas que la cuantizacion de la energia
cinética de una particula libre cargada en dos dimensiones, sometida a un campo
magnético perpendicular. Esta cuantizacion sirve para estudiar lo que sucede en el
efecto Hall con una sola particula con lo cual se puede hacer la estadistica sobre el
comportamiento colectivo de varias particulas que se someten a esas condiciones.

Consideremos el hamiltoniano para una particula libre en dos dimensiones, a
la que posteriormente se le dard un tratamiento cuéntico. Como este hamiltoniano
es invariante ante traslaciones, el momentum p = (p,,p,) es una cantidad que se
conserva en la ausencia de un campo magnético externo. En mecanica cuéntica esto
significa que el operador de momentum conmuta con el hamiltoniano, [p, H] = 0, lo

que implica que comparten autovectores [3]
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Hamiltoniano para una particula libre

El hamiltoniano para una particula libre, para el caso no relativista esta dado

tnicamente por su energia cinética y se expresa de la forma

H=—, (1.10)

en términos de la masa m de la particula. Sin embargo nos interesa el movimiento
de los electrones en algin material, por lo que la descripcion del movimiento de un
electron libre en una estructura cristalina parece poco apropiado. Una particula en
una red no se puede describir por la ecuaciéon sino que es necesario definir el

hamiltoniano

2 N
P
H= %+ZV(r—ri), (1.11)

donde el ultimo término representa el potencial electrostatico causado por los iones
que se sitian en los sitios r; de la red. Tomando esto en cuenta, el hamiltoniano
ahora depende de la posicion r de la particula con respecto a los iones, y por lo

tanto el momentum p ya no es una constante de movimiento.

Este problema se puede resolver con ayuda del teorema de Bloch [40)], el cual
establece que aunque una traslaciéon espacial arbitraria no sea una operaciéon simé-
trica permitida, como en el caso de una particula libre , el sistema es invariante
ante una traslacion por un vector arbitrario si la extension de la red es infinita. De la
misma manera que para una particula libre, donde se define el momentum como un
generador de una traslacion espacial, se puede definir un generador de una traslacion

de red. Este generador es llamado momentum de la red o cuasimomentum.

Como consecuencia de que las traslaciones de red son discretas, no todos los
valores de este cuasimomentum tienen interpretacion fisica, sino que tnicamente
aquellos que se encuentran dentro de la primera zona de Brillouin [40]. En un cristal,
los electrones pueden ser descritos en términos de un hamiltoniano H(p,,p,) si se
tiene en mente que el momentum p en esta expresion es un momentum de la red
restringido a la primera zona de Brillouin. Sin embargo, es importante notar que,
aunque la mayoria de veces se puede escribir el hamiltoniano resultante de la forma
, la masa generalmente no es la masa del electréon libre sino la masa de banda

m; que toma en cuenta caracteristicas de la banda de energia.

4



1.3. Hamiltoniano para campos magnéticos distin-

tos de cero

En esta seccion se analizaré el comportamiento de las particulas al ser sometidas
a un campo magnético, para esto se comenzara introduciendo la sustitucion de
Peierls a partir de la cual se obtendran las relaciones de conmutacion tutiles para

obtener la cuantizaciéon de Landau mas adelante.

1.3.1. Acoplamiento minimo y sustituciéon de Peierls

Para describir electrones libres sometidos a un campo magnético, se necesita

reemplazar el momentum de la particula por su forma invariante de gauge

p — Il =p+eA(r), (1.12)

donde A(r) es el potencial vectorial que se genera a partir del campo magnético
V x A(r) [39]. La ecuacion que también se conoce como la sustitucion minima,
la cual es una transformacién canodnica, que se demuestra mas adelante obteniendo
las relaciones de conmutacién candnicas y verificando que estas se mantienen.
Para el caso de electrones en una red, esta sustitucion no es tan sencilla debido
a la presencia de varias bandas de energia [3]. Ademas el potencial vectorial no
se encuentra ligado, incluso para un campo magnético finito; como por ejemplo el

gauge de Landau, definido como
A(r) = B(-y,0,0). (1.13)

Para este caso, el valor del potencial vectorial A(r) puede ser tan grande como
B x L,. Donde L, es la extensiéon macroscopica del sistema en la direcciéon de g. Sin
embargo, la sustitucion del momentum mecénico que se muestra ecuacion , se
conoce como la sustitucién de Peierls la cual aplica para un sistema de electrones
en una red. Esta sustitucion se cumple siempre y cuando la distancia a entre

los puntos de la red es mas pequena que la longitud magnética definida como

Ip=1/— (1.14)

que es la escala de longitud magnética fundamental en presencia de un campo mag-

nético. Con la ayuda de la sustitucion de Peierls, se puede escribir la expresion para



el hamiltoniano de una particula cargada en presencia de un campo magnético, sim-
plemente si se reemplaza la expresion del momentum en el hamiltoniano en ausencia

de un campo magnético, por el momentum (|1.12))
H(p) — H(I) = H(p + eA) = H"(p,7), (1.15)

como el potencial vectorial tiene una dependencia espacial, el hamiltoniano ya no es
invariante ante traslaciones, y el momentum p ya no es una cantidad conservada.
Aplicando esta sustitucion a la ecuacion (|1.10), el hamiltoniano en presencia de un
campo magnético para el caso clasico estaria dado por

p +eAJ?

HP = | (1.16)

2m

1.3.2. Andalisis cuantico del hamiltoniano

Para poder analizar el hamiltoniano en la ecuacion desde el punto de
vista de la mecénica cuantica, se puede usar un método estdndar, conocido como
la cuantizacion canonica [41]. En este método se interpretan las cantidades fisicas
como operadores que acttiian sobre vectores de estado en un espacio de Hilbert. Por
lo tanto en el hamiltoniano , las cantidades fisicas basicas en el argumento de
H son la posiciéon r = (x,y) y el momentum canénico p = (p,, p,) que cumplen con

las relaciones de conmutacion canodnicas [41]

[Qj’pl‘] = ih, [yﬂpy] =ih y [:E,y] = [pmpy] = [:E,py] = [y,px] =0, (1'17)

lo que significa que cada componente del operador de posicién no conmuta con
el momentum canoénico asociado a esa direcciéon. Esta no conmutatividad entre la
posicién y su momentum asociado es el origen del principio de incertidumbre de
Heisenberg [12], el cual establece que no se puede saber con precision la posicion y
el momentum de una particula al mismo tiempo, AzAp, 2 h 'y AyAp, 2 h.

Como consecuencia de las relaciones de conmutacion en (1.17)) las componentes

del momentum invariante de gauge ya no conmutan entre ellas

L, IL,] = [ps + eAu(r), py + eAy(r)] = e ([pz, Ay] — [Py, As]) (1.18)
= e (Sl + G2 - Sl + Sl



en donde se utilizo la relacion expuesta por Goerbig en [3]

daf
[017 f(02)] = _[017 02]7 (119>

dQ,
entre dos operadores arbitrarios, de los cuales su conmutador es un ntmero com-
plejo o un operador que conmuta con O; y Os. Con la ayuda de las relaciones de

conmutacion en [1.17] el conmutador en da como resultado
0A, 0A,

[I_Ia77 Hy] = —ieh <% ay

) = —ieh(V x A)_ = —iehB, (1.20)

y en términos de longitud magnética (1.14]),

2

[Hx, Hy] — _ZT
ZB

(1.21)

Esta ecuacion nos da la relacion de conmutacion para las componentes del
momentum invariante de gauge, relaciéon que tiene caracteristicas importantes, ya
que es una transformacion candnica en la que se puede interpretar a uno de los
elementos II; como una coordenada y el otro como su momentum conjugado. Ya
que se espera de una cantidad invariante de gauge, tal como lo son las componentes
de II, que su conmutador también sea una cantidad invariante de gauge el cual
solo depende de constantes universales y del campo magnético B y no del potencial
vectorial A. Por otro lado, las componentes del momentum invariante de gauge II,
son cantidades que se conjugan entre si de forma similar a la relacion entre las

cantidades = y p, asi como también y y p, como se muestra en la ecuacién ((1.17)).

Como p, genera una traslacion en z y del mismo modo p, lo hace en direccion
de y, tenemos un caso similar donde II, genera un boost del momentum invariante
de gauge en la direccion de y, de forma similar II, en la direccion de z. Como
consecuencia, no se puede diagonalizar al mismo tiempo II, y II,, en contraste con
el caso anterior en el que el campo magnético es cero, en el que los argumentos del

hamiltoniano p, y p,, conmutan.

Para diagonalizar el hamiltoniano (1.16]), podemos usar el par de operadores
conjugados 11, y II, para introducir el operador escalera de la misma forma que se
hace en Mecéanica Cuantica para el oscilador armoénico en una dimension [41]. El

operador escalera, puede ser visto como la posicién compleja de un oscilador en una



dimension, la cual se expande por la posicion en el eje £ v el momentum en el eje y,

_ 1 x ,p) i 1 (:E ,p)
a=— |- —it al'=—=+i=), 1.22
\/5(% Po Y V2 \zo  po (1:22)

donde zg = \/h/mw y py = Vimw son constantes de normalizacion en términos de
la frecuencia de oscilacion w [41]. Los operadores a y @' cumplen con la relacion de

conmutacion

[a,a] = 1. (1.23)

En el caso de nuestro sistema bidimensional de electrones sometidos a un campo
magnético, los operadores escalera juegan el rol de un momentum invariante de

gauge complejo, y se expresan como

Ip lp
a=—— (I, — Il a' = — (I, —Il,) 1.24

NGT ( y) Y J2h ( y) ( )
en donde las constantes de normalizacién se escogen de tal forma que se cumpla la
relacion de conmutacion ([1.23)), estas expresiones nos permiten poder expresar las
componentes de I en términos de los operadores escalera ([1.24)

h

h
1, =
V2

H pr—
Y V2,

(aT +a) y (a' —a). (1.25)

1.4. Niveles de Landau

Podemos utilizar los resultados de la secciéon anterior para calcular el espectro
de energia asociado al hamiltoniano ((1.16)) para el caso no relativista. El principal

objetivo de esta seccidn es entender este espectro de energia.

1.4.1. Niveles de Landau

En términos del momentum invariante de gauge, el hamiltoniano ((1.16) para

electrones no relativistas se puede expresar de la forma

-
2me

(12 +112) (1.26)

se pueden utilizar los operadores escalera definidos en ((1.25)) y reemplazarlos en la

ecuacion anterior; y con la ayuda de la relacion de conmutacion (1.23)) obtenemos,

8



B i 2t t g2 2 _ gt P2
H [a +a'a+aa +a —(a —a'a—aa —l—a)}

- 4m. 1%
h? h?
= Il (a'a + aa') = o (ala+1/2)
B i1
H"” = hwe | a'a + 5) (1.27)

en donde se utilizo la relacion w. = A/m.lg, entre la frecuencia de ciclotron y
la longitud magnética . En este punto, se puede ver que el hamiltoniano (|1.27])
tiene la misma forma que el del oscilador armoénico cuantico en una dimension.
Como en el caso del oscilador armoénico cuantico, los valores y vectores propios del
hamiltoniano son los del operador ntimero aa’ con aa' |n) = n |n), por lo que

los operadores escalera acttian sobre estos estados de la manera usual
a'ln) =vn+1|n+1) y aln) =+vnln—1), (1.28)

en donde la ecuacion anterior es valida para n > 0, por lo que la aplicacion de a al
estado fundamental |0) da cero,
a|0) = 0. (1.29)

Con esta ultima ecuacion podemos calcular los vectores propios asociados a los

niveles mas bajos de energia, asi como los n niveles mas altos

n) =

10) . (1.30)

por lo tanto los niveles de energia para una particula no relativista cargada en dos

dimensiones, estan discretizados y caracterizados por el entero n,

e = e <n + %) (1.31)

en donde estos niveles reciben el nombre de niveles de Landau [12] y n es el operador

numero.

1.4.2. Estados degenerados

En las secciones anteriores, se ha establecido que la energia para un sistema de

particulas cargadas no relativistas en dos dimensiones se caracterizan por el niimero



cuantico n, que denota los llamados niveles de Landau. Sin embargo este sistema
cuantico atn se encuentra indeterminado, tal como se puede ver en el siguiente

anélisis dimensional.

El hamiltoniano original es una funciéon que depende de dos pares de
operadores conjugados, x con p,, como también de y con p,. Mientras que al expresar
el hamiltoniano original en términos del momentum invariante de gauge II, o de los
operadores escalera, el hamiltoniano depende solo de un par de operadores
conjugados. Por lo que, del modelo original se espera que los estados cuanticos se

describan por dos ntimeros cuanticos; uno para cada dimension espacial.

Este es el caso de los modelos sin campo magnético externo, en el cual los esta-
dos cuanticos se caracterizan por los dos nimeros cuanticos p, y p,, los cuales son las
componentes del momentum lineal. Por lo tanto, para poder tener una descripciéon
completa de los estados cuanticos, se debe buscar un segundo par de operadores con-
jugados que conmuten con el hamiltoniano y poder obtener los estados degenerados

de los niveles de Landau.

En analogia con el momentum invariante de gauge ([1.12)), se considera una

sustitucion similar pero con signo contrario,

II =p—eAlr), (1.32)

que se puede tomar como un pseudo-momentum simplemente para darle un nombre a
este operador. Con este nuevo operador, se puede expresar el operador de momentum
p y el potencial vectorial A(r) en términos de II y I,

p=(U+0) A(r):i(n—n). (1.33)

N | —

Al tomar el conmutador entre las componentes del pseudo-momentum [3], re-

sulta ser invariante de gauge,

hZ

i, (1.34)
lB

0] -

esta expresion se calcula de la misma forma que el conmutador (1.21)) entre II,, y II,,

también de la misma forma se calcula el conmutador mixto entre la componentes

10



del momentum invariante de gauge y el pseudo-momentum,

10,11, | = 2ien 242

i 1 Ox

] ., 0A

_Hy, Hy_ = 2Z€ha—yy, (135)
a1 (0A, 0A)\ (-

_Hm,Hy_ = zeh( ay + 8_ZE> = — [Hx,Hy} .

Estos conmutadores mixtos son cantidades que no se desean obtener porque in-
ducirfan dindmica sin interpretacion fisica, debido a que las componentes del pseudo-
momentum no conmutan con el hamiltoniano [II, /g, H] # 0. Sin embargo esta si-
tuacion se puede evitar si se elige el gauge apropiado, que para este caso resulta ser

el llamado gauge simétrico 3|

AS(I‘) = g

(—y,2,0), (1.36)
con el cual las relaciones de conmutacion [1.35] se desvanecen, de tal forma que el
pseudo-momentum conmute con el hamiltoniano. Es importante notar que también
existe una segunda selecciéon de gauge bastante popular, conocido como el gauge de
Landau [3]

A.(r)=B(-y,0,0), (1.37)

en el que los conmutadores mixtos no se desvanecen. Este tltimo es 1til para la
descripcion de geometrias que son invariantes ante traslaciones en direccion de la
componente y. Sin embargo el gauge simétrico juega un rol importante en dos aspec-
tos; el primero, permite dar una interpretacion semiclasica mas facil que el gauge de
Landau, y segundo, las funciones de onda que se obtienen a partir del gauge simétri-
co tienen bastante importancia para construir las funciones de onda que describen
el efecto Hall cuantico fraccionario [3].

Utilizando el pseudo-momentum, con sus componentes conjugadas II, y ﬁy se
puede introducir, de la misma forma que con el momentum invariante de gauge II,

operadores escalera,

b— % (ﬁx n zH) vy b= % (Hx _ ZH) , (1.38)

en donde se satisfacen las relaciones de conmutacion [b, bT] =1, y que, en el
gauge simétrico conmutan con los operadores escalera a y al, [b, a(ﬂ] = 0, y por

lo tanto también con el hamiltoniano, [b(T), H } = 0. Se puede introducir el opera-

11



dor nimero bb! asociado con estos operadores escalera, por lo que sus autoestados

satisfacen la ecuacién de valores propios

bib|m) =m|m). (1.39)

Por lo tanto se obtiene un segundo niimero cuantico, un entero m > 0, que
resulta necesario para describir, como se esperaba del analisis dimensional anterior,
los estados cuanticos completos adicionales al niimero cuantico n correspondiente a
los niveles de Landau. Asi los estados cuédntico, para particulas no relativistas, se

convierten en un producto tensorial de dos vectores del espacio de Hilbert [41]

|n,m) = |n) ® |m) . (1.40)

1.4.3. Interpretacion semiclasica de los estados degenerados

Con un tratamiento semiclasico, el gauge simétrico permite hacer una cone-
xion con las constantes de movimiento que se obtienen al resolver las ecuaciones de

movimiento clasico de un electrén en un campo magnético,

&= —wcy
met = —e (f X B) & (1.41)

J = wed

que resulta ser la aceleracion de los electrones debido a la fuerza de Lorentz [39]. Si

se integran estas ecuaciones se obtiene que

izg—z:wc(y—Y) :Y—g—g
& (1.42)
y:%:wc(x—X) x:X—g—g

donde R = (X,Y) es una constante de integracion, que se interpreta como una
constante de movimiento. Esta cantidad se puede interpretar facilmente: representa

el centro del movimiento de ciclotréon de los electrones, ver figura (1.2

12



Figura 1.2. Movimiento de ciclotrén de un electréon en un campo magnético B alrededor
del centro guia R. La regién gris representa la incertidumbre de la posiciéon del centro
guia debido a la no conmutatividad de sus componentes . 7 representa la variable de
ciclotron y r es la posicion del electron el cuél esta compuesto tanto por R y 7. Fuente:
adaptado de Goerbig [3]

Si se integran las ecuaciones (|1.42]), obtenemos las ecuaciones clasicas del mo-

vimiento de ciclotréon
z(t) = X — rsin (wet + @) y y(t) =Y +rcos (wet + @), (1.43)

donde ¢ es otra constante de movimiento. El movimiento de ciclotrén por si mismo
se describe por medio de las velocidades II,/m y II,/m. Mientras que la energia
depende de estas velocidades que determinan el radio 7, que se muestra en la figura
[[.2] en el movimiento de ciclotrén este radio es totalmente independiente de la
posicion de su centro R, tal como se espera de las ecuaciones de movimiento
que son invariantes ante traslaciones. Para relacionar el centro de guia con el pseudo-

momentum II usamos las ecuaciones 1} para el potencial vectorial en el gauge

eAlr) = ? (_xy> _ % (1) (1.44)

Las posiciones x asi como y, se pueden expresar en términos de los momenta
IT y II,

simétrico,

I, 1L,
Yy=—— "7
€B~ eB (145>
11, 11,
r=—-——+ —.
eB eB



Estas ecuaciones comparadas con las ecuaciones (|1.42)) nos permite identificar

11,
_ Y Y —
eB Y

R

X = i (1.46)

®
v

Esto significa que, en el gauge simétrico, las componentes del pseudo-momentum
representan las componentes del centro de guia; que son constantes de movimiento
naturales del sistema. En un tratamiento cuantico, estos operadores necesariamente
deben de conmutar con el hamiltoniano [3] como se ha establecido anteriormen-
te. Ademas, la relacion de conmutacion ((1.34) entre las componentes del pseudo-

momentum induce a la relacién de conmutaciéon
(X, Y] =il3, (1.47)

entre las componentes del operador del centro de guia, esto significa que existe
una incertidumbre de Heisenberg asociada a la posiciéon del centro de guia de un
estado cuantico, por lo tanto no se pueden conocer sus componentes (z,y) de forma

simultanea, y el centro de guia se encuentra delimitado por una superficie
AXAY =27l (1.48)

representado en la region gris de la figura|l.2] Esta superficie minima tiene el mismo
rol que la accion h en el estado de fases y por lo tanto nos permite contar el niimero

de estados cuénticos posibles en una superficie macroscopica dada A,

A A

N = =
PTAXAY T 2nl3

=np X A, (149)

en donde se introdujo el término de densidad de flujo

L _ B (1.50)

"= 2rl%4  hje’

que es el campo magnético medido en unidades de flujo cuantico h/e. Por lo tanto,
el nimero de estados cuanticos en un nivel de Landau es igual al niimero de flujo
cuantico que atraviesa la superficie A, y cada nivel de Landau estd macroscopica-
mente degenerado. De manera similar, con el operador del centro de guia, podemos
introducir la llamada variable de ciclotron n = (1,,7,) que describe el movimiento
de ciclotréon y sus propiedades dinamicas. La variable de ciclotrén es perpendicular

a la velocidad del electrén y se puede expresar en término del momentum invariante
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de gauge I1I,
_ I _ 1
~ eB Y =R

como se puede ver de las ecuaciones (1.42)). De esta forma la posicion del electron

M (1.51)

se puede descomponer entre su centro de guia y su variable de ciclotron r = R + 7.
Ademas, las componentes de la variable de ciclotrén no conmutan entre si y se
pueden obtener con la ayuda de la ecuacion ([1.21))

_ [ 1L
[77:077711] - (eB)Q

= —il% = —[X,Y]. (1.52)

Hasta ahora se ha discutido el caso de una sola particula y sus posibles estados
cuanticos. Ahora consideramos N electrones independientes a temperatura cero. En
la ausencia de un campo magnético, los electrones en un metal, debido a su natura-
leza fermionica y a que el principio de exclusion de Pauli prohibe la doble ocupacion
de un solo estado cuantico, llenan todos los estados cuanticos hasta alcanzar la ener-
gia de Fermi, que depende del ntimero de electrones. Esta situacion es similar a la
que ocurre en presencia de un campo magnético en el que los electrones ocupan los
niveles més bajos de Landau, siendo estos los de baja energia. Una vez uno de los

niveles de Landau esta lleno, los electrones comienzan a ocupar niveles superiores.

Para describir el proceso en el que se van llenando los niveles de Landau, es ttil
introducir la relacién entre el ntimero de electrones N, = n.; X A y el flujo cuantico,
Nel N hnel

= === 1.53
NB np eB ’ ( )

14

que recibe el nombre de factor de ocupacion [3]. La parte entera del factor de ocu-
pacion cuenta el nimero de niveles de Landau totalmente llenos. También se puede
ver que se puede variar este factor, ya sea cambiando el nimero de particulas o bien
el campo magnético. En el caso en el que el nimero de particulas se mantiene fijo

si se disminuye la intensidad del campo magnético aumenta el factor de ocupacion.

1.5. Autoestados de diamagnetismo de Landau

Con las herramientas algebraicas que se han desarrollado hasta el momento es
posible calcular las funciones de onda electronicas necesarias para poder estudiar el
sistema de Hall, en esta seccién se presentaran las funciones de onda en el gauge

simétrico y también en el gauge de Landau. Estas funciones de onda son importantes
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para el estudio tanto del efecto Hall cuantico entero, como del fraccionario ya que
dependiendo del tipo de simetrias que se quieran estudiar en el sistema se elige la

transformacion gauge mas apropiada.

1.5.1. Funciones de onda en el gauge simétrico

Se pueden obtener todos los estados cuanticos |n, m) a partir de un solo estado

|n = 0,m = 0) con la ayuda de la ecuacion [4, [3]

(ah)" @1
Vnl V/ml

la cual es una generalizacion de la ecuacion (1.30)); para este caso a' es en realidad

|n7 m> =

In,m), (1.54)

a' ® T y b corresponde a Z ® bf, donde T es el operador identidad. Un estado en
el nivel méas bajo de Landau (n = 0) se caracteriza por la condicion (|1.29))

aln=0,m) =0, (1.55)

la cual, para poder obtener la funciéon de onda, necesita ser transformada a una
ecuacion diferencial.

Si recordamos de la ecuacion (1.24) que a = (Ig/v/2h)(IL, — ill,) y, por defini-
cion I = —ihV + eA(r) en donde se tomé la representacion del momentum como

operador p = —ihV. Se puede encontrar que

T — 1y
Alg |’

a=—iv2 %B(é?w —i0y) +

donde 0, y 0, son las componentes del gradiente V = (0,,0,), debido al término
complejo que se ve en la expresion anterior, es conveniente introducir las coordenadas
complejas para describir el plano bidimensional. Definimos z = x — iy , 2" = x + 1y,
0= (0, +10,)/2 y d = (0, —id,)/2. Por lo que la condicién para el nivel mas bajo

de Landau se convierte en una ecuaciéon diferencial,

(i + lBg) Gn=o(2,2%) =0, (1.56)
Alp

que se puede resolver por medio de la funcién compleja
bz, 27) = f(2)ell/ 4, (1.57)
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donde f(z) es una funcién analitica, y por lo tanto cumple con df(z) = 0y
|| = zz*. Esto quiere decir que existe un grado de libertad adicional, debido a
que f(z) puede ser cualquier funciéon analitica, este grado de libertad adicional se
puede asociar al niimero cuantico m [3]. Los operadores escalera b y b' se pueden
escribir en la representacién de posicién de la misma forma que a y con esto se

obtiene la representacion espacial de los operadores escalera

a:—z\/ﬁ(iHBa), aT:z‘\/ﬁ(Z —zBa>

4[3 4lB

*

b= —iv2 (- 410), W=iv2 (- —150). (1.58)
a5 4l

De la misma forma que para el nivel més bajo de Landau, la condiciéon para el
estado de referencia con m = 0 es b|n,m = 0) = 0, la cual nos lleva a la ecuacion
diferencial

(2" + 4130) ¢h,_o(2,2%) = 0

con la solucién
gb;nzo(Z’Z*) _ g(z*)e—\z|2/4l23’

la cual tiene términos de una funciéon anti-analitica g(z*) con dg(z*) = 0. Por lo
tanto, la funcion de onda ¢,—gm=o(z,2*) debe ser una funcién gaussiana con un
factor que sea tanto analitica como anti-analitica, es decir una constante que se

establece mediante la normalizacion

L e (1.59)

/27l

Un estado en un nivel bajo de Landau con un valor m arbitrario se puede

¢n:0,m:0<zy Z*) = <Z, Z*|n =0,m= 0> =

obtener con la ayuda de la ecuacion (|1.54))

M/ 2m z A\ 2 /472
= V2 (2 5
Pn=om=0(2, 2") 27l%m! (4[3 b ) ‘

(1.60)

ym

__ ( c ) ol21?/41
\/27rl129m! V205

De esta forma se ve que los niveles méas bajos de Landau estan dados, aparte
de la gaussiana, por los polinomios usuales de los estados base 2™ de las funciones
analiticas. Para concluir la discusion de la funciones de onda en el gauge simétrico,

se calcula el valor promedio del operador de centro de guia en el estado |n = 0,m).
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Con la ayuda de las ecuaciones ((1.38) y ({1.40]), es posible expresar las compo-
nentes del operador de centro de guia en términos de los operadores escalera b y
bi,

X:i%(b*—b) y Y:l—\%(b“rb), (1.61)

y estos operadores acttian en los estados |n,m) de la forma
bl [n,m) = vm +1|n,m + 1) y bln,m) =+mn,m—1).

Por lo tanto el valor promedio del operador de centro de guia en los estados
|n,m) es
(R) = (n=0,m|Rjn=0,m) =0

pero se tiene que
(IR|) = (VX2 +Y2) =I5 (V2bTb+ 1) = IpV2m + 1. (1.62)

Esto significa que el centro de guia se encuentra, en un estado cuantico |n, m),
en algin lugar de la muestra en un circulo de radio Igv/2m + 1 mientras que el
angulo esta completamente indeterminado. El gauge simétrico es la transformacion
natural para describir una muestra que tenga la forma de un disco. Si se considera

un disco de radio R,,q, v por lo tanto una superficie 4 = 7R? | el estado cuantico

max?
con namero cuantico m méximo, al que llamaremos M, tiene un radio lpv/2M + 1,
que naturalmente tiene que coincidir con el radio R,,,, del disco.

De esta forma se obtiene A = 7% (2M + 1), y el ntimero de estados dentro del

disco estan, en el limite termodindmico M > 1,

A

M=—
272,

=MnNg X.A:NB, (163)

en concordancia con el resultado obtenido en ((1.49) obtenido a partir del principio

de incertidumbre de Heisenberg.

1.5.2. Funciones de onda en el gauge de Landau

Si la geometria de la muestra es rectangular, el gauge de Landau (|1.37)) resulta
ser mas apropiado que el gauge simétrico para describir el sistema fisico de Hall
[3]. En la transformacion de Landau, el momentum p, = hk es un ntumero cuantico

importante debido a la invarianza traslacional en esta direccion que proporciona el
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gauge. Por lo que se propone utilizar el Ansatz de una onda plana para las funciones

de onda ,
ikx

ﬁXn,k(y>‘

En este caso, el hamiltoniano ((1.16]) se puede reescribir de la forma [4]

wn,k (Z‘, y) =

2 2 2
pr — €B D P 1
e - 2m 2y am ~ am T 2eey W) (1.64)
utilizando el hecho que
yo = ki3, (1.65)

El hamiltoniano (1.64) se reconoce inmediatamente como el hamiltoniano de
un oscilador en una dimension centrado alrededor de la posicion yy y los estados

propios son

Xn,k(@J) = Hn <y l_ yo) 6*(y7y0)2/41237
B

en términos de los polinomios de Hermite [42]. La coordenada yo juega el rol de
la componente Y del centro de guia, la componente X estd cubierta por toda la
muestra de longitud L, tal como se dicta por la relacion de incerteza de Heisenberg
que resulta de la relacion de conmutacion . Aplicando condiciones de frontera
periodicas k = 2mm/L para el vector de onda en la direccion &, se puede contar
el nimero de estados en una superficie rectangular de largo L y ancho W (en la

direccion 7)), similar al razonamiento que se hizo para el gauge simétrico.

Si se considera una muestra que se encuentra en el rango ¥,in = 0 a Ymae = W,
donde por la condicion el primero corresponde al vector de onda |k| = 0y
el ultimo a un vector de onda |Ky,a.| = M X 27/L. Dos estados cuéanticos vecinos
se encuentran separados por la distancia Ay = Akl% = Am(27/L)l% = 27l%/L,
y cada estado ocupa una superficie 0 = Ay x L = 27l%, resultado que concuerda
con que fue obtenido utilizando consideraciones basadas en la relaciéon de

incerteza de Heisenberg.

El nimero total de estados, asi como en el gauge simétrico y en el argumento

general que dio como resultado la ecuacion ((1.49), esta dado entonces por
M:NB:TZBXLW:TLBXA,

el cual representa el numero de flujo cuéntico que atraviesa la superficie, en este

caso rectangular, A = L.
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1.6. Efecto Hall cuantico entero

Las propiedades de transporte de un sistema bidimensional de electrones en un
campo magnético fuerte fueron reveladas en 1980 con el descubrimiento del efecto
Hall cuéntico entero por Klaus von Klitzing, Dorda y Pepper, [19]. Quienes recibieron
el premio Nobel en 1985 por este importante descubrimiento. El efecto Hall cuantico
entero se produce a bajas temperaturas, cuando la escala de energia establecida por
kT es pequena comparada con el espaciado fuwc de los niveles de Landau [3].

El efecto Hall cuantico consiste en la cuantizacion en la resistencia de Hall,
la cual ya no presenta un comportamiento lineal en B, como es en el caso clésico,
sino que presenta unas plataformas en valores particulares del campo magnético,
ver figura . En las plataformas (también llamados plateux), la resistencia de Hall
estda dada en términos de constantes universales

Ry — (ﬁ> 1 (1.66)

e2 ) n

y también se expresa en términos del entero n. Tales plataformas en la resistencia

de Hall estan acompanadas por una resistencia longitudinal que se desvanece.

kQ i=2

Figura 1.3. Diagrama del efecto Hall cuantico entero en el que se puede ver el com-
portamiento de las resistencias de Hall y la resistencia longitudinal en funcion del campo
magnético. Aci se puede ver la formacion de las plataformas en la resistencia de Hall
mientras que la resistencia longitudinal muestra picos en los valores enteros del factor de
ocupacion. Fuente: D. Tong|[12]

Segun Goerbig [3] es importante resaltar que la cuantizacion de la resistencia
de Hall, , es un fenémeno universal; totalmente independiente de las propie-
dades de la muestra, como geometria o los materiales utilizados para fabricar el gas
de electrones bidimensional, o de mayor importancia, la distribuciéon de la concen-

tracion de impurezas. Esta universalidad es la razon por la que la cuantizacion de la
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resistencia de Hall es bastante precisa. Tipicamente valores del orden de 107, que

desde 1990 hasta el dia de hoy se utiliza como la resistencia estandar.
Ry_g0 = h/e? = 25812.8071, (1.67)

que también se le ha llamado la constante de Klitzing [19], en el que la &k del sub-
indice es honor a Klitzing, y el 90 recuerda al ano en el que la resistencia estdndar
fue definida. Ahora, el tratamiento cuéntico que se discutié en la seccién anterior,
para un sistema de electrones bidimensional sometido a un campo magnético per-
pendicular es la base para el entendimiento de las propiedades basicas del efecto
Hall.

Sin embargo, se necesita relacionar la cuantizacion de la energia cinética con la
cuantizacion de la resistencia, la es la caracteristica esencial del efecto Hall entero.
En esta seccion se discutiran las propiedades del transporte de electrones en el efecto
Hall entero, se comenzara por describir el movimiento de un electréon en presencia
de un potencial electrostatico externo para después calcular la conductancia de un
nivel de Landau, lo cual nos permite obtener el valor de la resistencia de Hall que
se menciona anteriormente, ecuacion ; asi mismo el rol que juega el desorden

en este tipo de transporte.

1.6.1. Movimiento electrénico en un potencial electrostatico

externo

Considere un sistema de longitud L en el eje z, el cual es mucho mas largo que
su ancho W el cual se encuentra a lo largo del eje y. Tal sistema se puede modelar por
medio de un potencial de confinamiento V.., f(y) que solo depende de la direccion g,
con lo cual el sistema permanece invariante ante traslaciones en direccién de Z con
respecto a este potencial.

Adicionalmente al potencial de confinamiento, se considera también un poten-
cial electrostatico que casi no varfa V,,,(z,y) que es causado por las impurezas de
la muestra. Este potencial de impurezas rompe la invarianza ante traslaciones en
la direccién de Z asi como en la direcciéon g, que también es afectado por el poten-
cial de confinamiento. El hamiltoniano de una particula bidimensional en un campo
magnético perpendicular debe ser completado por el término de un potencial que

tenga la forma

V() = Veons () + Vimp(, ) (1.68)
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Figura 1.4. Esquema de la distribuciéon de potencial en la muestra. Los contactos metalicos
se describen por los potenciales quimicos py, y ur por los contactos en la parte izquierda
y derecha, respectivamente. Fuente: Goerbig [3]

el cual crea en la muestra, una distribucion de potencial, que es la que se muestra
en la figura

Tratamiento semiclasico

Como primer paso, se considera un potencial V(r) que varia suavemente en
la escala establecida por la longitud magnética & > [z, donde £ describe la escala
de longitud caracteristica para la variacion de V(r). En el caso de que el potencial
electrostatico varia suavemente en una escala de longitud establecida por la longitud
magnética y no genera niveles de Landau mixtos, cuando |VV| < Iwe /g, se puede
aproximar el argumento r en el potencial por la variable del centro de guia
R,

V(r) ~V(R). (1.69)

Como una consecuencia de la no conmutatividad del término del potencial
V(R) con el operador del centro de guia, la cantidad anterior adquiere una dinamica,

como se puede ver de las ecuaciones de movimiento de Heisenberg

ihX = (X, H] = [X,V(R)] = 201X, Y] = i3 2"
ihY = [Y,V(R)] = —il} 5.

de donde se concluye que R es perpendicular a VV'. Las ecuaciones de movimiento de

Heisenberg son ttiles en la discusion del limite semiclasico debido a que el promedio
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de las ecuaciones satisfacen las ecuaciones clasicas de movimiento
<R> 1 vV, (1.71)

lo que significa que, dentro del marco semiclésico, el centro de guia se mueve a través
de lineas equipotenciales del potencial electrostatico. Esta caracteristica, que recibe

el nombre de velocidad de corriente de Hall [3]

_ExB_ () = A (1.72)

Vp = =
B2 eB2

en términos del campo eléctrico local, E = VV/e es mostrada en la figura |1.4] por

las las trayectorias en espiral que se aprecian en las curvas equipotenciales.

En los camulos que se muestran en la figura [[.4] el esquema de potencial es
creado por las impurezas de la muestra, y los electrones se mueven en sentido de las
agujas del reloj en una linea equipotencial alrededor de un pico que es causado por
una impureza de carga negativa y que se mueve en sentido contrario a las agujas del

reloj alrededor de un valle creado por una impureza de carga positiva.

Si las lineas equipotenciales estan cerradas, como es el caso de la mayoria de
lineas equipotenciales en un esquema de potencial [3], un electron no se puede mover
de un punto hacia otro en una distancia macroscopica, que para nuestra muestra es

de un potencial yy a ugr o viceversa.

Por lo tanto, un electréon moviéndose en una linea equipotencial cerrada no con-
tribuye con el transporte electronico, y entonces el electron se encuentra localizado
[3]. En los bordes, las lineas equipotenciales reflejan el potencial de confinamiento,
el cual es cero en las regiones donde se acumula el potencial pero aumenta de forma

rapida cuando se acerca a los bordes de la muestra en y,m v Yma: de la figura[1.4]

En este caso, las lineas equipotenciales estdn abiertas y por lo tanto conectan
los dos contactos electronicos. Los electrones que ocupan estados cuanticos en estas
lineas equipotenciales contribuyen al transporte electréonico, en contraste de aque-
llos que se encuentran las lineas equipotenciales cerradas del camulo. Estos estados
cuanticos reciben el nombre de estados extendidos [3], que son el caso contrario a

los estados localizados que se mencionan arriba.
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Potencial electrostatico con invarianza traslacional en la di-

reccion I

Aunque las consideraciones semiclasicas presentadas anteriormente nos condu-
cen a la correcta interpretacion fisica de estados localizados y extendidos; ésta se
basa en la suposicion que el potencial electrostatico varia suavemente en la escala de

la longitud magnética, de tal forma que podemos reemplazar la posicion del electron
con la del centro de guia ((1.69).

Sin embargo esta suposicion puede presentar problemas bajo el punto de vista
del potencial de confinamiento, el cual varia fuertemente en los bordes de la muestra
[3]. Por esta razon a la dependencia del potencial de confinamiento en direccion de
1y se le da un tratamiento cuantico. Para ello se necesita escoger el gauge apropiado
para el tratamiento cuantico, que resulta ser el gauge de Landau , debido a
que respeta la invarianza traslacional en el eje z, por lo tanto el hamiltoniano
toma la forma

v,

1
H = % + Eme(y — y0)2 + Vconf(y). (173)

Es importante recordar que para un vector de onda k en la direccion z, la
posicion alrededor de la cual el oscilador armoénico esta centrado esta dado por la
ecuacion ((1.65)), yo = kl%. Se puede expandir el potencial de confinamiento, incluso

en el caso de una fuerte variacion, alrededor de esta posicion,

V(y) =~ Viyo = kip) — eE(yo)(y — yo) + O (%27‘2/) : (1.74)

donde el campo eléctrico local estd dado en términos de la primera derivada del

potencial en 1y,

a‘/conf
E = —— 1.75
eE(yo) Dy ( )
Yo
Haciendo esta expansion se obtiene el hamiltoniano
H = P Doy = 00)” + Vs (o) — 3o () (1.76)
2m 2 0 2 ’

donde la velocidad de deriva local toma la forma vp = E(yo)/B y la posicion del
oscilador armoénico esté desplazada una cantidad y — y; = yo + e E(yo) /mwe. Como
el Gltimo término es cuadratico en el campo eléctrico, implica que es un término de

segundo orden en la expansion del potencial de confinamiento, por lo que podemos

24



despreciar este término y el hamiltoniano final queda

D 1
H = % 4 omwo(y = yh)* + Veons (), (1.77)

en donde se reemplazé el argumento de yo por la posicion desplazada del oscila-
dor armonico y(, que es valida para términos de primer orden en la expansion del

potencial de confinamiento.

Por lo tanto se puede obtener el espectro de energias

€ny = e (n + %) + Vi (1.78)
por simplicidad de la notacién se omitié la prima en la posicion desplazada del
oscilador armoénico. De esta forma se puede obtener el mismo espectro de niveles de
Landau como en el caso de ausencia de potencial de confinamiento, aparte de una
energia desplazada que es determinada por el valor del potencial de confinamiento
en la posicion del oscilador armoénico, que puede variar fuertemente. Esta posicion
Yo juega el mismo papel que el de la posiciéon del centro de guia, como se menciond
en la tltima seccién, donde se calcularon las funciones de onda en el gauge de
Landau Con esto se obtiene un resultado que es consistente con el tratamiento

semiclasico que se trabajé anteriormente.

1.6.2. Conductancia de un nivel de Landau

Ahora se calcula la conductancia de un nivel de Landau completamente lleno
para la geometria descrita en la figura [1.4] que es el caso para cuando todos los
estados cuanticos, descritos por el gauge de Landau, en el n-ésimo nivel de Landau
estan ocupados. Como primer paso, se calcula la corriente para el n-ésimo nivel de

Landau, que fluye del contacto izquierdo al derecho, y esta dado segun [3] por

IfL = _% <n7 k’“m|n7 k> ) (179>
k
que representa la suma sobre todos los Np canales cuanticos caracterizados por el
vector de onda k = |k| = 27mm/L, con la velocidad
1 8en7k L Aenym
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en términos de la relacion de dispersion . La velocidad en la direccion ¢ es cero

debido a que la energia no se dispersa en funcién de la componente y del vector de

onda. Si tomamos Am = 1, la expresion anterior puede ser evaluada y se obtiene
que

(n, klva|n, k) = —% (Enmsa — Enm) (1.81)

Aplicando esta ecuacion, la corriente (1.79)) para el n-ésimo nivel de Landau

toma la forma

e L
[n = _Z E <€n,m+1 — En,m) y (182)

los términos de la suma se cancelan, excepto por los términos de las fronteras €, ,,, ;.
Y €nmman > dUe corresponden a los potenciales quimicos fmin ¥ fimaz, F€spectivamente.

La diferencia entre estos dos potenciales quimicos puede ser descrita en términos del

voltaje V entre el borde inferior y el borde superior, (40 — ttmin = —€eV . Obteniendo
como resultado final
I, = — < ~)—€2V (1.83)
n - h ,umaz ,umzn - h . .

Esto significa que cada nivel de Landau contribuye con un cuanto de conductancia
G, = €?/h al transporte electronico y n niveles de Landau completamente llenos

contribuyen una conductancia

n—1 2
G=Y Gu :n%. (1.84)
n'/=0

Estados en el borde

El transporte de carga, que es independiente de la longitud L o de la geometria
particular de la muestra se puede entender mejor por medio del cuadro de los estados
en el borde mostrados en la figura 1.5

Si se considera el borde superior, el estado en el borde que transporta la co-
rriente del nivel de Landau n es el que se sittia en ;... donde el nivel de Landau n
cruza la energia de Fermi y el factor de acoplamiento va deun v =n+1a v =n.

Debido a la curvatura superior del potencial de confinamiento, se impone una
direccion particular en el movimiento electronico, el cual es la direccion de la velo-
cidad de corriente de Hall, ver figura [I.4l Este movimiento unidireccional también
es llamado quiralidad del estado de borde [3]. Es importante notar que esta es la
misma quiralidad que uno espera de la expresion semiclasica para la velocidad

de corriente de Hall.
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La quiralidad es la misma para todos los estados borde n en el mismo borde de
la muestra donde el gradiente del potencial de confinamiento no cambia de direccion.
Por lo tanto, incluso si un electron es dispersado de un canal n a otro n’ en el mismo
borde, no cambia de direcciéon de movimiento y el electron no puede ser dispersado
hacia atras a menos que sea dispersado hacia el borde opuesto con la quiralidad
opuesta [3].

Sin embargo, en un sistema de Hall cuantico usual, los bordes opuestos se en-
cuentran separados por una distancia macroscopica W, y los procesos de dispersion
hacia atréas estéan fuertemente suprimidos [3] en la relacion i /W entre la longitud
magnética, que determina la extension espacial del estado cuantico, y el ancho de la
muestra W. También el sistema de Hall cuéntico para valores del factor de acopla-
miento ¥ = n es un liquido de electrones bastante inusual, de hecho resulta ser un

aislante topologico en el que sus bordes son conductores. [12]

7 Hmax v=n+l v=n !l

Vi VhaxVias ¥

Y

Figura 1.5. Estados borde: a) Los niveles de Landau que se curvan hacia arriba cuando
se aproximan a los bordes de la muestra pueden ser descritos por medio de un aumento en
el potencial de confinamiento. Por lo que se puede asociar a cada nivel de Landau un valor
maximo ¥, para a componente y donde el nivel de Landau cruza el potencial quimico
tmaz- D) En cada posicion y* . el factor de acoplamiento decae por un valor de 1. El estado
borde n esta asociado con el salto en ¥, .. v el gradiente del potencial de confinamiento
impone una direccién a la velocidad de corriente de Hall para este estado, conocida como
quiralidad, la cual es la misma para todos los estados borde en el mismo borde. Fuente:

Goerbig [3]

1.6.3. El efecto Hall cuantico entero y percolacion

Hasta ahora se ha mostrado que la resistencia de Hall esta cuantizada (|1.66))
cuando los n niveles de Landau estan completamente llenos, lo cual ocurre cuando
el factor de acoplamiento es exactamente v = n. Sin embargo no se ha visto por que
existen las plataformas que se pueden ver en la resistencia de Hall ya que es una
resistencia que se mantiene constante incluso si uno varia el factor de acoplamiento
variando el campo magnético alrededor de v = n [3].

Para describir la resistencia de Hall constante a lo largo de un intervalo grande
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de campo magnético alrededor de v = n se tiene que tomar en cuenta la localizacion
de los electrones adicionales, o agujeros que se describen en la seccion [I.6.1 Esto
se muestra en la figura donde se representa el llenado de los niveles de Landau
en la franja inferior, la distribuciéon de potencial del dltimo nivel parcialmente lleno
mostrada en la parte franja central de la figura [I.0} y las resistencias como una
funcién del campo magnético medidas en un sistema de Hall en la franja superior.

Se empieza con la situacion de n niveles de Landau completamente llenos,
columna (a) de la figura [1.6] donde el nivel correspondiente al nivel de Landau n
y su distribucion de potencial se encuentra desocupado; esto debido a que el indice
0 corresponde a el nivel més bajo de Landau, todos los deméas niveles de Landau
n’ =0,...,n—1 = son los niveles de Landau totalmente llenos y el nivel n es por
lo tanto el nivel mas bajo desocupado. Acé se logra una medicion de la resistencia

de Hall Ry = h/e?n y una resistencia longitudinal de cero [3].

En la columna (b) de la figura se representa la situaciéon donde los niveles
de Landau n se llenan parcialmente de electrones cuando el campo magnético B
disminuye. Estos electrones en n se sitian de forma preferencial en los valles de la
distribucion de potencial, que son justamente las regiones donde las lineas equipo-
tenciales estan méas cercanas entre si y las cuales generan los valles en el paisaje de
la distribucion del potencial.

Los electrones en el nivel n se encuentran localizados en algtn lugar del cimulo
y no afectan las caracteristicas globales de transporte medidas por las resistencias,
debido a que no interacttian con los contactos de la muestra. Por lo tanto la resis-
tencia de Hall permanece sin alterar y la resistencia longitudinal sigue siendo cero
a pesar de la variaciéon en el campo magnético dando asi origen a las plataformas
caracteristicas en la resistencia de Hall [4].

Si se continta con la disminucién del campo magnético, las regiones de la
distribucion de potencial en el nivel de Landau n ocupado por electrones aumentan,
eventualmente estos electrones son rodeados por lineas equipotenciales que pasan a
través del ciimulo de potencial y que conectan ambos bordes opuestos. En este caso,
un electron que ingresa en el contacto izquierdo y que viaja cierta distancia en el
borde superior puede saltar a un estado asociado a esta linea equipotencial y por lo
tanto puede alcanzar el borde inferior. Debido a este fenémeno, el electron es retro
dispersado al contacto izquierdo, el cual resulta en un incremento en la resistencia
longitudinal [3].

Si se mide la resistencia entre los dos contactos en el borde inferior, una caida

de potencial es producida. Es esta caida de potencial la que causa la resistencia
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Figura 1.6. Localizaciéon y comportamiento de los electrones en un sistema de Hall. La
franja superior muestra la densidad electrénica en los niveles de Landau en términos de la
energia de Fermi Er. La franja en el centro muestra el comportamiento del paisaje de la
distribucién de potencial electrostatico en el sistema de Hall. Finalmente la franja inferior
ejemplifica el comportamiento de las resistencia de Hall en azul y la resitencia longitudinal
en rojo; ambas en funcion de la variacion del campo magnético. Fuente: Goerbig [3]

longitudinal distinta de cero. Al mismo tiempo la resistencia de Hall ya no esta
cuantizada y salta a la siguiente plataforma més baja, un fenémeno conocido como

transicion de plataforma [4].

Esta situacion en la que lineas equipotenciales llenas de electrones que conectan
los bordes opuestos de la muestra son los estados extendidos mostrados en la primera
franja de la figura [1.6] Esta situacion es opuesta a la de los estados localizados en
el ciimulo que ocurre cuando el nivel de Landau n esta lleno aproximadamente a la
mitad. Estos estados extendidos, los cuales se encuentran en el centro de los picos de
la densidad de estados, parte superior de la figura (1.6} son estados que se encuentran

en el camulo de potencial [3].

En la transicion de una plataforma, el potencial quimico en los bordes ya no
es constante debido a la retrodispersion de los electrones y la resistencia ya no
estd cuantizada. Por lo que se observa el pico en la resistencia asociado con la
resistencia longitudinal. Como consecuencia, en la transicion de plataforma, se mide

la superposicion de la resistencia longitudinal y la resistencia de Hall [4, [3]

Si se incrementa atun mas el llenado del nivel de Landau n se puede aplicar

el mismo argumento, pero ahora en términos de los estados agujero. La resisten-
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cia de Hall esta cuantizada de la forma Ry = h/e*(n + 1) y los agujeros, que son
los electrones faltantes con respecto al nivel de Landau completamente lleno n + 1,
se encuentran localizados en los estados cercanos cercanos a las lineas equipoten-
ciales alrededor de los sumideros de potencial. Como consecuencia, la resistencia

longitudinal cae a cero nuevamente [3].
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2. EFECTO HALL EN EL GRAFENO

En este capitulo se estudiara el caso especial del efecto Hall observado de forma
experimental en el grafeno [22], el cual tiene la particularidad de que los electrones
en este material muestran un comportamiento relativista. Es necesario comenzar con
el estudio de la red hexagonal y la estructura de banda electronica en el grafeno;
con estas herramientas se obtendré el hamiltoniano que describe a las particulas en
este sistema. Con el hamiltoniano del sistema se procedera a obtener los niveles de

Landau relativistas que describen el efecto Hall observado en el grafeno.

2.1. Red hexagonal del grafeno

Los atomos de carbono en el grafeno se condensan en una red hexagonal debido
a su hibridacion sp? [10, [7]. La red hexagonal no es una red de Bravais debido a
que dos sitios vecinos no son equivalentes [40)]. La figura (a) muestra que un
sitio en la subred A tiene sus vecinos més cercanos en las direcciones nororiente,
noroccidente y sur; mientras que un sitio en la subred B tiene vecinos més cercanos

en las direcciones norte, suroccidente y suroriente.

Sin embargo, ambas subredes A y B son redes de Bravais triangulares y se
puede considerar la red hexagonal como una red de Bravais triangular con una base
de dos atomos, para lo cual cobra importancia el estudio de la dualidad panal de
abeja-estrella en el que se puede obtener soluciones exactas a algunos modelos [37].
La distancia entre los vecinos méas cercanos de los dtomos de carbono es de 0.142
nm, la cual es el promedio de los enlaces covalentes o [10]. Los tres vectores que
conectan un sitio en la subred A con un vecino més cercano en la subred B estan

dados por
a a
61 = 5 (\/gew + ey) y 62 = 5 <_\/§ex + ey) ) 63 = —a€y (21>
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®: A sublattice O: B sublattice

Figura 2.1. (a) Red hexagonal. Los vectores &1, d2 y d3 conectan atomos de carbono
separados por una distancia a. Los vectores a; y as son los vectores base de la red de
Bravais triangular. (b) Red reciproca de la red triangular con sus vectores primitivos aj y
aj. La region sombreada representa la primera zona de Brillouin con su centro I' y sus dos
esquinas no equivalentes K y K’. La parte gruesa del borde de la primera zona de Brillouin
representa a aquellos puntos que se encuentran de tal manera que ninguno de los puntos
sea contado dos veces. Como complemento se muestran los tres puntos cristalograficos M,
M’y M". Fuente: Fuchs-Goerbig [10]

y la red de Bravais triangular esta trazada por los vectores base

3
a; = V3ae, y ay = \/2_a (ez + \/gey> , (2.2)
el moédulo de los vectores base se encuentra en el espaciado de la red a = V3a = 0.24
nm, y el area de la celda unitaria es A., = \/§d2/2 = 0.051 nm?. Por lo tanto la
densidad de los 4tomos de carbono esta dada por ng = 2/A., = 39 nm=2 = 3.9x 10

Cm72.

Debido a que existe solo un electrén 7 por &tomo de carbono que no se involucra
en un enlace covalente o, hay tantos electrones de valencia como atomos de carbono,
y su densidad es por lo tanto, n, = nc = 3.9 x 10'® em=2 [10]. Sin embargo, esta
densidad no es igual a la densidad de portadores de carga en el grafeno, que se

pueden obtener en mediciones de transporte eléctrico.

La red reciproca, que esta definida con respecto a la red triangular de Bravais

se muestra en el inciso (b) de la figura y es trazada por los vectores

2T e, 47
. o e 2.3
al \/ga <e \/g) y a2 3& ey ( )

fisicamente, todos los sitios de la red reciproca representa vectores de onda equiva-

lente [10]. Cualquier onda, ya sea una excitacion vibracional en la red o un paquete
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de onda electronico cuantico, que se propaga en la red con un vector de onda que
difiere por un vector de red reciproca tiene de hecho la misma fase multiplicado por
27 debido a la relaciéon

a; - a; = 27y, (2.4)

para valores 7,7 = 1,2 de los vectores base y reciprocos de la red. La primera zona
de Brillouin, sombreada en el hexdgono de la figura (b), representa un conjunto
de puntos no equivalentes en el espacio reciproco. Las excitaciones de longitudes de
onda grandes se sitian en las regiones cercanas al punto I" en el centro de la primera
zona de Brillouin. Ademés se pueden distinguir las seis esquinas de la primera zona

de Brillouin, la cual consiste en los puntos K y K’ representados por los vectores

47

3\/§a

en el que las cuatro esquinas restantes, que se muestran en la figura (b), se

+K=4+ e, (2.5)

pueden conectar a uno de estos puntos a través de una traslacion de un vector de la
red reciproca. Estos puntos cristalograficos juegan un rol esencial en las propiedades
electronicas del grafeno, debido a que sus excitaciones de baja energia se centran
alrededor de los puntos K y K’ [10].

2.2. Banda electrénica del grafeno

Como se analiz6 en la seccion anterior, la red hexagonal del grafeno consiste

en dos subredes A y B, la funcién de onda electronica

Yi(r) = a” () + b (), (2.6)

es una superposicion de dos funciones de onda, correspondientes a las subredes A y
B respectivamente, donde ayx u by son funciones complejas del cuasimomentum k.
Las funciones wl({A)(r) y wl({B) (r) son funciones de Bloch [40)], cuya forma general esta
dada por

Yi(r) =Y e*Fgl(r+6; — Ry), (2.7)

Ry

en términos de la funcion de onda ¢/ (r + d; — R;) centrada alrededor de la posicion
R; — 0;, donde 0; es el vector que conecta los sitios R; de la red de Bravais con

el sitio del j-ésimo atomo en la celda unitaria. Con la ayuda de estas funciones de
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onda, se pueden buscar las soluciones de la ecuacion de Schrodinger

Hip = extfx, (2.8)

donde H es el hamiltoniano de los electrones en una red, el cual es del tipo de la
forma (|1.11)). Si se multiplica la ecuacion de Schrédinger por vy del lado izquierdo se

obtiene la ecuacion vy Hyy, = exiyi1)x, lo cual se puede escribir en su forma matricial

con utilizando las ecuaciones ([2.6]) y (2.7)

(a, b Hac (b) — ax(af, b) Sk () , (2.9)

k bk

aqui, la matriz del hamiltoniano se define como

(A)s pp(A) ) (A)s pp (B)
Hy = (% Gt Hk ) =M, (2.10)

- 1/}1((B)*H¢1(<A) ¢1((B)*H¢1((B)

y la matriz transpuesta, que tiene la forma

(e (A (B)
Sc=| (o (1) (me (5 | = Sk (2.11)
¢k ¢k wk wk

toma en cuenta la no ortogonalidad de las funciones de onda de prueba. Los valores
propios € de la ecuacion de Schrodinger dan origen a las bandas de energia [10], y

se pueden obtener de la ecuacion

det[Hy — exSk] = 0, (2.12)

la cual se necesita satisfacer por una solucién distinta de cero de las funciones de
onda, en donde ayx # 0y b # 0. El indice A\ denota las bandas de energia de las
cuales existen un nimero igual al de soluciones de la ecuacion [7].

Para el caso de dos atomos por celda unitaria, hay dos soluciones y por lo
tanto dos bandas [10]. Si se desprecian la superposicion de las funciones de onda en
sitios vecinos, la matriz se reduce a una matriz unitaria oo multiplicado por
el nimero de particulas N debido a la normalizaciéon de las funciones de onda.

La ecuacion establece que las bandas de energia son tnicamente los
valores propios de la matriz del hamiltoniano . Ademés, debido a que las dos
subredes son equivalentes desde un punto de vista quimico [3], se tiene wl({A)*H wl((A) =

wl((B)*wl((B), y por lo tanto los términos en la diagonal contribuyen tinicamente una
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Figura 2.2. Modelo de enlace fuerte en el grafeno. Fuente: Fuchs-Goerbig [10]

variacion constante a las bandas de energia que se pretenden reducir a cero. Por
lo que los tinicos términos relevantes son los términos fuera de la diagonal de la
ecuacion 1) H{B = wl(( Hwk = NtB con el término de salto [7] (en inglés
hopping)

B=) ekl / P (r — Ry)H P (r + 645 — Ryp), (2.13)
R;

donde d 45 es un vector que conecta un sitio A con un sitio B. Para obtener la
estructura de bandas basica del grafeno, es suficiente con considerar tinicamente los

sitios de los vecinos mas cercanos descritos por la amplitud de salto [7]

- / Pr ™ (r) HoP (x83), (2.14)

ya que la geometria de la red se escogi6 dap = 93, ver figura [2.2] Si se considera
un sitio arbitrario a; en la subred A (figura se puede ver que el término de
salto consiste de tres términos correspondientes a el vecino méas cercano Bj,
By y Bs, de los cuales todos tienen la misma amplitud de salto ¢ [10]. Sin embargo,
unicamente el sitio B3 es descrito por el mismo vector de red que el sitio A, por lo
tanto produce una fase cero de la matriz de salto. Los sitios By y By corresponden

a los vectores de red respectivamente desplazados por

a, = \/_a ( \/_ey> as—=as; —a; = @ (—ex + \/gey) , (2.15)

donde a = |63 = 0.142 nm es la distancia entre el vecino més cercano de los atomos

de carbono [I0]. Por lo que contribuyen un factor de fase exp(ik - as) y exp(ik - a3)
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respectivamente. Con esto el término de salto se puede reescribir como
(P =ty = ()", (2.16)
en la que se defini6 la suma de los factores de fase de los vecinos mas cercanos
Yo =14 ™2 4 s, (2.17)

Con estos elementos, la banda de dispersion se puede obtener facilmente al

resolver la ecuacion ([2.12))
ex(k) = A7) = Al (2.18)

y su solucion se muestra en la figura 2.3 La banda de dispersion tiene una simetria
particula-agujero [7], mientras que la banda de valencia, la cual se denota como
A = — , toca la banda de conduccion A en los puntos inequivalentes, los cuales
se determinan estableciendo el valor y.x = 0 y que coincide con las dos esquinas

inequivalentes de la zona de Brillouin K y K.

Debido a que la cantidad de electrones que hay en los orbitales 7, los cuales
determinan las propiedades de conduccion del grafeno a baja energia, es proporcional
a los sitios en la red; toda la estructura de bandas se encuentra a media ocupacion.
Esto es debido a las dos orientaciones del espin de los electrones, lo que permite que
una ocupacion doble para cada orbital 7 [10].

Como consecuencia, la energia de Fermi se encuentra justo en los puntos de

contacto K y K’ de las dos bandas, a menos que las hojas de grafeno sean alteradas

al estar sometidas a un campo eléctrico externo; los puntos K estan dados por [10]
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+ K=+
3\/3(1

€ (2.19)

La figura[2.3 muestra la banda de dispersion en las vecindades de los puntos de
contacto K y K’, y que por su linealidad es suficiente para describir las propiedades
electronicas del grafeno a baja energia [3], que es cuando todas las escalas de energias
relevantes son mucho méas pequenas que todo el ancho de banda.

Con la forma conica de las dos bandas es facil recordar a las particulas relativis-
tas [3], las cuales, en general tienen una dispersion de energia F = ++/m?2c* 4+ p?c?,
en términos de la velocidad de la luz, ¢, y de la masa de las particulas m. Si la

masa es cero, se obtiene la forma E = +¢|p|, tal como es el caso de los electrones de
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Figura 2.3. Bandas de energia del grafeno. La banda de valencia toca la banda de con-
duccion en las dos esquinas de la zona de Brillouin K y K’. Fuente Fuchs-Goerbig: [10]

masa energia en el grafeno [10], [3] y que se muestra en la figura por lo que los
electrones en el grafeno pueden ser tratados como fermiones sin masa de Dirac [3].

Limite continuo

La analogia entre electrones en el grafeno y particulas relativistas sin masa
se puede corroborar al analizar las propiedades electréonicas del grafeno a bajas
energias, las cuales se pueden obtener expandiendo la estructura de bandas en las
vecindades de los puntos Ky K’ [10]. Obteniendo asi el hamiltoniano de baja energia
al expandir la suma de los factores de fase alrededor de Ky K’

,YI:’N: = = +K + p= 1+ eﬂ:iKazeipaz + eﬂ:iKageipag
~ 14 eF2™3[1 4 ip - ag) + €T3l 4 ip - ay (2.20)
Por definiciéon de los puntos de Dirac y su posiciéon en las esquinas de la zona
de Brillouin K y K’, se tiene que 7?,[ © — vk = 0, por lo que se puede limitar la
expansion al primer orden de |p| [10]. Por simplicidad se utiliz6 & = 1, donde el
momentum tiene las mismas unidades que el vector de onda, con esto, el término

de primer orden esta dado por

A3a . .
,}/i(l) _ Z\/Q_ (px + \/gpy)eiz27r/3 + (_px + \/gpy)eqiz%r/S ’

P
3a .
= :F7 (p:v + Zpy) )

(2.21)
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que se puede obtener sabiendo que sin(4+27/3) = cos(£v/3/2) y que cos(£27/3) =

—1/2. Por lo tanto, se puede obtener el hamiltoniano efectivo de baja energia
HS = &v (po0” + £pyo?) (2.22)

en términos de la velocidad de Fermi, definida de la forma [43]

B 3ta

= —. 2.2
v oF (2.23)

El indice £ = 4 denota los valles K y K’, y se obtienen en los K el hamiltoniano
de Dirac
Hp=wvp-o (2.24)

mientras que el hamiltoniano de baja energia en el punto K’ es
H, = —up- o, (2.25)

con o* = (0%, —0¥), en términos de las matrices de Pauli

. (01 , (0 —i . (10 (2.26)
=\ o) T o) U7 T o o) '

Es importante notar que en este caso, la velocidad de Fermi v juega el rol de la
velocidad de la luz ¢, que es 300 veces mayor, ¢ ~ 300v. Para finalizar, se aplica la
sustitucion de Peierls ((1.12)) para que el hamiltoniano de Dirac (2.24) tome la forma

HE =v[p +eA(r)] (2.27)

el cual representa a nuestras particulas relativistas cargadas en un sistema de dos

dimensiones.

2.3. Niveles de Landau relativistas

El caso relativista (2.27) de electrones en el grafeno se puede tratar de la misma
forma que el caso no relativista, en términos de los operadores escalera ((1.24)), el

hamiltoniano se puede escribir como

0 I, —ilI 0
HE = , ) phe “1. (2.28)
IT, + 41, 0 I \al 0
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De donde se ve que la frecuencia caracteristica w' = v/2v/lp juega el rol de
la frecuencia de ciclotron en el caso relativista. Sin embargo, es importante tener
cuidado de no escribir esta frecuencia de la forma eB/my, ya que la masa de banda
en el grafeno es cero y esta frecuencia resultaria en una singularidad [3].

Para obtener los valores propios y los estados propios del hamiltoniano ,
se necesita resolver la ecuacion de valores propios H51, = €,1,, y que debido a

que el hamiltoniano es una matriz de 2 x 2, los estados propios son espinores con

la forma [10]
= (Z”) , (2.29)

por lo que la ecuacién que se necesita resolver es el sistema de ecuaciones
ho'av,, = € u, y hw'atu, = €0, (2.30)
lo que nos da como resultado para la segunda componente del espinor

a'av, = (%)2 Up- (2.31)

Esta componente es un estado propio del operador niimero n = afa, con lo que
se puede identificar, en forma de un factor numérico, la segunda componente del
espinor v,, con el estado propio |n) del hamiltoniano no relativista (1.27)), v, ~ |n).

Por otro lado, el cuadrado de la energia es proporcional al nimero cuéntico,
o (th)Qn. Esta ecuacion tiene dos soluciones, positiva y negativa, respectiva-
mente; y se necesita introducir otro niimero cuantico A = =+, el cual representan
los estados de energia positiva y negativa. Este ntimero cuantico también juega el
mismo rol que el indice de banda [3], donde A = + para la banda de conduccion y
A = — para la banda de valencia en el caso de campo B = 0, con lo que se puede

obtener el espectro de energia
hv
Exn = )\l—\/ 2n (2.32)
B

el cual se muestra en la figura[2.4] Estos niveles de Landau relativistas se dispersan
como \v/Bn en funcién del campo magnético.

Una vez que se conoce la segunda componente del espinor, la primera compo-
nente del espinor se obtiene con la ecuaciéon , y se representa como u, o av, ~
a|n) ~ |n —1). Seguidamente es necesario distinguir el nivel cero de energia de los

niveles de Landau de los demas niveles de energia. El nivel cero de energia ocurre
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Figura 2.4. Niveles de Landau en funcién del campo magnético para el caso relativista,
con €y, = Ahv/lp)Vv2n o< vV Bn. Fuente: Goerbig [3]

en n = 0, y para este caso la primer componente del espinor es cero, aplicando la

ecuacion ([1.29)). Por lo tanto, para este caso el espinor se escribe

PYn=o = (In i o>) : (2.33)

Para todos los demaés casos, n # 0, se tienen soluciones de energia positivas y
negativas, las cuales difieren entre si por un signo en una de las componentes. Una

representacion conveniente de los espinores asociados se puede dar como [3]

B i |n —1)
Vanzo = 7 ( An) ) (2.34)

2.4. Efecto Hall en el grafeno

El efecto Hall relativista en el grafeno se puede entender bajo el mismo mar-
co de la cuantizacién de los niveles de Landau y la localizacién de una particula
que el efecto Hall cuantico entero en un sistema electréonico de dos dimensiones no
relativista, (ver seccion [L.6)).

De hecho los argumentos que se presentaron sobre el efecto Hall cuantico entero
también aplican a los electrones relativistas en el grafeno, pero se necesitan tener en
cuenta los dos distintos tipos de portadores de carga, electrones y agujeros, mismos
que trasportan una carga distinta, que para el caso de los potenciales de impurezas no

representan un problema, ya que en una transformacioén particula-agujero, un valle se
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transforma en un sumidero y viceversa [3]. Ademas, la direccion del desplazamiento
de Hall cambia en este tipo de transformacion.

Debido a la universalidad del efecto Hall cuantico, ambos tipos de distribuciones
de impurezas relacionados por una simetria particula-agujero nos proporciona la
misma cuantizacion de la resistencia de Hall [3]. Por lo tanto, la aproximacion de la
localizacion semiclasica también aplica para los electrones relativistas en el grafeno.

La situacion es distinta para el potencial de confinamiento. Un Ansatz de la
forma V'(y) tiene el problema de que un incremento V(y — Ymaz/min) — 00 en el
borde de la muestra confina al electron pero no a los agujeros de la banda de valencia
por lo que se necesitaria V(Y — Ymaz/min) — —00 para un confinamiento eficiente.
Esto debido a que el hamiltoniano de los electrones relativistas del grafeno es una
matriz de 2 x 2 que refleja las dos distintas subredes A y B. Por lo tanto un posible

potencial de confinamiento puede formarse a partir de la matriz de Pauli o7,

el cual junto con el hamiltoniano produce el hamiltoniano que corresponde al
modelo no relativista (1.73). Para un término constante M = V(y) la contribucion
de representa la masa de una particula relativista.

Por lo tanto, el potencial de confinamiento también es llamado masa
de confinamiento [3]. Si se examina el caso méas simple, que es cuando se tiene un
término constante de masa Mo* que necesita ser anadido al hamiltoniano de Dirac.
El hecho de que este término sea realmente un término de masa se puede ver a partir

del hamiltoniano de Dirac para B=0

(2.36)

M e — 1
HY =vp-o+ Mo* = . v(pr —ipy) )
v(pe + Zpy) -M

cuya diagonalizacién nos proporciona el espectro de energia

ex(p) = A\ p|? + M2, (2.37)

Donde se reconoce inmediatamente que tiene la forma de la relacion de disper-
si6n de una particula relativista con una masa m tal que M = mv?. Cualitativamente
se puede ver de la figura 2.5 por qué una masa de confinamiento es mas eficiente
que una barrera de potencial.

De hecho, cuando la particula se aproxima al borde con M (y) # 0 se abre
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electron in CB electronin CGB

barrier

Figura 2.5. a) Efecto tunel de Klein, a través de una barrera. Un electrén incidente en la
banda de conduccion, CB por sus siglas en inglés; por encima de la energia de Fermi el cual
se encuentra en el punto de Dirac antes de la barrera, atraviesa la barrera como lo haria un
electrén por encima de la energia de Fermi en la banda de valencia. La banda de valencia
estd parcialmente vacia debido al desplazamiento del punto de Dirac hacia una energia
maés alta que la correspondiente a la altura de la barrera. (b) Masa de confinamiento, se
abre una banda cuando la particula se aproxima al borde el cual se convierte en una regién
prohibida donde no se pueden encontrar estados cuénticos en la energia correspondiente a
la del electron incidente. Fuente: Goerbig [3].

una banda. Un electrén que se encuentre encima del punto de Dirac solo se puede
propagar en la region con M = 0, mientras que en el borde su energia se encuentra

en la banda la cual es una region prohibida y el electréon es confinado.

De forma similar al caso en el que B = 0, se puede encontrar el espectro de
energia del hamiltoniano de Dirac masivo ([2.36) sometido a un campo magnético
perpendicular, el cual, en términos de los operadores escalera se escribe como

M (I, — 4I1,) M V28

ng —

, 2.38
(I, — 4I1,) -M V2§at  —M (2.38)

cuyos valores propios se pueden calcular como se hizo para el caso en el que M =0

y se obtiene, para el nivel de Landau relativista n # 0

h2v2

I

€on = \y | M2+ 2——n. 2.39
Yy

Para el caso del nivel de Landau central, n = 0, que necesariamente se aleja
del nivel de cero energia. El estado cuéntico asociado (2.34) es cero en la primer
componente ug, mientras que la segunda componente esta dada por vy = |0). Para
satisfacer la segunda linea en la ecuaciéon de valores propios

M 2P\ [0 0

Hp o = eotho And = €0 (2.40)
V2iat  —M ) \|0) 0)
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donde se tiene que cumplir que

h
\/él—”amo —(e0+ Mg, & 0=(e+M)|0), (2.41)
B
de tal forma que la tnica solucion sea eg = —M. Asi el nivel de Landau relativista

n = 0 es desplazado hacia las energias negativas y deja de satisfacer la simetria
particula-agujero. Este efecto es llamado anomalia de paridad y depende del signo

de la masa [3].

En el caso del grafeno, es necesario recordar que hay dos copias del espectro
de energia, uno en el punto K y otro en el punto K’, como se discutio en la seccion
, el hamiltoniano describe las propiedades a baja energia en el punto K
mientras que se necesita intercambiar las subredes A y B en el punto K’ y anadir

un signo global en frente de los términos fuera de la diagonal de la matriz

M —/2 g
HE = ( \ s ) = —HEY. (2.42)

Como es de esperarse, los estados propios de este hamiltoniano son los mismos
que los del hamiltoniano que se muestra en la ecuacion en el punto K; con la
diferencia de que los valores propios cambian de signo. Debido a la simetria particula-
agujero de los niveles , el signo global no afecta al espectro de energias para
n # 0. Sin embargo, el nivel n = 0, que no respeta la simetria particula-agujero,
debe ser tratado por aparte; y la condiciéon correspondiente a se encuentra de

la misma forma que para el punto K

hv
- \/El—afuo —(e—My, &  0=(e—M)]|0), (2.43)

B
con esto se ve que el nivel n = 0 en el punto K’ se desplaza hacia las energias positivas
como funcién de la masa, de tal forma que el espectro para el grafeno, cuando se
toma en cuenta ambos valles, cumple nuevamente la simetria particula-agujero, pero

el valle degenerado es subido por n = 0.

El caso de un término de masa que varia en la direcciéon g, como el caso del
potencial de confinamiento, es similar al caso tratado en la secciéon , el sistema
permanece invariante ante traslaciones en la direccion z, de tal forma que el gauge
de Landau resulta ser el gauge apropiado para resolver el problema y el vector de
onda k en esta direccién es un niimero cuantico importante. Como este vector de

onda determina la posicién de los estados propios en la direccion de gy, se puede
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Figura 2.6. (a) Masa de confinamiento para los niveles de Landau relativistas. Se muestran
los niveles de Landau tipo electrones, A = 4, que se doblan hacia arriba cuando se acercan
a los bordes de la muestra, ymqz, los niveles del tipo agujero, A = —, que se doblan
hacia abajo. La trayectoria en el nivel de Landau n = 0 depende del valle, debido a la
anomalia de paridad, en el valle K, el nivel de energia disminuye mientras que en el otro
valle K" aumenta. (b) Ocupacién del cimulo de niveles de Landau en v = 0. Todos los
niveles de Landau tipo electrén, se encuentran desocupados mientras que los tipo agujero
se encuentran totalmente llenos. El nivel n = 0 se encuentra a media ocupacién. Fuente:
Goerbig [3]

tomar yo = k%, v el espectro de energia esta dado por la ecuacién

2

h2v?
Cynyoit = )\\/MZ(ZJO) + 2@% (2.44)

el cual se muestra en la figura 2.6} para n # 0 y ambos valles £ = &, mientras que

el nivel n = 0 se encuentra en

€n—040:¢ = —5M (1), (2.45)

la ecuacion (2.44) es valida tnicamente para el caso en el que n # 0, y para el caso
en el que n = 0 el nivel adquiere una energia M (y,) distinta de cero, que resulta ser
negativa. En el caso del grafeno, se tienen dos puntos de baja energia inequivalentes
en la primera zona de Brillouin los cuales dan origen al espectro de energia relativista
[10].

Los hamiltonianos ([1.10)), (2.24)) y (2.27)), para los casos de ausencia y presencia

de campo magnético, aplican principalmente para s6lo uno de los dos valles, mientras
que para el otro valle se puede tomar —Hp y HE si se intercambian las componentes
Ay B.

Con esto, el potencial de confinamiento tomarfa la forma —V,,,; en el

otro valle, lo cual implicaria una masa negativa. Por lo tanto el nivel n = 0 se dobla
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hacia las energias positivas del segundo valle, y el nivel de degeneracion de los valles
se eleva en este nivel.

Con la ayuda de estas consideraciones, se puede llegar a entender el efecto Hall
relativista en el grafeno. La localizacion semiclésica es la misma que para el caso
no relativista, y el confinamiento, que es necesario considerar para poder tomar en
cuenta la presencia simultanea de los niveles de Landau tipo electron y tipo agujero,
nos conduce a los estados en el borde, mismos que son responsables por el transporte
cuantico y, por lo tanto, la cuantizacion de la resistencia.

El efecto Hall cuéantico relativista fue descubierto por dos grupos distintos, [23],
[27] cuyos resultados se pueden ver en la ﬁgura La fenomenologia del efecto Hall
cuantico relativista es la misma que para el efecto Hall cuantico entero para los
niveles de Landau no relativistas, en el que se pueden observar plataformas en la
resistencia de Hall mientras que la resistencia longitudinal se desvanece.

Con este comportamiento, se puede variar el factor de ocupaciéon ya sea cam-
biando el campo magnético con una densidad de portadores fijos, figura (a), 0 se
puede tener un campo magnético fijo mientras se varia la densidad de portadores de
carga con la ayuda de una compuerta de voltaje, figura (¢). La ultima medicion
es mas sencilla de realizar en el grafeno que en gases de electrones bidimensionales
no relativistas. A pesar de la similitud entre la version entera del efecto Hall, en la
figura muestra una diferencia, y es que el efecto Hall se observa para valores del

factor de ocupacion

v=42(2n+1), (2.46)

en términos del nimero cuantico n, mientras que el efecto Hall cuéntico entero se
observa a valores v = n, lo cual sucede ya que cada nivel de Landau relativista en el
grafeno tiene una degeneracion cuadruple, debido al doble espin y la degeneracion
de doble valle.

Esto debido a el hecho de que el factor de ocupaciéon v = 0 no corresponde a
portadores en el sistema, ya que la energia de Fermi se encuentra exactamente en
el punto de Dirac. En este caso, se tiene una simetria electrén-agujero perfecta, y
por lo tanto el nivel n = 0 debe estar parcialmente lleno, figura (b), o también,
deben haber tantos electrones como agujeros en el nivel n = 0 y, de acuerdo a las
consideraciones presentadas en la seccion [1.6.3] esto no corresponde a una situacion
donde se observe un efecto Hall debido a estados extendidos.

Ya que lo normal es esperar que emerja un efecto Hall cuéntico cuando el

nivel de Landau central n = 0 se encuentre completamente lleno, o completamente
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Density of states

m
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Figura 2.7. Resultados de la medicién del efecto Hall relativista. Fuente: Zhang, Tan,
Stormer y Kim[23]

vacio. Como consecuencia de la cuddruple degeneracion en el grafeno, el efecto Hall
cuantico ocurre en v = £2, los cuales se observan en los experimentos [23], y se
muestran en la figura 2.7 y que resultan ser el origen de la particular secuencia del
factor de ocupacion del efecto Hall relativista en el grafeno.
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3. EFECTO HALL CUANTICO FRACCIONARIO

En el capitulo 2, se explicaron los aspectos fundamentales del efecto Hall entero
en términos la cuantizacion de Landau; con factores de ocupacion enteros v = n, los
cuales corresponden a n niveles de Landau completamente llenos. En estos niveles
se fuerza un electrén a ocupar el siguiente nivel de Landau desocupado; esto como
consecuencia del principio de exclusion de Pauli, ver figura (a). Por lo que el
electron necesita perder una cantidad finita de energia hwc y se localiza por medio
de las impurezas en la muestra, debido al arrastre de Hall el cual fuerza al electron

a moverse cerca de las lineas equipotenciales.

Bajo éstas condiciones se interpreta al sistema como incompresible ya que no
se puede variar el factor de ocupacion y se pierde solamente una cantidad de energia
infinitesimal. Para el caso de un nimero fijo de particulas se considera una disminu-
cion infinitesimal en el campo magnético el cual implica una carga infinitesimal en la
supericie 27/% ocupada para cada uno de los estados cuanticos. Como la superficie
total del sistema permanece constante, el aumento infinitesimal de 271% no se puede
acomodar en un cambio infinitesimal de energia. Esto se debe a la banda entre el
nivel de Landau n — 1 y el nivel n donde al menos un electréon debe subir del nivel.

Esto es lo que provoca que el sistema no se pueda comprimir [3].

Tomando en cuenta el comportamiento del efecto Hall cuantico entero, fue una
gran sorpresa observar un efecto Hall cuantico fraccionario. El cual ocurre con un
factor de ocupacion v = 1/3, con su correspondiente cuantizacion de Hall Ry =
h/e*v = 3h/e?. Este efecto fue descubierto tres anos después del descubrimiento
del efecto Hall cuantico entero en sistemas electronicos de dos dimensiones, esta
cuantizacion fraccionada de la resistencia de Hall fue descubierta por Tsui, Stormer
y Gossard con un n = 1/3 [22].

En este capitulo se comenzara considerando las interacciones de Coulomb entre
los electrones, seguidamente se estudiara la teoria de Laughlin para describir el efecto
Hall cuantico fraccionario. Se presentara la estadistica fraccionaria como herramienta

para describir los anyones y se finalizard con una generalizacion de la funcién de
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onda de Laughlin utilizando la teoria de fermiones compuestos.

Figura 3.1. (a) Diagrama de un nivel de Landau totalmente lleno. El circulo gris represeta
un electron adicional que es forzado a ocupar el siguiente nivel de Landau mas alto debido
al principio de Pauli. (b) Nivel de Landau parcialmente lleno. Debido a la presencia de
estados desocupados en el nivel de Landau, el principio de Pauli no permte que un electrén
adicional ocupe el siguiente nivel de Landau. Fuente: Goerbig [3]

3.1. El rol de las interacciones de Coulomb

Como se mencion6 anteriormente, el efecto de un nivel de Landau parcialmente
lleno es opuesto al de n niveles completamente llenos, en donde se observa la version
entera del efecto Hall cuantico. Esta diferencia se puede resumir en la figura y
también es el origen del diferente rol que tiene la repulsion de Coulomb entre los
electrones.

En el caso de n niveles de Landau completamente llenos, se tiene un estado
fundamental no degenerado similar a un liquido de Fermi, donde las interaciones
se pueden tratar con una aproximacién perturbativa. De hecho, cualquier tipo de
excitacion involucra una transicion entre dos niveles de Landau adyacentes que estéan
separados por una banda de energia hwc, ver figura (a), y se necesita comparar
la energia de Coulomb en la escala de la longitud caracteristica Rc = lgv/2n + 1y
esta banda [4. [3]

Vo o med/?
th €h3/2

lo cual resulta ser la constante de acoplamiento adimensional usual y ademas se

(Bn)™2, (3.1)

tiene que para el gas de Coulomb bidimensional en la teoria del liquido de Fermi
[12]

(3.2)

48



La tltima expresion se obtiene identificando la energia de Fermi Fr = h*k%/2m, en
términos del vector de onda de Fermi kp, con la energia del dltimo nivel de Landau
ocupado Awcn. La aproximaciéon en términos de perturbaciones permite un estado
fundamental no degenerado, como el que describe las excitaciones de los electrones

en el efecto Hall cuantico entero.

En el caso de un nivel de Landau n parcialmente lleno la situacion es contraria,
para una excitacion electronica hay suficientes estados desocupados en el nivel de
Landau n para un electrén del mismo nivel al cual saltar [4]. Desde el punto de vista
de la energia cinética, no hay costo de energia asociado con tal excitacion, mientras
que una excitacion al siguiente nivel de Landau mas alto tiene un costo energético de
hwe. La degeneracion macroscopica puede ser aumentada por el fenomeno debido a
otras escalas de energia, tal como aquellas asociadas con las impurezas en la muestra
o las interacciones electron-electron [3]. De hecho, la jerarquia de escalas de energia

en el efecto Hall cuantico fraccionario se puede caracterizar por la sucesion

hwc Z VC > ‘/imp; (33)

y por lo tanto es importante considerar la repulsion de Coulomb, la cual gobierna
las propiedades electronicas a baja energia en un nivel de Landau parcialmente lleno
[12]. Se debe notar que se obtiene un sistema de electrones fuertemente correlacio-
nados para la descripcion para la cual todas las aproximaciones perturbativas que
empiezan con el liquido de Fermi empiezan a fallar. Por lo que la mejor manera
de describir el efecto Hall cuantico fraccionario es tener una buena descripcion del
estado fundamental [3], 4].

La suposicion mas natural serfa que los electrones en un nivel de Landau par-
cialmente lleno se comportan como particulas cargadas clésicas que forman un estado
cristalino para minimizar la repulsion mutua que existe entre ellos. Este estado es
el que se conoce como cristal de Wigner [40]. Sin embargo, el cristal de Wigner es
un estado que rompe una invarianza ante traslaciones, y tal estado no tiene ban-
das de energia para excitaciones a longitudes de onda largas. Por lo que se puede
comprimir el cristal de Wigner cambiando la superficie ocupada de una forma infi-
nitesimal o también anadiendo un electréon sin cambiar las superficie macroscopica
y pagar unicamente una cantidad infinitesimal de energia. Es por ello que el estado
fundamental seria compresible, lo cuél significa que no esta separado por una banda

de energia; lo cual no es el caso para el efecto Hall cuantico fraccionario.
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3.2. Funciéon de onda de Laughlin

Como consecuencia de las consideraciones que se mencionarion anteriormente
para el cristal de Wigner, es necesario buscar otra alternativa para describir el
estado fundamental que no rompa ninguna simetria espacial y que tenga una banda
de energia. Este estado es el que se conoce como liquido incompresible cuantico que
fue propuesto por Laughlin en 1983 [20)]. Se considera por simplicidad tinicamente
el efecto Hall cuéntico fraccionario en el nivel mas bajo de Landau. Como se vio
en la seccion una funciéon de onda para una particula en el nivel méas bajo de

Landau es descrita in términos de una unciéon analitica por una Gaussiana

W~ 2 e 1E A (3.4)

en términos del entero m’ = 0,..., Ng — 1, en donde la definiciéon de la longitud

magnética fue absorbida en la definicion de la posicion compleja z = (x — iy)/lp.

Como segundo paso se considera una funcién de onda arbitraria de dos particu-
las. Esta funcion de onda debe ser una funcion analitica para ambas posiciones z; y
25 de la primera y segunda particula respectivamente, y puede ser una superposicion

de polinomios, tal que para los estados fundamentales

V3 (2, 7) ~ ZM yme=(al+=l*)/4, (3.5)

donde se defini6 la coordenada del centro de masa Z = (21 + 29)/2 y la coordenada
relativa z = (21 — z2). El ntmero cuéntico m juega el rol del momentum angular
relativo entre las dos particulas, y M esta asociado con el momentum angular total
del par. Debido a que las funciones de onda del nivel mas bajo de Landau deben ser
analiticas, m debe ser un entero, y el intercambio de las posiciones z; y zo implica
que m tiene que ser un impar debido a la naturaleza fermioénica de los electrones.

La funcién de onda de Laughlin se puede generalizar para N particulas a partir de

la funcion de onda para dos particulas, ecuacion (3.5)),

Un ({2 5}) =[] G — 2™ e =01, (3.6)

k<l
por simplicidad en la notacién se omitieron las constantes de normalizacion y donde
todos los indices van de 1 al naumero total de particulas N. Se puede ver que no existe
dependencia del centro de masa, sino que tinicamente de las coordenadas relativas

entre los pares de particulas.
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3.2.1. Parametro varacional

El pardametro varacional en la funcion de onda de Laughlin es el exponente
m, con respecto al cual se necesita optimizar la funcién de onda para aproximar el
estado fundamental del sistema. Sin embargo, debido a que se tienen funciones
analiticas y estadisitica fermidnica, el exponenete se restringe a enteros impares,
m = 25+ 1, en términos del entero s. Ademas, este parametro varacional resulta
ser totalmente determinado por el factor de ocupaciéon v. Esto se puede demostrar
si se considera la funcién de onda de Laughlin como una funciéon de la posicion z
de algin electron arbitrario k que esté fijo. Hay N — 1 factores del tipo (zx — z)™,
uno para cada uno de los N — 1 electrones remanentes [, que ocurren en el Ansatz
(3-6), como el de la potencia mas alta de z; la cual resulta ser m(N — 1)

[T (e = 2)™ ~ 20 (3.7)

k<l
De la seccion [1.5.1} en la ecuacion (1.63), se tiene que la potencia mas alta de la
posicion compleja de la particula es fijada por el nimero de estados N en cada
nivel de Landau. Lo cual nos lleva a la relaciéon entre el niimero de particulas N y

el nimero de flujo cuantico N que atraviesa el sistema

mN — § = Np. (3.8)

En esta ecuacion § es una variacion del orden de la unidad y que no juega un rol
en el limite termodinamico N, Ng — oo. Debido a que la relacion entre el ntimero
de particulas y el flujo cuantico no es el factor de ocupacion del nivel de Landau
, v = N/Ng , se puede notar que es un candidato para la funcion de onda
del estado fundamental en el limite termodinamico, el pardmetro varacional estéa

completamente definido por el factor de ocupacion, y toma la forma
1 1 1

m=2s+1=— = V= —=-7—"07;

v m 2s+1

y por lo tanto la funcién de onda de Laughlin es una funcién de onda candidata del

(3.9)

estado fundamental para factores de relleno

v=1,1/31/5,.. (3.10)

Es importante recordar que el valor impar m = 2s + 1 es requerido por la natu-

raleza fermionica de los electrones. Formalmente, se puede dejar esta restriccion y
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generalizar la funcion de onda de Laughlin para bosones, simplemente escogiendo
un exponente par 2s. Si se considera la funcién de onda de Laughlin para un valor
de v = 1 para un nivel de Landau completo, se puede describir en términos de la
funciéon de onda de Laughlin utilizando un valor m = 1, de tal forma que el estado

descrito por la fucién de onda

v ({z}) = fvl{z e = A (3.11)

es un estado no degenerado y se puede describir en términos del determinante de
Slater [3],
Yi(z1)  Yi(z2) - a(zw)
Va(z1)  tha(x2) -+ tha(zn)
U(x;) = : : . : , (3.12)

Un(r1) Yn(T2) - Un(zN)

el cual al aplicarlo a nuestra funciéon de onda de Laughlin se obtiene la forma de la

funcion fy({z;}), y que se le conoce como determinante de Vandermonde [12],

g oo g
0 1 N-1
z2 Z2 DY 22
IEHET =S IR I | [CEE PR CRT)
. . T . i<j
foa o A

donde se debe tener en cuenta que la j-ésima linea en este determinante corresponde
a todos los niveles de Landau mas bajos de la j-ésima particula descrita en términos
del los polinomios 27", ademas, el determinante toma en cuenta todas las permuta-
ciones de las NV particulas sobre las IV posiciones 21, - - , 2y, €l cual vemos que es el

prefactor de la funcion de onda de Laughlin para el caso en el que m=1.

3.2.2. Pseudopotencial de Haldane

Para describir las propiedades energéticas de la funciéon de onda de Laughlin
(3.6), se considera nuevamente la funcion de onda para dos particulas . Esta
funciéon de onda es un estado propio exacto para cualquier interacciéon con potencial
central que depende tinicamente de la coordenada z entre el par de particulas, como
es el caso de la interaccion de Coulomb, V' = V(|z]). Por lo que se puede descomponer

la interaccion del potencial en los niimeros cuanticos asociados al momentum angular

52



relativos m, de la siguiente forma

(m, M|V|m, M)
(m, M|m, M) ’

(3.14)

Um

donde el denominador toma en cuenta el hecho que no se ha normalizado apropia-
damente las funciones de onda para dos particulas , V@ (z,2) = (2, Z|m, M).
El hecho de que no hay dependencia de M es una consecuencia directa de la
suposicion de que se lidia con una interaccion de un potencial central, esto es
(2, Z|\V|2'Z"y = V(|2])05,2022. Ademés no hay términos en la antidiagonal de la
forma (m, M|V |m/M), con m' = m. Esto se puede demostrar de forma explicita en

o _ i
la representacion polar z = pe®,

211 o ) ,
o MV o [ o [ g () b (35
0 0

debido a la integracion del angulo polar. El potencial v,, que se obtuvo de la des-
composicion en los estados del momentum angular relativo también se le conoce
como pseudopotenciales de Haldane [3]. Los cuales caracterizan completamente el
espectro de energias de las dos particulas, ya que la energia cinética es la misma para
los estados de las dos particulas (m, M| como se mencion6 anteriormente, ya que se
debe a un caso especial, normalmente cualquier potencial de interacciéon repulsiva da
como resultado estados no ligados con un espectro de energia continuo. El espectro
de energia es discreto incluso si la interacion es repulsiva, debido a la presencia de
un campo magnético cuantizado.

Los pseudopotenciales de Haldane son una imagen de la forma del espacio real
del potencial de interaccion [12]. De hecho, si un par de electrones esta en un estado
cuantico con un momentum angular relativo m, la distancia promedio entre los
electrones esta dada por |z| ~ [ 5V2m. Por lo tanto el pseudopotencial de Haldane
v €s aproximadamente el valor del potencial de interacciéon original en la distancia

relativa [gv/2m,

U =V <|z| = lB\/%> : (3.16)

ademas las componentes m del pseudopotencial de Haldane corresponden a las com-
ponentes de la interaccion original de corto alcance.
Los pseudopotenciles de Haldane también son ttiles en la descripcion del estado

para N particulas. De hecho, el hamiltoniano para la interaccién de N particulas V'
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se puede reescribir en términos de pseudopotenciales

V=2 V(z—2)=2 > vawPuwlij), (3.17)

i<j i<j m/'=0
donde el operador P,/ (ij) proyecta el par de electrones ij en el estado de momentum
angular relativo m’. Debido al factor [ ], _,(zx—2)™ en la funciéon de onda de Laughlin
[3.6], ningtin par de particulas se encuentra en un estado de momentum angular
relativo m’ < m. Si se escogen todos los pseudopotenciales con m < m positivos y

los demas cero,

1 si m'<m
vl = (3.18)

0 si m' >m,

se puede obtener VL = 0, lo que define a la funcion de onda de Laughlin como el

auto estado de energia cero del modelo (3.18]).

Como el modelo describe una interaccion repulsiva, todos los estados posibles
deben tener una energia E > 0. Por lo tanto, la funcion de onda de Laughlin es
exactamente el estado fundamental del modelo . Ademés, es el tnico estado
en el que la energia es igual a cero debido a que si se mantienen el flujo y el nimero
total de particulas fijos, cualquier otro estado distinto al que describen las funciones
de onda de Laughlin involucra un par de particulas en un estado con un nimero de

momentum angular distinto de m.

Si el momentum angular es mas pequeno que m, este par de particulas es
afectado por el pseudopotencial asociado distinto de cero m’ y por lo tanto cuesta
una energia del orden de v,,,, > 0. En cambio, si el par de particulas esta en un estado
de momentum con m’ > m, existe al menos otro par de particulas con m” < m para
mantener el factor de ocupacién fijo, y este par de particulas aumenta la energia.
Con estos argumentos generales se muestra que cualquier estado excitado involucra
una cantidad finita de energia dada por el pseudopotencial v,,/, con m’ < m, la cual

juega el rol de una banda de energia.

En este sentido, el estado que describe la funcién de onda de Laughlin es de
hecho un estado incompresible que se acerca a la posibilidad de un efecto Hall
cuantico al momento de identificar la cuasi-particula correcta de este estado de N

particulas que se convierte en un estado localizado por la impurezas de la muestra

13l
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3.3. Cuasi-particulas y cuasi-agujeros con carga frac-

cionaria

Hasta ahora, se han discutido algunas propiedades del estado fundamental de
la funciéon de onda de Laughlin. Se ha visto que el estado de Laughlin en v = 1/m
es insensible para las componente de corto alcance del potencial de interaccion des-
crito por el pseudopotencial de Haldane v,,, con m’ < m, mientras que estados
excitados deben estar separados del estado fundamental por una banda de energia
caracterizada por estos pseudopotenciales de corto alcance. Sin embargo atin no se
ha caracterizado la naturaleza de esta excitacion.
Existen dos tipos de excitaciones, el primera son excitaciones elementales: cuasi-
particulas o cuasi-agujeros que se obtienen anadiendo o removiendo carga del siste-

ma, vy el segundo: excitaciones colectivas con una carga fija.

3.3.1. Cuasi-agujeros

Las excitaciones elementales que se obtienen al desplazar el factor de ocupacion
de su valor v = 1/m. Al tomar en cuenta que se puede variar el factor de ocupacion,
ya sea, anadiendo carga al sistema cambiando la densidad electronica; como también,
anadiendo o removiendo el flujo, cambiando el campo magnético. Ademas al tomar
en cuenta que existe una relaciéon entre el flujo del campo con el ntimero de ceros en
la funciéon de onda de Laughlin, se debe empezar por proponer un Ansatz para un
estado excitado, es decir, que describa la funcién de onda de un cuasi-agujero y se

considera el siguiente [3],

2

Yo (0, {2, 47}) = [ 125 = 2000 ({2, 57}) - (3.19)

7j=1
Cada una de las posiciones de los electrones tiene como vecino un cero adicional en
la posicion zg. Para verificar que en realidad esta funcién de onda le agrega un flujo
al sistema, se puede expandir la funciéon de onda de Laughlin formalmente en

un polinomio de la forma,

7%1 ({Zja Zj}) = Z = amh---,mNZ;nl ce ZX;‘NQ*EJ- |Zj|2/4,

{mi}
en donde vy, ... m, describen los coeficientes de expansion. Si se escoge la posicion

2o en el centro del disco, en el cual la funcion de onda ([3.19)) se simplifica a la forma
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Figura 3.2. Esquema de una excitacién de un cuasi-agujero. Cada electrén salta de un
estado m hacia el siguiente estado de momento angular superior m + 1. Fuente: Goerbig

i3l

Gon ({232 1) = D0 = Q22 e B P
{mi}

en la que cada se incremente por uno, y esto se puede describir de la siguiente
manera. Cada electron salta de un estado de momentum angular m a un estado
en el que el momentum angular se incremente por uno, tal como se muestra en la
figura [3.2] , dejando un espacio vacio en el estado m = 0. Y es a esta excitacion a
la que se le conoce como cuasi-agujero [4]. Esto también afecta el estado cuantico
con el momentum angular méas alto M, ya que se ha incrementado el tamano de la
muestra por la superficie ocupada en el flujo mientras que el ntmero de electrones
se mantiene fijo.

Con las consideraciones anteriores, se establece que es posible crear un cuasi-
agujero en la posicion zp al introducir flujo cuantico del tipo NB — N + 1, el
cual tiene como consecuencia inmediata de que el factor de ocupacién se reduce
una cantidad muy pequena, el siguiente paso es determinar la carga asociada a esta
excitacion; la cual es posible calcular al considerar un factor de ocupacion fijo, al
que se le agrega carga eléctrica para compensar el flujo cuantico extra en el sistema.
De la ecuacion , se puede notar que la relacion entre el flujo extra ANg y la
carga eléctrica extra que compensa ese flujo AN esta dado por

mAN =ANg & AN = ANy (3.20)

m

Este resulta ser de bastante importancia y se puede entender de la siguiente forma:
para compensar el flujo cudntico adicional ANg = 1, se necesita agregar la m-ésima
fraccion de un electréon. Por lo tanto el déficit de carga eléctrica causado por la

excitacion del cuasi-agujero esta dado por
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e =—. (3.21)

Este resultado se puede interpretar como que es la carga que porta el cuasi-agujero
y por lo tanto es una carga fraccionaria, que para nuestro sistema es una fraccion

de la carga fundamental del electron.

3.3.2. Cuasi-particulas

Hasta ahora se han considerado las interacciones que conducen a la existencia de
los cuasi-agujeros los cuales se obtienen introduciendo un flujo cuantico adicional al
sistema, lo cual se traduce en términos matematicos en agregarle un cero adicional a
la funcién de onda mostrada en la ecuacion . Por lo tanto, si se puede aumentar
el flujo no existe ningtin impedimento para que también se pueda reducir en uno
el flujo cuantico, generando asi una cuasi-particula, la cual tiene una wvorticidad
contraria a la que se genera con los cuasi-agujeros que se mencionan anteriormente.
23) en

Esta vorticidad opuesta hace que se pueda utilizar el factor vazl(z]* —

lugar del factor vazl(zj — 2§) que se utilizo en la ecuacion (3.19)), esto se hace para

poder crear una cuasi-particula en la posicion zy. Sin embargo es importante indicar

que es posible que los resultados de esta funciéon de onda muestre componentes que
violan las condiciones de analiticas de la funcién de onda de Laughlin para los niveles
mas bajos de Landau, que se mencionan en la seccion [3.2] Por lo tanto, para corregir
esta expresion de una cuasi-particula, es posible hacer una proyeccion de la funcion

(3.19) en los niveles mas bajos de Landau,

N

Vo (20 {2527 }) = Puan ][ (5 = 200w, ({2, 473) (3-22)

j=1
Para ver la forma en que se trabaja con la proyecciéon Prr; es necesario obtener
una generalizacion de la funcién de onda de Laughlin para fermiones compuestos,
antes de obtener esta generalizaciéon es importante explorar las propiedades de la

estadistica fraccionaria que se presentan en la siguiente seccion.

3.4. Estadistica Fraccionaria

Una consecuencia de la fraccionalizacion de la carga en un sistema cuantico
bidimensional, como los que se mostraron con las cuasi-particulas de Laughlin, es el

origen de lo que se conoce como estadistica fraccionaria [3]. Desde un punto de vista
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mecéanico estadistico, las particulas de un sisetema cuéntico en tres dimensiones se
sabe que pueden clasificarse como bosones o fermiones [43], sin embargo en un siste-
ma bidimensional es posible encontrar una estadistica distinta a la de las particulas
bosonicas y fermioénicas. A las particulas asociadas a esta nueva estadistica se le
conoce como anyones [3].

Para ilustrar las propiedades estadisticas distintas entre dos particulas que
estan en un sistema tridimensional y uno bidimensional se puede empezar conside-
rando una particula A que se mueve de modo adiabatico en una trayectoria cerrada
C en un plano xy alrededor de otra particula B que tiene las mismas caracteristicas.
Se elige una trayectoria lo suficientemente alejada de la particula B y las dos par-
ticulas estan bien localizadas de tal forma que se pueden ignorar la superposicion
entre las dos funciones de onda.

Este proceso T es equivalente a dos procesos sucesivos &, en el que se intercam-
bian las posiciones de A y B. De forma algebraica estos procesos se pueden expresar

en términos de los operadores 7 y £ como un moédulo de traslacion

E=+VT. (3.23)

Al hacer el mismo anélisis para el caso tridimensional, debido a la presencia de una
tercera direccion, se puede elevar la trayectoria cerrada en esta direcciéon mientras
que la posicion de la particula A se mantiene fija en el plano xy. A esta trayectoria
elevada se le denota como C .

Ademas, se puede encoger la trayectoria cerrada C' en un punto en la posicion
A sin pasar por la posicion de la particula B la cual permanece en el plano xy.
Esta trayectoria se comporta como un punto, y se le llama C'. A pesar de que
este procedimiento pueda parecer formal, un proceso de intercambio cuantico en
principio no especifica la trayectoria del intercambio de tal forma que sea posible
definir si la particula es un bosén o un fermion, inicamente especifica sus propiedades
topologicas [12].

Desde un punto de vista topologico, todas las trayectorias que pueden ser de-
formadas de forma continua entre si mismas definen una clase homotopica [21], de
tal forma que la ecuacion puede ser vista como una ecuaciéon para clases ho-
motopicas en la que una simple traslacion y una deformacion simple son irrelevantes.
Como consecuencia de estas consideraciones, la trayectoria C en la posicion de la
particula A; la cual puede ser descrita formalmente por C* = 1, existe en la misma

clase homotopica que la trayectoria original C, con lo que se puede garantizar que

58



los procesos asociados a estas trayectorias son los mismos y se tiene que

T=T0C)=T(C") =1, (3.24)
en donde se ve que € = y/00. Esto lo que indica es que € es un operador cuantico que
corresponde al intercambio de particulas que tienen dos valores propios y al mismo
tiempo son dos raices de la unidad, ez = exp(27i) = 1 y ep = exp(im) = —1. A esto
se le conoce como regla de superseleccion [4], en la que todas las particulas cuénticas
en tres dimensiones pueden ser inicamente bosones eg = 1 o fermiones ep = —1.

En un sistema de dos dimensiones, como es en el que ocurre el efecto Hall
cuantico, este argumento topologico nos conduce a un resultado completamente
distinto. En el que no es posible la trayectoria C y encerrar la segunda particula B
en un punto del sistema en la posicion de la particula A sin que la trayectoria pase
también por la posicion B [4].

La posicién de B debe ser un elemento de la trayectoria en algiin momento del
proceso de encogimiento, el cual no se beneficia de una tercera dimension para elevar
el ciclo en el que se mueve por encima del plano zy. El punto todavia representa
una clase homotopica de trayectorias, sin embargo estas trayectorias no encierran
otra particula, y por lo tanto la trayectoria C es un elemento de otra clase homoto6-
pica y es la unica de todas las trayectorias que empiezan del punto A y encierran
tnicamente la particula en B [3]. Si existen mas de de dos particulas presentes, las
clases homotopicas son descritas por el niimero entero de particulas encerradas por
las trayectorias en esta clase.

Desde un punto de vista algebraico, el proceso de intercambio ya no se describe
por las dos raices de la unidad, como en el caso tridimensional, sino que se describen
por el llamado grupo de trenzado [12, 3], y la clasificacion de bosones y fermiones
deja de ser valida. En el caso mas simple de la estadistica Abeliana [3], 4], para

bosones y fermiones es necesario generalizar la relacion de conmutacion

Y(r1)(ra) = £(ra)(ry), (3.25)

en la forma

Y(r1)Y(ry) = eiwl/)(rz)@/)(rl)u (3.26)

en donde a « se le conoce como angulo estadistico [4] y se tiene que o = 0 para
bosones, & = 1 para fermiones y todos los demés valores de « en el intervalo entre 0
y 2 para anyones, a la que también es comiin llamarla estadistica fraccionaria, de he-

cho todas las cuasi-particulas fisicas, tienen un angulo que es un niimero fraccionario.
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Para terminar es importante hacer énfasis en algunos aspectos de estas considera-
ciones estadisticas. Se sabe que los fermiones estan obligados a satisfacer el principio
de Pauli, el cual impide una doble ocupacién en un estado cuantico, mientras que
el nimero de bosones para un estado cuantico no presenta ninguna restricciéon. Sin
embargo, para los anyones, en el contexto de la teoria cuantica de campos [3], a

través de la ecuacion (3.25)) el principio de Pauli indica que para r = r; = ry,

U(r)Y(r) =0. (3.27)

Para un angulo estadistico arbitrario se obtiene de la misma forma que para la

ecuacion ((3.26]),

(1= e“m) p(r)e(r) =0, (3.28)

el cual se puede ver como el principio de Pauli generalizado para anyones en un

sistema bidimensional [I5].

Propiedades estadisticas de las cuasi-particulas

Al aplicar las consideraciones estadisticas que se presentaron anteriormente
para el caso de las cuasi-particulas, se puede describir el &ngulo estadistico como una
fase Aharonov-Bohm [12], la cual es un fenémeno cuéantico en el que una particula
eléctricamente cargada es afectada por un potencial electromagnético a pesar de que
la particula se encuentra confinada en una region en la que tanto el campo magnético
B como el campo eléctrico E son cero.

Debido a un campo gauge que es generado por el flujo asociado a las cargas
inducidas en una curva cerrada 0S, esta curva cerrada alrededor de la cual una cuasi-
particula se mueve de forma adiabatica encierra una superficie S. Es importante
no confundir el campo gauge con el que genera el verdadero campo magnético B,
sino que es més bien un campo ficticio Ay, con By, = V X A v que genera el
flujo asociado, como por ejemplo, el flujo asociado a los electrones en el liquido de
Laughlin a través de la relacion (3.8)).

Si se considera el caso en el que la superficie S se llena con N,(S) electrones
condensados en un liquido incompresible, tal como el descrito por la funciéon de
onda de Laughlin y Ngn(S) cuasi-agujeros , de tal forma que hay dos

contribuciones para By = |B |,
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h h
Bu(S) = Nytujo; = [mNa(S) + Non(S)] —- (3.29)
La correspondiente fase de Aharonov-Bohm, la cual toma la cuasi-particula cuando

rodea la superficie S en el limite del camino dS esté dado por [3]

*

Fap = o ¢ dr- Apy(r) = o / d*r By (r),
h Jos hJs

en donde se debe recordar que e* = e/m es la carga de la cuasi-particula y también
que se utilizo el teorema de Stokes para convertir la integral de linea de A,; en
0S en una integral de superficie de By, sobre el drea S. Por lo tanto la fase de
Aharonov-Bohm tiene las contribuciones de los electrones condensados en el liquido
de Laughlin I';, y el de las cuasi-agujeros I'yy,, por lo tanto se puede obtener a partir
de la ecuacion (3.29) que para los electrones
o

I, = 27r€mNel = 21N, (3.30)
se obtiene un 27 veces el entero N, esta contribucién a la fase de Aharonov-Bohm
no se debe interpretar en términos de un angulo estadistico debido a que no describe
un proceso de intercambio, ya que las particulas involucradas no son del mismo tipo
[12]. Si ahora se observa la contribucion de los cuasi-agujeros a la fase de Aharonov-
Bohm se tiene que

Lon = 27r6—e*th = QWNW'J. (3.31)
Al considerar un tnico cuasi-agujero en el drea S, Ny, = 1; con lo que se encuentra
una situacion en la que la fase de Aharonov-Bohm es una fraccion de 27 y el dngulo
estadistico es & = 1/m. Lo cual muestra que los cuasi-agujeros que se obtienen a
partir de la teoria de Laughlin son en realidad anyones con estadistica fraccionaria,

tal como se discutié en la seccion anterior.

3.5. Generalizacion de la funcién de onda de Laugh-
lin
A pesar de que la funcion de onda de Laughlin (3.6 puede describir el efecto

Hall cuéntico fraccionario, para los valores de v = 1/3 y 1/5, esta funciéon no es

capaz de describir todos los demés estados del efecto Hall cuantico fraccionario [4].
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De hecho los estados asociados a los valores v = 2/5,3/7,4/9, ... que corresponden
a la serie p/(2p+ 1), o también en su forma mas general p/(2sp+ 1) en términos de
los enteros s y p, los cuales se pueden considerar dentro de la teoria de fermiones

compuestos, que se presenta a continuacion.

Fermiones Compuestos

Luego del descubrimiento del estado mas prominente del efecto Hall cuantico
fraccionario en v = 1/3, se observaron varios estados con distintos valores del factor
de ocupacion y tomaban la forma p/(2sp + 1). En una primera aproximacion, se
interpretaron estos estados desde un punto de vista de jerarquia [16, [I7], en la que las
cuasi-particulas de Laughlin consideradas el estado padre, tal como el estado en v =
1/3, se condensa a si mismo en un estado hijo hijo, debido a la repulsion de Coulomb
que existe en el sistema [3].En este punto de vista el estado 2/5 representaria el
estado hijo formado a partir de la excitacion de la cuasi-particula en el estado 1/3.

Una alternativa a este esquema de la jerarquia, fue propuesta por Jain en 1989
[18]. La idea consiste en darle a la funciéon de onda una reinterpretacion. Si
se considera tnicamente la parte gaussiana del polinomio, exp(—E;V |z|2/4), ya que
es un factor que siempre esté presenta y cuya familia debe ser multiplicada con el

polinomio de la funcién de onda,

() =] G — 2> =] (o — 20 [ ] (2 — ), (3.32)

k<l k<l k<l
en donde en el altimo paso de esta ecuacion, se dividié el producto en dos partes, la
primera con el exponente 2s la cual recibe el nombre de vortice [3], y la otra parte
con es el término con exponente 1. Ahora antes de mencionar la generalizacion de
Jain, se debe interpretar la funciéon de onda anterior en términos de las propiedades
estadisticas que se mostraron en la secciéon anterior.

De forma general, se puede expresar cualquier funciéon de onda de N particulas
en el nivel mas bajo de Landau v, como un producto del factor de vortice con

otra funcion de onda residual 1),.s,

ris = (1) = [] (G = )™ thres ({2). (3.33)

k<l
Si la funcion de onda original es fermionica, las propiedades de simetria de ),
dependen de la paridad de m’. Si es impar, 1,.; debe ser una funciéon de onda

simétrica y por lo tanto bosénica. Por otro lado si es impar, tanto la funciéon de
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onda original como la residual son anti-simétricas y por lo tanto son fermioénicas.

Ahora en términos del mencionado campo de gauge A y/(r), el angulo estadisti-
co asociado con el factor vortice esta simplemente dado por la paridad de m’ el cual
se puede ver como el nimero de flujo cuantico asociado a cada una de las particulas

en las posiciones z;.

En el caso de de la descomposicion de la funciéon de onda mostrada en la
ecuacion (3.32)), la parte del vortice afiade una cantidad s de pares de flujo cuantico a
cada una de las posiciones de las particulas y por lo tanto no afecta en las propiedades

estadistica de la funcién de onda. Ademas el segundo factor,

xom ({z}) = [ ] (isa) (3.34)

k<l
tiene un comportamiento fermiénico y corresponde a un nivel de Landau comple-
tamente lleno en un factor de ocupacion virtual (Fermion Compuesto) v* = 1,
se le llama virtual ya que el verdadero valor del factor de ocupacién sigue siendo
v = 1/(2s + 1) [4]. La generalizacién de Jain consiste en reemplazar el término
[1-; (zk—2) por cualquier otro determinante de Slater x,-—, ({zj, Z;}) de una can-
tidad p de niveles de Landau completamente llenos, con un fermién compuesto con

factor de ocupacion v* = p,

o ({z,2}) = Poon [ ] () s ({25:571) (3.35)

k<l

en donde se debe tomar en cuenta la proyeccion de Prr;, hacia el nivel mas bajo de
Landau como en el caso de la excitacion de cuasi-particula, ya que contrario al caso
* . * . .,
de v* =1, la funcién de onda x,+«—, ({ Zjy 2 }) tiene por construcciéon componentes
no analiticas.
., . . , 2s
La ecuacion de onda de Jain 1) se puede ilustrara través del factor [ [, (zx—2)"",
se tiene un flujo efectivo 2s a cada uno de los electrones. Este nuevo tipo de particu-
la, es a la que se le llama fermiones compuestos. El flujo residual o libre determina
el namero efectivo de los estados por cada nivel de Landau asociado a los fermiones

compuestos, por lo tanto

NB—>N* :NB—QSNSZ,

lo cual corresponde a un campo magnético renormalizado
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h
B— B*=B—2s (—) N.. (3.36)
(&

De forma similar el factor de ocupaciéon de los fermiones compuestos se define con

respecto al nimero renormalizado de flujo cuantico,

vt = = vl=pt -2 (3.37)

lo cual nos lleva a la siguiente relacion entre el factor de ocupacion de un fermiéon

compuesto y el factor de ocupacion usual v

*

v

= 3.38
v 2sv* + 1 ( )

Utilizando las relaciones anteriores se puede ver que para niveles de Landau com-
pletamente llenos, v* = p, esta relacién con la serie que se ha mencionado, la cual
genera los valores fraccionarios del valor de ocupacion del efecto Hall cuantico frac-
cionario, los cuales se pueden interpretar como estados de fermiones compuestos del

efecto Hall cuantico entero [3]

p
v= m (3.39)
Para una mejor interpretacion fisica de la teoria de los fermiones compuestos se
puede argumentar lo siguiente: el estado fundamental se describe por la funcion
, la cual como se vio, describe un liquido cuéntico incompresible de la misma
forma que la funcion de onda de Laughlin. La excitacion elemental en la teoria de
fermiones compuestos consiste en un fermién compuesto que asciende al siguiente
nivel de Landau de un fermién compuesto, el cual se separa del estado fundamental
creando una banda de energia prohibida [3|, de forma anéloga al electréon para
n niveles de Landau completamente llenos que ocurre en el efecto Hall cuantico
entero. Por lo tanto, estas excitaciones de los fermiones compuestos se convierten
en estados localizados por las impurezas de la muestra, y de esta forma se obtienen

las plataformas en la resistencia de Hall la cual estan cuantizadas.

De forma numérica la funciéon de onda de Jain para fermiones compuestos
(3-35)), ha sido exitosa en la descripcion de la serie (3.39) la cual genera los esta-
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dos en el efecto Hall cuantico fraccionario. Incluso si la coincidencia con los estados
fundamentales exactos decae cuando el nimero p aumenta, la coincidencia es extre-
madamente alta [3]. Sin embargo, es importante resaltar que la interpretacion fisica
es mas complicada si se compara con la funciéon de onda de Laughlin, debido a que la
proyeccion Prrr, es mas complicada de implementar en calculos analiticos asi como

en simulaciones numéricas [6].
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4. ORDEN TOPOLOGICO

A partir del descubrimiento del efecto Hall cuéntico fraccionario y la degene-
racion de su estado fundamental, surgio la necesidad de desarrollar el concepto de
orden topologico para este nuevo tipo de estado de la materia. El concepto de orden
topologico fue introducido por X.G. Wen en la década de 1990 [9, 34].

En este capitulo se comenzaré por describir las ideas propuestas por Wen sobre
como caracterizar y clasificar los 6rdenes topologicos. Posteriormente se hara un
estudio del efecto Hall cuantico basandose en las propiedades topolodgicas del sistema
para finalizar con la obtencién de la degeneracion del estado fundamental de la
funcién de onda de Laughlin la cual es considerado como el orden topoldgico del

sistema [35].

4.1. Caracterizacién y clasificacion de los 6rdenes

topolégicos

4.1.1. Caracterizaciéon de los 6rdenes topologicos

El concepto de orden topologico normalmente se introduce a través de la fun-
cion de onda del estado fundamental, sin embargo debido a que esta funcion de
onda no necesariamente es universal se debe establecer un nuevo concepto: el orden
topologico. Para estudiar este concepto es necesario encontrar caracteristicas fisi-
cas o mediciones de 6rdenes topologicos. En otras palabras, es necesario encontrar
nimeros cuanticos universales que sean independientes de las interacciones, masas
efectivas, etc [34]; pero que puedan tomar distintos valores para distintos tipos de
liquidos cuanticos FQH, por lo que segin lo establecido por Wen, la existencia de

este tipo de niimero cuanticos implica la existencia de 6rdenes topologicos [9].

Una forma de mostrar la existencia de los érdenes topoldgicos en liquidos FQH,

es estudiar si existe algin tipo de degeneracion en el estado fundamental cuando
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se aproxima al limite termodinamico. Los liquidos FQH tienen la propiedad de que
sus estados fundamentales se encuentran degenerados [15] [34]. Por ejemplo, como se
mostrarda mas adelante el estado v = 1/m de la funcién de onda de Laughlin, tiene
un estado fundamental degenerado m? en una superficie de Riemann del tipo g [9].
La degeneracion del estado fundamental en los liquidos FQH no es una consecuen-
cia de la simetria del Hamiltoniano que le describe. Esta degeneraciéon se mantiene
ante perturbaciones arbitrarias [9], lo cual indica que las estructuras internas que
dan origen a la degeneracion del estado fundamental son universales y por lo tanto
se demuestra la existencia de érdenes universales internos conocidos como 6rdenes

topologicos.

La degeneracion del estado fundamental se puede considerar como un nuevo
nimero cuantico que caracteriza los 6rdenes topologicos en los estados de los liqui-
dos FQH. De forma particular, en algunos estados jerarquicos con el mismo factor
de ocupacion fraccionario pueden tener distintos tipos de degeneracion en su estado
fundamental, lo cual indica 6rdenes topoldgicos en los estados jerarquicos. Por lo
tanto, la degeneracion del estado fundamental nos brinda nueva informacién adicio-
nal a la del factor de ocupaciéon sobre las estructuras internas de los liquidos FQH.
Tomando esto en cuenta, Wen [9], 34], sugiere que las jerarquias de los estados frac-
cionarios sean caracterizadas por los distintos 6rdenes topolégicos en lugar de las
propiedades de sus simetrias.

Adicionalmente un espacio compacto existe tinicamente un numero finito de exci-
taciones de baja energia [12], como el de los estados fundamentales degenerados,
sin embargo la dinamica a bajas energias no es trivial ya que la degeneracion del
estado fundamental depende de la topologia del espacio. Esta dindmica que depende
unicamente de la topologia del espacio, es campo de estudio de la teoria de cam-
pos topoldgicos la cual se desarrolla en fisica de altas energias [35]. Estas teorias

topologicas son las que se utilizan para caracterizar los liquidos FQH.

4.1.2. Clasificacion de los 6rdenes topologicos

Una vez establecido que los 6rdenes topologicos se caracterizan por la degenera-
cion en el estado fundamental del sistema, se debe establecer una forma de clasificar
los 6rdenes topolédgicos. De la misma forma que se pueden clasificar todos los crista-
les debido a que se conoce que los 6rdenes en los cristales se describen por el grupo

de simetria [40], sin embargo para el caso de los liquidos FQH se puede empezar por
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los llamados liguidos FQH abelianos [34]. Como se mencioné en la seccion anterior,
las estructuras internas que dan lugar a las degeneraciones en el estado fundamental
es a lo que se conoce como orden topoldgico, estos fluidos se pueden caracterizar por
una matriz simétrica K, un vector de carga t y un vector de espin sm [13] 34, 33]. A
partir de las cuales se pueden determinar otras cantidades fisicas las cuales incluyen
la degeneracion del estado fundamental, el ntimero cuantico de las cuasi-particulas,
la estructura de excitaciones en el borde; entre otras. Todas las cuasi-particulas de
este tipo de liquidos FQH tienen una estadistica abeliana.

Ademas, como se mostro en el capitulo anterior existen distintas formas de construir
estados FQH con distintos valores fraccionarios v = 1/m. En general estas construc-
ciones dan origen a distintas funciones de onda, incluso si tienen el mismo factor
de ocupacion con lo que se hace dificil determinar si los estados descritos por estas
funciones de onda distintas pertenecen a la misma clase [9]. Con la caracterizacion
de los 6rdenes topologicos que se mencioné anteriormente, utilizando las cantidades
K, t, s; se tiene la ventaja de que es independiente de como se construyen las fun-
ciones de onda y provee de una descripcion universal de los liquidos FQH. Si dos
distintas aproximaciones convergen en la misma matriz K, vector de carga t y espin

s, entonces se puede concluir que ambas aproximaciones dan origen al mismo tipo

de liquido FQH.

La interpretacion de la matriz K se puede obtener utilizando la funcién de onda
de Laughlin generalizada en la que los estados FQH estan descritos por la matriz
K. Por lo tanto esta matriz describe los ceros en la funciéon de onda y determina
la forma en la que los electrones se mueven entre si. Y asi como se mencion6 en el
capitulo anterior, estos ceros en la funciéon de onda se pueden interpretar como el

namero de flujo cuantico asociado a cada electron.

4.2. Orden topologico en el efecto Hall cuantico frac-

cionario

Como se ha visto hasta ahora, la idea de orden topologico surgié con las propie-
dades descubiertas en el efecto Hall cuantico fraccionario, como el orden de jerarquias
y la degeneracion en el estado fundamental. Como se mencion6 en la seccién ante-
rior, la degeneracion del estado fundamental constituye una forma de caracterizar

los 6rdenes topologicos. Sin embargo hasta hora no se ha presentado el razonamiento
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Figura 4.1. Esquema del cuasiaguero en rojo y la cuasi-particula en azul en las trayectorias
T, y T, alrededor del toro geométrico. Fuente: Tong [12]

detras de estos conceptos.

Se empieza por estudiar los estados FQH en un manifold compacto en el que el
numero de estados fundamentales depende tinicamente de la topologia del manifold
[12, 9]. Si se considera que el siguiente proceso sucede dentro de un toro geométrico,
se empieza por crear un par de cuasi-particula y cuasi-agujero, posteriormente se
separa este par de excitaciones haciendo que vayan por las dos distintas trayectorias
dentro del toro, como se ve en la figura [4.1] estos procesos antes de permitir que
se aniquilen entre si. Para finalizar se define el operador T}, como el operador que
implementa el proceso de la primer trayectoria, y T, como el que implementa la

segunda.

Si se permite que las particulas circulen a través de la primer trayectoria y luego
a través de la segunda, debido a que estas particulas son anyones, el orden en el cual
se realizan estos procesos es de importancia ya que existen diferencia topologicas
en los caminos que se toman [3]. De hecho el proceso T1ToT; 'T, ' es equivalente a
tomar un anyon y hacerlo girar alrededor de otro, esto significa que los operadores

T;, deben obedecer el algebra

TlTQ = 62Wi/mTQT1 (41)

sin embargo estos operadores algebraicos no se pueden realizar en un tnico estado,
por lo que se concluye que el estado fundamental debe estar degenerado [§]. Una

representacion de la ecuacion (4.1)) tiene una dimension m, con la accion [12]

T, = 627rni/m |TL>

Th=|n+1). 42)

70



La generalizacion de este argumento nos lleva a obtener una superficie genus-g lo
cual sugiere que el estado fundamental debe tener una degeneracion del orden m? y
por lo tanto el niimero de estados fundamentales depende tinicamente de la topologia
del sistema [35]. Sin embargo para tener un mejor entendimiento de estas ideas es

necesario introducir algunos conceptos importantes en las siguientes secciones.

4.2.1. La topologia en el efecto Hall cuantico

Hasta ahora se han expuesto ideas sobre la conexiéon del efecto Hall cuéntico
con la topologia, pero no se ha mostrado esta conexiéon como tal. Para ilustrar esta
conexion se puede empezar considerando un sistema de Hall en un toro geométrico
T?, como el mostrado en la figura 4.1l Esto se puede ver como un rectangulo con
lados opuestos de longitud L, y L,. Al considerar funciones de onda confinadas en
el toro es necesario definir la periodicidad de estas funciones de onda, como una

primera intuicién se puede pensar que las funciones de onda obedezcan la relacion

U(x,y) = (z+ Ly,y) = ¥(z,y + L), (4.3)

sin embargo esta relacion resulta muy restrictiva al momento de considerar un flujo
magnético que atraviese el toro, por lo que se debe encontrar una mejor forma
de describir el comportamiento de las funciones de onda en el toro [12]. Esto se
puede lograr trabajando en regiones distintas en las que las funciones de onda se
puedan relacionar por una transformacion de gauge y que se logra si se introducen

los operadores de traslacion magnética

T(d) _ efid-p/h _ e*id(’iV‘i’EA/h)’ (4.4)

estos operadores trasladan un estado v (z,y) a través del vector de posicion d. Las
condiciones de frontera deben ser aquellas que permitan que cuando un estado sea
trasladado alrededor del toro regrese a la misma posicion, T, (x,y) = (z,y) y de
la misma forma T, (z,y) = ¢ (z,y); en donde T, = T'(d = (L,,0)) y T, = T'(d =
(0,L,)).

En la expresion anterior se ve que los operadores de traslacion dependen
de la eleccion del potencial vectorial. Al elegir el gauge de Landau con A, =

y A, = Bz, las traslaciones en la direcciéon Z son las mismas que aquellas en las

71



que no existe un campo magnético mientras que las traslaciones en la direccion de g
toman una fase adicional. Aplicando estos operadores al estado ¥ (z,y) y trasladarlo

alrededor de una de de las trayectorias posibles del toro se obtiene lo siguiente

Tob(w,y) = Y(x + Layy) = ¥(2,9),

| (4.5)
Ty(x,y) = e Pl (z,y + Ly) = o (z,y),

en donde se aplico el teorema adiabatico, el cual sostiene que si se coloca un sistema
en un autoestado energético no degenerado y se varian lentamente sus parametros,
el sistema buscara permanecer en este autoestado sin excitar los demas estados [12].
Al aplicar este principio al proceso en el que el sistema se encuentra en el estado
fundamental y termina en el estado fundamental, como el proceso de la particula
moviéndose alrededor del toro, lo tnica diferencia que existe en el nuevo estado es

la fase de la funcion de onda

) = e [9), (4.6)

en este caso e representa la fase que identifica los estados después de haber apli-

cado el proceso, en la que contribuye la parte dinamica e *F4/"

y es la conocida fase
de Berry [12]. Otros trabajos también han estudiado la fase de Berry en sisitemas
de materia condensada usando herramientas del Algebra Global conforme [T1].

Al analizar nuevamente la ecuacion (4.5)) se puede notar en la dltima de estas ecua-
ciones que la funciéon de onda no es periddica en la direccion g, sino que coinciden
tnicamente al aplicarles una transformacion gauge. Sin embargo estas ecuaciones no
presentan una consistencia para un campo magnético arbitrario, esto se debe a que
si se compara lo que sucede al hacer una traslacion alrededor de la trayectoria en el
eje x, seguido por una en la trayectoria del eje y; el proceso estaria definido de la

siguiente forma

T,T, = e B/, T, (4.7)

como ambos procesos deben dar como resultados el mismo estado se tiene que

¢BL,L,

n € 277, (4.8)

72



La ultima ecuacion, representa la que se conoce como condicién de cuantizacidon
de Dirac asociada a la idea de monopolos magnéticos de Dirac [12], y en donde el
término 277 surge de la generalizacion de la curvatura de Berry F;;, en la que al
tomar la integral de la curvatura con respecto a una superficie de campo magnético,

esta curvatura estd cuantizada en términos de 27, de forma mas especifica

F;:dSY = 27C, 4.9
J

el entero C el cual pertenece a los complejos, se le conoce como niimero de Chern y
caracteriza esta cuantizacion [12] . De hecho un aspecto interesante de este analisis
es que es posible justificar la cuantizacion en la resistencia de Hall en términos del
numero de Chern y la conexién de Berry y funciona para calcular la resistencia de
Hall mostrada en el capitulo 1 para el efecto Hall cuantico entero. Sin embargo,
el analisis que se hizo al inicio de esta seccién en la ecuacion el cual se baso
en estas ideas, muestra que las excitaciones de cuasi-particulas y cuasi-agujeros en
un toro el cual surgen de las funciones que describen los liquidos FQH, muestran
una degeneracion en el estado fundamental. En esta seccion se mostro el rol de
la topologia en el efecto Hall cuantico como primer paso, a pesar de que estas no
aplican para estados fundamentales degenerados, sin embargo estas ideas son de

utilidad para introducir las ideas de orden topologico.

4.2.2. Teoria de Chern-Simons

En la seccion anterior se expuso la relacion topoldgica con la cuantizacion
de la resistencia de Hall, pero para los estados fundamentales degenerados de los
liquidos FQH es necesario explorar la teoria de campos efectivos, conocidas como
teorias de Chern-Simons [33, 35, [12]. Se puede comenzar considerando el potencial
de gauge A, estudiado en la teoria electromagnética [39], como un parametro que
indica que campo eléctrico o magnético se esta considerando. De la misma forma
el potencial A, describird tnicamente las perturbaciones alrededor de un estado de
Hall en especifico, ya sea aplicando un campo eléctrico o perturbando el campo
magnético, manteniendo el mismo estado cuéntico.

En teoria de campos, el potencial A, siempre acopla el sistema a los grados de
libertad a través de una corriente J,, de tal forma que la accién del sistema estaria
dado por [12]
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Sy = / Bt A, (4.10)

en donde se asume que la corriente existe en un espacio de dimension d = 2 + 1
[8]. Ademés debido a la conservacion de la corriente esta accion es invariante ante

transformaciones gauge de la forma A, = A, + J,w, de tal forma que se cumple

0,J" = 0. (4.11)

Estas dos ecuaciones son el punto de partida para poder escribir la teoria
de campos efectivos que describe la repuesta del sistema al ser sometidos a campos
electromagnéticos. La funcion de particién asociada al potencial A, se puede escribir
de la forma [12]

Z[A,] = / D(campos)eiSleampos At (4.12)

en donde el término D(campos) representa todos grados de libertad dindmicos del
sistema [§], y el término de la accion S puede ser cualquier accién que satisfaga
la condicién que incluye el acoplo del potencial A, a través de la corriente que se
muestra en la ecuacion . Al realizar la integral sobre estos grados de libertad

se obtiene la funcion de particion del estado fundamental [12]

Z[A,] = eSerlAul/h, (4.13)

El término S.f se refiere a accion efectiva [12], la cual depende tnicamente de los
parametros del sistema; y de la que se puede obtener a partir de la ecuacion (4.10)

que

5S4l
A = ). (4.14)

esta ecuacion sugiere que la accion efectiva contiene informacion de la influencia
de los campos magnéticos en la corriente [I12]. Ya que no se sabe el lagrangiano
microscopico que describe el sistema, no se puede realizar el cilculo completo de la
integral , sin embargo se pueden tomar tnicamente los términos que cumplan

con las condiciones del sistema y enfocarse en estos términos. Una de las condiciones
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es que la accion S.¢[A] tiene que ser un invariante de gauge [§], una forma de
garantizar esto es construirlo en base a los campos eléctricos y magnéticos de la

forma

5o loa, A
c ot (4.15)

B=VxA.

Los siguientes términos que se pueden tomar en cuenta son los que estén restringidos
por otras simetrias posibles del sistema, tal como invarianza rotacional y traslacio-
nal [I2]. Finalmente, si se toman en cuenta tnicamente distancias largas, la accion
efectiva deberia ser un funcional local [3], lo cual significa que se puede escribir el
funcional de la forma general S.;[A] = [d%x---; esta propiedad restringe atin mas
los términos que se pueden considerar para la accion efectiva del sistema, ya que al
trabajar tnicamente con distancias largas implica que existe una banda de energia
AFE en el espectro y para asegurar que esta banda de energia no se rompa se res-
tringe el sistema a campos eléctricos y magnéticos pequenos [§].

En el caso especifico del efecto Hall fraccionario, los grados de libertad a bajas ener-
gias pueden ser perturbados a pesar de la banda de energia que existen entre los
estados [9]. A estos grados de libertad se les conocen como grados de libertad topo-
logicos [12,135], por lo que es necesario describir estos grados de libertad topologicos
y como afectan al efecto Hall fraccionario, para ello al analizar otra vez la ecuacion
, se ve que si se retienen los grados de libertad topolégicos al momento de
realizar la integral se puede obtener una acciéon efectiva que describa la topologia

del sistema y se logra a través de la teoria de Chern-Simons.

4.2.3. Dinamica de Chern-Simons

En un sistema de dimension d = 241, la teorfa de campos topologicos requiere
un campo gauge a, del grupo unitario U(1) [12]. El campo a,, surge del comporta-
miento colectivo de los electrones del sistema, de forma similar a la que surgen los
fonones en una red cristalina [40)]. La dinamica de un campo de gauge normalmente

se puede describir por la accion de Maxwell dada por [39]

1
SM[(Z] = _4_g2 dgxfpufuya (416)
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en donde f,, = d,a, — 0,y y g* representa una constante de acoplamiento. Las
ecuaciones de movimiento resultantes son d,f* = 0, de donde se pueden obtener
soluciones de onda con la particularidad de que en una dimensiéon d = 2 + 1 solo
puede existir un tipo de polarizacion, esto quiere decir que la teoria de Maxwell en
el grupo unitario U(1), describe un tnico grado de libertad sin masa [12].

Como se ha visto, la conductividad de Hall puede existir en un espacio de
dimension d = 2+ 1, descrito por el grupo unitario U(1) en el que existe el conocido
simbolo de Levi-Civita €,,, con los subindices u, v, p = 0,1,2. Se puede escribir un
nuevo término con invarianza rotacional, que cumple con las condiciones de la accion

efectiva por lo que se cumple S.f[A] = Scgpa) y esta definido como [4]

k
SoslAl = ¢ / Bre? 4,0, A, (4.17)

Este es el famoso término de Chern-Simons y al coeficiente k se le llama el nivel
del término de Chern-Simons [12]. Una propiedad interesante del término de Chern-
Simons es que es un invariante de gauge, ya que aunte una transformacion del tipo
A, — A, + 0w, la accién cambia Gnicamente en una derivada total como se puede

ver en la siguiente ecuacion [§]

k
Scs[A] — SCS[A] + E /d?’:l?au (OJEMVp&,Ap) . (418)

Normalmente en la ecuacion anterior se puede ignorar la derivada total y el término
de Chern-Simons es un invariante de gauge, sin embargo existen situaciones en la que
esta derivada no se puede despreciar. En este caso es necesario seguir estableciendo
las restricciones necesarias para asegurar de que el término de Chern-Simons sea un
invariante de gauge.

Como se menciond anteriormente el término de Chern-Simons , respeta una
invarianza rotacional, sin embargo rompe tanto la invarianza de paridad y temporal

[12]. Al analizar la paridad, la cual en el grupo unitario U(1) esté definida como

¥ —=x, x ——x, T°— 1 (4.19)

y por lo tanto se cumple que A° — A% A!' — —A' A% — A2 De esta forma
el término f d3x también es invariante ante paridad. Sin embargo, el integrando no

es una cantidad invariante ya que e*?A,0,A4, — —e""?A,0,A, [12]. Esto significa

76



que la accion de Chern-Simons con un valor de k # 0 solo puede existir en sistemas
que rompan la paridad y como se ha mencionado en los capitulos 2 y 3 los sistemas
con una conductividad de Hall rompen la paridad, debido a los efectos del campo

magnético externo.

Al utilizar el término de Chern-Simons en la ecuacion (4.14]), se puede deter-

minar la corriente que surge del término de Chern-Simons de la siguiente forma

_ 0Ses[A] |k
— —5141 — %E’L]Ela (420>

con lo cual se ve que la accién de Chern-Simons describe una conductividad de Hall

Ji
en términos del nivel de Chern-Simons
= —. (4.21)

Si se define el nivel de Chern-Simons como k = e¢?v/h, la ecuacién anterior coincide
con la conductividad de Hall para niveles de Landau completamente llenos. Si ahora

se toma la accion como la suma de la contribuciéon de los dos términos (4.17)) y (4.16))

S =5Su+ Scs, (4.22)

la ecuacion de movimiento de a, toma la siguiente forma

17 kg2 vpo
Ouft" + ——€" f,e = 0. (4.23)
2m
Esta ecuaciéon ya no describe un foton sin masa, en su lugar cualquier excitacion
tiene la propiedad de decaer de forma exponencial [8]. Al resolver las ecuaciones se
puede ver que el término de Chern-Simons juega el papel de darle una masa M al
foton. De forma equivalente, el espectro de energia tiene una diferencia AE = Mc?

la cual esté dada por
AE = —/. (4.24)

En el limite cuando g — oo, se puede ver que el fotén se vuelve muy masivo y

se eliminan las excitaciones fisicas. Esta situacion es la que describe la acciéon de

Chern-Simons (4.17)) [g].
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4.2.4. Teoria efectiva para estados de Laughlin

Para describir la teoria efectiva para los estados v = 1/m de Laughlin, se
ha mencionado en la secciéon anterior que estos estados tienen un campo de gauge
asociado a,, del grupo U(1). Este es un campo que se debe mantener en la accion
efectiva. Como se hizo en la seccién anterior, se comienza escribiendo la funciéon de

particion que para este caso esta definida como [12]

Z[A,) = / Dayet*er A, (4.25)

en donde Da, representa las transformaciones necesarias para definir una integral
de camino para el campo de gauge [8]. Para calcular S.[a; A] se debe encontrar un
acoplo entre los campos A, y a,, para lo cual se necesita también encontrar una

relacion entre el campo a, y la corriente J#; que se logra a través de la ecuacion

62

JH = %e“”pﬁ,,ap. (4.26)
Esta relacion establece que el flujo magnético de a, se interpreta como la carga
eléctrica que se acopla al campo A,,. La normalizacion se logra cuando se hace que
la simetria gauge sea compacta, al acoplarse a particulas con la carga fundamental e
[9]. En este caso, el flujo minimo permitido esta dada por la condicion de cuantizacion

de Dirac [12]

1 h
— =—. 4.27
21 Jg2 Sz e ( )
Al utilizar esta condicién y la relacion (4.26]) se puede asegurar que la carga
minima sea f J? = e, tal como se espera. Adicionalmente con esta relacion, se puede

postular la siguiente accion efectiva de la teoria de Chern-Simons[12, [, [§]

62

1
Serla; Al = - /d?’%e“""Auayap — %e“w’auayap + ... (4.28)

En donde la primera expresion es un término mixto de Chern-Simons el cual surge
del acoplo de A, J"; y la segunda expresion es el término mas sencillo que se puede

obtener para el sistema. Con esta ecuacion y con con la ecuacion de movimiento [12]

1
f;u/ = EFMV7 (429)

se puede obtener que a, = A, /m y al aplicar ambas expresiones a la ecuaciéon (4.28)

se obtiene que
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2
1
S.i[A] = =— / dBy——evr, (4.30)

21 4mm

en donde se puede ver que esta acciéon toma la misma forma que la que se mostro
en (4.10) y con el mismo anélisis se puede obtener la conductividad de Hall la cual

€S

e 1
Oy = =% >
Y 2thm

expresion que es justamente la que se espera para un estado de Laughlin, tal como

(4.31)

se mostro en el capitulo 3.

4.2.5. Cuasi-agujeros y Cuasi-particulas

Como se vio en la seccién anterior la accion propuesta en (4.28]), describe un
estado cuantico de Hall con un factor de ocupacion v = 1/m. Si ahora se acopla el

campo de gauge a, a su propia corriente j* a través del término
AS = / dza,j*, (4.32)

en donde nuevamente se asegura la invarianza de gauge al cumplir con la conserva-
cién de la corriente 0,,j* = 0 [8]. La importancia de la corriente j* es que es capaz de
describir cuasi-agujeros y cuasi-particulas en el sistema. Esto se logra al establecer
que el campo A, sea igual a cero; ya que al hacerlo no se afecta el sistema pero si
un parametro que podemos modificar segiin sea necesario. Aplicando estas ideas, la
ecuacion de movimiento para a, toma la siguiente forma
2

;T_hf/w = %e“”"jp. (4.33)
Esta corriente se logra al considerar carga estatica colocada en el origen descrita
por jl = j2 = 0 y por j° = e§?(x). Recordar que el hecho de que estas particulas
tengan un valor de carga e se estableci6 al utilizar la condicién de cuantizacion de

Dirac (4.27)) con lo que la ecuacién de movimiento queda como

1 h
%flz = e—m52($)- (4.34)

Este resultado muestra que el efecto del término de Chern-Simons es de fijar el
flujo i/em a cada una de las particulas con carga e. De esta forma se muestra que la

particula tiene una carga fraccionaria y por lo tanto se puede describir a través de

79



—

Figura 4.2. Trayectorias 71 y 72 en un toro geométrico. Fuente: Tong [12].

la estadistica fraccionaria para anyones que se desarrolld en el capitulo 3. De hecho

la carga fraccionaria se obtiene a través de aplicar la ecuacién anterior a la relacion

(B.20):

0 e? € <

J' = %fu = Eé (x), (4.35)
la cual es la corriente apropiada para una particula con carga e/m, como es el caso
de los anyones y por lo tanto se muestra que el término de Chern-Simons es otra
forma de obtener los mismos resultados descritos por la teoria de Laughlin para el

efecto Hall cuéntico fraccionario.

4.2.6. Teoria de Chern-Simons en un toro geométrico

En la seccion [.2] se hizo una descripcion bésica de que al colocar un estado
FQH en un manifold compacto, el niimero de estados fundamentales depende de la
topologia del manifold. Y se habl6é de forma general de que al considerar anyones
en el sistema, este presentaba m estados fundamentales en un toro geométrico y
de la misma forma m? estados fundamentales degenerados en una superficie genus-
g, y como se mostr6 también en la seccion [£.1.1] este tipo de comportamiento es
justamente lo que caracteriza a los 6rdenes topoldgicos. Si se coloca nuestro sistema
en un toro geométrico T? la ecuacion muestra que existe una degeneracion en
el estado fundamental.

Al tomar en cuenta tinicamente la parte dindmica de la acciéon de Chern-Simons

e? m o,
Scs = - /d%E(—:“ Pa,0,a,, (4.36)

de donde se puede obtener la ecuacion de movimiento para ag, que resulta ser una

forma anéloga de la ley de Gauss [39]

fi2=0. (4.37)

Si se denota el radio de las trayectorias del toro T? = S! x S! como R; y Rs.
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Y ademas a las trayectorias se les denota como v, y 72 como se muestra en la figura
[4.2] La forma més simple de construir un objeto invariante de gauge a partir de una

conexion de gauge es a través de la integral [12]

w; :7{ dr’a;, (4.38)
Vi

la cual es invariante ante la mayoria de transformaciones de gauge, pero no ante
aquellas que hacen que se sigan las trayectorias ~;. Para solventar esto, se puede
aplicar una transformacion el cual haga el cambio a; — a; + h/eR; y por lo tanto
w; — w; + 2mwh/e. Con esta correccion, es posible parametrizar las soluciones y se

obtienen los llamados ciclos de Wilson [§]

W; = exp (z%j{ ajd:cj) — eiewi/h, (4.39)
Vi

Debido a que la teoria de Chern-Simons solamente contiene derivadas en el
tiempo de primer orden, estos ciclos de Wilson lo que hacen es parametrizar el
espacio de fase de las soluciones y estédn en un espacio compacto ya que son nimeros
complejos de modulo unitario [12]. Si se utilizan las relaciones de conmutacion y se
aplican a la accion de Chern-Simons se obtiene que

[a1(2), ax(2)] = ——=6(x — o), (4.40)
lo cual genera la siguiente relacion de conmutacion

2mi h?
= — 4.41
) = 2000 (1.41)

Con estas relaciones, es posible ejecutar la siguiente relacion de Baker-Campbell-
Haussdorff 8]

6iew1/h6iew2/ﬁ _ eez[wl,wg]/Qﬁ2 eie(wl—f—wz)/h’ (442)

con lo que finalemente se puede escribir en términos de los ciclos de Wilson (4.39))
que

W1W2 = €2ﬂ-i/mW2W1. (443)

El resultado de esta tltima ecuacion es similar a la obtenida en la ecuacion (4.1),
en donde se consideraron anyones moviéndose en distintas trayectorias de un toro y

ademés se concluy6 que la representacion de este tipo de algebra tiene dimension m.
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A su vez; tal como se ve en la ecuacion (4.43)) este parametro es el niimero de estados
fundamentales en la teoria de Chern-Simons en un toro. Ademaés la generalizacion
de este calculo a una superficie genus-g da origen al estado degenerado de m? la cual
de acuerdo con Wen, es la esencia de lo que se conoce como orden topologico [9, 12].

Para concluir este capitulo es importante mencionar que la importancia de la
teoria de Chern-Simons es que permite una descripcién mas general del efecto Hall
cuantico ya que, como se ha mencionado anteriormente, a partir de ella es posible
obtener la cuantizacion de la resistencia de Hall tanto para el caso entero como para
el caso fraccionario. También se pudo obtener a partir de la teoria de Chern-Simons
la degeneracion del estado fundamental en los estados de Laughlin la cual juega el
rol de orden topolégico de este sistema.

Todo esto fue posible sin hacer consideraciones del tipo de interaccién entre
las particulas del sistema, tampoco fue necesario incluir el anélisis de los niveles de
Landau para obtener los resultados mostrados en este capitulo. Incluso no fue nece-
sario definir la naturaleza estadistica de las particulas, es decir, que no se especifico
si las particulas eran bosones, fermiones o anyones; sino que de los resultados se

determiné la naturaleza de las particulas.
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CONCLUSIONES

1. La cuantizaciéon de Landau representa la cuantizacion de la energia cinética de
una particula libre cargada en dos dimensiones, sometida a un campo magné-
tico perpendicular. Esta cuantizacion se obtiene a partir de la aplicacion de la
sustitucion de Peiersl al hamiltoniano que describe una particula en las
condiciones descritas anteriormente. Junto con la eleccion de la transformacion
gauge apropiada, es posible obtener el espectro de energias para el Hamilto-
niano y las funciones de onda asociadas a los estados que forman los

niveles de Landau.

2. Con el concepto de niveles de Landau, se puede obtener la conductancia y la
resistividad de los niveles de Landau, de donde se ve que la resistencia de Hall,
a diferencia que en el caso clésico, esté cuantizada y es esta cuantizacion la que
da origen a las plataformas que se pueden observar en el comportamiento de la
resistencia de Hall para el caso entero del efecto Hall cuantico entero. Ademas
la existencia de las plataformas que se observan en la resistencia de Hall, esta
relacionada con el concepto de estados localizados y estados extendidos, los
cuales indican las regiones donde la densidad de electrones puede ser mayor o

menor.

3. Los niveles de Landau relativistas en el grafeno se pueden obtener de forma
similar que se obtienen para la cuantizaciéon de Landau, y esto es aplicando la
sustitucion de Peierls al hamiltoniano de Dirac en los puntos K y K’, y resolver
el hamiltoniano de Dirac se obtiene el espectro de energia que coincide con la

relacion de dispersion de energia para una particula relativista.

4. A pesar de que la funcién de onda de Laughlin fue propuesta como un Ansatz,
esta ha sido capaz de describir los estados de Hall v = 1/m observados de
forma experimental que dan origen a los valores del factor de ocupaciéon frac-
cionarios para la resistencia de Hall. Ademas al excitar los estados asociados a

la funcion onda de Laughlin es posible obtener cuasi-particulas y cuasi-agujeros
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que tienen la caracteristica de tener una carga fraccionaria.

Debido al comportamiento estadistico de las cuasi-particulas y los cuasi-agujeros,
en el que muestran una estadistica completamente distinta a la de los bosones
y fermiones, es necesario desarrollar la estadistica fraccionaria que caracteriza

a estas cuasi-particulas y les otorga el nombre de anyones.

Con la estadistica fraccionaria es posible desarrollar la teoria de fermiones
compuestos, la cual permite obtener la funciéon de onda de Jain y que es
una generalizacion de la funcién de onda de Laughlin. Con esta funcion de
onda generalizada es posible generar una serie con la que se obtienen atin mas
valores fraccionarios del factor de ocupacion que no eran posibles obtener con
la funciéon de onda de Laughlin y permite tener una mejor descripcion del

efecto Hall cuantico fraccionario.

Las propiedades de degeneracion del estado fundamental de la funciéon de onda
de Laughlin dan origen a un nuevo estado de la materia similar a un liquido

cuantico y que se puede caracterizar a través del concepto de orden topoldgico.

La importancia de la teoria de Chern-Simons es de poder describir la fisica del
efecto Hall cuéntico de una forma mas general aplicando tnicamente los argu-
mentos topolodgicos del sistema. En donde se pueden obtener las cuantizaciones
de la resistencia de Hall tanto del caso entero como del fraccionario sin utili-
zar el concepto de niveles de Landu, sin importar la clasificacion estadistica
de las particulas o las interacciones entre si. Ademéas con estas consideracio-
nes topologicas es posible obtener el orden topologico del efecto Hall cuantico

fraccionario.
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RECOMENDACIONES

1. Se puede estudiar la dualidad del panal de abeja-estrella en el grafeno, el cual
es otro modelo de interés, con el que se pueden obtener soluciones exactas a

modelos, como el caso de dos redes cuadradas en el modelo de Ising [37].

2. El concepto de ordenes topologicos es un tema bastante amplio de las fases
topologicas de la materia [34, 35|, y es posible profundizar en su estudio en
excitaciones en liquidos cuanticos FQH, utilizando la teoria efectiva para liqui-
dos cuanticos, la obtencién de nuevos 6rdenes topologicos utilizando vectores
de espin y la aproximacion algebraica de los liquidos FQH no abelianos [9].
Para una mejor comprension en este tema, es necesario tener una buena base
tedrica en teoria efectiva de campos para lo cual recomiendo el estudio de las
notas de clase de Edward Witten [§] y los articulos de X.G. Wen [9], 34], 33].

3. Una aplicacion importante del concepto de orden topolégico y que puede ser
motivos de estudio, es la implementacion de la computaciéon cuantica topo-
logica. Esto se logra al implementar el modelo de Kitaev [6] para anyones y
su estadistica fraccionaria, en este modelo se incluyen interacciones de cuatro
cuerpos que se pueden estudiar utilizando simulaciéon cuantica analoga junto
con la teoria de atomos frios en redes 6pticas. Y de forma alternativa utilizando

simulacion cuantica digital en redes opticas |26, [5].

4. Estudios mas recientes han mostrado que se pueden obtener mediciones de
entrelazamiento cuantico en 6rdenes topologicos, obteniendo una entropia de

entrelazamiento cuantico en estos sitemas [I].
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