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Demostrar algunos de los invariantes mas importantes para la teoria de nudos.

Especificos
1. Identificar los conceptos fundamentales de la teoria de nudos.
2. Estudiar los tipos de nudos relevantes en la teoria de nudos.
3. Presentar los invariantes topolégicos para nudos.

4. Presentar los invariantes algebraicos (polinomios) para nudos.
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INTRODUCCION

Las palabras nudos, enlaces y trenzas designan objetos cotidianos que el hom-
bre ha utilizado desde los tiempos mas antiguos. Su utilidad practica no necesita
explicacion. Es bien conocido que el hombre ha ideado distintas clases de nudos
para sus necesidades, a los que han denominado con nombre propio. También son
utilizados como adornos ornamentales e incluso como sistema de numeracion. En
La cronica de Peri escrita por Pedro de Cieza, se describe con asombro como los
Incas utilizaban largas cuerdas con nudos para llevar sus cuentas y calcular sus
transacciones comerciales.

Sin embargo, el significado y estudio de nudos, trenzas y enlaces como obje-
tos matematicos es relativamente reciente. Probablemente el primer cientifico que
utilizo un concepto directamente relacionado con lo que hoy entendemos por enlace
matematico fue Carl Friedrich Gauss al considerar espiras enlazadas y utilizar su
numero de enlace en la féormula que describe el campo magnético inducido. No obs-
tante fue hasta el siglo XIX cuando los nudos empezaron a ganar importancia ya
que Kelvin propuso que los a&tomos eran vortices tubulares de éter anudados. Es por
esta teoria que muchos matemaéticos y fisicos de la época se encargaron del estudio
de la clasificacion de nudos.

Pese a que la teoria de Kelvin fue refutada, dejoé la puerta abierta para lo
que hoy conocemos como la teoria de nudos. Uno de los principales representantes
de este ramo fue Tait quien realizd6 algunos descubrimientos empiricos los cuales
fueron llamados las conjeturas de Tait, dichas conjeturas resistieron todo intento de
demostracion hasta que a finales de los 80’s fue descubierto el polinomio de Jones,
el primer invariante que result6 ser lo suficientemente poderoso para demostrar la
mayoria de las conjeturas de Tait facilmente.

Con el paso de los anos se han encontrado nuevas aplicaciones de la teoria de
nudos a otras disciplinas, tales como el estudio de la molecula de ADN, mecéanica

estadistica, biologia molecular, entre otras.
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1. CONCEPTOS BASICOS DE TEORIA DE
NUDOS

En el presente capitulo se presentan las definiciones y teoremas bésicos en el
estudio de la teorfa de nudos. Se realizan las demostraciones que son cruciales para

el contenido a desarrollar més adelante.

1.1. Nudos y enlaces

1.1.1. Nudos

Para el estudio formal de lo que se comprende como un nudo se requiere plantear
una definicion matematica que concuerde con el modelo fisico. Asi la definicion

formal es la siguiente:

Definicién 1.1. El subconjunto K C R? es un nudo si existe un homeomorfismo

del circulo unitario S* en R? cuya imagen es K.

El ejemplo mas simple de un nudo es la circunferencia S* vista en R3, este nudo
es conocido como no nudo o nudo trivial, figura 1.1. Otro ejemplo de un nudo

simple es el nudo trébol, figura 1.2.

Figura 1.1. Nudo trivial. Fuente: elaboracion propia en Inkscape.

El primer interrogante que surge al hablar sobre el nudo trivial y el nudo trébol
es: {como saber que efectivamente estos dos nudos son distintos? Para resolver a esta

pregunta primero se debe definir cuando dos nudos son el mismo nudo.



Figura 1.2. Nudo trébol. Fuente: elaboraciéon propia en Inkscape.

Definicién 1.2. Sean K, K5 nudos, diremos que son equivalentes o el mismo
nudo si existe una funcién continua H : R3 x [0,1] — R? tal que H(Ky,0) = Ko,
H(Ky,1) = K; y ademés H es inyectiva en el intervalo [0,1]. A H le llamaremos

una isotopia espacial de K; en K.

Esto quiere decir que dos nudos son equivalentes si podemos transformar uno
en el otro de forma continua, es decir, sin necesitar que se corte o rompa el nudo
original. Denotaremos como K; ~ K5 al hecho que K sea equivalente a K.

Existen varias formas de poder visualizar a los nudos para su estudio, una
de ellas es ver a un nudo como una funcién parametrizada en R3, es decir, f(t) =
(x(t),y(t), 2(t)) donde 0 <t < 1y f(0) = f(1). Esta forma de ver a un nudo es ttil si
se tiene algtin interés en su posicién en el espacio!, pero para la teoria a estudiar mas
adelante es conveniente olvidarnos de la posicion del nudo en el espacio, haciendo

uso de la siguiente definicion:
Definicion 1.3. Un diagrama de nudo es la proyeccién del nudo en R

Aunque el nudo original no posea auto-intersecciones al proyectar dicho nudo
en el plano si pueden aparecer auto-intersecciones, por ello indicamos cual hebra
pasa por arriba y cual por abajo dibujando de forma discontinua la hebra que pasa

por abajo y de forma continua la hebra que pasa por arriba.

Definicion 1.4. Un cruce es el punto donde el diagrama de nudo tiene una auto-

interseccion.

Por ejemplo el nudo trivial tiene 0 cruces mientras que el nudo trébol posee 3

cruces, ver figuras 1.1 y 1.2.

Definiciéon 1.5. Un nudo es llamado décil si su diagrama posee una cantidad finita

de cruces. En caso contrario es llamado nudo salvaje.

'La posicién del nudo en el espacio es un tema de interés en la teoria de nudos geométrica.



Para la simplificacion de la teoria en ocasiones, es conveniente, trabajar con un
tipo particular de nudo y luego generalizarlo. Uno de los tipos més interesantes y

utiles de nudos es el nudo alternante.

Definicion 1.6. Un nudo es llamado alternante si en su diagrama las hebras van

alternando entre arriba y abajo al recorrer el nudo en una direccion fija.

Al igual que muchos de los objetos matematicos los nudos pueden operarse

entre ellos para formar un nuevo nudo.

Definicion 1.7. Dados dos diagramas de nudos, removemos un pequeno arco de
cada diagrama y conectamos los cuatro puntos finales, a pares, con nuevos arcos
formando un nuevo nudo, este nuevo nudo es conocido como la composicion de

los nudos iniciales. Si tenemos dos nudos J y K su composiciéon la denotamos como

Figura 1.3. Composicion de nudos. Fuente: elaboraciéon propia en Inkscape.

Para la formaciéon de un nudo compuesto hay algunos consideraciones a tomar
en cuenta: los nudos con los cuales se desea realizar la composicion no deben estar
superpuestos, los arcos que se eligen para remover no deben afectar los cruces de
los nudos originales y los arcos introducidos para formar el nuevo nudo no deben

formar nuevos cruces con los nudos originales.

Figura 1.4. Ejemplo de como no se realiza la composiciéon de nudos. Fuente: tomada de
[1, Cap. 1].

Notamos que esta composicion falla tanto al quitar un cruce de uno de los

nudos originales como en introducir dos nuevos cruces en este mismo nudo.



Definicién 1.8. Un nudo es llamado compuesto si puede ser expresado como la
composicion de dos nudos, donde ninguno de los nudos por los cuales esté formado
son el nudo trivial y los nudos por los cuales esta formado son llamados nudos

factor.

El pedir que ninguno de los nudos factor sea el nudo trivial es porque el nudo
trivial bajo la composicion de nudos es el analogo al 0 en los reales bajo la suma,
es decir, si denotamos al nudo trivial como K y tomamos un nudo cualesquiera J

tendriamos J#K = K+#.J = J. Entonces esto indicaria que cualquier nudo es un

O-€

Figura 1.5. Composicién con el nudo trivial. Fuente: elaboracion propia en Inkscape.

nudo compuesto.

Definicién 1.9. Un nudo que no es composicion de cualesquiera dos nudos no

triviales es llamado nudo primo.

Para el trabajo con nudos compuestos es necesario resolver la siguiente pregunta
.El nudo trivial es compuesto? En la figura 1.1 podriamos pensar que no es un nudo
compuesto, pero tal vez existe otra forma de proyectar el nudo trivial que contradiga

esto.
Proposicion 1.1. El nudo trivial es un nudo primo.

Demostracion. Supongamos que el nudo trivial es un nudo compuesto, es decir,
es la composicion de por lo menos dos nudos distintos del nudo trivial. Sabemos
que podemos pensar en cualquier nudo como la composiciéon del nudo trivial con el
mismo nudo, entonces como estamos suponiendo que el nudo trivial es compuesto
tenemos que cualquier nudo puede ser visto como la composiciéon de él mismo con
los componentes del nudo trivial y esto implicaria que cualquier nudo es compuesto,

lo cual es imposible. O

Este resultado es andlogo a pensar en el 1 en los naturales con el producto, es

decir, la tnica forma de realizar la composiciéon de dos nudos y esta nos regrese el

4



nudo trivial es que los nudos con los que se realiza la composicién son equivalentes
al nudo trivial.

Pero a diferencia de los nimeros naturales donde el orden de los factores no
altera el producto, en la composicion de nudos es posible poder formar distintos
nudos compuestos del mismo par de nudos. Esto es posible al elegir distintos arcos

que suprimir o darle otra orientaciéon al nudo.

Definiciéon 1.10. Una orientacioén es una elecciéon para viajar a través del dia-
grama del nudo. Esta direcciéon es denotada en el diagrama por flechas. A un nudo

provisto de una orientaciéon le llamaremos nudo orientado.

Figura 1.6. Nudo trébol orientado. Fuente: Elaboracion propia en Inkscape.

Entonces para cualesquiera par de nudos orientados JJ y K, existen dos posi-
bilidades de composicion: la orientaciéon sobre J coincide con la orientaciéon sobre
K en J#K, resultando en una orientacion para J#K, figura 1.7; o la orientacion
sobre J y sobre K mno coinciden en J#K, figura 1.8. Todas las composiciones de
dos nudos cuya orientaciéon coincide producen el mismo nudo, analogamente para

las composiciones cuya orientaciéon no coincide.

Figura 1.7. Composiciéon de dos nudos cuyas orientaciones coinciden. Fuente: tomada de
[1, Cap. 1].

Es posible que los nudos compuestos cuyas orientaciones coinciden sean los
mismos que los nudos compuestos cuyas orientaciones no coinciden, para ello es

necesario el concepto de nudo invertible.

Definicion 1.11. Diremos que un nudo orientado es invertible si es equivalente a

si mismo pero con la orientaciéon en sentido contrario.
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Figura 1.8. Composicién de dos nudos cuyas orientaciones no coinciden. Fuente: tomada
de [1, Cap. 1].

Si realizamos la composicion de un nudo orientado invertible con un nudo orien-
tado cualesquiera tendriamos que su composiciéon cuando la orientaciéon concuerda

y cuando la orientacién no concuerda es la misma.

Definicién 1.12. El anverso de un nudo K es la imagen de espejo de K y es

denotado por K.
Un nudo cualesquiera puede o no ser equivalente a su anverso.
Definicién 1.13. Un nudo que es equivalente a su anverso es llamado anfiquiral?.

Un ejemplo de un nudo que no es anfiquiral es el nudo trébol debido a que no

es equivalente a su anverso, figura 1.9.
6> ' CC\J

Figura 1.9. Nudo no anfiquiral. Fuente: elaboraciéon propia en Inkscape.

La prueba de que efectivamente este nudo no es anfiquiral la realizaremos mas

adelante.

1.1.2. Enlaces

Hasta el momento hemos restringido nuestra atenciéon a los nudos, que puede
ser visto como una cuerda anudada, es decir, una cuerda entrelazada consigo misma
y unida en sus extremos. Pero no hay razones para decir que se puede trabajar con

una sola cuerda.

2El termino anfiquiral es comtinmente usado por mateméticos, pero algunos quimicos suelen
usar el termino aquiral en referencia a lo mismo.



Definicién 1.14. Un enlace es una coleccion finita de nudos posiblemente enlaza-
dos entre si. Analogo a lo conocido para nudos decimos que dos enlaces son el mismo

o son equivalentes si podemos deformar uno en el otro de manera continua.

Algunos ejemplos de enlaces simples conocidos son los llamados enlaces de

Whitehead, figura 1.10. Estos enlaces estan formados por dos bucles anudados.

G {9
Figura 1.10. Enlaces de Whitehead. Fuente: tomada de [1, Cap. 1].

Definiciéon 1.15. Llamaremos componente de un enlace a cada bucle anudado

(nudo) del cual esta formado el enlace.

Podriamos considerar un nudo como un enlace de un solo componente. Dado
que los enlaces de Whitehead estan hechos de dos bucles anudados diremos que es

un enlace con dos componentes. Otro ejemplo de enlace simple es el llamado anillos

A

~——]

de Borromeo.

4

Figura 1.11. Anillos de Borromeo. Fuente: elaboraciéon propia en Inkscape.

Definicién 1.16. Un enlace es llamado separable si los componentes del enlace
pueden ser deformados de modo que se encuentren en diferentes lados del plano en

el espacio tridimensional.

Existe una forma rapida de decir que dos enlaces no son el mismo, simplemente
verificando el nimero de componentes que poseen. Pero no siempre trabajaremos
con enlaces con diferente nimero de componentes, estamos interesados en saber
cuando dos enlaces de igual nimero de componentes son distintos.

Un ejemplo inicial estéd dado por los enlaces méas simples de dos componentes,

figura 1.12, el primero conocido como enlace trivial y el segundo enlace de Hopf.
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Figura 1.12. Enlace trivial y enlace de Hopf. Fuente: elaboracién propia en Inkscape.

Estos enlaces difieren el uno del otro debido a que el primero es dividible mientras
que el segundo no.

Sean M y N dos componentes en un enlace y elegimos una orientacioén en cada
uno de ellos. Entonces a cada cruce entre las dos componentes se le puede asignar

un +1 o un —1 dependiendo del caso (figura 1.13).

XX

Figura 1.13. Tipos de cruces dada una orientaciéon. Fuente: elaboracién propia en Inks-
cape.

En la figura 1.13, si tenemos un cruce del primer tipo (izquierda) se le asigna

un —1 mientras que para el segundo tipo (derecha) se le asigna un +1.

Definiciéon 1.17. Sea L un enlace orientado y sea M el conjunto de todos los cruces
en L con su respectivo valor, entonces el nimero de enlace de L es la suma de

todos los valores de los cruces en M dividido entre 2.

Por ejemplo el enlace trivial tiene ntimero de enlace 0, el enlace Hopf tiene
ntmero de enlace 1 o —1 dependiendo de la orientacion. Otro ejemplo es el mostrado
en la figura 1.14.

+1
+1
+1

+1

Figura 1.14. Enlace con niimero de enlace 2. Fuente: elaboraciéon propia en Inkscape.

Definicion 1.18. Un enlace es llamado alternante si en su diagrama las hebras

van alternando entre arriba y abajo al recorrer el nudo en una direccién fija.



Notemos que esta definicion es anédloga a la de nudo alternante, y asi como esta

algunas definiciones o teoremas son similares tanto en nudos como en enlaces.

1.2. Notacién de Dowker y notacion de Conway

1.2.1. Notacion de Dowker

La notacion de Dowker es una forma simple de poder describir un diagrama de

nudo. Iniciaremos dando dicha notacién para un nudo alternante. Supongamos que

tenemos un diagrama de un nudo, para encontrar su notaciéon de Dowker realizamos

el siguiente procedimiento:

1.

2.

Elegimos una orientacion para el nudo.
Nos posicionamos en cualquier cruce y lo etiquetamos con un 1.

En el cruce que nos encontramos tomamos la hebra que pasa por debajo y

empezamos a recorrer el nudo.
Al encontrar un nuevo cruce lo etiquetamos con 2.

Siguiendo el mismo camino por el que ibamos, etiquetamos el siguiente cruce

con 3.

Repetir el procedimiento y parar hasta que cada cruce posea dos etiquetas.
Y
/t

Figura 1.15. Nudo Alternante. Fuente: tomado de [1, Cap. 2.

Notemos que el etiquetado le asigna a cada cruce un ntmero par y uno impar,

figura 1.16. Asi podemos pensar en este etiquetado como una asignacion de parejas

de ntimeros entre 1 y 2n con n el numero de cruces. Para el caso de nuestro ejemplo

obtenemos la tabla 1.1.

Notemos que los niimeros impares estan ordenados de forma ascendente mien-

tras que los pares estan desordenados, asi pues podriamos simplificar esto y sim-

plemente escribir (14,12, 10,2, 18,16,8,6,4) y de esta forma guardar la informacion
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Tabla 1.1. Correspondencia de nimeros en figura 1.16. Fuente: tomada de [1, Cap. 2].

completa debido a que por el orden de los impares sabemos que 1 esta emparejado
con el 14, el 3 con el 12 y asi sucesivamente.

Asi para un diagrama de nudo podemos obtener una sucesion de enteros pares,
donde la cantidad de enteros pares debe coincidir con el numero de cruces del nudo.
Para que esta forma de representacion funcione se debe comprobar que en efecto a
cada cruce le corresponde un niimero par y uno impar al etiquetarlos, siendo ttil la

siguiente definicion:

Definiciéon 1.19. Diremos que un conjunto formado por pares de niimeros es dibu-
jable si para cualesquiera dos ciclos definidos por un intervalo dado deben compartir
uno o mas segmentos, o intersectarse en un numero par de puntos sin incluir puntos

iniciales y finales.

Proposicion 1.2. Siguiendo el procedimiento anterior para encontrar la notacion

de Dowker, a cada cruce le corresponde un nimero par y uno tmpar.

Demostracion. Consideremos un nudo dibujable en el cual existen ¢, j etiquetas de
un cruce de dicho nudo tales que tanto ¢ como j son impares o pares, entonces
tendriamos dos ciclos, digamos i,7+1,....,5— 1,7y 7,7+ 1,....2n —1,2n,1,...,7 que
no comparten ningin segmento simplemente se cruzan en un nimero par de puntos
incluidos los puntos iniciales y finales. Entonces tendriamos un conjunto de pares

de nameros no dibujable, contradiciendo nuestra hipotesis. O

Sabemos que dado un diagrama de nudo podemos encontrar su notaciéon de
Dowker, ahora supongamos que queremos obtener el diagrama del nudo dada la no-
tacion de Dowker. Veremos este procedimiento utilizando el nudo (8,10, 12,2, 14, 14,
6,4).

10



Iniciamos dibujando el primer cruce y etiquetandolo con 1 y 8. Extendemos
la hebra que pasa por debajo del nudo y dibujamos el siguiente cruce, al cual le
corresponde la etiqueta 2 y 7. Debido a que el nudo es alternante sabemos que la
hebra que le corresponde al dos es una hebra que pasa por arriba. Seguimos este
procedimiento hasta llegar a un ntmero cuya etiqueta ya esta colocada, cuando
llegamos a dicho niimero conectamos el el cruce en el cual nos encontramos con el

que sigue (el niimero que ya estaba etiquetado), como se ve en la figura 1.17.

Figura 1.17. Formacion de un nudo dada la notacién de Dowker. Fuente: tomada de [1,
Cap. 2|.

Continuamos con este procedimiento. Si encontramos una etiqueta no colocada
con anterioridad simplemente tendriamos que agregar un nuevo cruce y etiquetarlo

como corresponde, obteniendo el nudo como se quiere, figura 1.18.

Figura 1.18. Finalizacion de la figura 1.17. Fuente: tomada de [1, Cap. 2].

Notemos que el procedimiento antes descrito es ambiguo, debido a las eleccio-
nes que se deben tomar de como formar los arcos en el nudo. Nuestras elecciones
nos pueden llevar a nudos distintos, por ejemplo la sucesion (4, 6,2, 10,12, 8) puede

representar dos nudos distintos como se muestra en la figura 1.19.

1{ 2/ \e 10{ 11/°9\ 1m 0
T J5 3 7 )8 iz

\& J5 3L_/_7 8
Figura 1.19. Ambigiiedad en la notacion de Dowker. Fuente: tomada de [1, Cap. 2].
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Notemos que estos dos nudos son nudos compuestos, y esto se ve reflejado en el
hecho que la sucesion (4,6, 2,10, 12, 8) es realmente un corrimiento de los niimeros 4,
6, 2. Es decir, cuando la permutacion de los nimeros pares puede ser descompuesta
en dos subpermutaciones separadas el resultado es un nudo compuesto (asumiendo
que cada factor sea un nudo no trivial). Sin embargo, si nos limitamos a sucesiones
de niimeros pares que no puedan ser divididos en subpermutaciones, el resultado

serd un nudo particular o su imagen de espejo.

Figura 1.20. Un nudo y su imagen de espejo con la misma notaciéon de Dowker. Fuente:
tomada de [1, Cap. 2|.

En particular para un nudo anfiquiral la notacién de Dowker nos produce un
tnico nudo. Recordemos que el procedimiento explicado con anterioridad esta hecho
para nudos alternantes, pero este mismo procedimiento puede ser extendido a nudos
que no son alternantes. Aniadimos signos 4+ y — en nuestra sucesiéon de ntmeros
pares y modificando las reglas como sigue: El etiquetado se hace exactamente de
la misma manera, pero si el entero par es asignado a un cruce que pasa por arriba
colocaremos el signo 4+ precediendo a la etiqueta, mientas que si el niimero par es
asignado a un cruce que pasa por abajo colocaremos el signo — precediendo a la

etiqueta.

Figura 1.21. Notacion de Dowker para un nudo no alternante. Fuente: tomada de [1,
Cap. 2.

Entonces tendriamos que la notacion de Dowker para el nudo de la figura 1.21
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es (+6,—14,+16,—12,+2, -4, —8,10). La notaciéon de Dowker nos permite obtener
diagramas de nudos al tener una simple sucesién de niimeros pares. En particular,
supongamos que queremos intentar clasificar los nudos de 14 cruces, el nimero de
sucesiones de 14 numeros 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28 es 14!, que
es alrededor de 87 billones. Ademés podemos colocar + o — antes de cada numero

obteniendo asi otro factor de 2.

1.2.2. Notacién de Conway

Esta notacién es importante debido a que ha sido utilizada para probar nume-
rosos resultados y ademas, recientemente, ha sido aplicada en los resultados en ADN
concernientes a la teoria de nudos, como se puede observar en [20]. Esta notacion es

particularmente 1til en los calculos que involucran lo que llamaremos enredo.

Definicion 1.20. Un enredo en el diagrama de un nudo o enlace es una regiéon en
el diagrama que se puede rodear por un circulo tal que el nudo o enlace cruza al
circulo exactamente 4 veces, los cuatro puntos de intersecciéon son conocidos como

los puntos finales del enredo.

aaaaaa

.
A Y
—X
',---,“/
.
\
\
\
1
]
]
1
4
-

‘‘‘‘‘‘

Figura 1.22. Enredos. Fuente: tomada de |1, Cap. 2].

Pensaremos en los cuatro puntos donde el enredo cruza al circulo como las
cuatro direcciones de una brajula NO, NE, SO, SE. En un nudo o enlace los
enredos no necesariamente son tnicos, es decir, en un mismo nudo o enlace podemos

construir distintos bloques de enredos, figura 1.23.

Figura 1.23. Enredos en un nudo. Fuente: tomada de |1, Cap. 2|
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Definiciéon 1.21. Diremos que dos enredos son equivalentes si podemos transfor-
mar uno en el otro de forma continua mientras los cuatro puntos que intersectan al
circulo permanecen fijos y ademas al realizar los movimientos el enredo no sale del

circulo, figura 1.24.

Figura 1.24. Enredos equivalentes. Fuente: tomada de [1, Cap. 2].

Notemos que dado un enredo podemos formar un nudo simplemente uniendo
a pares los puntos finales, por ejemplo tomando el primer enredo de la figura 1.24

podemos obtener el nudo de la figura 1.25.

)

b"

'-- -‘
-

-

Figura 1.25. Nudo obtenido del enredo en la figura 1.24. Fuente: tomada de [1, Cap. 2|.

Entonces podemos decir que dos nudos son equivalentes cuando enredos corres-
pondientes sean equivalentes. Uno de los enredos mas simples esta formado simple-
mente por dos cadenas verticales, figura 1.26 (imagen izquierda), conocido como el
enredo co. Anélogamente tenemos un enredo formado por dos cadenas horizontales,

figura 1.26 (imagen derecha), conocido como el enredo 0.

Figura 1.26. Enredo co y enredo 0. Fuente: elaboraciéon propia en Inkscape.

También podemos formar enredos de la siguiente manera: consideremos dos
trozos de cuerda colocados de manera horizontal uno frente a otro, si enrollamos
una cantidad n de veces las cuerdas entre ellas mismas formamos un enredo llamado

el n-enredo, por ejemplo para el caso de n = 3 obtenemos la figura 1.27.

14



Figura 1.27. 3-enredo. Fuente: tomada de [1, Cap. 2|.

De igual manera al realizar el procedimiento anterior, pero si enrollamos las
cuerdas en sentido contrario obtenemos un enredo similar conocido como el —n-

enredo, nuevamente tomando el caso n = 3 obtenemos la figura 1.28.

Figura 1.28. —3-enredo. Fuente: elaboraciéon propia en Inkscape.

Construiremos enredos més complicados a partir del 3-enredo. Primero pode-
mos formar un enredo tal que sea la reflexion del 3-enredo respecto a la diagonal
formada a partir de los puntos NO y SE. Notemos que los dos puntos finales del
enredo que pertenecen a la diagonal se mantienen fijos cuando realizamos la refle-
xion, mientras que los puntos finales en el enredo que no pertenecen a la diagonal

son intercambiados, figura 1.29.

Nool 4
X &

\‘s
\,

Figura 1.29. Reflexion del 3-enredo. Fuente: tomada de [1, Cap.2|.

También podemos considerar la unién o concatenacién de dos enredos, por
ejemplo tomemos el enredo de la figura 1.29 y juntemos sus puntos finales con los
puntos finales del 2-enredo, asi formamos el (3, 2)-enredo, figura 1.30.

Dado que podemos realizar distintas operaciones con los enredos, podemos
obtener una gran cantidad de enredos distintos, algunos ejemplos se presentan en la
figura 1.31.

15
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Figura 1.30. (3,2)-enredo. Fuente: tomada de [1, Cap. 2.

N~ - "
}“/w oo

Figura 1.31. Distintos ejemplos de enredos. Fuente: tomada de [1, Cap.2].

Definiciéon 1.22. A cualquier enredo que puede ser construido con el procedimiento

anterior es llamado un enredo racional.

Notemos que si un enredo racional es representado por un ntmero par de ente-
ros, podemos pensar en construirlo simplemente iniciando con dos cuerdas verticales
(el enredo o0) y luego girar los dos puntos finales inferiores uno alrededor del otro
un cierto namero de veces, mientras los puntos finales superiores permanecen fijos.
También podriamos enrollar los dos puntos finales derechos mientras los izquierdos
se mantienen fijos.

Similarmente, si el enredo racional es representado por un numero impar de
enteros, podemos construirlo iniciando con dos cuerdas horizontales (el enredo 0) y
realizar un procedimiento similar al del caso par.

Consideremos un enredo racional dado por (ay, as, ..., a,), donde a; es un entero
para cualquier subindice 7, existe una forma de representar dicho enredo de una

forma maés simple, siguiendo el siguiente procedimiento:
1. Tomemos el primer entero a; y consideremos la fraccion a—ll

2. A la fraccion obtenida en el paso anterior le sumamos el siguiente entero de la

sucesion, as, obteniendo as + %

3. Lo obtenido en el paso anterior lo consideramos el denominador de una nueva

fraccién cuyo numerador es 1 obteniendo - i .
2Tay

4. Repetir los pasos 2 y 3 hasta no tener niimeros en la sucesion.

16



Por ejemplo, consideremos el enredo —2 3 2 entonces obtenemos 2 + ﬁ
—2

Definiciéon 1.23. La fracciéon obtenida del procedimiento anterior es conocida como

la fraccidon continua asociada a un enredo.

Notemos que al operar la fracciéon continua de un enredo, este se transforma
en un s6lo nimero racional. Es decir, a cada enredo se le puede asignar un ntimero
racional que lo represente. Tomemos el enredo usado como ejemplo anteriormente,
tenemos lo siguiente:

1 2 12

2 [
+3+_A2 5 5

Asi pues tenemos que 15—2 es el racional asociado al enredo —2 3 2.

Proposicion 1.3. Dos enredos racionales son equivalentes si y solo si sus respectivos

numeros racionales asociados son el mismo.
Demostracion. Consultar |7, Cap. 12]. O

Definiciéon 1.24. Un enlace racional es el enlace que resulta de cerrar los puntos

finales de un enredo racional.

Por ejemplo el nudo ocho es un nudo racional, el enredo que genera a dicho
nudo es el enredo 2 2. Podemos usar la notaciéon para enredos racionales para denotar
al correspondiente nudo o enlace racional. Llamaremos a esta notacion la notacién
de Conway.

Podemos usar los enredos racionales para construir enredos més complicados,

para ello definiremos una forma de “multiplicar” dos enredos para obtener uno nuevo.

Definiciéon 1.25. Sean K y K5 dos enredos, consideremos la reflexion del enredo
K con respecto a la diagonal que pasa por los puntos NO y SE. Entonces unimos
los extremos del enredo resultante con K5 y obtenemos un nuevo enredo llamado

multiplicacién de K; y K.

00 00

Figura 1.32. Multiplicacion de enredos. Fuente: elaboracién propia en Inkscape.
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Podemos pensar que el enredo racional 3 2 se forma multiplicando los enredos 3
y 2. Notemos que la multiplicacién de enredos racionales nos da un enredo racional,
es més si realizamos la multiplicaciéon de cualquier enredo con el enredo 0 el resultado

es la reflexion del enredo original respecto a la diagonal que pasa por los puntos NO

y SE.

Definicion 1.26. Sean K; y K dos enredos, la suma de estos enredos es la con-

catenacién o unién de los enredos.

Figura 1.33. Suma de enredos. Fuente: elaboracion propia en Inkscape.

Si multiplicamos cada enredo de una sucesion de enredos por el enredo 0 y los
sumamos entre si, denotamos el enredo resultante por la sucesiéon de niimeros que
correspondian a los enredos originales, pero ahora separados por comas. Por ejemplo,
en la figura 1.34 se muestra el nudo 8j, este enredo es escrito como 3x0+4+3%x0+2x0

o simplemente (3, 3, 2).

———————
-

-
-

Figura 1.34. El nudo 85 tiene notacion de Conway (3, 3,2). Fuente: tomada de [1, Cap.2].

Definiciéon 1.27. Un nudo obtenido de un enredo representado por un niimero finito

de enteros separados por comas es llamado nudo pretzel.

Definicion 1.28. Diremos que un enredo es algebraico si puede ser obtenido me-
diante operaciones de suma y multiplicacion de enredos racionales. Analogamente

3

un enlace es llamado algebraico” si es un enlace formado de enredos algebraicos.

Mientras discutimos acerca de los enredos, vamos a mencionar otra forma de

obtener nudos.

3En ocasiones un enlace algebraico también es llamado un enlace arborescente.
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Figura 1.35. Nudos mutantes entre si. Fuente: tomada de [1, Cap. 2].

Definiciéon 1.29. Sea K un nudo dado tal que esta formado por dos enredos, for-
mamos un nuevo nudo cortando a lo largo de los 4 puntos finales del segundo enredo,
rotando el segundo enredo y pegando nuevamente los puntos finales. El nudo resul-

tante es conocido como una mutacién del nudo original. Figura 1.35.

También ponemos formar nudos mutantes reflejando el enredo en lugar de
rotarlo.

Uno de los nudos mutantes més conocidos son los llamados mutantes de
Kinoshita-Terasaka.

Figura 1.36. Mutantes de Kinoshita-Terasaka. Fuente: tomada de [1, Cap. 2|
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2. TIPOS DE NUDOS

En el presente capitulo se estudiaran algunas caracteristicas de los nudos que
permitiran dar una primera clasificaciéon de los nudos dividiéndolos en tres subcon-

juntos: nudos toricos, nudos satélite y nudos hiperbolicos.

2.1. Nudos toricos

Este tipo de nudos no solo son interesantes por si mismos, sino que también
son importantes porque en muchas ocasiones ayudan a intuir propiedades generales

de los nudos.

Definicion 2.1. Diremos que un nudo es térico si puede ser dibujado sin puntos

de interseccion en el toro.

Figura 2.1. Nudo trébol en un toro. Fuente: tomada de [1, Cap.5|

Existen diversas formas de poder construir nudos toricos, explicaremos algu-
nas de ellas. Para iniciar debemos notar que en el toro existen dos circunferencias

estéandar.

Definicién 2.2. La circunferencia que recorre alrededor del toro de forma corta
es conocida como meridiano y la que recorre alrededor del toro de forma larga es

conocida como longitud, ver figura 2.2.

Una forma mas formal de poder definir los conceptos anteriores es la siguiente:

Recordemos que el conjunto S! x S! es homeomorfo a la superficie del toro, conside-
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Figura 2.2. Meridianos y longitudes. Fuente: tomada de [1, Cap. 5].

remos f el homeomorfismo entre ambos conjuntos. Entonces tenemos que f(e*™ 1)
es un meridiano, mientras que f(1,e* ) es una longitud.
Entonces una forma para poder construir nudos téricos es la siguiente: sean m
y n un par de primos relativos. Definimos K, ,, como el subconjunto del toro en R?
tal que
Km,n — f(€27rimt’ 627rint) | tel

Donde f es el homeomorfismo entre S! x S y la superficie del toro, e I = [0, 1].
Podemos ver que g : S' — K,,,, definida por

g<€2m’t) — f(e27rimt’ e?m’nt)

Es un homeomorfismo del circulo en K, , con lo cual K,,, es un nudo.

Definiciéon 2.3. El nudo dado con anterioridad es conocido como el nudo toérico

de tipo (m,n).

Una forma maés intuitiva de ver un nudo térico de tipo (m,n) es decir que es
un nudo tal que da n vueltas alrededor del meridiano del toro y m vueltas alrededor

de la longitud del toro.

&) (&
Meridiano—"" o Longitud

Figura 2.3. Nudo trébol como (3, 2)-nudo torico. Fuente: tomada de [1, Cap. 5].

Para construir nudos de tipo (m,n) seguimos el siguiente procedimiento: su-
pongamos que queremos dibujar el (5, 3)-nudo térico, debido a que dicho nudo debe
dar cinco vueltas meridionales deberia cruzar la longitud del toro cinco veces. En-
tonces marcamos cinco puntos en el ecuador exterior del toro y cinco puntos en el

ecuador interior, figura 2.4.
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Figura 2.4. Construccion (5,3)-nudo torico, paso 1. Fuente: tomada de [1, Cap. 5].

Queremos que el nudo de tres vueltas longitudinales, juntamos cada punto
marcado en el ecuador exterior del toro con su correspondiente punto en el ecuador

interior, utilizando un segmento que recorre el toro a través de la parte inferior,

figura 2.5.

Figura 2.5. Construccion (5,3)-nudo torico, paso 2. Fuente: tomada de [1, Cap. 5].

Ahora unimos cada punto en el ecuador exterior al punto en el ecuador interior
que es el tercer punto a partir de la asignacion anterior, recorriendo los puntos a

favor de las manecillas del reloj, figurea 2.6.

Figura 2.6. Construccion (5, 3)-nudo torico, paso final. Fuente: tomada de [1, Cap. 5].

Un procedimiento analogo se debe seguir para la construcciéon de un nudo térico

tipo (p, q). Ahora estudiaremos algunos hechos interesantes sobre los nudos toricos.
Teorema 2.1.1. Cualquier (p,q)-nudo tdrico es también un (q,p)-nudo torico.

Demostracion. Consideremos un (p, ¢)-nudo térico, removemos un pequeno disco
del toro donde dicho nudo yace de tal forma que el disco no se intersecte con el

nudo. Deformamos dicho toro con el disco removido en dos bandas que estan unidas
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una con otra. La banda mas corta corresponde al meridiano del toro, mientras que
la banda mas larga corresponde a la longitud del toro.

Entonces tomamos la banda més larga y la giramos de adentro hacia afuera,
luego realizamos el mismo procedimiento con la banda mas pequena. Entonces de-
formamos nuevamente las bandas para formar un nuevo toro con un disco removido
pero con los roles de meridianos y longitudes cambiados, es decir, la banda que
originalmente correspondia a la longitud ahora es la banda que corresponde al meri-
diano y la banda que originalmente correspondia al meridiano ahora es la banda que
corresponde a la longitud. Debido a que la longitud y el meridiano intercambiaron

papeles ahora tenemos un (g, p)-nudo torico. ]

Utilizando el (3,2)-nudo torico ejemplificaremos la demostracion anterior.

=-®- @@

Figura 2.7. El (3,2)-nudo torico es un (2, 3)-nudo torico. Fuente: tomada de [1, Cap. 5].

Proposicion 2.1. Todo (p, q)-nudo torico siempre tiene una proyeccion con p(q—1)

CTruces.

Demostracion. Consideremos un (p, ¢)-nudo toérico, construiremos una proyeccion
que posea exactamente p(q — 1) cruces. Consideremos un cilindro con ¢ lineas dibu-
jadas a lo largo de él, entonces manteniendo un lado fijo realizamos p giros a favor
de las manecillas del reloj obteniendo un el mismo cilindro pero ahora las lineas
antes dibujadas se ven como espirales en él. Luego unimos los extremos del cilindro
para formar asi un toro. Entonces al proyectar dicho nudo en el plano y nos fijamos
en alguna de las lineas antes dibujadas tenemos que dicha linea forma un ciclo en
el cual pasa exactamente a través de las otras ¢ — 1 lineas restantes por cada giro

dado, es decir se tienen p(q — 1) cruces. O

Para ejemplificar el procedimiento anterior consideremos el (4, 3)-nudo torico,
formaremos un nudo con 8 cruces en su proyeccion, ver figura 2.8.
Uniendo los dos resultados anteriores tenemos que un (p, ¢)-nudo toérico tiene

una proyeccion con p(q — 1) cruces y una proyeccion con g(p — 1) cruces.

Definicién 2.4. Llamaremos el nimero de cruces de un (p,g)-nudo torico al

minimo entre p(q — 1) y ¢(p — 1).
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Figura 2.8. Proyeccion del (4, 3)-nudo torico. Fuente: elaboracion propia en Inkscape.

Podemos generalizar la nocién de un nudo toérico. Por definicion tenemos que un
nudo torico es un nudo no trivial que puede ser colocado en la superficie de un toro
incrustado en R? de forma estandar, sin que el nudo posea cruces en dicha superficie.
Donde incrustado en R? de forma estandar significa que el toro es no anudado en R3.
Ciertamente, algunos nudos no pueden ser téricos pero tal vez pueden ser colocados
en superficies de otros géneros.

Tomemos por ejemplo una superficie de género dos, llamaremos un nudo 2-
incrustable a un nudo que yace sin intersecciones en una superficie de género dos.

Un ejemplo de ello es el nudo 8.

Figura 2.9. Nudo 2-incrustable. Fuente: tomada de [1, Cap. 5].

Generalizando esta idea podemos definir un nudo n-incrustable como un

nudo que yace sin intersecciones en una superficie de género n.

2.2. Nudos satélite

Definicién 2.5. Sea K; un nudo dentro de un toro solido no anudado, con el toro
formamos un segundo nudo K5. Entonces el nudo K; que estaba dentro del toro
original se transforma en un nuevo nudo dentro del toro anudado, a este nuevo nudo
lo llamaremos un nudo satélite. El nudo K es llamado el nudo complementario
del nudo satélite. Ver figuras 2.10 y 2.11.

Siempre tomaremos un nudo no trivial como el nudo complementario, ya que de
ser el nudo trivial tendriamos que el nudo satélite es el mismo nudo que el original.
También vamos a asumir que el nudo K; toca a todos los discos meridionales del
toro solido y no se puede saltar alguno de ellos. Pensamos en el nudo satélite como

un nudo que permanece dentro de un toro solido que tiene un nudo complementario
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Figura 2.10. Un nudo K dentro de un toro no anudado. Fuente: tomada de [1, Cap. 5.

Figura 2.11. Toro anudado como Ks. Fuente: tomada de [1, Cap. 5|.

como su curva central, tal y como un satélite permanece en una 6rbita alrededor del
planeta.

Si tomamos el nudo original K; como un no nudo pero con un giro, entonces el
nudo satélite resultante es llamado un Whitehead doble del nudo complementario.

El nombre hace referencia al hecho que K; se asemeja al enlace de Whitehead.

=}

Figura 2.12. El Whitehead doble del nudo trébol. Fuente: tomada de [1, Cap. 5].

Un Whitehead doble no es tinico. Podemos cortar el toro solido a lo largo de
un disco meridional, girar un extremo algin nimero de veces y entonces pegamos
nuevamente los discos para obtener una copia homeomorfa del toro solido pero ahora
dos hilos de K; estéan enrollados entre ellos. Entonces cuando el anudamos el toro
solido como el nudo trébol obtenemos un segundo Whitehead doble del nudo trébol,
ver figura 2.13.

Si el nudo origina K; es nuevamente un no nudo, pero ahora como en la fi-
gura 2.14, entonces el nudo satélite resultante es llamado un cable de dos hilos
del nudo companero. Es como si tuviéramos un cable que recorre dos veces el nudo
complementario. Nuevamente el cable de dos hilos de un nudo acompanante no es

tinico, podriamos realizar un procedimiento como para los Whitehead dobles.
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Figura 2.13. Un segundo Whitehead doble del nudo trébol. Fuente: tomada de [1, Cap.

5).
—> é

Figura 2.14. Cable de dos hilos del nudo trébol. Fuente: tomada de [1, Cap. 5|.

La operacion para formar un nudo satélite puede ser vista como una generali-
zacion de la idea de composicion de nudos. Por ejemplo: Si K s6lo posee una hebra
que recorre longitudinalmente el toro, entonces el nudo satélite formado al anudar

el toro como un nudo K5 es en efecto la composicion de los nudos Ky y Ky, K1#K>.

@-@-T

Figura 2.15. Nudo satélite como composicion de nudos. Fuente: tomada de [1, Cap. 5].

Si el nudo K5 con el que iniciamos es un nudo toérico, entonces llamaremos al

9
nudo satélite resultante con nudo complementeario K, un nudo cable! sobre Ko,
ver figura 2.16. Podemos pensar en este tipo de nudos como tomar un cable o lazo y

envolver el nudo K5 un total de p veces meridionalmente y ¢ veces longitudinalmente.

2.3. Nudos hiperboélicos

Definiciéon 2.6. Un nudo hiperbélico es un nudo que tiene un complemento en

el cual puede ser dada una métrica de curvatura constante —1.

' Los nudos cable son los nudos mas frecuentes al trabajar en el area de la geometria algebraica.
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Figura 2.16. Nudo cable. Fuente: tomada de [1, Cap. 5|.

Asi, podemos medir la distancia en el complemento del nudo, que es, R? menos
el nudo. Una forma de medir estas distancias es la conocida métrica euclideana, pero
ahora necesitamos medir distancia de una forma diferente, usando una medida de
distancia que tiene curvatura —1.

En dos dimensiones podemos considerar la esfera como un espacio de curvatura
positiva, el plano como un espacio de curvatura 0 y la silla de montar como un espacio
de curvatura negativa.

Estamos interesados en el espacio tridimensional ya que el complemento del
nudo esta en el espacio tridimensional. En el espacio tridimensional no podemos
dibujar las figuras como se puede hacer en el caso bidimensional, pero la métrica
euclideana para el espacio tridimensional es un ejemplo de una métrica con curvatura
cero. Este tipo de métrica es llamada métrica plana.

La métrica que queremos para el complemento del nudo no debe ser plana,
més bien tiene que tener curvatura —1. La geometria que resulta de esta métrica es
llamada geometria hiperbélica y la métrica es llamada métrica hiperbélica.

Describiremos el més simple ejemplo de un espacio tridimensional que tiene
métrica hiperbodlica. Es llamado espacio tridimensional hiperbdlico y es deno-
tado normalmente como H?. El modelo que utilizaremos es conocido como el modelo
de Poincaré, los puntos en este modelo son los puntos en el espacio tridimensional

que es el interior de la esfera unitaria.

H? = {(z,y,2) | 2® +y° + 22 < 1}

Hora necesitamos describir como medir una distancia entre dos puntos en H?3.
Sean P, v P, dos puntos en H3. Primero, describimos un camino particular en H?
de P, a P,. Sea C parte de un circulo en H? que tiene sus puntos finales sobre la
esfera unitaria, es perpendicular a la esfera unitaria y pasa por los puntos P, y P».
Asumiendo que P; y P, no pertenecen al segmento mismo segmento de recta que
es un diametro de la esfera unitaria, siempre hay un tnico arco de circunferencia

que cumple las condiciones anteriores. Si P, y P, pertenecen al mismo didmetro,
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podemos reemplazar el arco de la circunferencia con el segmento de recta que es el

didmetro que pasa por P, y Ps.

Figura 2.17. Caminos entre puntos en H?3. Fuente: tomada de [1, Cap. 5].

Resulta que el camino mas corto en el espacio tridimensional hiperbdlico de
P, a P, es el camino dentro del arco de circunferencia o del didmetro entre los
dos puntos. Denotaremos este camino como w. Cualquier arco de circunferencia o
diametro en H? que es perpendicular a la esfera unitaria es llamada una geodésica
en H3.

Definicién 2.7. Una geodésica es una curva que tiene la propiedad que para
cualquier par de puntos dentro de ella, el camino mas corto entre los dos puntos

también pertenece a la curva.

Por ejemplo en el espacio euclideano las lineas rectas juegan el papel de geo-
désicas ya que es el camino mas corto entre dos puntos en el espacio euclideano es

una linea recta.

2
1—r2

camino més corto entre P; y P,, donde r es la distancia al origen. Asi la definicién

Para medir la distancia entre P; y P,, integramos la funcién a lo largo del

de distancia entre dos puntos es:

2ds
d(PbP?):/ 1 — 2

Existen muchas propiedades interesantes del espacio tridimensional hiperbdlico

que no estudiaremos, pero trataremos de describir como usar piezas del espacio
tridimensional hiperboélico para obtener las llamadas variedades hiperbdlicas.
Las piezas que utilizaremos para esto son tetraedros, tales que las aristas del
tetraedro son geodésicas en el espacio hiperboélico y sus caras son planos geodésicos
en el espacio hiperbélico, ver figura 2.18. Notemos que estos planos geodésicos son

piezas de esferas que son perpendiculares a la esfera que limita a H? o discos con-
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tenidos en planos que pasan por el origen en H?; esto haciendo la analogia a lo que

sucede con las lineas geodésicas.

Figura 2.18. Tetraedro en H3. Fuente: tomada de [1, Cap. 5].

Es posible pegar pares de caras en un conjunto de tetraedros hasta que cada
cara sea pegada con alguna otra cara. Cuando este procedimiento es realizado de
manera correcta, el resultado podria ser un complemento de nudo. Si los tetraedros
que pagamos son tetraedros hiperboélicos y si los pegamos de tal forma que sus caras
no se distorsionen, de modo que el método hiperbdlico para medir distancia dentro
de los tetraedros individuales coincida, el resultado es el complemento de un nudo
hiperbdlico.

Podemos usar el método hiperboélico para medir distancia dentro de los tetrae-
dros individuales para obtener un método hiperbdlico para medir distancia en el
complemento del nudo. Entonces diremos que el nudo es un nudo hiperbdlico, estos

nudos poseen también volumen hiperbélico.

Definiciéon 2.8. El volumen hiperbdlico es un numero real positivo que puede ser
calculado con tantos decimales como sea necesario, se obtiene simplemente sumando

los volimenes de los tetraedros individuales que forman el complemento del nudo.

A pesar de que el complemento del nudo aparente tener volumen infinito, re-

sulta que es finito al utilizar el método hiperboélico para medir volumen.

D R G

2.02988321... 2.82812208... 5.69302109...

Figura 2.19. Algunos nudos con sus respectivos volimenes hiperbolicos. Fuente: tomada
de [1, Cap. 5].
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Dos nudos hiperbélicos con distintos voliimenes son nudos distintos, pero si
tienen el mismo volumen nos es imposible saber si los nudos son distintos o no. Por

ejemplo el nudo 55 y un nudo de 12 cruces poseen en mismo volumen, ver figura

Figura 2.20. Nudos con el mismo volumen hiperbdlico. Fuente: tomada de [1, Cap. 5].

De forma mas general, si nosotros giramos un enredo en un nudo hiperbdlico
produciendo un nudo mutante, el mutante también serd un nudo hiperbélico y tendra

el mismo volumen, ver figura 2.21.

Figura 2.21. Mutantes con el mismo volumen hiperbolico. Fuente: tomada de [1, Cap. 5].

La pregunta mas natural en este momento seria: ;jcéomo calcular el volumen
hiperbolico de un nudo? La respuesta a esta pregunta es el siguiente procedimien-
to: primero cortamos el complemento del nudo en un nimero finito de tetraedros,
entonces colocamos el tetraedro en el espacio hiperbolico. Para que estos tetraedros
hiperbodlicos sean pegados correctamente dada la métrica hiperbodlica, un conjunto

de ecuaciones debe ser satisfecha.

&) - O

Figura 2.22. Calculando el volumen hiperbélico de un nudo. Fuente: tomada de [1, Cap.5].

Si tenemos n tetraedros, obtenemos n ecuaciones polinomiales en n variables.

Estas variables son nimeros complejo. Entonces usamos algiin método numérico

31



para resolver el sistema de ecuaciones. La solucién del sistema determina la mé-
trica hiperbodlica en cada tetraedro. Podemos entonces calcular el volumen de cada
tetraedro y sumarlos para obtener el volumen del complemento del nudo. Los tres

tetraedros de la figura 2.22 nos dejan el siguiente sistema de ecuaciones:

Resolviendo obtenemos que el volumen es 2.82812208....

Realizar este proceso a mano es dificil y tedioso incluso para los nudos mas sim-
ples. Afortunadamente, Jeff Weeks realizé un programa de computadora que realiza
este procedimiento por nosotros. Utilizando este programa simplemente debemos
dibujar el nudo en la pantalla y con el ratén pulsar los cruces para elegir el orden?
correcto para obtener el nudo que queremos. Entonces el programa inicia el proce-
so de cortar el complemento del nudo en tetraedros, generar las ecuaciones que se

deben satisfacer, encontrar la soluciéon numeérica y finalmente calcular el volumen.

2.4. Nudos casi alternantes

Definicion 2.9. Una proyeccién de un nudo o enlace es llamada casi alternante
si cambiando uno de sus cruces la proyeccion seria alternante. Entonces un nudo o
enlace que posea una proyeccion casi alternante y no posea una proyeccion alternante

seré conocido como nudo o enlace casi alternante.

Figura 2.23. Nudo casi alternante. Fuente: tomada de [1, Cap. 5.

Una asombrosa variedad de nudos y enlaces poseen una proyeccion casi alter-

nante. De hecho, el nudo trivial posee una proyecciéon casi alternante.

2En este caso cuando decimos “orden” nos referimos a qué trozo del nudo pasa por arribla y
cual por abajo.
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Figura 2.24. Proyeccion casi alternante del nudo trivial. Fuente: tomada de [1, Cap. 5].

Un hecho mas interesante es que cualquier nudo o enlace alternante posee una
proyeccion casi alternante, este hecho puede ser facilmente explicado a través de

movimientos de Reidemeister que discutiremos en el proximo capitulo.

N (@&
L

Figura 2.25. Nudo alternante y su proyecciéon casi alternante. Fuente: tomada de |1,

Cap.5|.

Podemos tomar la idea de enlaces casi alternantes y extenderlo:

Definicién 2.10. Un nudo que tiene una proyeccion donde cambiando m cruces
obtenemos una proyeccion alternante y que no tiene una proyecciéon que produzca
una proyeccion alternante cambiando menos cruces es llamado un nudo m-casi

alternante.

Bajo esta definicion podemos considerar un nudo alternante como un nudo

0-casi alternante y un nudo casi alternante como un nudo 1-casi alternante.

£

/
Figura 2.26. Enlace 2-casi alternante. Fuente: tomada de [1, Cap. 5].

Entonces podemos dividir a todos los nudos en categorias separadas, depen-
diendo el valor de m. Este nimero m mide que tan lejos estd un nudo de ser un
nudo alternante.

Otra extension de un nudo o enlace casi alternante, es que en lugar de proyectar

el nudo en el plano, proyectamos el nudo sobre un toro.
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Sea T' un toro no anudado en el espacio. Sea K un nudo que puede ser proyec-
tado sobre el toro tal que la proyeccion es alternante, cuando es vista desde dentro
o fuera del toro. También se requiere que cualquier curva cerrada en el toro que no

acote un disco en el toro intersecte a la proyeccion.

Definicién 2.11. Un nudo que cumpla las condiciones anteriores es llamado un

nudo toroidalmente alternante.

Figura 2.27. Nudo toroidalmente alternante. Fuente: tomada de [1, Cap. 5].
Al tener que los nudos casi alternantes son un concepto relativamente nuevo

no hay atin muchos resultados con respecto a esto, pero nos son ttiles para trabajar

casos particulares y luego buscar generalizaciones.
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3. INVARIANTES

En el presente capitulo se estudiaran las algunas de las herramientas que son
utiles para la clasificacion de nudos, el problema central de la teoria de nudos. Se
discutirdn y demostraran los teoremas fundamentales, y se realizaran ejemplos claros

para mostrar su utilidad.

3.1. Movimientos de Reidemeister

Uno de los grandes problemas en la teoria de nudos es el clasificar los nudos,
es decir, saber cuando un nudo es distinto a otro. En el capitulo uno se hablo
brevemente de la equivalencia de nudos, pero trataremos de manera méas formal las

definiciones antes dadas.

Definicion 3.1. Sean X y Y espacios de Hausdorff. Una funciéon f: X — Y es
llamada una incrustaciom si f: X — f(X) es un homeomorfismo respecto a la

topologia inducida por Y.

Para nuestro caso queremos que X = S' y Y = S% o R3. Notemos que esta
definicion coincide con la definiciéon 1.1 debido a que un nudo es una incrustacion

de un circulo, S, en R3.

Definicion 3.2. Dos incrustaciones fy, fi: X — Y son isotépicas si existe una
incrustacion F: X x I — Y x I tal que F(x,t) = (f(x,t),t), z € X, t € [ =0,1]
con f(x,0) = fo(x), f(x,1) = fi(x). F es llamada isotopia de conservacion de

nivel o simplemente isotopia.

Usaremos con frecuencia la notacion f;(x) = f(z,t). Una manera mas intuitiva
de explicar esta definicion en el contexto de la teoria de nudos es considerar dos
nudos K, y K, incrustaciones en R? y considerar la isotopfa como una pelicula en
la cual la imagen inicial es Ky y la imagen final es K.

Esta nocion de isotopia no es buena en temas relacionados con los nudos, debido

a que se permite situaciones como la presentada en la figura 3.1.
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Figura 3.1. Fallo en la definicién de isotopia. Fuente: tomada de |7, Cap. 1].

Es decir que la definicién anterior nos dice que todos los nudos son circulos
siguiendo un procedimiento similar al mostrado en la figura 3.1. Es por ello que se

requiere una variaciéon esta definicion.

Definicion 3.3. Dos incrustaciones fy, f1: X — Y son isotépicas en el espacio si
existe una isotopia H: Y xI — Y x I, H(y,t) = (hi(y),t), con fi = hyfoy ho = idy.

La funcién H es llamada una isotopia en el espacio o isotopia espacial.

Una isotopia espacial define una isotopia H que conecta fy con fi por H(z,t) =
(hifo(). ).

La diferencia entre las dos definiciones anteriores es la siguiente: una isotopia
transforma continuamente el conjunto fo(X) en f1(X) en Y, pero no toma en cuenta
las vecindades de los puntos al realizar la transformaciéon. Por su parte la isotopia
espacial requiere que Y se transforme continuamente junto con f;(X).

Otra forma de entender esto es considerar un homeomorfismo @: Y — Y,
entonces si consideramos fy y f1 dos incrustaciones que son isotopicas en el espacio
tendriamos que la restriccion Q |: (Y — fo(X)) — (Y — f1(X)) es un homeomorfismo
de los complementos de fo(X) y f1(X).

Hasta ahora hemos considerado los nudos como curvas suaves pero no es la

tnica forma de poder representarlos, tenemos por ejemplo la siguiente definicion:

Definicién 3.4. La representaciéon poligonal de un nudo es la uniéon de los
segmentos [p1, pa|, [p2, 3], - [Pn—1,Pnl, [Pn, P1] de un conjunto ordenado de distintos

puntos (p1, pa, ..., pn) formando el nudo.

Notemos que esta forma de representar los nudos tiene la ventaja que la forma
de numerar sus vértices nos da una nocién de la orientacion del nudo, pero al utilizar
este tipo de representacion al trabajar en las proyecciones hay que tomar en cuenta

ciertas consideraciones para evitar la perdida de informaciéon en el nudo.

Definicion 3.5. Una proyeccion p de un nudo K es llamada regular si
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P1 P4

PG P

P3 P2

Figura 3.2. Representacion poligonal del nudo trébol. Fuente: elaboracién propia en Inks-
cape.

1. hay una cantidad finita de puntos multiples (cruces) {P; | 1 <i < n}, y todos

los puntos multiples son puntos dobles, es decir, p~!(P;) contiene dos puntos
de K,

2. ningun vértice de K es mapeado en un punto doble.

VAT

Figura 3.3. Ejemplo de proyecciones no regulares. Fuente: elaboraciéon propia en Inkscape.

En ocasiones trabajaremos con la forma poligonal de un nudo, para ello uti-
lizaremos el prefijo p.l.! El concepto de incrustacién es analogo a la definicion 3.1
para la categoria p.l. Pero en lugar de trabajar en espacios de Hausdorff cualesquiera

tomaremos como espacios poliedros compactos.

Definicion 3.6. Sean X, Y poliedros y fy, fi: X — Y p.l.-incrustaciones, fy y fi

son p.l.-isotdpicos si existe una p.l.-incrustacion, F, tal que
F: XxI—=YxI, F(x,t)=(fi(x),t), 0<t<1.
fo v fi1 son p.l.-isotopicos en el espacio si existe una p.l.-isotopia, H, tal que:

H:Y xI—Y x I, H(y,1) = (h(y),1),

Ip.l. viene del inglés piecewise linear
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con f1 = hl y ho = Zdy

Notemos que estas definiciones siguen la misma idea de considerarse como una
pelicula en el a través del tiempo, pero la diferencia con la definicién anterior es que
en este caso en cada paso de la pelicula el nudo se ve en su representaciéon poligonal.

Con los conceptos anteriores podemos obtener una definicion mas formal de la

equivalencia de nudos:

Definicién 3.7. Dos nudos (p.l-nudos) son equivalentes (p.l.-equivalentes) si

son isotopicos en el espacio (p.l.-isotopicos en el espacio).

En el caso de ser nudos orientados la definicién es la analoga, es decir, dos
nudos orientados son equivalentes si existe una isotopia espacial que conecta uno
con el otro y coincide con sus respectivas orientaciones.

Los conceptos anteriores son poco ttiles en al tratar de verificar la equivalen-
cia de nudos, es por ello que Reidemeister propuso la introducciéon de aspectos de
combinatoria en la teoria de nudos, dando inicio a los estudios de isotopias a través

de movimientos en el espacio o en un plano.

Definicion 3.8. Sea u un segmento de un nudo poligonal K en R? y D un triangulo
en R, 0D = v UvUw, es decir, los lados de D son u, v, w. Si DN K = u, entonces
K' = (K — u) Uv Uw define otro nudo poligonal. Diremos que K’ resulta de K
por un A—proceso o un A—movimiento. Si K es orientado, K’ tiene que llevar

la orientacion inducida por K. El proceso inverso es denotado por A~*.

Figura 3.4. A—movimiento. Fuente: elaboracién propia en Inkscape.

Al trabajar con A-movimientos se debe tener cuidado de preservar la regula-
ridad en las proyecciones. Este tipo de movimientos motivan una nocién de equiva-

lencia distinta a la anteriormente presentada:

Definiciéon 3.9. Dos nudos son combinatéricamente equivalentes o isotépicos
por movimientos, si existe una sucesion finita de A—movimientos o A~!—movimientos

que transforma un nudo en el otro.
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Ya que tenemos distintas definiciones de equivalencia de nudos, cada una tiene
ventajas para distintos tipos de situacion, pero se necesita demostrar que estas

definiciones son equivalentes. Para esto son necesarios algunos teoremas previos:

Teorema 3.1.1. (Alexander-Schoenflies) Sea i : S* — S una incrustacion (p.l.-

incrustacion). Entonces
Sg - B1 U B27 Z<S2) - B1 N BQ - 831 - (‘3B2

donde By, i = 1,2, es una 3-bola combinatdrica (B; es p.l.-homeomorfa a un 3-

tetraedro)

Proposicion 3.1. (Alexander-Tietze) Cualquier homeomorfismo (p.l.-homeomorfis-
mo) f de una n-bola B que mantiene la frontera fija es isotdpico a la identidad por

una isotopia espacial (p.l.-isotopia espacial) que mantiene fija la frontera.

La demostracion del teorema y la proposiciéon anterior no es el objeto de estudio
es por eso que haremos uso de ellos sin demostracion pero la demostracion se puede

ver en [2| y |7, Cap. 1], respectivamente.

Proposicion 3.2. Sean Ky, K; nudos (p.l.-nudos) en S* los siguientes enunciados

son equivalentes:

1. Emiste un homeomorfismo que preserva la orientacion f : S® — S3 que trans-
forma Ky en Ky, f(Ky) = K.

2. Ko y K; son equivalentes (isotdpicos en el espacio).
3. Ky y K son combinatdricamente equivalentes (isotdpicos por movimientos).
Demostracion. Consultar |7, Cap.1]. O

La descripcion geométrica en el espacio tridimensional es realmente complicado.
Por ello trabajaremos con los diagramas de nudos antes definidos, con la salvedad
que lo antes definido como cruce en la definiciéon 1.4 también es conocido como

punto miiltiple.

Definiciéon 3.10. El minimo ntmero de puntos dobles o cruces en una proyeccion

regular de un nudo es llamado el orden del nudo.

El objetivo de trabajar con la proyeccion de un nudo es facilitar el trabajo,

pero para ello debemos definir cuando dos diagramas son equivalentes.
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Definicién 3.11. Dos diagramas de nudo son llamados equivalentes, si estéan
conectados por una sucesion finita de movimientos de Reidemeister (2;, i =

1,2,3, o sus inversos ;.

>R

Figura 3.5. Movimiento de Reidemeister tipo 1 (€2;). Fuente: tomada de [1, Cap. 1].

L

Figura 3.6. Movimiento de Reidemeister tipo 2 (€22). Fuente: tomada de [1, Cap. 1].

|
KKK

Figura 3.7. Movimiento de Reidemeister tipo 3 (€23). Fuente: tomada de [1, Cap. 1].

Notemos que las operaciones Q! efectiian cambios locales en el diagrama, pero
falta probar que estas operaciones pueden ser representadas por isotopias espaciales

del nudo y viceversa.

Proposicion 3.3. Dos nudos son equivalentes si y solo si sus diagramas son equi-

valentes.

Demostracion. El primer paso en la demostracion seria verificar que cualesquiera
dos proyecciones regulares p;, po del mismo nudo poligonal K estan conectados por
Q'-movimientos. Sean p;, p, representados por puntos en S2, y elijamos en S?
una trayectoria poligonal s de p; a p, en posiciéon general con respecto a las lineas
de proyecciones singulares en S?. Cuando se cruza dicha linea el diagrama sera
cambiado por una operacion Qiﬂ, el tipo actual depende del tipo de la singularidad,

correspondiente a la linea que se cruza.
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Queda mostrar que para una proyeccion fija nudos equivalentes poseen dia-
gramas equivalentes. De acuerdo a la proposicién 3.2 es suficiente probar que un
A*l-movimiento induce una Qfl—operacic’)n en la proyeccion. Esto es verificado en
la figura 3.8. O]

|
A

~
e
//\

Figura 3.8. Equivalencia de diagramas. Fuente: elaboracién propia en Inkscape.

N

AN

Mostraremos un ejemplo de la utilizacién de los movimientos de Reidemeister.

R+ =)

Figura 3.9. Utilizacion de los movimientos de Reidemeister. Fuente: tomada de [1, Cap.
1].

Notemos que aunque los movimientos de Reidemeister nos ayudan a demostrar
cuando dos nudos son equivalentes, pero incluso con movimientos de Reidemeister
probar que dos nudos son distintos es complicado, esto se debe a que para poder de-
mostrar que dos nudos no son equivalentes a través de movimientos de Reidemeister
es necesario probar toda posible combinacion de movimientos en el nudos que tiende
a ser un trabajo interminable. Por ello estudiaremos algunos otros invariantes que

nos facilitaran el trabajo.

3.2. 'Tricolorabilidad

Este invariante en la teoria de nudos es muy importante porque nos ayuda a

demostrar un hecho fundamental: existe por lo menos un nudo distinto del nudo

41



trivial. No podemos estar seguros de este hecho a través de los movimientos de
Reidemeister, ya que para esto deberiamos tomar, por ejemplo, la proyeccion del
nudo trébol y tratar de asegurar que no existe una combinacién de movimientos de

Reidemeister que nos convierta el nudo trébol en un nudo trivial.

Definicién 3.12. Llamaremos un arco en una proyeccion de un nudo o enlace a un
trozo de la proyecciéon que va de una hebra que pasa por abajo a otra y que entre

ellos solo hay una hebra que pase por arriba.

Figura 3.10. Ejemplo de un arco. Fuente: elaboracién propia en Inkscape.

La figura anterior nos muestra un arco, pintado con rojo, de la proyeccion del

nudo trébol. Este concepto es fundamental para la definicién de tricolorabilidad.

Definicién 3.13. Diremos que un nudo es tricolorable si se pueden colorear? los

arcos de su diagrama utilizando tres colores y con las siguientes condiciones:

1. Los tres arcos que inciden en cada cruce son de tres colores distintos o todos

del mismo color.
2. Se deben utilizar por lo menos dos colores.

Notemos que la condiciéon 2 es necesaria ya que sin ella podriamos colorear todos
los arcos de un mismo color y por lo tanto todos los nudos serian tricolorables.

Bajo estas condiciones claramente el nudo trivial es no tricolorable, ya que al
poseer un solo arco tenemos que no cumple la condiciéon 2. Por otro lado el nudo
trébol si es tricolorable como se muestra en la figura 3.11:

En el nudo de la figura 3.11 tomamos distintos tipos de lineas para realizar la
coloracion, se hizo uso de los tres colores y ademas en cada uno de sus puntos de

cruce se tienen los tres colores, con lo cual el nudo trébol es tricolorable.

Teorema 3.2.1. La tricolorabilidad es un tnvariante en los nudos.

2Al decir colorear se refiere a tener alguna forma para distinguir los arcos, no necesariamente
utilizar distintos colores.
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I

Figura 3.11. Tricolorabilidad en el nudo trébol. Fuente: elaboracién propia en Inkscape.
Demostracion. Para demostrar que la tricolorabilidad es un invariante basta con

demostrar que se mantiene invariante bajo los movimientos de Reidemeister.

1. Para el movimiento de tipo 1 tenemos que en ambos casos se mantiene la no

tricolorabilidad, ver figura 3.12.

<= ) <= |

/ ;

Figura 3.12. Coloracion movimiento tipo 1. Fuente: elaboracion propia en Inkscape.

2. Para el movimiento de tipo 2 tenemos que se preserva la tricolorabilidad.

Puede causar confusion la figura a la derecha de la flecha pero resulta que si

Y

Figura 3.13. Coloraciéon movimiento tipo 2. Fuente: elaboraciéon propia en Inkscape.

es tricolorable ya que utiliza por lo menos 2 colores y ya que no tiene cruces
por vacuidad cumple también la condiciéon uno. También hay que considerar
el caso en el que ambos nudos estan coloreados de un solo color, en cuyo caso

tendriamos que ninguno es tricolorable.

3. Debido a la naturaleza del movimiento tipo 3 se tienen distintos casos como se
muestra en la figura 3.14. De los casos mostrados en la figura hay que agregar

el caso trivial que es usar un solo color.

Ya que sabemos que los nudos se preservan a través de movimientos de Reidemeister
y que esto preserva la tricolorabilidad tenemos que la tricolorabilidad es un inva-

riante. ]

43



1 []
N R i R \ /
1 . 1 -~ N\
1 N 1 *
s =>/i / = \\
7y ~ N / AN 1
) N \ / i \ %
Ve ‘J M 1
\,‘ = /'\ :\ = :
. < . : 1
/ \ / \ .

Figura 3.14. Coloracién movimiento tipo 3. Fuente: elaboracion propia Inkscape.

Ahora que ya probamos que la tricolorabilidad es un invariante en los nudos
podemos afirmar que existe por lo menos un nudo distinto del nudo trivial ya que
como vimos anteriormente el nudo trivial es no tricolorable mientras que el nudo

trébol no lo es.

- -

Figura 3.15. Otro ejemplo de tricolorabilidad de un nudo. Fuente: tomada de [3, Cap. 4].

Este invariante es muy débil ya que solo nos permite distinguir entre dos tipos
de nudos: los que son tricolorables y los que no lo son; por ejemplo tenemos que el
nudo trébol y el nudo en la figura 3.15 son tricolorables, pero no son el mismo nudo.
Ademas el probar que un nudo no es tricolorable implica mucho tiempo pues debe

probar toda combinaciéon de colores.

3.3. Numero de puente

Iniciamos definiendo los conceptos fundamentales para la utilizacién de este

invariante.

Definicion 3.14. Dada una proyecciéon de un nudo, definimos un paso superior
como un subarco del nudo que pasa por lo menos por un cruce pero nunca pasa por

un cruce por abajo.
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Figura 3.16. Paso superior. Fuente: elaboracién propia en Inkscape.

En la figura 3.17 se muestra un paso superior, notamos que los puntos en la

figura nos indican el comienzo y el fin del paso superior.

Definicién 3.15. Un paso superior maximal es un paso superior que no puede

prolongarse més.

Figura 3.17. Paso superior maximal. Fuente: elaboraciéon propia en Inkscape.

Notemos que en la figura 3.16 el paso superior se puede seguir prolongando
dando como resultado la figura 3.17, mientras que dicha figura ya no se puede seguir
prolongando ya que sus puntos limite estan proximos a un cruce que pasa por abajo,

lo cual hace que sea un paso superior maximal.

Definicién 3.16. El nimero de punte de una proyeccion es el menor nimero de
pasos superiores maximales de todas las proyecciones de un nudo, si el nudo que

estamos considerando es K entonces denotamos el nimero de puente como b(K).

(
)

Figura 3.18. Nudo con namero de punte 2. Fuente: tomada de |1, Cap. 3|.
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Teorema 3.3.1. El numero de puente es un invariante de los nudos.

Demostracion. Supongamos que P; es una proyeccion del nudo K; cuyo ntmero
de puente es b(P;). Sea K, un nudo equivalente a K; cuya proyeccion es P, y su
namero de puente es b(P,). Debido a que Ky y K son equivalentes podemos decir
que P, es una proyeccion de K. Por definicion de ntiimero de puente tenemos que
b(Py) < b(P,) esto debido a que es el menor nimero de pasos superiores maximales de
todas las proyecciones, analogamente obtenemos b(P,) < b(P;). Con lo cual tenemos
que b(Py) = b(P;). Asi pues tenemos que b(P;) es el nimero de puente de todas las

proyecciones de nudos equivalentes a K. Por lo tanto es un invariante. O

Para este invariante se tiene la convencién que el nudo trivial posee niimero de
puente 1, es decir toda proyeccion que tenga numero de puente 1 es equivalente al
nudo trivial.

Este invariante aun no es suficiente para distinguir a todos los posibles nudos

ya que tanto el nudo trébol como el nudo 8 poseen ntimero de puente 2.

O &

Figura 3.19. Nudos distintos con namero de puente 2. Fuente: tomada de |1, Cap.3|.

3.4. Numero de cruces

Definicién 3.17. El namero de cruces de un nudo K, denotado por ¢(K), es el

menor niamero de cruces que ocurren en cualquier proyeccién del nudo.

Y

Figura 3.20. Un nudo con namero de cruce 7. Fuente: tomada de [1, Cap. 3|.

Para encontrar el ntiimero de cruce de un nudo K debemos seguir el siguiente

proceso: primero, encontramos una proyeccion del nudo K con algin nimero de
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cruce n. Luego sabemos que el ntiimero de cruce es n o menor a n. Si todos los nudos
con menor niamero de cruce menor que n son conocidos, y si K no aparece en la
lista de estos nudos, entonces K deberia tener nimero de cruce n. Notemos que
dependeremos de demostrar que dicho nudo no es uno con menor nimero de cruce,
para ello utilizamos invariantes.

En general, es muy dificil determinar el numero de cruces de un nudo. Si tene-
mos un nudo con una proyecciéon con 15 cruces, ;Coémo puedo probar que no puede
ser dibujado con menos cruces? Esta pregunta es respondida utilizando polinomios,

un invariante estudiado posteriormente.
Teorema 3.4.1. El numero de cruce es un invariante en los nudos.

Demostracion. Sea K un nudo con proyeccion P cuyo numero de cruce es c¢(P),
consideremos un nudo K, que sea equivalente a K. La proyeccion de Ky es Py y su
namero de cruce es ¢(Fy). Dado que K y Ky son equivalentes tenemos que Py Fy
son equivalentes. Por definicién de nimero de cruce tendriamos que ¢(P) < ¢(Fp)
y analogamente tendriamos que ¢(Fy) < ¢(P), con lo cual concluimos que ¢(Fy) =
¢(P), entonces a nudos equivalentes les corresponden nimeros de cruces iguales y

por lo tanto es un invariante. O

Nuevamente este invariante no nos es muy tutil primero por el hecho que calcu-
larlo no es facil y segundo existen nudos distintos que poseen el mismo ntmero de

cruce, como se muestra en la figura 3.21.

\7

Figura 3.21. Nudos distintos con el mismo nimero de cruce. Fuente: tomada de |11, Cap.
1].

3.5. Numero de enlace

Anteriormente hablamos un poco sobre este invariante, definicién 1.17, pero
s6lo fue mencionado el concepto de nimero de enlace, no se demostrdé que es un

invariante.
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Teorema 3.5.1. El numero de enlace es un invariante en los nudos.

Demostracion. Verificaremos que el niimero de enlace es un invariante mediante los

movimientos de Reidemeister:

1. Para el movimiento de tipo 1, el cruce que se introduce o se remueve es un
componente simple, asi este cruce contribuye en 0 al ntimero de enlace, que es

la misma contribuciéon que aporta una sola hebra.

2. Para el movimiento de tipo 2, existen dos posibilidades dependiendo de la

aplicacion del movimiento, pero en ambos casos se mantiene el niimero de

U -

- ) fo) - |

r -1

Figura 3.22. Numero de enlace con movimiento de tipo 2. Fuente: elaboracién propia en
Inkscape.

enlace:

+1

3. Para el movimiento de tipo 3, una vez elegida una orientacién tambien tenemos
dos posibilidades dependiendo de la aplicacién del movimiento, pero en ambos

casos se mantiene el nimero de enlace:

ENURN!
e K->

Figura 3.23. Numero de enlace con movimiento de tipo 3. Fuente: elaboracién propia en
Inkscape.

Ya que los tres movimientos de Reidemeister preservan el nimero de enlace podemos

decir que el niimero de enlace es un invariante para los nudos. O]

Entonces a través del nimero de enlace se pueden distinguir enlaces (nudos)
entre si. Por ejemplo si tomamos el enlace de Hopf, figura 1.12, y el enlace de
Whitehead, figura 1.10.

Se puede observar que en la figura 3.24, el enlace de Whitehead tiene ntimero
de enlace 0, mientras que el enlace de Hopf tiene numero de enlace 1 y por lo tanto

estos enlaces son distintos.
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+1

+1

Figura 3.24. Numero de enlace del enlace de Hopf y de Whitehead. Fuente: tomada de
[1, Cap. 1].

3.6. Numero de desanudado

Definicion 3.18. Diremos que un nudo K tiene niimero de desanudado n si
existe una proyeccion del nudo tal que cambiando de orden n cruces en la proyeccion
el nudo se convierte en un nudo trivial y no existe una proyecciéon del nudo que con
menos cambios se convierta en un nudo trivial. Denotamos el numero de desanudado

como u(K).

En otras palabras podemos definir el nimero de desanudado como el menor
ntmero necesario de cambios en los cruces para que el nudo se convierta en un nudo
trivial. En este sentido cambiar el cruce significa cambiar una hebra que pasa por
arriba por una que pase por abajo y viceversa.

Tomemos por ejemplo el nudo trébol, realizaremos los cambios necesarios para

volver el nudo trébol en un nudo trivial:

N
_/

Figura 3.25. Nimero de desanudado del nudo trébol. Fuente: elaboraciéon propia en Inks-
cape.

Con esto podremos decir que el nudo trébol tiene nimero de desanudado 1.
Por definicién tenemos que el nudo trivial tiene nimero de desanudado 0, teniendo
asi distincion entre ellos.

Para realizar los cambios de cruce en el nudo seguimos el siguiente procedi-
miento: fijamos un punto en el nudo y avanzamos a través del nudo en un sentido

que escojamos, cuando nos encontremos en un cruce tenemos tres opciones:

1. Si no hemos pasado por ese cruce anteriormente y el camino que estamos

recorriendo es la hebra que pasa por arriba, dejamos el cruce como esté.

49



2. Si no hemos pasado por ese cruce anteriormente y el camino que estamos

recorriendo es la hebra que pasa por abajo, cambiamos el cruce.

3. Si ya habfamos pasado por ese cruce lo dejamos como esté.

8//‘) ::> (1//'

Figura 3.26. Transformacion de un nudo a un nudo trivial. Fuente: tomada de [1, Cap.
3.

Debido a que estamos trabajando con nudo que poseen una cantidad finita de
cruces tenemos que el nimero de desanudado seré finito y ademas esta acotado por

la cantidad de cruces que posee el nudo.
Teorema 3.6.1. El numero de desanudado de un nudo es un invariante.

Demostracion. Sea K un nudo con proyecciéon P cuyo nimero de desanudado es
u(K), consideremos un nudo Ky que sea equivalente a K. La proyeccion de Ky
es By y su numero de desanudado es u(Kjy). Dado que K y K, son equivalentes
tenemos que P y F, son equivalentes. Por definiciéon de ntimero de desanudado
tendriamos que u(K) < u(Kj) y andlogamente tendriamos que u(Ky) < u(K), con lo
cual concluimos que u(Ky) = u(K), entonces a nudos equivalentes les corresponden

ntmeros de cruces iguales y por lo tanto es un invariante. O]

Este invariante es interesante debido al hecho que existen problemas abiertos
respecto a él, por ejemplo, aun no hay una demostracion de que dados dos nudos
K, y K la composicion de ellos cumpla u(K1#K3) = u(K;) + u(K3). Notemos
que u(K1#K3) < u(Ky) 4+ u(Ks), ya que al realizar la composicién no se le afiaden
cruces a los nudos involucrados, la desigualdad contraria es la que no ha podido ser

demostrada aun.
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4. POLINOMIOS

En este capitulo estudiaremos uno de las mas interesantes formas de representar
a un nudo. A cada nudo se le puede asociar un polinomio. Este polinomio puede ser
encontrado a partir de la proyeccion del nudo, pero cumplen la propiedad que para
proyecciones diferentes del mismo nudo le podemos asociar un mismo polinomio, asi

los polinomios son un invariante en los nudos.

4.1. Polinomio de Jones

Existen varios tipos de polinomios para los nudos, iniciaremos nuestro estudio
con el polinomio de Jones, este polinomio fue descubierto por Vaughan Jones en
1984.

Para definir el polinomio de Jones, primero desarrollaremos el soporte po-
linomial de un nudo, que son las reglas a seguir para formar nuestro polinomio
dada una proyeccion de nudo o enlace. En nuestro desarrollo del soporte polinomial,
tomaremos el enfoque que un matematico deberia tomar si estuviera tratando de
descubrir un polinomio que fuera un invariante para los nudos. Aunque inicialmente
no parezca asi, al final obtendremos un polinomio de Laurent! en una sola variable
A.

Vamos a suponer que estamos tratando de crear este polinomio invariante para
nudos y enlaces, y que tenemos algunos requisitos para el polinomio. Primero, nos
gustaria que el polinomio del nudo trivial sea 1. Si usamos la notacion (K) para

denotar el soporte polinomial del nudo K entonces nuestra primer regla seria:

(O)=1

Segundo, queremos un método para obtener el soporte polinomial de un enlace

en términos de soportes polinomiales de enlaces mas simples. Usamos la siguiente

'El polinomio de Laurent en una variable lo consideraremos un polinomio que puede poseer
exponentes tanto negativos como positivos en su variable.
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relacion: dado un cruce en la proyeccion del enlace, lo dividimos vertical y horizon-
talmente, con el fin de obtener dos nuevas proyecciones del enlace, cada una de estas
proyecciones con menos cruces que el enlace original. Hacemos el soporte polinomial
de nuestra proyeccion del enlace una combinacién lineal de los soportes polinomiales
de nuestras dos proyecciones nuevas, donde aun no hemos decidido los coeficientes

y por eso los llamamos A y B. Obtenemos la siguiente regla:
(X) = APO 4+ B(X)

() = A(R) + BOG

Notemos que ambas ecuaciones son similares, cambia el tipo de cruce que se
tiene en la original. Finalmente, nos gustaria una regla para anadir un componente

trivial a un enlace. Asi tendriamos la siguiente regla:
(LUO) = (L)

Cada vez que anadimos un componente trivial extra que es no esta enredado
con el enlace original L, simplemente multiplicaremos el soporte polinomial del en-
lace por una constante C. Asi como A y B, consideramos a C una variable en el
polinomio.

El criterio mas importante para nuestro polinomio es que debe ser un invariante
para nudos y enlaces. Es decir, el calculo del polinomio no puede depender de la
proyeccion con la que iniciamos. En otras palabras, el polinomio no debe cambiar
por movimientos de Reidemeister.

Iniciaremos con el movimiento de Reidemeister tipo 2, queremos que (¥) = (2¢):

(3) = A(X) + B()
A(A(X) + B(X)) + B(A(%) + B(X))
A(A() + BC(X)) + B(A>C) + B(X))

= (A2 + ABC + B*)(X) + AB(>()

En el procedimiento anterior encontramos el polinomio asociado a la parte
izquierda del movimiento tipo 2. Para que dicho polinomio corresponda a la parte
derecha del movimiento tipo 2 tenemos que AB = 1y A2+ ABC + B? = 0, entonces
tendriamos que B = A~!. Con esto tendriamos que la otra ecuacion queda de la
siguiente forma: A? + C + A2 = 0y asi C = —A? — A72. Asi, las reglas antes

descritas se transforman de la siguiente manera:
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Regla 1 (O) 1

Regla 2.1 (XY =A00 + A7)
Regla 2.2 (X

) =AR)+ A0
) =(=

Regla3 (LUQ A% — A73)(L)

Notemos que el polinomio tiene una sola variable A.
Ahora, vamos a comprobar que el movimiento de Reidemeister tipo 3 perma-
nece invariante en las reglas antes definidas. Haremos uso de que dicho polinomio

deja invariante al tipo dos para comprobar el tipo 3:

(x) (=) + A7 (%)

(=) + A7%) = ()

A
A

3¢ A

Antes de ver lo que pasa con el movimiento de Reidemeister tipo 1, calcularemos

algunos polinomios para enlaces sencillos. Iniciaremos con el enlace trivial:

(QUO) =—(A7+A)(0) = —(47* + A7)

Ahora calcularemos el polinomio de un enlace simple no trivial, el enlace de
Hopf:

(@) = A(0) + A~ (eo)
A(A{@) + A7H®)) + AT (A() + A7H(0D))
AA(A+ A+ AT+ AT A+ AT (—(A2 4+ A7)

:_A4_A—4

Dados estos ejemplos veamos que pasa cuando tratamos de encontrar el poli-

nomio del movimiento de Reidemeister tipo 1:

(5) = A(s)+ 47 (¥)
= A(=A = A7) + A7)
= -4

(7) =A{s) + A7)
= A} + AT (A= AT )
= —A7()
Vemos que con las reglas antes dadas el movimiento Reidemeister de tipo 1

no deja a nuestro polinomio invariante. Para arreglar este hecho vamos a darle una
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orientacion a nuestra proyecciéon del nudo o enlace, y a cada cruce le daremos un
nimero +1 o —1 siguiendo el mismo concepto que el utilizado para encontrar en

numero de enlace del nudo.

Definiciéon 4.1. El niimero de torsion del nudo se define como la suma de todos
los +1 o —1 correspondientes a la proyecciéon del nudo. Denotamos este niimero

como w(K') donde K es el nudo.

1 -1
+1
(/i-l
v
+1 -1
Figura 4.1. Nudo con nimero de torsion 1. Fuente: tomada de [1, Cap. 6].

Notemos que el concepto de namero de torsiéon puede ser visto como dos veces
el nimero de enlace del nudo. También tenemos que notar que el movimiento de
Reidemeister tipo 1 siempre cambia el nimero de torsion en =+1.

Vamos a definir un nuevo polinomio llamado el X-polinomio. Este polinomio
sera para enlaces orientados. Sea L un enlace orientado, el X-polinomio de L, X (L),

esta definido como:
X(L) = (=A%) 7UNL) >

Donde w(L) es el namero de torsion de Ly (L) es el soporte polinomial de L. A
partir de que w(L) y (L) no se ven afectados por movimientos de Reidemeister tipo
2 y 3, X(L) tampoco se ve afectado por estos movimientos?. Vamos a comprobar

que para movimientos de tipo 1 también permanece invariante:

X(L) = (=A%) L)
- (A ()

= (=A%) B A3(1))

- (A )
= (-4

= X(L)

wO(L)

2El hecho que w(L) no se ve afectado por movimientos de tipo 2 y 3 se puede ver en las figuras
3.22 y 3.23.
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Donde L es el enlace original y L’ es el enlace con el efecto del movimiento de
tipo 1 y analogamente se puede demostrar la otra version del movimiento tipo 1.
Asi, X (L) es invariante respecto al movimiento de tipo 1.

Con esto concluimos que el X-polinomio es invariante, es decir, no depende de
la proyeccion del nudo que tomemos.

El polinomio de Jones original se obtiene del X-polinomio reemplazando cada A
en el polinomio por ¢t=1. Es decir el polinomio de Jones resultante es un polinomio
en la variable ¢ y potencias que no necesariamente son enteros. Denotamos este
polinomio como V(L).

Calcularemos el polinomio de Jones, sin desarrollarlo completamente, de las
proyecciones orientadas en la siguiente figura, para encontrar una relaciéon entre

ellos que sera de utilidad mas adelante:

XXX

Llamaremos a estas proyecciones L., L_ y Ly respectivamente. Entonces los

polinomios serian:

V(Ly) = (—t_%>_w(L+)<L+>
= (=t~ 1)L (10 + t1(X))
= —12(0¢) — ()

V(L) = (—t1)"wE)(L)
= (=t )Yt 1(X) + 1 00)
= 17200 — t71(X)

Dadas las 3 ecuaciones encontradas anteriormente podemos notar que t V(L)
—tV(L_) + (t72 — t2)V(Lo) = 0. Esta relacion fue obtenida por Vaughan Jones y
seré utilizada mas adelante.

Como ejemplo encontraremos el polinomio de Jones del enlace de la figura 4.2.
Por simplicidad llamaremos a este enlace H. Anteriormente habiamos calculado su

soporte polinomial y es claro que su nimero de torsiéon es 2, con esto tenemos:
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Figura 4.2. Enlace de Hopf orientado. Fuente: tomada de [1, Cap.6].

4.2. Polinomios de Nudos Alternantes

Nos gustaria tener una segunda forma de pensar en el soporte polinomial de
un nudo. Para ello nos enfocaremos en las reglas 2.1 y 2.2.

Se debe notar que dada una proyeccion en el plano, cada cruce en la proyeccion
divide al plano en 4 regiones. Etiquetaremos dos de ellas como A y las otras dos
como B siguiendo la siguiente regla: rotamos la hebra que pasa por arriba en contra
de las manecillas del reloj hasta que intersecte con la otra hebra, cubriendo asi dos
regiones que son las que etiquetaremos como A y las otras dos les llamaremos B,

como se muestra en la siguiente figura.

Figura 4.3. Etiquetado de las regiones de un cruce. Fuente: tomada de [1, Cap. 6].

En la figura 4.4 tenemos un etiquetado con un nudo completo, para este caso
hay que etiquetar cada uno de los puntos de cruce.

En las reglas 2.1 y 2.2 del soporte polinomial en el caso anterior, dividiamos
un cruce de dos maneras distintas. Cuando las regiones del cruce estan etiquetadas,
la primer division abre un camino entre las dos regiones etiquetadas como A y la

segunda divisién abre un camino entre las dos regiones etiquetadas como B.
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Figura 4.4. Etiquetado en un nudo. Fuente: tomada de [1, Cap. 6].

Llamaremos a estas divisiones A-divisiéon y B-divisién, respectivamente.

P

Figura 4.5. A-division. Fuente: tomada de [1, Cap. 6].

> o

Figura 4.6. B-division. Fuente: tomada de [1, Cap. 6].

Supongamos que L es un enlace con una proyeccion con n cruces. Las reglas
2.1 y 2.2 nos permiten determinar el soporte polinomial de L usando el soporte
polinomial de L; y Lo, cada uno de estos con un menor ntmero de cruces que L.
Los enlaces L; y Ly se obtienen dividiendo un cruce particular de la proyeccion de
L como una A-division y después como una B-division.

Luego podemos usar nuevamente las reglas 2.1 y 2.2 para determinar el soporte
polinomial de Ly y Ly en términos de soportes polinomiales de pares de enlaces con
menor numero de cruce que los anteriores. Asi el soporte polinomial de L depende
ahora de 4 enlaces con un menor ntumero de cruces. Continuando con un procedi-
miento similar tendriamos que el soporte polinomial de L depende de los soportes

polinomiales de 2" enlaces que no poseen cruces.

Definiciéon 4.2. Un estado es una eleccidén de como dividir todos los cruces en una

proyeccion L.

El soporte polinomial de L entonces depende de todos los soportes polinomiales

de todos los posibles estados de la proyecciéon L. Dado un estado particular de L,
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,cuél es el soporte polinomial para el correspondiente enlace L', donde L' es un
enlace final del soporte polinomial de L? Debido a que el enlace L’ no posee cruces,
podemos decir que L’ es un conjunto de nudos triviales sin traslaparse en el plano.
Necesitamos encontrar la forma del soporte polinomial de esto, para ello tenemos la

siguiente proposicion:

Proposicion 4.1. El soporte polinomial de un conjunto de n nudos triviales es

(_Az - A—Q)n—l'

Demostracion. Procederemos por induccion: Consideremos n = 1, para este caso
tendriamos que el soporte polinomial de un nudo trivial es (—A? — A72)% = 1 y esto
es cierto ya que es exactamente la regla 1 del soporte polinomial.

Supongamos que el soporte polinomial de un conjunto de k£ nudos triviales
es (=A% — A%k~ Probaremos que es para k + 1 también se cumple: Al tener
un conjunto con k + 1 enlaces triviales, podemos agrupar los primeros k y dejar al
tltimo solo. Por la regla 3 tendriamos que esto equivale a tener el factor (—A? — A~2)
por el soporte polinomial de los k& nudos triviales, pero por hipétesis de induccion
tenemos que dicho soporte polinomial es (—A? — A=2)*~! por lo tanto el soporte
polinomial para un conjunto de k+1 nudos triviales es (—A2—A=2)(—A2—A=2)k"1 =

(—A2? — A=2)* con lo cual queda demostrado el enunciado. O

Asi si |S| es el numero de enlaces triviales en L', entonces por la proposicion
anterior sabemos que el soporte polinomial de L’ es simplemente (—A2 — A=2)I5171,

Ahora surge la siguiente pregunta: ;cudl es el coeficiente que multiplica a esta
expresion en el soporte polinomial? Debemos notar que cada vez que dividimos
un cruce, cada uno de los polinomios resultantes son multiplicados por A o A~!
dependiendo si fue una A-divisién o una B-division. Asi el polinomio de L’ esta
siendo multiplicado por A% A=) donde a(S) es el ntimero de A-divisiones en
Sy b(S) es el nimero de B-divisiones en S. Asi, la contribucion total al soporte
polinomial por un estado S es A% A=) (A2 — A=2)I5I-1,

Tomemos por ejemplo un estado particular del nudo trébol para ver esto, ver
figura 4.7.

Podemos observar que en este estado solo se forma un nudo trivial y posee
una A-divisiéon y dos B-divisiones por lo que el aporte de este estado al soporte
polinomial del nudo trébol seria: AA2(—A? — A=2)171 = AL

Entonces el soporte polinomial de la proyecciéon de un enlace L seria la suma
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Figura 4.7. Un estado particular del nudo trébol. Fuente: tomada de [1, Cap. 6].

de todas las contribuciones de todos los posibles estados del enlace.

(L) = ZA“(S)_b(S)(—A2 _ A—2)|S\—1
s

Este punto de vista del soporte polinomial tiene algunas ventajas. En particu-
lar; si queremos calcular el soporte polinomial de una proyeccion dada de un enlace
L, podemos simplemente listar todos los enlaces obtenidos al dividir todos los cruces
de L en cualquier posible combinacién y entonces calcular la contribuciéon de cada
termino. Veamos por ejemplo el soporte polinomial del nudo trébol: dado que el

nudo trébol posee tres cruces la cantidad de estados es 2" = 8 y tenemos:

SACICLCICLNCNE)

Figura 4.8. Estados del nudo trébol. Fuente: tomada de [1, Cap. 3].

Calculando el polinomio:

(K) = A3(—A2— A2)2 4 A(—A2 — A2) 4 A(—A2 — A72) + A(—A2 — A2)
+ATT AT AT 4 AT3(—A% - A7)
= A3(—A? - A2+ BA(—A? — A7) +3A + A3 (—A2 - A7)
:A7_A3_A—5

Ahora iniciaremos el trabajo con nudo o enlaces alternantes.

Definicién 4.3. Llamaremos a una proyeccion alternante reducida si no existen

cruces innecesarios en la proyeccion.

En la figura 4.9 podemos observar nudos alternantes no reducidos, y podemos
notar que es facil reducir estos nudos utilizando movimientos de Reidemeister. Pero
no es facil comprobar cuando un nudo ya esta reducido, como ejemplo de nudos

alternantes reducidos tenemos al nudo trébol.
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=CISP

Figura 4.9. Nudos alternantes no reducidos. Fuente: tomada de |1, Cap. 6].

El tratar de encontrar un polinomio para enlaces alternantes dio lugar a las

siguientes conjeturas:

1. Dos proyecciones alternantes reducidas de un mismo nudo tienen el mismo

numero de cruces.

2. Una proyecciéon reducida de un nudo alternante tiene el menor nimero de

cruces de todas las proyecciones del nudo.

Ambas conjeturas fueron demostradas en 1986 utilizando polinomios. Juntas,
estas conjeturas implican que podemos determinar el numero de cruces de cualquier
nudo alternante. Simplemente tomamos una proyeccion alternante y la reducimos.
A partir de que todas las proyecciones alternantes para un nudo tienen el mismo
namero de cruces, y el menor numero de cruces ocurre en una proyeccion alternante
reducida. El menor numero de cruces es el numero de cruces de esa proyeccion.

Nos centraremos en comprobar la primer conjetura. Iniciaremos con la siguiente

definicién.

Definicién 4.4. Llamaremos el lapso de un polinomio a la diferencia entre la

potencia mas grande en el polinomio y la potencia mas baja en el polinomio.

Tomemos por ejemplo el polinomio A% —2A4%241— A1 —7A72, el lapso de este
polinomio es 3 — (—2) = 5.

Veremos el lapso del soporte polinomial de un nudo utilizando las reglas antes
vistas. A pesar de que el soporte polinomial no es un invariante para nudos, el
lapso de del soporte polinomial si es un invariante, es decir, dado un nudo K si
calculamos el soporte polinomial de cualquier proyecciéon del nudo y calculamos su

lapso, tendriamos siempre el mismo lapso.
Proposicion 4.2. El lapso del soporte polinomial de un nudo es un invariante.

Demostracion. Supongamos que tenemos dos diferentes proyecciones, P, y P, para
un mismo nudo. Ya sabemos que los movimientos de Reidemeister de tipo 2 y 3

dejan invariante al soporte polinomial del nudo y por lo tanto el lapso de dicho
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soporte queda invariante, vamos a probar que el movimiento de tipo 1 también deja
invariante al lapso del soporte polinomial. Sabemos que el movimiento de tipo 1
multiplica al soporte polinomial por A% o A=3. Si multiplicamos por A3, esta multi-
plicaciéon aumenta en 3 el mayor exponente del polinomio, pero también aumenta en
3 al menor exponente lo cual permite que el lapso del soporte polinomial no cambie.
De manera analoga funciona si multiplicamos por A=3. Asf el lapso se mantiene

constante por los movimientos de Reidemeister y por lo tanto es un invariante. [J

Ahora probaremos una serie de enunciados clave para la demostracion de la

conjetura.

Proposicion 4.3. Sea K un nudo y S un estado del soporte polinomial de K.

Entonces el mayor exponente de dicho soporte polinomial es a(S) —b(S) 4 2|S| — 2.

Demostracion. Sabemos que para cada estado S en una proyeccion, su soporte po-
linomial esta dado por A*)=t(5)(—A2 — A=2)ISI=1 Ya que |S| > 1, tenemos que el
mayor exponente de (—A% — A72)I571 se da cuando tomamos al exponente positivo

de A y con esto concluimos que el mayor exponente para dicho soporte polinomial
es a(S) — b(S) + 2[5] — 2. O

Notemos que si consideramos todos los posibles estados en un nudo, el mayor
exponente del soporte polinomial del nudo se da en el estado donde |S| y a(S) son lo
més grande posible y b(.S) es lo mas pequeno posible. En otras palabras, necesitamos
el estado con la mayor cantidad de circulos disjuntos en su proyeccion y si el nudo
posee n cruces necesitamos que a(S) =ny b(S) = 0.

Veamos que sucede con |S| en una proyeccion alternante. Al realizar el etique-
tado con A y B en las regiones del nudo podemos notar que los vértices en una region
especifica del nudo poseen todos la misma etiqueta, es decir, todos son A o todos
son B. Esto facilita el uso de las etiquetas ya que podemos pintar las A-regiones,
regiones con todos sus vértices etiquetados con A, de gris y dejar en blanco todas

las B-regiones como se ve en la figura.

Figura 4.10. A-regiones en gris y B-regiones en blanco. Fuente: tomada de [1, Cap. 6].
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Ademas recordemos que necesitamos realizar la mayor cantidad de A-divisiones
por lo que veamos que pasa con el nudo alternante. Al realizar las A-divisiones lo
que hacemos es que las etiquetas A tengan via libre entre si. Con esto tenemos que
al hacer todas las posibles A-divisiones de todos los posibles cruces lo que hacemos
es separar todas las B-regiones, es decir, las B-regiones se convierten en la cantidad

de discos disjuntos que posee el nudo.

Figura 4.11. Separacion de las B-regiones. Fuente: tomada de [1, Cap. 6].

Ahora queremos saber si este procedimiento nos da el nimero méaximo de circu-

los disjuntos de todos los posibles estados, para ello tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 4.4. Sea K un nudo y Sy, So estados del soporte polinomial de K
tales que Sy difiere de Sy cambiando una A-division por una B-division. Entonces
la potencia mds grande del soporte polinomial de S es mds grande o igual que la

potencia mds grande del soporte polinomial de Ss.

Demostracion. Por la proposicion 4.3 tenemos que la potencia més grande para el
soporte polinomial de S esta dado por a(S;) —b(S;) + 2|51| — 2, andlogamente para
Sy tenemos a(Sy) — b(S2) +2]S2| — 2. Ya que S y Ss difieren tinicamente cambiando
una A-divisiéon por una B-division, tenemos que la potencia més grande para So
puede ser escrita como (a(s;) —1) — (b(S1) + 1) +2|Se| — 2. Y nuevamente dado que
el cambio entre estados es solo una division tenemos que |Sy| = |S1] £ 1 ya que no
sabemos si agrega o quita regiones. Asi, la potencia més grande de Ss queda como
a(S1) — b(S1) — 2+ 2(]S1] £ 1) — 2 que puede ser reescrita como (a(S;) — b(S1) +

2|S1| —2)+£2—2 y esta cantidad es menor o igual que el mayor exponente de S;. [

De forma anéloga podemos probar que el menor exponente en el soporte poli-

nomial de un nudo se da cuando se realizan todas las B-divisiones posibles.

Lema 4.1. Si K tiene una proyeccion alternante reducida de n cruces, entonces el
lapso de (K) es 4n.

Demostracion. Sabemos que el lapso del soporte polinomial de K no depende de la

proyecciéon que tomemos, entonces tomemos la proyeccion alternante reducida del
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nudo K. Sea W la cantidad de B-regiones de K y D la cantidad de A-regiones de
K. Entonces por las proposiciones 4.3 y 4.4 tenemos que el mayor exponente del
soporte polinomial de K esta dado por a(Sa) — b(Sa) + 2|Sa| — 2, donde Sy es
el estado que posee todas las A-divisiones, sustituyendo los valores tenemos que el
mayor exponente estda dado por n+2W — 2. Anélogamente obtenemos que el menor
exponente esta dado por —n — 2D + 2. Dado que el lapso es la diferencia entre ellos
tenemos que el lapso es 2n + 2(W + D) — 4, pero W + D es el numero total de
regiones en el nudo y este total es la cantidad de puntos cruce més dos, entonces el
lapso es 2n +2(n + 2) — 4 = 4n. O

Ahora demostraremos la conjetura.

Teorema 4.2.1. Dos proyecciones alternantes reducidas del mismo nudo tienen el

mismo numero de cruces.

Demostracion. Si la primer proyeccion tiene n cruces, entonces por el lema 4.1 el
lapso de su soporte polinomial es 4n. Pero sabemos que el lapso del soporte po-
linomial es un invariante de los nudos, es decir no cambia cuando cambiamos las
proyecciones. Asi el lapso del soporte polinomial correspondiente a la segunda pro-
yeccion es también 4n. Esto junto con el lema 4.1 implican que el namero de cruces
en la segunda proyecciéon es también n. Por lo tanto ambas proyecciones tienen el

mismo namero de cruces. O

La conjetura 2 es dificil de comprobar, pero veremos una version reducida de

esta conjetura:

Teorema 4.2.2. La proyeccion alternante reducida posee el menor niumero de cruces

de todas las proyecciones alternantes de un mismo nudo.

Demostracion. Para cualquier proyeccion no reducida de un nudo, podemos volverla
una proyecciéon reducida a través de movimientos de Reidemeister, quitando asi
todos los cruces que sean innecesarios. Y por el teorema 4.2.1 todas las proyecciones
alternantes reducidas poseen el mismo nimero de cruce para un mismo nudo. Asi,
las proyecciones alternantes no reducidas poseen un nimero de cruce mayor que la

proyeccion reducida. [
Ahora veremos algunos otros resultados interesantes.

Teorema 4.2.3. Sean K, y Ky dos nudos. Si K1# Ky es un nudo alternante, en-

tonces Ky y Ko son nudos alternantes.
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Demostracion. Recordamos que al realizar la composicion de los nudos no estamos
agregando cruces en las proyecciones asi pues si la proyecciéon de la composicion es
alternante podemos encerrar en un circulo una de sus componentes y supongamos
que este nudo es no alternante, pero si fuera no alternante implicaria que la proyec-
cion de la composicion no puede ser alternante ya que poseeria por lo menos un par
de puntos cruces no consecutivos en los cuales no se cumple la alternancia de los
cruces, asi el nudo debe ser un nudo alternante. Anélogamente para el otro nudo,
asi si la composiciéon de dos nudos es alternante los nudos componentes deben ser

alternantes. O

‘‘‘‘‘‘

------

Figura 4.12. Un nudo compuesto alternante. Fuente: tomada de [1, Cap. 6].

Corolario 4.1. c(K1#K5) = ¢(K1) + ¢(Ks3) para K1# K> nudo alternante.

Demostracion. Elegimos una proyeccion alternante reducida para K;# Ks. Por el
teorema 4.2.3 tenemos que K; es un nudo alternante reducido, por la conjetura
dos tenemos que el nimero de cruces de K; es el que aparece en esta proyeccion
reducida. El mismo procedimiento puede ser aplicado para Ks. Asi, dado que K1# K,
es alternante, el menor niimero de cruces ocurre en esta proyecciéon. Por lo tanto

C(Kl#K2) = C(Kl) + C(KQ). ]

Recordemos que anteriormente mencionamos que ¢(K1#K>) = ¢(K7) + ¢(K3)
para cualesquiera nudos K; y Ky es un problema abierto, pero acabamos de com-
probar que para los nudos alternantes esta conjetura es cierta.

Ademés, existen otros nudos llamados nudos adecuados que contienen a to-
dos los nudos alternantes, para los cuales los argumentos que funcionan en nudos
alternantes pueden ser extendidos a los nudos adecuados. Pero esto no es suficiente

para decir que se cumplen en cualquier nudo.

4.3. El Polinomio de Alexander

Iniciaremos describiendo el procedimiento para poder calcular el polinomio

de Alexander de un nudo para posteriormente demostrar que es un invariante en
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la teoria de nudos. Este tipo de polinomio es para diagramas orientados D de un
nudo K.

Sea v la cantidad de puntos cruce en el diagrama del nudo. Digamos que estos
puntos cruces son ¢y, Ca, ..., C,. Sabemos que al tener un diagrama con v cruces, la
cantidad de regiones en las que divide el diagrama del nudo al plano es de v + 2.
Etiquetaremos estas regiones como 7o, 71,72, ..., Tyi1-

Denotamos los cruces que pasan por abajo por dos puntos antes de iniciar el

cruce y consideramos un cruce arbitrario ¢; para denotar las regiones en el plano.

Figura 4.13. Notacion del cruce y etiquetado de las regiones. Fuente: tomada de |2, Cap.
3.

Notemos que las regiones estan etiquetadas iniciando desde donde estan los
puntos y luego seguimos el orden en contra de las agujas del reloj. Ahora definimos

la siguiente ecuacion lineal:
ci(r)=trj —try+r —r, =0

tomando una suma alternante de los simbolos que representan las cuatro regiones y
multiplicando a las regiones que tienen punto por t.

Definiendo esta ecuacion para cada cruce en el diagrama obtenemos un sistema
de v ecuaciones con v + 2 variables, el cual puede ser representado por una matriz,
M, de v x (v + 2), donde cada entrada es £¢, £1 o 0. En la matriz descrita, cada
fila representa un punto cruce del diagrama y cada columna representa una region.

El siguiente paso en el proceso es elegir dos regiones vecinas 7, y 4, y borrar
sus respectivas columnas v, y v, de la matriz. Cualesquiera dos regiones vecinas que
elijamos no afectan el resultado. Este resultado sera probado mas adelante.

Borrando las columnas obtenemos una matriz cuadrada de v x v, M, ,. Dicha
matriz es llamada la matriz de Alexander del nudo K. Ahora sea A, (t) el
determinante de la matriz, este determinante es un polinomio en términos de ¢ con
coeficientes enteros. Dependiendo de la eleccion de p y ¢ este determinante puede
variar en un factor +t*

El hecho de que el polinomio puede diferir en un factor £t* cuando cambiamos
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el diagrama del nudo sugiere que necesitamos cambiar la forma del polinomio para
que no pase esto. Una posible forma es decir A (t) = £t"A, ,(t) de manera que el
término de menor grado en A (t) es una constante positiva. Esta forma es nuestro
invariante conocido como el polinomio de Alexander.

Antes de pasar a la demostracion veremos un ejemplo del célculo del polinomio
de Alexander. Consideremos el diagrama del nudo trébol, nombramos las regiones

de la siguiente manera:

To

C3

Figura 4.14. Nudo trébol etiquetado. Fuente: tomada de [2, Cap. 3|.

Realizando el anélisis en cada cruce obtenemos las siguientes ecuaciones:
c(r)y=tro—trg+ry—r; =0
CQ(T‘) :tTO—tT1+T4—’I“2 =0
c3(r)=tro—tro+ry—r3 =0

Asi obtenemos la matriz que representa este sistema de ecuaciones.

t -1 0 -t 1
M=t -t -1 0 1
t 0 —t -1 1

Eliminamos las columnas correspondientes a las regiones r3 y r4, y calculamos

el determinante de la matriz resultante:

t =1 0
A374(t) =1t —t —1
t 0 —t
—t -1 |t —1
=t
0 —t| |t —t
=10 —t*+t
=t(1—t+1t?)
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Entonces quitamos el factor ¢ del polinomio para obtener lo que deseamos.
Ag(t)=1—t+1

Eligiendo las regiones o y r1 en lugar de r3 y 4 tenemos:

0 —t 1
DNoqa(t) =[-1 0 1
—t -1 1
-1 1 -1 0
=t
—t 1 —t -1
=1—t+1t

Llegando al mismo resultado. Ahora nos dedicaremos a probar que dicho proce-
dimiento es invariante para nudos equivalentes. Le daremos un indice a cada region
en el diagrama, este procedimiento asigna un entero a cada region llamado el indice
de la region. Estos enteros estan determinados asignando cualquier entero p a una
region elegida y luego determinar los indices de las regiones restantes estableciendo
el indice p + 1 si cruzamos a la region de derecha a izquierda y p — 1 si cruzamos a

la region de izquierda a derecha.

Figura 4.15. Indizado de regiones. Fuente: elaboraciéon propia en Inkscape.

Claramente, ya que todas las regiones pueden ser alcanzados por arcos que
pasan por arriba en el diagrama, este proceso determina los indices de todas las
regiones del diagrama.

Consideremos ahora los puntos cruces del diagrama. Claramente, cada punto
tendra dos regiones con el mismo indice, digamos p, un indice p + 1 y otro indice
p—1.

En el proceso para encontrar el polinomio de Alexander tenemos que borrar
dos columnas de la matriz correspondiente a dos regiones adyacentes en el diagrama.
Tomando el proceso de indizado antes descrito, cualesquiera dos regiones adyacentes

tendrian indices que difieren en 1.
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p+1 P P p—1

— e —l—f—
o fe

p p—1 p+1 P

Figura 4.16. Etiquetados en las regiones de un cruce. Fuente: elaboraciéon propia en
Inkscape.

Proposicion 4.5. Si reducimos M a una matriz cuadrada M, , borrando dos de sus
columnas con indices p y p+ 1 entonces el determinante de las dos matrices podria

diferir solo por un factor £t* para cualesquiera dos columnas.

Demostracion. Sea R, la suma de todas las columnas de indice p. Ya que cada fila

de la matriz tiene un ¢, un —¢, un 1 y un —1, tenemos que:
=0
p

donde 0 representa la columna cuyas entradas son 0. Ahora multiplicamos cada
columna de indice p por un factor t7P. Ya que la fila de la matriz corresponde a un

punto cruce y cada punto cruce tiene sus regiones determinadas tenemos:
cp(r)y=t-tP-r;—t- P+ | e+ tP T — 1) o
en el caso del primer tipo de cruce en la figura 4.16 y
cp(r)=t- =+ ry—t-tPerg+t—(p—1)-rp—t7"-r,

para el segundo tipo de cruce en la figura 4.16. Claramente en ambos casos la suma
de los coeficientes es cero y asi la suma de las columnas en la matriz también serian

el vector 0 como anteriormente habifamos visto.
PP
E t PR, =0
P
y si restamos las dos sumatorias obtendriamos

> P -1R,=0

p

Ya que t° = 1, los términos en R en la suma se cancelan unos con otros. Asi, a
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partir de la suma anterior, podemos ver que si 7; es una regiéon de indice p con su
correspondiente columna v; entonces (t~?—1)v; se puede expresar como combinacion
lineal de las otras columnas en la con indice distinto de 0. También, los coeficientes
de las columnas en la combinacion lineal son de la forma —(¢77 — 1) para cada
columna de indice gq.

Ahora consideremos las matrices My ; y M donde las columnas v; y vy, tienen
indices p y ¢ respectivamente. Por el resultado anterior y por propiedades de los

determinantes, podemos ver que:
(7T —=1)D;(t) = £ —1)Dox(t)

Entonces, ya que los indices de las regiones son determinadas anadiendo una cons-
tante, si v; y v, son dos columnas més de M de indice r y s respectivamente entonces

obtenemos las relaciones:
("= 1) A () = (TP — 1) A k()

(970 = 1) A (t) = £t — 1) Dgn(2)
las cuales combinamos para obtener:

(t" =1t P —1)

Am (t) ==+ fa-s _ ]

ANgm(t)

finalmente, hacemos p=r+ 1y s = ¢+ 1 y obtenemos:
JAVR I 0 VAV A

Asi, al remover cualesquiera dos columnas de la matriz con indices consecutivos, el

determinante de la matriz resultante difiere inicamente en un factor +¢t47". OJ

Se tiene que tener en cuenta que eliminar algunas columnas daria como resul-
tado el determinante 0, por ejemplo con el nudo trébol como se vio anteriormente, la
columna correspondiente a ry y la correspondiente a r4 son linealmente dependientes
por ello alguna de ellas debe ser eliminadas en el procedimiento.

Diferentes diagramas para el mismo nudo pueden dar matrices distintas, asi
necesitamos definir una nociéon de equivalencia de matrices y asi decir que para un

mismo nudo sus matrices pertenecen a una misma clase de equivalencia.
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Definiciéon 4.5. Dos matrices M; y M, son e-equivalentes si es posible transformar

una en la otra por una sucesion de las siguientes operaciones:

1. Multiplicando una fila o columna por —1.
2. Intercambiando dos filas o columnas.
3. Sumando una fila o columna a otra.

4. Anadiendo o removiendo los bordes de la matriz donde el elemento de la

esquina es 1 y todos los demas 0.

1 0 00
a b c
0 a b ¢
d e f| <
, 0 de f
g h 1 .
0 g h i

5. Multiplicando o dividiendo una columna por ¢.

Por propiedades de los determinantes, es facil verificar que las operaciones en
matrices antes descritas solo cambian la matriz a lo sumo en un factor de £t*. Asi
cualesquiera dos matrices e-equivalentes tienen determinantes que difieren a lo sumo

por un factor +t*.

Proposicion 4.6. La matriz N obtenida cambiando los signos de todas las entradas

negativas de M es e-equivalente a M.

Demostracion. Dado que a medida que se avanza por los cruces del nudo, los indices
de las regiones van alternando entre par e impar se tiene que en las entradas de
las regiones impares en un mismo cruce son ambas positivas o negativas, y las
correspondientes regiones pares son de signo opuesto. Entonces si multiplicamos
cada columna impar por —1 cada fila tendria solo entradas negativas o solo entradas
positivas. Finalmente podemos multiplicar todas las filas negativas por —1 para
obtener una matriz con solo entradas positivas. Asi, las matrices son e-equivalentes.

]

Sabemos que si dos diagramas de nudos son equivalentes, uno puede ser trans-
formado en el otro via los movimientos de Reidemeister. Usaremos este hecho para

probar que nudos equivalentes tienen matrices de Alexander e-equivalentes.

Teorema 4.3.1. Si dos diagramas D1 y Dy representan al mismo nudo entonces

sus matrices cuadradas My y My son e-equivalentes.

70



Demostracion. Probaremos esto viendo los efectos que tienen los movimientos de

Reidemeister en la matriz del diagrama.

1. Para el movimiento tipo 1 tenemos que antes de realizar el movimiento, el
nudo posee dos regiones y después de realizarlo se anade una nueva region y

un punto cruce en el diagrama. Llamaremos a la matriz de Alexander del nudo

(]
r T‘i
/‘

Figura 4.17. Regiones en el movimiento de tipo 1. Fuente: elaboraciéon propia en Inkscape.

antes de realizar la transformacion M. El movimiento de tipo 1 tiene el efecto
que anade una nueva fila y una nueva columna en la matriz M. Esta nueva

matriz seria de esta forma:

-t -1 t+1 0 ... 0
0

M

donde las primeras tres columnas representan a r,, rj y r respectivamente.
Ya que las regiones 7} y r5 son adyacentes, podemos eliminar sus respectivas

columnas sin afectar a la matriz. Esto nos deja con la siguiente matriz:

-t 0 ... 0
0

M; 5

Ahora multiplicando la fila 1 por —1 y dividiéndola entre ¢t obtenemos una

matriz e-equivalente a la anterior de la siguiente forma:

M, 5
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Finalmente al suprimir la fila 1 y columna 1 obtenemos M; 5, que es una matriz
de Alexander del nudo original. Y Asi la matriz de Alexander es e-equivalente

si aplicamos el movimiento de tipo 1.

2. Para el movimiento de tipo 2, iniciamos con tres regiones en el diagrama y

la transformacion crea otras dos regiones y dos puntos de cruce. La matriz

ra

Figura 4.18. Regiones en el movimiento de tipo 2. Fuente: elaboracion propia en Inkscape.

después de la transformacion quedaria de la siguiente manera:

—t t 0 -1 1 0 0
t —t 1 0 -1 20 0
o [ I |
Coouovow M, 5
o [ I |

Donde las primeras cinco columnas representan a r.., i, r5, v v rl respecti-
y Ty T2y 12 3
vamente, y u es la columna de r; en la matriz original y las entradas de 79
estan divididas entre v y w (ya que la region ry se dividio en 7 y 75 al realizar
el movimiento). Ya que r} y r§ son adyacentes, eliminaremos sus respectivas

columnas de la matriz. Quedando la matriz de la siguiente manera:

—t 0 1

t 1 -1

0 |

oW M 5
0 |

Ahora dividimos la primer columna entre ¢ y sumamos la primer fila con la
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segunda para cancelar algunos términos, obteniendo:

-1 0 0 0
0O 1.0 O 0
0 |
) M, 5
0 |

Ahora sumamos la columna r, a r5 y multiplicamos la primer columna por —1

para obtener:

o O =

00
10
|

)

v M
0 |

Finalmente eliminamos el borde para obtener:

10 0 ...0

|
v MLQ
|

Podemos cancelar las entradas de v aplicando los movimientos de la € equiva-
lencia. Primero multiplicamos la fila 1 de la matriz por una potencia apropiada
de t, sumando la fila 1 a otra fila de tal forma que los términos en la columna 1
se cancelen y entonces dividir la fila 1 por la misma potencia de ¢ para tener 1
en la primer entrada y asi eliminar el borde obteniendo M; 5 que es una matriz
de Alexander valida para el diagrama original. Y asi la matriz de Alexander
es e-equivalente si aplicamos el movimiento de tipo 2.

3. En el caso del movimiento tipo 3, el niimero de regiones no cambia pero las

entradas al rededor de los puntos cruces si difieren: Antes de la transformacion,

g

Figura 4.19. Regiones en el movimiento tipo 3. Fuente: elaboraciéon propia en Inkscape.
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la matriz que obtenemos es:

—1

0
0
|

u
|

t
t
0
|

v
|

— = O O

z X
|

Donde las primeras 7 columnas son de ry, 1o, 13, 74, I's5, T Y 77 respectivamente,

y X es el resto de la matriz. Después de realizar el movimiento obtenemos la

siguiente matriz:

M =

— =+ O O

v
|

10
10
00
|

z X
|

Donde las primeras 7 columnas son de 7}, r5, r4, v}y, v, r§ v r4 respectivamente,

y X es el resto de la matriz. Por la proposicion 4.6 se tiene que las siguientes

matrices son equivalentes a M y M’ respectivamente:

— O O =

~

— B

— O ~+

~

— = + O

— =+ O O

—

O =+

O = =

1
0
1
|

wl
|

— O = O

74

— O =+ O

— f — & = O

— O O <+

— O = = Cn e o o

—

0
0
0

X/




Comprobaremos que estas dos matrices son e-equivalentes. Para simplificar los
calculos realizaremos los movimientos unicamente en las primeras tres filas y
siete columnas, pero tenemos que tener en cuenta que dada la naturaleza del
resto de la matriz debemos evitar cambias las entradas de w’ — 2/, entonces
solo es permitido sumar la columna 3 a alguna otra columna. Entonces usando

los movimientos descritos en la definicion 4.5 tenemos:

1t ¢t 1000 00t 101t 1
0¢t10¢t10] —]0¢t10¢t 10
00¢t10¢t1 1t ¢t 1000
0O 0 ¢t 1 0 t
=10 2 —t 0 —t* —t
1 ¢t ¢t 1 0 0
0 0 ¢t 1 0 t 1
-0 -2 01 -2 0 1
1 ¢t t1 0 00
0 0 11 0 ¢t 1
=10 =2 01 —t2 0 1
1 ¢t 11 0 00
1t ¢t 1000 0 0 10 0 t 1
0t10¢t10] =0 201 201
00 ¢t 10 ¢t 1 1 ¢t 1.0 0 00
0 0 to0 0 t 1
=10 =2 01 —t2 0 1
1 t t0 0 00
00 ¢t 0 0 1
=1t 0 2 1 —¢ 1)
1t ¢t 0 0 0
00 ¢t 0t t1
=1t 0t 1001
1t t 0t oO0o0
0010¢t t1
-1t 0 ¢t 1001
1 t10¢t 00

Asi N es e-equivalente a N’ y con esto M es e-equivalente a M’ lo cual
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demuestra que el movimiento de tipo 3 deja matrices e-equivalentes.

Entonces dos diagramas de un mismo nudo poseen matrices de Alexander e-equiva-
lentes. O

Con esto queda demostrado que el polinomio de Alexander es un invariante
para los nudos ya que el termino que difiere en el determinante de la matriz de
Alexander se omite para obtener el polinomio de Alexander.

El polinomio de Alexander también puede ser calculado via algunas reglas como
con el polinomio de Jones, las reglas a seguir para el polinomio de Alexander son

las siguientes:

Figura 4.20. Bases del polinomio de Alexander. Fuente: elaboracion propia en Inkscape.

Donde L., L_ y Ly se muestran en la figura 4.20. Esta forma de calcular el
polinomio de Alexander nos sera de utilidad para encontrar relaciones con otros

polinomios.

4.4. Polinomio HOMFLY

El polinomio HOMFLY es una generalizacion de los polinomios de Jones y
de Alexander, el cual es un polinomio de Laurent en dos variables, usualmente estas
variables son m y [.

Las reglas para el calculo de este polinomio son las siguientes:
1. P(O)=1
2. IP(Ly) +17'P(L_) + mP(Ly) =0
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L, L L,
Figura 4.21. Bases para el polinomio HOMFLY. Fuente: tomada de [1, Cap. 6].

Nuevamente queremos que el polinomio para el nudo trivial sea 1 y ademas
pedimos que cumpla una condicién muy parecida a las obtenidas en el polinomio de
Alexander y el polinomio de Jones, pero ahora L, L_ y Lo estan dados por:

Notemos que L; y L_ son no nudos entonces P(L,) = P(L_) = 1y por la
relacion que nos proporciona la segunda regla tendrfamos que mPLg) = —(1+171).
Asi, obtendriamos que P(Ly) = —m (I +171).

Este polinomio tiene muchas propiedades interesantes. Iniciaremos con la si-

guiente propiedad:

Proposicion 4.7. Sean Ly y Ly enlaces cualesquiera, entonces se cumple que P(Ly

#L2) = P(L1)P(Ly).

Demostracion. Se demostrara por induccion sobre el nimero de cruces de Lo, ¢(Ls).
Para ¢(Ls) = 0 tenemos que Lo es un nudo trivial y asi Ly#Ly = Lj, con esto
P(L1#Ly) = P(Ly)P(Ls) = P(Ly) = P(Ly) lo cual comprueba el caso base. Ahora
asumimos que para ¢(Ls) < n se cumple que P(L1#Ls) = P(L1)P(Ls). Sea ¢(Lsy) =
n, elegimos un cruce el cual al cambiarlo de orden, la hebra que pasa por arriba ahora
pasa por abajo y viceversa, disminuye el nimero de cruce en el diagrama minimal.
Asumamos que este cruce es positivo, visto desde el ntimero de enlace, con esto
tenemos que L = L, y consideramos los enlaces L, y L3, en el cruce que estamos
considerando. Tenemos ¢(L; ), ¢(L3) < n—1, y por hipétesis de induccion tendriamos
P(L\#Ly) = P(L1)P(Ly) y P(L\#L —2°) = P(L;)P(LY). Por la regla 2 tenemos
IP(Ly\#L3) + 7Y (Ly#Ly) + mP(Li#LY) = y con esto:

IP(L#Ly) = ZP(Ll#L;)
= —I7'P(Li#Ly) — mP(L#L3)
= —IP(L1)P(Ly) — mP(L1)P(LY)
= P(L1)(=1P(Ly) — mP(L3))
= ZP(Ll)P(Lz)

Por lo tanto P(Li#Ls) = P(L2)P(L;). Analogamente si el cruce es negativo, solo
cambia el hecho que P(L;y) = P(Ls). O

Para la préoxima propiedad se requiere de la siguiente definicion:
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Definicién 4.6. Sean L, y Lo dos enlaces, la unién dividible de estos enlaces,
denotada por L; U Ls, es un enlace simple que se obtiene colocando a L; cerca de

Ly sin traslaparse o entrelazarse de ninguna forma.

@D

Figura 4.22. Union dividible. Fuente: tomada de [1, Cap. 6].

Proposicion 4.8. Sean L, y Ly dos enlaces cualesquiera, entonces se cumple que
P(LiULy) = —(I+1"Ym™ P(Ly)P(Ly).

Demostracion. Tenemos L, = L = L 1#Ls y Ly = L; U Ly, aplicando la regla dos

tenemos:

P(Li#Ly) + I P(L1#Ly) + mP(Ly U Ly) =0
Por la proposicion 4.7 y despejando P(L; U Ls) tenemos:

—IP(Ly)P(Ly) — 17" P(Ly) P(Ly)

P(LyU Ly) = -

Asi
P(L U Ly) = —(1+ 1"Ym ™ P(Ly)P(Ly).

]

La propiedad que nos proporciona la proposicion 4.7 nos dice que los polinomios
de los nudos se comportan exactamente como lo hacen los enteros. Ademés nos dice
que el polinomio HOMFLY no es un invariante completo, ya que es incapaz de
distinguir algunos enlaces, en particular no distingue el orden de las sumas conexas,

es decir, no distingue entre Li# Ly y Lo# L, aunque estos nudos no sean equivalentes.

FQ B OO

a b c d

Figura 4.23. Enlaces iguales via el polinomio HOMFLY. Fuente: tomada de [1, Cap. 6].
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En la figura siguiente (a) y (b) representan dos enlaces L; y Lo, respectivamen-
te, (¢) y (d) representan dos formas de sumas conexas distintas pero el polinomio
HOMFLY no distingue.

Ahora veremos que el polinomio HOMFLY se relaciona con el polinomio de
Jones y de Alexander. Iniciaremos con el polinomio de Jones, si reemplazamos [ por
it~' y m por z'(t’% — t%) en el polinomio HOMFLY, donde i es la unidad imaginaria.
Veremos esto a través de la regla 2 del polinomio HOMFLY:

— t2)P(Lg) = 0.

=

(tYP(Ly) + (it™) " P(L_) +i(t

Con esto
it 'P(Ly) — itP(L_) +i(t"2 — t2)P(Lg) = 0.

Entonces

t'P(Ly) —tP(L_) + (t72 —t2)P(Lo) = 0.

Que es la relacion encontrada para el polinomio de Jones. De manera similar
podemos ver que la regla 2 del polinomio de Alexander puede transformarse en la
regla 2 del polinomio HOMFLY.

Dado que ya demostramos que tanto el polinomio de Alexander como el poli-
nomio de Jones son invariantes para la teoria de nudos, tenemos que el polinomio
HOMFLY debe ser un invariante también.
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CONCLUSIONES

El comprender el concepto matemético de nudo, nos ayuda a comprender
mejor nuestra realidad y explicar como es que estd conformado lo que nos
rodea. Ademas al ser un area relativamente nueva hay muchas preguntas atin

sin resolver.

La clasificacion de nudos es un problema de gran importancia, hasta la fecha
no se ha logrado clasificar todos los nudos de 14 o mas cruces, esto debido a

que los invariantes existentes no son lo suficientemente fuertes.

Los invariantes antes estudiados no son completos ya que cada uno de ellos
posee excepciones en las cuales aunque los nudos sean distintos al calcular los
invariantes estos son los mismos, por ello en la clasificacion se opta por utilizar

méas de un invariante para ser mas precisos.

El calculo en general de los invariantes es complicado de realizar a mano, es
por ello que se opta por el uso de software especializado en el calculo de los

mismos.

Los polinomios son los invariantes mas fuertes que existen en la teoria de nudo,
su célculo depende de algunas otras areas de la mateméatica principalmente del

manejo de matrices.
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RECOMENDACIONES

1. Si se desea estudiar mas respecto de la teoria de nudos, se debe poseer una

fuerte base en topologia y algebra moderna.

2. El interesado en darle continuacion al presente trabajo debe hacer un estudio

de las aplicaciones que esta teoria tiene en otras areas de la ciencia.

3. Estudiar a profundidad las propiedades que los determinantes de matrices

poseen ya que es de utilidad en el célculo del polinomio de Alexander.
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