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3. Definir una biyeccion entre ntimeros reales y conjuntos de sucesiones de ni-

meros naturales y estudiar sus propiedades.
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INTRODUCCION

Los objetos méas elementales con los que una persona empieza el estudio de las
matematicas podrian considerarse los nimeros. Por esto, han sido objeto de estudio
los conjuntos numéricos como los naturales N, los enteros Z, los racionales Q y los

reales R. Los racionales se definen como cocientes de enteros, como por ejemplo:
31

42
numeros irracionales, nimeros que no se podian expresar como el cociente de dos

etc. Civilizaciones tan antiguas como la egipcia y la griega descubrieron los

enteros, principalmente derivados de la geometria.

Ademés, una de las primeras definiciones que se nos dan en la primaria de un
ntmero irracional es un nimero cuya representacion decimal es infinita, pero no es
periodica, es decir, no es posible encontrar un patréon que se repita infinitas veces.

Al tratar de aproximar un ndimero irracional, por ejemplo 7, de forma racional,

; o 31157 3uL | o
odaremos nacerio poco a poco: —, —, ———, €elcC. asandaose en la representacion
p p POCO: 107 50 " 10007 ¢ P

decimal.
Lo primero que puede notarse es que los denominadores crecen exponencial-
mente: con un denominador de 1000, se tienen 3 decimales de exactitud. Esa es una

gran ventaja de la representacion por fracciones continuas. Por ejemplo la fraccion

355

—, C
113’
aproximacion decimal de 5 decimales de exactitud.

on un denominador tan pequeno como 113, con la que se puede obtener una

A lo largo de la historia, ademés, se han utilizado fracciones continuas para
realizar varias aproximaciones practicas, como en el planetario de Huygens, e in-
clusive en la creacion del calendario Gregoriano. En este trabajo de investigacion
se buscara estudiar las propiedades bésicas de las fracciones continuas, asi como

explicar algunas de sus aplicaciones.

Por otro lado, uno de los misterios mas grandes que ha intrigado a los mate-
maticos por siglos es el estudio de los nimeros primos. Desde el principio se trato
de encontrar una féormula que produjera a todos los niimeros primos, o por lo menos
un patron. Y de hecho, uno de los problemas del milenio, declarados por el Clay

Mathematics Institute en el ano 2000, es la Hipotesis de Riemann, la cual conjetura

IX



que todos los ceros no triviales de la funcién Zeta de Riemann tiene parte real % Tal
resultado tendria muchisimas ramificaciones e implicaciones en temas importantes y
conocidos de la matematica, especificamente para saber qué comportamiento tienen
los niimeros primos.

Bajo esa premisa, una idea planteada en este proyecto fue utilizar las frac-
ciones continuas como una herramienta para el estudio de los niimeros primos. Se
define una biyeccion entre un subconjunto de todas las sucesiones de naturales ha-
cia los numeros reales, por medio de su representaciéon como fracciones continuas.
Al definir tal sucesion, es interesante investigar cuél serd la imagen de la sucesion
2,3,5,7,...,Pn,..., donde p, es el n-ésimo primo. Esta imagen seria un nimero
real que sintetizaria la informacion de todos los nimeros primos. Luego, se calcula

la imagen de algunas otras sucesiones importantes.



1. Conceptos preliminares

1.1. ;Qué es una fraccion continua?

Definicién 1.1. Un campo de fracciones Q(R) es el minimo campo de un anillo

conmutativo R que contiene a R. Una fraccion continua finita es una representacion

p €1
q €9
CL1+
€3
a
2+ e
Qp,

para un elemento p/q de un campo de fracciones Q(R) de un anillo conmutativo R.
Los a;, e; son elementos del anillo R. En este caso, el entero no negativo n se llamara

longitud de la fraccion continua.

Supéngase que el campo Q(R) estd dotado de una métrica y que @ es la

completacion de Q(R) con respecto a esa métrica. Entonces se dice que

€1
Qo +
€2
a +——
€3
(05} —I— —

es una fraccion continua infinita si para todo n > 0 la parte finita

Pn €1
n es
a; +
€3
a
2+ .
Qn,



es una representacion de Zﬁ como fraccion continua finita y ademés se cumple que
n

z pn

lim —

n—oo qn
existe como un elemento de (). Si ese limite es x, se dice que la fracciéon continua
infinita representa a z. Esta fraccién continua se representard usualmente como

€1 €9

lag;e1/a1,ez/as. ... ], 6 a9  —

— ... Y en el caso que todos los e; sean 1, como
+ aq + a9 + q ! ’

lag; a1, as, . ..].

El tipo mas comin de fracciones continuas es en niimeros reales: el caso en el
que R =7y Q(R) = Q, con la métrica Euclideana usual, que genera el campo de
numeros reales R como completacion. A partir de ahora, nos referiremos a fracciones

continuas en este conjunto.

Definicién 1.2. Una fraccion continua generalizada [ag; eq/ay, ea/as. ... ] es un co-

clente
€1 €2

a — —_— o ..
0+a1+a2+

con a;, e; enteros positivos para todo ¢ > 1.

Definicién 1.3. Una fraccidn continua simple finita [ag;aq,as,as,...,a,] €s un
cociente
1
Z—Q = Qo +
q 1
a; +
1
Gt T
an

con a; enteros no negativos para todo ¢ > 1y a, > 2. Los enteros a; son llamados

coeficientes.

Ejemplo 1.1. La fraccion continua [1;2, 3, 4] representa la expresion

1 1
[1;2,3,4] =14+ ——— =1+
1 1
2+3+—1 2+E
4 4
1 1 13 43
+2 4 *30 +30 30
_l__ PR
13 13



Note que si la representacion de fracciones continuas simples es finita, entonces
r serd un numero racional, puesto que los racionales son cerrados con la suma.
Reciprocamente, si x € QQ, entonces su representacion por fracciones continuas sera
finita; esto serd demostrado en el siguiente capitulo, en la Seccion 1.2.

Se definird ahora céomo se trabajaran las fracciones continuas que representan

nimeros irracionales.

Definicién 1.4. Una fraccion continua infinita simple |ag; a1, as, as, .. .| es un co-

ciente de la forma

x = |ag; ay,as, ...| == ap +
a1 +
ag + ——
az+ -
Para hallar tal representacion para algiin x € R se define recursivamente oy = x
Yy Qpyy = ——, si a,, € Z, para todo n € N. A partir de estos «, se definen los

n n
coeficientes de la fraccién continua como a,, = [, ].

Nota 1.1. Si en algn punto «,, = a,, entonces la fraccion continua serd finita, y

representara a un numero racional, que concuerda con las definiciones anteriores.

Definicién 1.5. Sea x = [ag; a1, as, ... ]. Sean p, € Z, q,, € Z* con m.c.d.(pn, qn) = 1
tales que P _ lag; ai, as, ..., a,],n > 0. Esta fraccion Pnos llamada el n-ésimo
an

n
convergente de la fracciéon continua de x.

Ahora, se procederé a observar un ejemplo de coémo una sucesion definida como
en la definicion 1.3, genera un niimero irracional. Cabe mencionar, que mas adelante

se discutira, en general, la convergencia de las fracciones continuas simples infintas.

Ejemplo 1.2. Se tratara de encontrar el valor x € R que representa la fraccion

continua dada por

=1+

1+ ——
1
14+ —

Note que es posible reescribir la expresion de la forma

1
r=14+- < 2’=0+4+1 < 22—2—-1=0

T



1++5

Al resolver la ecuacién cuadratica, se obtiene z = 7 Claramente, = debe

tener un valor positivo, por lo que de hecho, se ha obtenido la representaciéon por

fracciones continuas de la proporcion aurea:

1 1

+\/S:1+—

2 1
1+

1
1+ —

Ejemplo 1.3. Es posible generalizar el ejemplo anterior para encontrar el valor

x € R que representa la fraccion continua dada por

b+
b+

1
b+ —

Al aplicar el procedimiento anterior, se obtiene la ecuaciéon cuadratica
22 —br—1=0.

b+ Vb2 +4

Tomando las consideraciones anterioes, se concluye que x = 5

Cabe mencionar también, que puede generalizarse atin méas el concepto de

fraccion continua, utilizando siempre ntimeros conocidos:

1.2. Propiedades de fracciones continuas simples

Ahora, con estas definiciones basicas, se probaran algunos resultados impor-
tantes. Se trabajara en el campo de los nimeros reales, para obtener resultados méas

generales.

Proposicion 1.1. Dada una sucesion to,ty,te, -+ € R tal que t;, > 0, para todo
k > 1, se definen las sucesiones (L) y (ym) de la siguiente forma: xy = to, yo =

L,xy = tot1 + 1, y1 = t1, Tmao = tmao®mi1 + T, Ymaz = tmioYme1 + Ym para todo

m > 0. Entonces se liene que:



Tn,
[toit,ta, ...ty = to + : :y_ para todo n > 0.
ty +

to +
] 1
ts+ .+ t_
Ademds de es0, Tpi1Yn — TpYni1 = (—1)", para todo n > 0.

Demostracion. La prueba serd por induccién en n. Para n = 0 se tiene que

o o
[ 0] ° 1 Yo

Suponga que la afirmacion es valida para n. Para n + 1 en lugar de n, se tiene:

1
[tO;t17t27---7tn7tn+l] = |:t0;t1,t2,...,tn+ ]
n+1

(tn + i) Tt + Tps

tn+1

<tn + L) Yn—1 + Yn—2
o tn—l—l(tnxn—l + xn—2) + Tp—1

B thrl(tnynfl + yn72) + Yn—1
ZfnJrlxn + Tp—1 o Tnt1

tns1Un + Yn-1 Yni1

Ahora se demostrara la segunda afirmacion, de nuevo por induccion. Se tiene
que 1Yo — Toy1 = (tot1 + 1) — tot; = 1 = (=1)°. Y si la afirmacion es vélida para

algiin n, entonces

Tp+2Un+1 — Tnt1Ynt2 = (tn+2$n+1 + xn)ynJrl - (tn+2yn+1 + yn)anrl

- _<xn+1yn - xnyn+1)

= (1= (1 0
Corolario 1.1. Sea = = [ag; ay, as,as, . ..| un nimero real y sea <zﬁ) ,
"/ neN
p .. . .
= = lag; ay, as, - . ., a,) la sucesion de convergentes de la fraccion continua de x. Las

n
sucesiones (pn) y (qn) satisfacen las recurrencias
Pnt2 = Qni2Pnt1 + Pn Y Gnt2 = Qni2Gn+1 + G para todo n > 0,
con po = ag,p1 = a1 + 1,90 =1 y 1 = a1.

Ademds de €50, Dni1Gn — Pudni1 = (—1)", para todo n > 0.

3



n n -1)"
Ademds de eso, Potlt  Pn _ (=1)

n+1 an qngn+1

Nota 1.2. Note que ahora, al hablar especificamente de la expansion por fracciones

continuas del nimero z, los a,,n € N son naturales.
Demostracion. Las sucesiones (p,) y (¢,) cumplen, por la proposicion [1.1] que

% - [CLO; a1, a2, ... 7an]>pn—HQn — PnQn+1 = (_1)n7vn > 0
n

Como se cumple que p,11Gn — PnGni1 = (—1)", los p, ¥ ¢, dados deben ser primos

relativos. Ademas de eso, se sigue de la recurrencia que ¢, > 0,Vn > 0. Eso implica

Pn -
que | — es la sucesion de convergentes de z.
n neN

Ahora, note que si se divide entre ¢,¢,+1 de ambos lados de p,11¢, —pnGni1 = (—1)",

se tiene
Pn+1 B & (_1>n ' ]
dn+1 dn Anqn+1

Corolario 1.2. Para todo n € N,

o QnPn—1 +pn—2

Andn-1 + gn—2

_ Pn—2 — gn—2T
Gn—1T — Pn—1

a7l
donde los o, son los de la definicion 1.3.

Demostracion. La primera igualdad sigue de la proposicion pues
T = [ag; a1, Az, - - ., An1, Oty).
La segunda igualdad es consecuencia directa de la primera. O

Ahora se mostrard un ejemplo que exponga el primer colorario demostrado,
que ademas prueba una propiedad interesante de los convergentes de la fraccion

continua de la proporcién aurea:

Ejemplo 1.4. Se presentan a continuacién los primeros coeficientes, numeradores
y denominadores parciales de la proporcién aurea
Se conjetura entonces que los convergentes de la proporcion aurea son, de hecho,

cocientes de nimeros de la sucesion de Fibonacci consecutivos. Aplicando el corolario



n -1 (0(1}2|3|4|5 |6 | 7|89
an, 1{1ry1}j1(1{1{1}1 1|1
Dn 1 112135 (8[13[21 3455|289
Gn 11112358 |13]21 34155

Tabla 1.1. Coeficientes, numeradores y denominadores parciales de ¢.

[L.1] se tiene que:

po=1=Fy,

pr=ap+1=1+1=2=F,

Pnt2 = QnioPpt1 +Pp = 1+ Fopr + Fiy = Figo
qo = 1 = Fy,

@ =a =1=1F,

Gnt2 = Gpi2qn + 1+ gy =1-F + F 1 = Foyp,

que es lo que se queria probar.

o e, p’n <_1)n
Proposicion 1.2. Se cumple que v — — =
qn (&nJrl + Bn+1)q721

J

donde b1 = It _ 05 an, ap_1,...,as, a1].
" o 1 1
En particular, ——— < |v — —| = < )
(an+1 + 2)%21 qn (an+1 + 5n+1)q7% an+1qr21

Demostracion. Por el corolario 1.2 se cumple:

& o An41Pn +pn—1 i & _ Pn—14n — Pndn-1
qn Qn414n + dn—1 dn (an—i-IQn + Qn—1>Qn
_ _(pHanl _panQn) - _(_1)71—1

(nt1Gn + Gn-1)qn  (Qns1Gn + Gn1)Gn

(=n" _ (=n" _ (=n"

(anJrIQn + Qn71>Qn (Qn+1 + anl/%»q% B (an+1 + /Bn+1)Q’?L

P 1

—| = y como |pi1| = A1y 0 < By <1
dn (an+1 + 5n+1)q72b7 L " J " "

se sigue que ap11 < Qpi1 + Bur1 < apa1 + 2, lo que implica la altima afirmacion.
Gn-1 Gn—1

xr —

En particular,

La expansion de (3,1 como fracciéon continua sigue de: = -
An AnQn—1 + Gn—2
qn—1 1 . .
= g que se aplica recursivamente. O
qn Qn, + n—2
Gn—1



Proposicion 1.3. Para todo k > 0, se cumple que

D2k < P2k+2 <r< DP2k+3 < p2k+1.

T k43 Q2K+

QPr Q242

Demostracion. Primero, note que

Pnt2  Pn _ Qni2Pn+1 + Pn DPn an+2(pn+IQn _pnqu-H) . (_1)nan+2

dn+2 dn Ap+24n+1 + dn 4n Qn<an+2Qn+l + qTL) dn+24n

es una expresion positiva mientras n sea par, pero negativa cuando n sea impar.
n
. . Pn -1
Ademas, note que, para todo n > 0, se tiene que v — — = (=1 es
. . . qn <an+1qn + anl)qn
positivo para un n par y negativo para un n impar. O]

1.3. Convergencia de fracciones continuas

Ahora se discutiran las condiciones necesarias para que una fraccién continua

converja. Primero se consideraran las fracciones continuas simples.

Proposicion 1.4. Sea ¢, = Pn el n-ésimo convergente de la fraccion continua de
dn
(=1)"
dn—-19n

la diferencia entre dos convergentes consecutivos ¢, y c¢,_1, debe ser

algin x. Entonces se cumple que ¢, — ¢,_1 = . Es decir, el valor absoluto de

qn—19n .
Demostracion. Se tiene por el corolario que Pndn—1— Pn—1qn = (—1)". Al dividir
entre ¢,_1¢q, en ambos lados de la expresion, se obtiene:

Pn Pnr _ (21" (=1)"

e Cp— Cp_1 =

= ) ]
dn gn—1 Gn—194n Gn—19n

Ahora se necesita saber algunos conceptos del analisis de variable real, tomados
de [1].

Definiciéon 1.6. Una sucesion X = (z,,) en R se llama sucesion de Cauchy si para
cualquier real € > 0 existe algin natural M(e) tal que si m,n > M(e), entonces

|2 — | < e

Teorema 1.3.1 (Criterio de Convergencia de Cauchy). Una sucesion (x,) en R es

convergente <= (x,) es una sucesion de Cauchy.

Basta entonces demostrar que la sucesion de convergentes de una fraccion con-

tinua simple siempre serd una sucesion de Cauchy para demostrar la convergencia.



Proposicion 1.5. La sucesion de convergentes ¢, de una fraccion continua simple

es una sucesion de Cauchy.

. Cabe tam-

Demostracion. Por la proposicion [2.1] se tiene que |¢, — ¢, 1| =
bién recordar que la sucesion de denominadores parciales g, es%%_hqenﬁnida por la
recurrencia ¢, = angn—1 + ¢n—2, segn el corolario [I.I} por lo que es una sucesion
mondtona creciente. Se quiere probar que para cualquier € € R, 0 < ¢, existe M (e)
tal que para cualesquiera m,n > M (€), |¢,, — ¢,| < €.

Sin pérdida de la generalidad, suponga que m > n. Sea ¢ > 0 un nimero real

cualquiera y k € N tal que m = n + k. Considere

‘Cm - Cn| = ‘Cn+k - Cn’

< ‘Cn+k - Cn+k71’ + ‘Cn#»kfl - Cn+k:f2’ + - |Cn+1 —Cp

1 1
< + + -+
An+kAn+k—1 Qn+k—19n+k—2 qn+19n
k
<
qn+19n
- k
q?

Note que en el corolario se dieron las recurrencias para p, v ¢,. Especificamente,
Gnio = Gnsanit + gn para todo n > 0,
con go = 1y q1 = a;. Note que los a, > 1,n > 1, asi que g2 > 2 y entonces ¢, > n

para todo n > 1. Por la propiedad arquimediana en los ntimeros reales, debe existir

k
algin N tal que N > \/j Entonces es posible, para cualquier 0 < €, tomar un
€

k .
N € N tal que gy > N > \/j Se tiene entonces
€

k k
qN>\/i:>|cN+k—cN|<—2<€
€ dn

que es lo que se queria probar. O

1.4. Propiedades de fracciones continuas generali-

zadas

Ahora, se probara que es posible generalizar algunos resultados obtenidos en

el estudio de las fracciones continuas simples. Considerense ay, by, enteros.



Teorema 1.4.1 (Teorema de Euler-Wallis). Sea o = by + Z—ll IR Z—: n ZZi

fraccion continua generalizada con convergentes { P,/ Qy}n>1. Sea P_y = 1, Py = by,
Q*l = 07 QO = L.
Entonces { Py }n>0 Y {Qn}n>0 satisfacen las formulas de Euler-Wallis:

una

P, =0b,P 1+ a,P,
Qn = ann—l + anQn—Q

PnQn—l - Pn—lQn - (—1)"_1a1 Uy,
o an+1Pn + an—i-an—l

B an—HQn + an—i—lQn—l .

Note que estos resultados coinciden en el caso particular que todos los numera-

dores parciales son 1, con los resultados anteriores de fracciones continuas simples.

Demostracion. Se procederd por inducciéon para demostrar la primera parte.
Caso base: Se sabe que % =boybo+3t= b)b})% = %, entonces P, = biby + a1 =
biPo+arPyy Qr=0by =00+ a1Q_1.

Hipotesis de induccion: Se asume que se cumplen las ecuaciones P, = b, P,_1 +
anP,_ oy Q, =0,Q,_1+ a,Q,_2 para algiin n. Se quiere entonces demostrar que se

cumple también para n+1. Como b, 1 # 0, se sabe que

n o anbn—i-l
Ap+1 bnbn—H + Ap+1
b, +
bn—l—l

(A

Si se toma la notaciéon auxiliar de a], = a,by11,0),

bpbpi1+any1, entonces se puede
considerar la fraccion continua [by; a1 /by, ..., al /bl ]. Por la definicion de P,y y la

hipotesis de induccion, se tiene:

Po1=P =VbP, 1+ a,P, 5
= (bubpy1 + @na1) Poo1 + anbp i1 Pyo
= bpi1(bnPo1 + anPr2) + ans1Pry
= bp+1Pn + ani1 P

Esto demuestra la ecuacion [I.1} Analogamente, se demuestra que se cumple la
ecuacion

10



De nuevo, la ecuacion se demostrara por induccién.

Caso base: PiQo — Py@Q1 = (boby + a1) - 1 — boby = a;.

Hipotesis de induccion: Se asume que P,Q,_1 — P1Q, = (=1)""ta;---a, para
algiin n. Se quiere entonces demostrar que se cumple también para n+1. Note que al

usar las ecuaciones [I.1]y que ya se han demostrado, y la hipotesis de induccion,
se obtiene:

Pn+1Qn - PnQn—i—l - (bn+1Pn + an—f—an—l)Qn - Pn(bn—i-lQn + an+1Qn—1)
= bn+1PnQn + an—i—lpn—lQn - bn—l—anQn - 6Ln—HPnCQn—l
= an+1(PnQn—l - Pn—lQn)(_l)

=(=1)"-ay- - ap - apy1.

Esto demuestra la ecuacion [I.3] Para demostrar la dltima ecuacion, note que si

/ _ / —
Ay = Qpy1, by, = g Entonces,

P7;+1 - (an-‘rl)Pn + an—l—an—h
Qi1 = (Qny1)Qn + g 1Qp1,

/

_ n+1
por lo que o = ——. O

n+1

Otra propiedad importante que se cumple es el

Teorema 1.4.2. Los numeradores P, y ), del teorema anterior, cumplen:

Pn ap Qp—1 a1
=b, + cee

Pn—i—l bn—l + bn—Z + + bO
Qn =b, + n In-1 %_

Qnt1 bp1t b2t T

Demostracion. Se procederd por induccion.

Caso base: P -
O _bthta %
I bo bo
Hipotesis de induccion: Se cumple
PTZ n n—
=b, + a4 it S |
P bp—1 + bpo +  + b

para algin n. Se quiere entonces demostrar que se cumple también para n + 1. Note

11



que

Pn+1 o bn+1Pn + an+1Pn—1 -} Ap+1
- = b1 + 55—
Pn Pn Pn/Pn—l
an Qn a
_ bn-',-l + +1 1

by thoat
lo que concluye la prueba por inducciéon. Analogamente,

Qn _ b + ap Qp—1 L %
Qn—i—l " bn—l + bn—2 + + bl.

También importante es el siguiente teorema, que generaliza otro resultado nota-

ble de las fracciones continuas simples, que ayudara a hallar buenas aproximaciones.

Teorema 1.4.3. Sea a = [by; a1/by, .. .| una fraccion continua generalizada. Enton-
ces

& _ Pn,1 . (—1)”_1a1 Ay,
Qn anl Qnanl

P P P P
_0 < P < ﬁ < P < ﬂ < P < _1
Qo Qo Q2k+1 Q1

Demostracion. Al dividir la ecuacion entre (0,,Q),,—1 de ambos lados, se obtiene
P, P,_ - ay---a,
precisamente: P,Q,_1—P,1Q, = (—1)"a; -+ a, —» — — 1 _ (=D 1

Qn Quoi QuQu

Por otro lado, al sumar la expresion anterior para subindices consecutivos, se obtiene:

Pn Pn_2 . (_1)n_1a1 ..... an (_1)n_2a1 “ e e e

@ a Qn—Z B QnQn—l Qn—lQn—Q

_(—1)"&1-----an_1( 1 _Cl_n)
B Qn—l Qn—? Qn
(=D"a1 -+ - an1 @n — anQs

Qp—1

Qn—l QnQn—2
_ (_1)na1 ER ¢, | ann—l
Qn—l QnQn—2
C(=D)"ay - an1by
B QnanZ

De esto, se tiene que para los convergentes pares, la diferencia es positiva, por lo
que los convergentes van aumentando, mientras que para los impares, la diferencia

es negativa, por lo que los convergentes disminuyen. Ademas, al aplicar la primera

12



proposicién del teorema con n = 2k + 1, se obtiene:

Pop i1 Poy _ap Aokt

Q2k+1 Q2k B Q2k+1Q2k .

Esto implica que los coeficientes impares siempre seran mayores que los coeficientes

pares. ]

13






2. Representacion de ntimeros por medio de

fracciones continuas

2.1. Representaciéon de racionales

Se declard en el capitulo anterior que la representacion por fracciones continuas
de x € Q debera ser una fracciéon continua simple finita. Sus coeficientes a,, vienen
p

dados por el algoritmo de Euclides, de la siguiente forma: si x = =, ¢ > 0, tenemos
q

p=apq+r, 0<r<gq
g=ar1+ry, 0<ry<n
ri=agra+r3, 0<1r3<ry
Tne] = QnTy.
Entonces se tiene
. 1 1
1
r=plqg=ao+— =ap+ =G+ —————=...
q a; + — 1
™ a; + 3
CL2+—
Ty

1
a + ————
1

ay + ——

1

Qn

Ejemplo 2.1. Para llegar a la notacion por fracciones continuas de 7

15

502 se procedera



primeramente por el algoritmo de Euclides:

502 = 17(29) + 9,

17=9(1) + 8,
9=28(1) +1,
8 =8(1).
Por tanto, se puede reescribir la fraccion % de la siguiente manera:
502 17(29) +9 9
= =20+ —
17 17 * 17
29 ! 29+ ———— =29 !
I LA TG R
- 142
9 9 9
1
=29+ ——=29+ =29+
1 ! 1 ! 1 !
Ty HEOES L
z 14+ =
8 8 8
=[29;1,1,8].

2.2. Representaciéon de inversos

La siguiente pregunta que se plantea es si existird alguna relaciéon entre la
representacion de un ndmero como fracciéon continua, y la representacion de sus
inversos aditivos y multiplicativos. Estas se expondran a continuaciéon. Primero se

analizara el inverso aditivo y se probara el siguiente

Teorema 2.2.1. Representacion de inversos aditivos
Sea © = [ap;ai,as,...] € Ry sea —x = [by; by, b, ...|. Entonces by = —ag — 1 y
st ay < 2 entonces by = 14+ as y b, = apy1,n > 2. Pero si oy > 2, entonces

b1:1,62:a1—1 ybn:an_l,nZS.

Demostracion. Sea x = |ag; a1, as, ...] € R, se busca entonces una representacion en
fraccion continua para —x = [by; by, b, ... | en términos de los a,. Anteriormente se
defini6 recursivamente el proceso para hallar los coeficientes a,, de la representacion

por fraccién continua de x:

oy =, a, = o], Qpy1 = )
oy — Ay,

16



De esto, se tiene que by = |fBy] = |—x] = —|x] — 1 = —ap — 1. Para calcular b; se

obtiene primero fi:

B, = 1 B 1 B 1
YT By — bo —op— (—ap—1) 1—(ao—ao
1 1
= = il :1—|—
1 a1—1 041—1
y —
a1

Por propiedades de la funciéon piso, se cumple que 0 < z — |z| < 1, por lo que
> 0. De
1

a, > 1 para todon > 1,n € N, y entonces a; — 1 > 0 y entonces
a1 —

1 1
ahi que by =[] = |1+ =1+ . Ahora, se separara en dos casos
a1 — 1 a1 — 1

posibles distintos:

> 1. Note, ademas, que

Caso 1: a; < 2. Esto implica que a1 —1 <1 =

a1 —
1 1
ap =l =1 = ay= po— = po— Esto implica entonces que
b1:1+\‘a J:1+|_()42J:1—|—a2:>
L —
1 1 1
B = a3 —

_ﬁl—bl_(a2+1)—(a2+1)_a2—a2
Bpn = Qpy,n > 2 =

b, = api1,n > 2

Caso 2: a; > 2. Esto implica que ay — 1 > 1 = < 1. Esto implica

] —
entonces que

1 +L041—1J

1 1
5225 b: 1 = —1 =

1 — V1 1 _1

(+041—1)

by=|B)] =lar—1]=|ay] ~1=a1 -1 =

1 1 1
ﬁ?) = =y —

:52—172:(041—1)—(@1—1) Q1 — a1
Bn:an—hnzs -

bn = ap-1,n = 3.

17



Se obtiene entonces un procedimiento para siempre obtener la fracciéon continua
de un namero, en términos de los coeficientes de la fraccion continua del inverso
aditivo. Para considerar cudl de los dos algoritmos utilizar, simplemente se debe
observar el valor de a;. Si a; = 1, se realizard el primer procedimiento; en caso

contrario, el segundo.

1995
Ejemplo 2.2. Considere z = [5;8,2,7,3] = 303" Se quiere encontrar ahora la
2037
fraccion continua de —x = 308" Segtn el resultado anterior, deberia cumplirse

boz—a0—1:—5—1:—6

by =1
by=a,—1=8—-1=7
by =as =2
by =a3="17
bs = a4 = 3.
Esto entonces implica que —z = [—6;1,7,2,7, 3]. Al comprobrar, se obtiene que
o= [-6;1,7,2,7,3] = —6 + ! — 64 L
1+; 1+ !
7+; 7+ :
1 3
S 2+ 5
7—|—§
1 1
ST 47:_6+%:_%'
o 22 S
7—|—E

Ahora bien, la relacién con el inverso multiplicativo se describe en el siguiente

Teorema 2.2.2. Representacion de inversos multiplicativos
1 ) .

Sea x = [ag;ai,az,...] € R y — = [bg; by, by, ...]|. Entonces, si x < 1, se tiene que
x

b, = apy1,mn > 0. Por otro lado, st x > 1 entonces by =0 y b, = a,_1,n > 1.
Demostracion. Se trabajarad solamente el caso cuando z > 0. Si x fuera negativo,

18



puede aplicarse primero el teorema para el inverso adivito. Ahora se procedera a

separarse en los dos casos que menciona el teorema:

Caso 1. Siz < 1, claramente |z] = 0, por lo que ayp = 0. Supéngase, entonces, que

1
la representacion estara dada por x = [0;a4,a,a3,---| =
1
ap +
1
a9 +
as + ’
Entonces se tiene
1 1
rl=2"=
2 1
1
a; +
1
ag + ———
as + '
1
1
ag + ———
as + t-
= lay; ag, a3, .. .].
) 1
Caso 2. Siz > 1, sea x = [ay;a9,a3, -] = a; +
1
ay + ———
as —+ T
Entonces se tiene
1 1
x_l = — =
z 1
a +
1
ag + —
as +
= [0;ay, as,as, . ..]. O

Ejemplo 2.3. Considere el ejemplo se concluyo que % =129;1,1,8]. A partir
del resultado anterior, se puede declarar que 51—072 = [0;29,1, 1,8]. Al comprobar, se

obtiene:
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0;29,1,1,8] = —
1 1
294+ — 294 —
1 1
1+1+—1 1+§
8 8
1 1
B B 1
29+1+§ 29+?
9 9
1 1 17
- 9 ~— 502 502
2 = ==
T T:

2.3. Representaciéon de niimeros algebraicos

Se ha estudiado por muchos afos la posible forma que podrian tener los niimeros
algebraicos como una fracciéon continua, y aunque se han logrado estudiar algunos
casos particulares, aiin no hay un resultado general sobre este tema. Sin embargo, el
resultado més sobresaliente debe ser cuando se cosidera un subconjunto particular

de los nimeros algebraicos: los irracionales cuadraticos.

2.4. Fracciones continuas periodicas

Definicién 2.1. Seax = [ag; a1, A2, - - -, Gk, Qs 1y Qp12y - - - 5 Oty Ghrmtls Chtmi2y - - - )
una fracciéon continua infinita simple. Si existen m € Z* y k € N tales que para cual-
quier n > k se cumple que a,, = a,.n,, se dice que la representaciéon como fraccion
continua de x es una fraccion continua periodica de periodo m. En la expresion

inicial se tendria: ay = axim, Qi1 = Qprma1, ko = Gprme2, €tc. Se denotara como

x = [ag; a1, a,a3, ..., Qr_1, g, Gt 1, Ghra, -5 Gham—1), que implica que el bloque de

Ak, - - -, Qpym—1 S€ Tepetird infinitamente.
Se procedera entonces a demostrar la siguiente

Proposicion 2.1. z es la solucion de una ecuacion de seqgundo grado con coeficientes
enteros (i.e. x es un irracional cuadrdtico) <= x tiene una representacion como

fraccion continua periodica.
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Demostracion. La representacion por fracciones continuas de algin x € R se definio
por

oy = T, a, = o], Qpy1 =
n — Qp

Ademas, en la proposicion se llegd a que

Pn—2 — Gn—2%
oy = ———m VneN.
qn—1T — Pn—1
Suponga ahora que x tiene una representacién como fraccion continua periodica,
entonces por definicion debe cumplirse que para algunos n € Nk € Z* se tiene

Qntk = . Al aplicar la proposicion [1.3] se obtiene:

Prn—2 — Gn—2T  Pntk—2 — Qntk—27T
Gn—1T — Pn—1 An+k—1L — Pntk—1

(pn—Q - Qn—Zx) ((]11—&—]6—1'r - pn—l—k—l) = (Qn—lx - pn—l)(pn+k—2 - Qn—l—k—Qx) —

—

0= (qn—1$ - pn—1>(pn+k—2 - Qn+k—2$) - (pn—2 - qn—2I)(qn+k—1$ - pn+k:—1) —
0= (qn—q@nib-2 — Gn-2qn + k — 1)z + (Pntb-1Gn—2 + Pn—2Gnib-1 — - --

T Pntk—20n—-1 — pn—lQn-‘,—k—Z)x + (pn—lpn+k—2 - pn—2pn+k—1)~

Si se definen

A= Gn—qin+k—2 — Qn—2Qn+k—1,
B = Prntk—19n—2 + Pn—2Gnik—1 — Pntk—20n—1 — Pn-19n+k—2,

C = Pn—1Pn+k—2 — Pn—2Pn+k—1,

se obtiene la ecuacion cuadréatica Az? + Bx + C = 0. Note que dn—1 y Intk=1 o

qn—2 qn+k—2
fracciones irreducibles, por el corolario[I.1] Ademas, por las ecuaciones de recurrencia

obtenidas en el mismo corolario [I.T} se sabe que gpix—2 > ¢n—2. Por lo anterior, se
dn—1 ”] Un+k—1

Gn—2 Gn+k—2
es importante, pues demuestra que la ecuacion Az? + Bx + C = 0 es, de hecho,

tiene que , ¥ de ahi que 0 # ¢,—qGn+k—2 — Gn2qn + k — 1 = A. Esto

cuadrética. De forma inversa, suponga que z es una irracionalidad cuadratica, es
decir un irracional de la forma r + /s,r, s € Q,s > 0. Ahora se probard que la
fraccion continua de x debe ser periddica, es decir, existen n € N, k € Z* tales que
ik = Q. Si x es una irracionalidad cuadratica, entonces existen a,b,c € Z tales
que az?® 4+ bx + ¢ = 0, con b?> — 4ac > 0y /b2 — 4ac > 0 es un irracional. Como

21



1Qy + P .. .
g = Pt Pn—2 por la proposicion , se obtiene:
Gn—10p + qn—2

+c=0 =

n—10n + Pn— n—100p + Pn—
<p 1 P2)2+bp 1 Pz)

ar’+br+c=0 = a
Gn—10p + Gn—2 Gn—10p + Gn—2

a(pn—lan + pn—2)2 + b(pn—lan + pn—2)(Qn—1an + Qn—2) + C(Qn—lan + Qn—2)2 =0 <

0= (api_l + bpp—1Gn—1 + 0%21_1)352 + [2apn—1Pn—2 + b(Pr-1Gn—2 + . ..
oot Pr—2Gn-1) + 2¢¢n—1Gn—2]x + (Clpi_z + bpn—2qn—2 + CQEL_Q)-

Si se define

An = ap?;,—l + bpn71Qn71 + ng—la
Bn = 2apn71pn72 + b(pnfl%if2 + pnf2Qn71) + 2Cqm4¢]n727
Cr = apyy_y + bpn—2Gn—2 + cq;_s.

es posible reescribir la ultima ecuacion como A,a2 + B,a + C, = 0. Note, ademés,
que C,, = A,_1. Se va a demostrar que existe M > 0 tal que 0 < |A,| < M para
todo n € N y por tanto, 0 < |C,| < M,Vn € N. Note que

Gn—1 Gn-1

Pn—1\,_  DPn-—
A, = api—l + bpn—1qn-1 + 0%21—1 = GQZ—l(x - - )(z -

9

donde z y Z son las raices de aX? + bX + ¢ = 0. Ademas, por la proposicion , se

Pn—1

cumple |z — | < ——. Esto, a su vez, implica que
qTL*l qn—l
’An’ _ aqi_l T — Pn—1 7 — Pn—1 S alz — Pn—1
qn—1 qn—1 qn—1

Pn-1

n—1

ga(p‘c—xH—’x—

)SMW—M+D-

Note que esta tltima expresion depende solamente de a, xz v Z, que a su vez, dependen
de a,by ¢, por lo que esa es una cota mayor de la expresion. Si M := a(|T — x|+ 1),
se concluye lo que originalmente se buscaba:

0<|A,| <My0<|C, < M,Vn € N. Basta ahora probar que B, también debe

estar acotado.
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Note que para cualquier n € N, se cumple:

BEL - 4AnCn = (pn71an2 - panQH71>2(b2 - 4@6) - b2 —4ac
— B2 =4A,0, +b* — dac < 4M? + b* — 4ac
— B, < V4M?2 + b2 — 4ac.

Al igual que con A, y C,, la expresion 4M? + b? — 4ac depende s6lamente de a, b
y ¢, por lo que B, también deberd estar acotado por esta. Adn mas, se demostrd
que A,, B, y C, estan uniformemente acotadas, por lo que existe s6lo una cantidad
finita de valores que puedan tomar; esto implica que sblo existe una cantidad finita
de ecuaciones A, X2+ B,X +C, = 0, y por ende, s6lo una cantidad finita de valores
que puede tomar a,.

Esto implica que deben existir n € N, k € Z* tales que oy, = ay,, ¥y como los
Q; se generan recursivamente, se tiene que o, x11 = ,11, etc. Esto implica entonces

que la fraccion continua de x es periodica, y concluye la demostracion. O

Se presentaran ahora dos ejemplos de la proposicion

Ejemplo 2.4. Se busca encontrar el valor exacto de la fraccion continua dada por

r=[1;2,3,4 =1+

2+
3+
4+

1

3+

Puede definirse la parte peridédica como

y=1[3;43=3+
4+

1

3+

Note que al sustituir el mismo y se obtiene

1
y=3+——— (2.1)



Al sustituir y en z, se obtiene

1 1
r=1+ =1+ — =
1 1
2+ 24—
1 Y
3+
1
4+
3+
1 _2+1 1 B r—1
ro1 Ty T Y 3—20 U
Al sustituir la expresion anterior en la ecuacion [2.1] se obtiene
r—1 1
=3+ — =
3—2x 3— 2z
4
+x—1
r—1 _3+a:—1
3—2r  22-1 i
r—1 Tr—4 .
3—2r 2z-—1
(x—1)(2z—1) = (Tz — 4)(3 — 2x) =
0 =162 — 322 + 13 —

3
a:zl—l—%.

V2

2
Ejemplo 2.5. Se busca encontrar la fracciéon continua de x = 3 + - Se utilizara
la definicion [L4l

2 V2 3V2+4 3v2+4
aO: :——f——:—’ aoz _— :17
3 2 6 6
1 9vV2+6 9V2+6
alz —_= s alz _— :2
g — Qg 7 7

Al continuar el procedimiento se siguen encontrando coeficientes. Los coeficientes se
presentan en la siguiente tabla:

Note que como g = a9 v los coeficientes se calculan recursivamente, se repetiran
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n Ay, A,
2+ 4
03[%1
216
19[%2
2—9\/§+81
fM
3v2 + 2
3T+2
49\/5;1212
3v2 + 4
5%2
6—9\/§+61
fM
9v2 +8
7%2
212
83[%1
9 | 9v2+12 | 24
2+ 4

2

Tabla 2.1. Calculo de coeficientes de la fraccién continua de % + %5°.

los mismos coeficientes periodicamente. Se concluye entonces que

+ Y2y =[1;2,1,2,12,2,1,2,1, 24, 1.

Wl b
|
[\

2.5. Representaciéon de conjugados

Hay un tipo especial de fracciones continuas peridédicas que tienen una propie-

dad especial. Estas se definirdn a continuacién.

Definicién 2.2. Sea x = [ag; a1, as, .. .| una fraccion continua periodica, de periodo
n. Si se cumple que ax = agi, para todo k > 0, se dice que = es una fraccion

continua puramente periodica.

Ejemplo 2.6. La fraccion continua x = [3;3,6] no es una fraccién continua pura-
mente periddica, pues su periodo es 2 y si se compara ag = 3y as = 6 no son iguales.
La fraccion continua x = [3;6, 3] si es una fraccion continua puramente periodica,

pues su periodo es 2 y se cumple que agr, = 3 y askr1 = 6, para todo k > 0.
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Ahora, para la siguiente proposicion, es necesaria también la

Definicién 2.3. Siun z € R es una solucion de la ecuacion az? +bx +c = 0, con los

coeficientes a, b, c € Z, entonces se dice que x es un irracional cuadratico. Se sabe

—b+ /b? — 4dac —b—Vb? — 4dac

que x debe ser x; = 7 01Xy = . Decimos, ademés, que

a
Zo es la raiz conjugada de z1 y que xy es la raiz conjugada de x,.

Las fracciones continuas puramente peridédicas son fracciones continuas perio-
dicas, por lo que, segiin resultados anteriores, deben ser irracionales cuadraticos. Se

procede entonces a demostrar la

Proposicion 2.2. Si ag,aq,as,...,a, son enteros positivos, la fraccion continua

puramente periddica o = |ag;ay, Gz, - -, an, Gy €s mayor que 1. Ademds, si f =

[an; @1, -~ -, a1, Go, Gn) €S la fraccion continua de o con el periodo al revés, entonces

—— = es la raiz conjugada de o, y ademds, —1 < o/ < 0.

. Dk , . .
Demostracion. Sea o = [ag; ay, Gz, - - -, an, Gy ¥ sea — su k-ésimo convergente. Pri-
(q
. . dn
mero hay que recordar que, segin la proposicion = [ap;an_1,...,a2,a1].
qn—1
Analogamente a como se probo esto, se tiene que = [ap;ap_1,...,a1,ap|. Sea
Pn—1
p/
—f“ el k-ésimo convergente de la fraccion continua [a,;a,_1, ..., a1, ao). Entonces se
A,
tiene que
/
Pn . _ P
= [an, An—1y-- - 7a17a0] =
Pn—-1 dyn
/
Gn Prn—1
- [an;a‘n717"'7a27a1] - i .
qn—1 Qn—1

Por el corolario [I.1] se tiene que los convergentes esta simplificados, por lo que se

cumple
/ / _
pn - pn7p'n,—1 - QTH
! / _
4y = Pn—1,49,—1 = qn-1-
Como « es una fraccion continua puramente periodica, se tiene que o = [ag; a1, - . ., Gp_1, p, Q.

Entonces, por la proposiciéon se tiene que

QPp, + Pn—1
Qadqn + qn—1

0= Qna2 - (pn - Qn—l)a — Pn—1-
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Analogamente, = [a,; ap_1,. .., a1, 00, 3 y entonces

= PPat P
Bay, + a1
5= BPn + Gn
Bpn—l + dn—-1
0=pu1B>— (Pn— Gu-1)B — ¢ <=
1 1

0= qn(_BV - (pn - %L—l)(_g - pn—l)'

Sea o/ = ——. Como ay,, a,_1,...,a1,ay son enteros positivos, entonces

B

B>1 <—

1
I< =<1 <

B

1
—-1<—=<0 =
5

a# .

1

Ahora, al analizar la ecuacion 0 = ¢,2% — (pp — Gn_1)T — Pn_1, Yy COMO A y o/ = ——,

esas deben ser las dos raices distintas de la ecuacion cuadratica y, por lo tanto, o y

1 .
o/ = —— son raices conjugadas. O

B

La proposicién describe entonces una forma para obtener la fraccion con-
tinua de un irracional cuadrético, en términos de su conjugada, mientras que esta

sea puramente periodica. A continuacién se muestra un ejemplo de este proceso.

Ejemplo 2.7. Se sabe, por el ejemplo , que 1+2‘/‘?’ = [1;1]. Ahora se busca en-

contrar la fraccion continua de su conjugado %5 Segun el resultado anterior, sea

S = [1;1]. Por la seccion se sabe que % = [0;1]. Ahora, por la misma seccion, se
cumple que —% =[-1;2,1].

Por otro lado, al seguir el algoritmo dado en se obtiene la representacion de
1-v5
. Los resultados se resumen en la tabla

Note que como az = aw, sera peridédica de periodo 1, con 1’2\/‘;’ =[-1;2,1], lo

que verifica la proposicion anterior.
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n Qi a,
e _2\/3 ~1
i +2¢5 2
5|2 +2\/5 1
g2 +2‘/5 1

Tabla 2.2. Calculo convergentes del conjugado de ¢.

2.6. Suma y producto de nimeros a partir de su

representacion por fracciones continuas simples

Muchos matematicos a lo largo de la historia se han planteado la pregunta
. Existirda alguna relacion entre los coeficientes de la representacién por fracciones
continuas simples de dos niimeros, y los coeficientes de la representacion por frac-
ciones continuas de su suma, o su producto? Cabe mencionar que esto se busca para
fracciones continuas infinitas, pues las finitas pueden calcularse exactamente por
medio de sus convergentes. No se han encontrado resultados generales o simples que
puedan responder esta pregunta, aunque hay algunos algoritmos, como el de Gosper
[2], que permite hacer algunos célculos. Algunos resultados se presentarin en esta

seccion.

Primero, se demostraran algunas proposiciones, que serdn necesarias para un

resultado posterior.

Proposicion 2.3. Sea © = [0;aq,as,...|, entonces 1 —x = [0;a9 + 1,a3,a4,...] s

ap=1y1l—2=10;1,a1,a,a3,...] sia; > 1.

Demostracion. Si a; = 1, entonces

x=[0;1, a9, a3] = =

1+ —
1 CLQO[3—|—1

_ apag+1
gz + 14 as’
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Por otro lado,

1 «
0;a9 + 1, a3] = = 5
1 ao0l3 + 1+ (0%
as + 1+ —
as
=1—-=x
Analogamente, se demuestra el resultado inverso. O
1
Proposicion 2.4. Si x = [ag; 1, | entonces {x} > 7 Reciprocamente, si v =
1
lao; a1, asl, con a; > 1, entonces {z} < 3

1
Demostracion. Suponga, primero, que {z} > 3"

1
Ademss, {r} <1 = 1< —<2 = LLJ:L

Entonces
ag ={z} = ao=[{z}| =0
1 1 N 1 ]
a1 = == a1 = _— = .
' Qo — Qo {z} ! {z}
. . 1 1
Anélogamente, si {1} < = = — >2 = a; > L. O

2 {z}
Ahora, sean A = [ag; a1, a9, ...]|, B = [bo;b1,ba,...]y A+B = C = [co; c1,Ca, . . . |.
Entonces, se buscara encontrar una forma de calcular ¢y en términos de los coefi-
cientes de Ay B.

Proposicion 2.5. Sin pérdida de la generalidad, sea a1 = 1. Siby =1 day > by —1,
entonces cog = ag+bo+1. St ay, by > 1 6 si, sin pérdida de la generalidad ay = 1,01 > 1

y as < by — 1, entonces ¢y = ag + by.
1
Demostracion. Si ay,by > 1, entonces {A}, {B} < 5 = {A} +{B} <1 =
co=|A+ B] =|A] + |B] = ao+ bo.
Suponga entonces, sin pérdida de la generalidad, que a; = 1. Si b; = 1, entonces
1
{A},{B} > 5 = {A}+{B}>1 =
co=|A+B|=|A|+|B]+1=ay+b+ 1.

Ahora, suponga que ay > by — 1. Para esto, se definird también G = 1 — {B} =

[0;1,b1 — 1,bo,..], como se demostrd anteriormente. Se llamaran J,, a los reales a
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partir de los cuales se obtienen g, los coeficientes de (. Entonces se tiene que
g=0,91=1,9o=by—1y g, =b,_1 paran > 2.
En este caso, se hard un anéalisis inverso: se buscara qué condiciones deben cumplirse

para que co = ag + by + 1 6 ¢g = ag + by. Supoéngase que

1 1
60:a0+b0+1:>{A}+{B}21:>{A}Zl—{B}:> < .
{A} = 1-{B}
Not ! 5 = 1—{B} 0, entonces 3 L Ent
ote que @ = ——= y que §p = 1 — y go = 0, entonces 6; = ————. Entonces,
{A} 1-{B}
a1 < 01. Ademas, se sabe que a; = g; = 1, por lo que
1 1 1 1
Qo = = i&1—1:—:>041:1—|——,
a1 — ap a; — 1 (8% &%)
1 1 1 1
2 o — ¢ o —1 ' 02 ' +52

Y de hecho, en general, se cumple para cualquier a,,:

(Este resultado sera ttil mas adelante.)

Entonces, la desigualdad anterior implica que:

1 1 1 1
Oé1§51:>1—|——§1+—:>—§—:>(52§052:>
(6] 52 (0%)] (52

102] < |a2] = g <ay = b —1<a,.

Por otro lado, si se asume que ¢y = ag + by, se tiene que {A} + {B} > 1, y con un

procedimiento anédlogo, se concluye que by — 1 > as. O

Esto define muy bien como calcular ¢y a partir de ag y by, pero hay un caso
no considerado, y es qué ocurre cuando as = b; — 1. Entonces, la pregunta que se
plantea es, si ay = by — 1, jcudndo ¢y = ag + by + 1?7 Siguiendo la demostracion de
la proposiciéon anterior, si as = by — 1 = ay = go = || = |02]; ademas, se

tenia que a; = 1y que dy < ap. Entonces

1 1 11
<oy = ag+—<b—-1+— = — < —
Qs 63 3 (53

— 3< a3 = g3= 03] < |z =a3 = by <a
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Anéalogamente, si se quiere que ¢y = ag + by, entonces se tiene que by > as.

En resumen, si ¢cg = ag +bg+ 1,a1 = 1,b; > 1,a0 = by — 1 entonces by < as. Si
co = a9+ bp,a; =1,by > 1,a5 = by — 1 entonces by > as, y se plantea una pregunta
similar a la anterior: ;qué sucede si a3 = by? Siguiendo el procedimiento ya mostrado,
se llegaria a que si a; = 1,b; > 1,a9 = by — 1 y ag = by, entonces ¢y = ag + by + 1 si
bs > a4y co = ag + by si by < ay. Es interesante notar que, si se sigue manteniendo
la igualdad entre los coeficientes, dependera de la paridad de la posicion del primer
coeficiente distinto para saber el valor de ¢y. Es también interesante preguntarse qué
pasaria si a,, = b,_1 para todo n > 3. Si esto ocurre, entonces por la proposicion
se tiene que {A} + {B} = 1 y entonces ¢y = ag + by + 1.

Se puede generalizar en el siguiente resultado:

Proposicién 2.6. Sin pérdida de la generalidad, sea ay = 1. Sean ademds by > 1 y
as = by — 1.8e tiene que:

st ap = by_1 para todo n > 3, entonces co = ag + by + 1,

St Gy = by para k>n >3, ap > bi_1 y k es par, entonces co = ag + by ,

St ap =by_q para k>n >3, a, > b1 y k es impar, entonces co = ag + by + 1,

St Ay =bp_q para k>n >3, ap < by_1 y k es par, entonces co = ag+by+ 1,

St Gy =b,_q para k>n >3, ap < bi_1 y k es impar, entonces co = ag + by.

Ejemplo 2.8. Sea A =+/3 = [1;1,2] y B = v/2 = [1;2]. Al utilizar la proposicion
[2.5] como a; = 1,b; =2 > 1,a9 = 2 y se tiene que ay =2 > 1 = by — 1, entonces se
tiene que co = ag+bp+1=1+1+1=3.

Se puede calcular por medio de sus representaciones decimales que, de hecho, ¢y =

|A+B] = |V2+3]=3.

La proposicion también da una nocién de como comparar dos niumeros A y
B si se tiene solamente su represetancion como fraccién continua. Claramente, sin
pérdida de la generalidad, si ay > by, entonces se tendra que A > B, por lo que la
pregunta natural serfa, si se tiene que a, = by, para todo 0 < k < n, entonces ;qué
relacién deben tener a, y b, para que uno sea mayor que otro?
[gualmente que en la altima proposicion, a,, < b, y n es una posicién impar, entonces

A > B, pero si n es una posicién impar, entonces A < B, y viceversa.

Ejemplo 2.9. Se compararan algunos valores de fracciones continuas finitas, con

cada vez mas coeficientes, que varian inicamente en el coeficiente final.
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A Aprox. B Aprox.
3; 4] 3.25 < 3; 2] 3.5
3; 3, 4] 3.3076923076923075 | > 3;3,2] 3.2857142857142856
3;3,3,4] | 3.302325581395349 | < | [3;3,3,2] | 3.3043478260869565
3;3,3,3,4] | 3.3028169014084505 | > | [3;3,3,3,2] | 3.3026315789473686

Tabla 2.3. Comparacién de fracciones continuas que varfan en el ultimo coeficiente

En cuanto a la multiplicacion, sea A - B = D = [dy;dy,da,...]. En este caso
es mucho mas complicado calcular dj, sin mencionar los demas términos. La tnica

cota que podemos dar es que:

a0§A<a0+1,b0§B<b0—|—1
— a0b0§d0< (a0+1)(b0+1)

2.7. Aproximaciones con racionales

Christiaan Huygens fue un cientifico que dejé grandes contribuciones en fisica,
matemética y astronomia. En 1682 diseni6 un planetario para la Académie Royale
des Sciences, en Paris. Ademas de mostrar los planetas, el diseno indicaba la fecha, la
hora, qué constelaciones estaban en el cielo y mucho méas. Ademas de las dificultades
técnias, Huygens se enfrent6 a un problema matemaético: construir engranajes que
pudieran entrelazarse de tal forma que, con una sola fuente de poder, cada planeta
pudiera tener un periodo aproximado al real. Ahi nace el problema de tratar de
aproximar nimeros (incluso racionales) por medio de racionales con denominadores
«pequenosy.

Como ya se ha estudiado, la sucesion de convergentes de una fracciéon continua
simple converge a x, mientras p, v ¢, aumentan en cada recursion. Esto quiere
decir que entre mayor sea n, se obtiene un valor mas cercano al valor de la fraccion
continua. Esto da lugar a que se pueda aproximar entonces de dos formas distintas:
la primera, tratando de que los numeradores y denominadores sean menores que
cierta cota; o la segunda, tratando de obtener el menor denominador con el cual se
pueda aproximar cierta cantidad de decimales.

Para llegar a estas aproximaciones por medio de fracciones continuas, es nece-

sario primero demostrar la

Proposicion 2.7. Sea x = [ay; as,as,...] la fraccion continua de algin real x. Sea
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¢, el n-ésimo convergente de la fraccion continua de x. Entonces
|z — ¢y < |z — ¢l
Es decir, cada convergente se acerca mas al valor de x que el anterior.

Demostracion. Sea x = [ay; as,as, . . ., ayy1). Por el corolario [1.2] se tiene que

_ Qpt1Pn + Pn—1
Qni1qn + Gn-1

T(Qpi1qn + Gno1) = Q1P + Pno1 <=

Pn—1
i1 (TG0 — Pn) = —TGn-1 + Pn1 = —Gn1(T — q" ) =
n—1
_Zﬁ — _ QH—l )(x_pn—l) <:>
dn An414n dn—1
’ _& :‘_ qn—1 ‘x_pn—l
qn An4+1Gn qn—1
Como ¢, > qn_1 y apy1 > 1,n > 2, entonces se cumple que
o= 2 < o = 2 =
dn n—1
|z — ¢, < |z — cpl.
que es lo que se queria probar. O]

Con este resultado, ahora se sabe que cada convergente que se calcule de
x = |ap; ay, . ..] va siendo una mejor aproximacion a z. Siguiendo con el ejemplo del
planetario de Huygens, fisicamente hay solo una cierta cantidad de dientes que pue-
den tener los engranajes que usaria. A Huygens le era imposible construir engranajes
con menos de 7 dientes o con méas de 200. Su problema entonces se resumia asi: Dado
r € Q, se deben encontrar dos naturales n,m, tales que 7 < n,m <200y > =~ r,

tal que no hay otros n’,m’, con 7 < n',m’ <200 que cumplan |r — ”—l,| < |r—Z|.
m m

Ejemplo 2.10. Huygens midi6 que el cociente entre los periodos de Mercurio y la

Tierra era r = %. Al calcular la fraccion continua se obtiene r = [0;4,6,1,1,2,1,

1,1,1,7,1,2]. A continuacion se presentan los coeficientes de 7, junto a los numera-
dores y denominadores parciales:
Entonces el convergente mas cercano que cumple las condiciones buscadas es
5067

Tol" Al comparar las expansiones decimales obtenemos que r = 21033 ~ 0.240849
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n -1 (0|1} 2|3 5 10 11 12
Gn 01416 |11 2 1 1 1 1 7 1 2
Dn 1 0|1 6 | 7 |13 33 | 46 | 79 | 125 | 204 | 1553 | 1757 | 5067
Gn 1141(25(29 |54 | 137|191 | 328 | 519 | 847 | 6448 | 7295 | 21038
Tabla 2.4. Coeficientes, numerados y denominadores parciales de 25100632.

y la aproximaciéon r = ~ 0.240837, que aproxima correctamente hasta cuatro

Js

decimales.

Ejemplo 2.11. Otro tipo de problema de aproximacion es aproximar algtn valor
a cierta cantidad de decimales, con el menor denominador posible. En este ejemplo,
se quiere hallar una aproximacién a m a 8 decimales. Se calcula con la recursion

. Los calculos se presentan en la siguiente tabla:

Qp = LanJ y Opy1 =
n — Un

n -1 0 1 2 3 4

Qn, 3 7 15 1 292

Dn 1 3 22 333 355 103993

n 1 7 106 113 33102
Aproz. 3 3.142857 | 3.14150943 | 3.14159292 | 3.14159265

Tabla 2.5. Coeficientes, numerados y denominadores parciales de 7.

2.8. Representaciéon de algunos ntimeros
interesantes
2.8.1. Numero de Euler

Se ha encontrado ya la expansion en fraccines continuas de v/2 (a saber [2;1,2])
y de ¢ (a saber, [1;1]), pues son irracionales cuadraticos. Se buscaré ahora repre-

sentar otro nimero importante: e, el niimero de Euler, con el siguiente teorema.

Teorema 2.8.1. La expansion por fracciones continuas del nimero de Euler e, es

de la forma
e=102;1,2,1,1,4,1,1,6,1,...,1,2n,1,...].

Demostracion. Aplicando el procedimiento visto con anterioridad, es posible en-
contrar los primeros coeficientes de la expansion, lo que da una idea del patron que

puede formarse. Sin embargo, la prueba sera en el sentido inverso: se demostrara que
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la fraccion continua [2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,...,1,2n,1,...] tiende a e. Para definir

formalmente esta fraccién continua, se tiene que, para todo ¢ > 1 natural:

ag = 2,
a; — 1,
az;—1 = 24,

as; = agi+1 = 1.

Ahora, por las relaciones de recurrencia

P3n = P3n—1 1T P3n—2, Q3n = G3n—1 + Q3n—2,
P3n+t1 = P3n + P3n-1, Q3n+1 = G3n + Q3n—1,
Psnt2 = 2(n + 1)psnt1 + Dan, G2 = 2(n + 1)gsn+1 + @3n-

Se busca entonces probar que
Di

lim — =e
Para esto, se definen las integrales:
1 ZL‘n(ZE _ 1)n 1 1‘n+1(l’ _ 1)11
A, = / —————e"dx, B, = / ———¢"dx,
0 n! 0 n!

1
n -1 n+1
Cn—/ re- (@ ) e“dx.
0 n!

Primero, se busca probar que una forma cerrada de estas integrales es, para

n > 1 natural:

An = {3n—2€ — P3n—2,
Bn = P3n—1 — 43n—16,

Cn = P3n — {3n€.
En base a la recurrencia anterior, se quiere demostrar también :

An = _anl - Cnfla
Bn = _2nAn + Cnflv
C,=DB,—A,.
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Por integracion directa, es posible calcular los valores:
1
Aoz/ e“der =e—1,
0
1
By = / vedr =e'(1—1) — (0 —1) =1,
0

1 1
) R R
0 0

Ahora, note que por la regla de derivacioén del producto, se obtiene:

d =" — 1) n—1 — 1) - n —1)"
dae—1" o a-1r P C VL

dx n! (n—1)! (n—1)! n!

Al integrar desde 0 hasta 1 de ambos lados, se obtiene:

1 n _1\n
0 — / date =" L
o dx n!

1, .n-1 _1\n 1, .n _ 1\n—1 1, .n _1\n
:/ 2"z —1) el’dx—i—/ x"(x —1) e””dgc—f—/ "z —1) o

=Cho1+ By + An - An =—DB,_1— Onfl-

Anéalogamente, note que

d z"(z — 1)t e -1t (- 1) . x(z =1t
. - e’ = =1 e +—n! (n+1)e +—n! e”.
Al integrar desde 0 hasta 1 de ambos lados, se obtiene:
1 d n _ 1 n+1
0— / Az - )" L
o dz n!
1 ,.n-1 — 1)ntl 1, .n — 1) 1, .n — 1)+l
= / (@) e“dx + / T (x—1) (n+1)edx +/ Ta— (z=1) e’
0 (n—1)! 0 n! 0 n!
1 n(, 1) 1, n—1(, _ 1) 1 n(, _ 1)
o (n—=1) 0 (n—1)! o (n—=1)
1, n(, _ 1)» 1, n+1(, _ 1)» 1 n(,. __ 1)"
0 n! 0 n! 0 n!
1, .n+1 — 1) 1 n — 1) 1, .n-1 — 1)
0 n! 0 n! o (n=1)!

=B, + 27114” — Cn—l — B, = —QTlAn + Cn—l-

36



Ademaés, note que por definicion, se tiene que

1
n -1 n+1
/ - ) L
0 n!

1 n+1 — 1) 1, .n —1)"
/ A b L / @) g
0 n! 0 n!
B, — A,.

Ch

Ahora se procedera con inducciéon matematica.

Caso base:

A =—-By—Cy=e—3=qe—p,
B1 = —2A; 4+ Cy =8 — 3e = py — e,
ClzBl—A1:11—46:p3—Q36.

Paso inductivo: supéngase que, para algin k natural:

Ak = @3p—2€ — D3k—2, By, = psk—1 — @si—16,

Cr = p3r — qake.

Se quiere probar que:

Ak1 = @3(k+1)—2€ — D3(k+1)—2> Bii1 = p3re1)-1 — @3(k+1)-1€

Cri1 = P3(k41) — Brt+1)C-

Utilizando las relaciones por recurrencias ya encontradas, se tiene:

Apy1 = =By — Cp = —psi—1 + @3r—1€ — D3k + Q3
= (qak—1 + q3k)e — (P3k—1 + Pak)

= 43(k+1)—2€ — P3(k+1)-2

Bk+1 - (]{ + 1
= —2(k 4+ 1)(g3(k+1)—26 — D3(k+1)—2) + D3k — q3xe
(—2(k + 1)psi41 + pak) — (2(k + 1)gaks1 + gan)e

= P3(k+1)—1 — 43(k+1)—1

App1 + O

)
)
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Ck+1 = Bk+1 - Ak+1
= P3k+2 — Q3k+2€ + P3k+1 — Q3k+1€
= (P3(k+1)—1 + P3k+1)—2) — (@3(k+1)—1 + G3(k+1)—2

= DP3(k+1) — 43(k+1)€-

Ahora, se calculara independientemente

lim A, =0, lim B, =0y lim C,, = 0.
n—o0

n—00 n—oo

Primero, note que (en el contexto que se esta trabajando, n € N,0 <z < 1):

< Ljz-D"<L,1<e"<e

= |2"(z —1)""| <e.

Entonces al considerar la grafica de la funcion 2" (z — 1)"e”, segtin las desigualdades
anteriores, debe estar encerrada en el rectidngulo que va de x =0 a z =1 en el eje

rydey=—eay=ceenelejey. Dicho rectangulo tiene un area de 2e, por lo que
1
/ "z —1)"e"dx < 2e.
0
Al considerar el limite completo, se tiene:

Lan(x —1)" im0 fol z"(x —1)"e”

lim e“dr = i dx
n—oo J, n! lim,, 00 1!
lim,,_, o 2e 0
— lim,, oo 1! '

Analogamente, cuando n — oo, B, — 0y C,, — 0. Al generalizar los resultados de

las 3 sucesiones distintas, se tiene que:

lim p, — q,e = 0.

n—oo
Y como ¢, > 1, se puede concluir que:

e=lim 2% =1(2:1,2,1,1,4,1,1,6,1,...]. O

n—00 qn

Como menciona H. Cohn en [6], Hermite (quien realiz6 una demostracion en

base al razonamiento mencionado con anterioridad) pudo haber encontrado la idea
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del patron de esta expansion por fracciones continuas simples de e por medio de
aproximantes de Padé. Hermite pudo haber notado que los convergentes de e son
de hecho las primeras formas de aproximar a e con sus aproximantes de Padé.
(Practicamente, se puede decir que los aproximantes de Padé son una generalizacion
de una serie de Taylor, donde en lugar de tratar de aproximar una funciéon por medio

de un polinomio, se aproxima por medio de una fraccion algebraica.)

2.8.2. Cocientes de cuadrados consecutivos

Ahora se quiere encontrar la representacion de cocientes de cuadrados consecu-
tivos. Se analizard cuando el numerador es mayor que el denominador. Si se quisiera
que el numerador fuera mayor que el denominador, se puede obtener el inverso
multiplicativo. Dependiendo de la paridad del denominador, se pueden obtener dos

resultados distintos; se analizaran ambos casos.

Caso 1: Denominador par. Ahora, se analizaré la representacion por fracciones

continuas simples de los nimeros de la forma (2’;::1)2 ,n € N*, En primer lugar,
note que (%)2 =1+ 42;21, por lo que el primer coeficiente de la fraccion
siempre serd 1. Ademas
dn+1 1
4n? . 3n+1
T T
B 1
1
n—1+ -
I+ 55
B 1
1
n—1+
1
1+ —
1
3+ —
n
=[0;n—1,1,3,n].

Entonces (%)2 =[1;n—1,1,3,n].

Caso 2: Denominador impar. Ahora, se buscara la representacion de los nime-
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+2

ros de la forma (2242)2. Se tiene entonces que

1
on+2\° An +3 1 1
-l iy 4y -
2n+1 An? +4n +1 n+1 1
"3 n "
3+
n+1
1
=1+ = [1;n,3,1,n].
1
n—+
1
3+ ——
1
14—
n

Entonces @Zﬁ)z =[1;n,3,1,n].

Esto demuestre el

Teorema 2.8.2. La fraccion continua de un cociente de cuadrados perfectos conse-
culivos, cuyo numerador es un numero impar y es mayor que el denominador, estd

dada por

on +1\°
(”22 ) =[1;n—1,1,3,n].

La fraccion continua de un cociente de cuadrados perfectos consecutivos, cuyo nu-

merador es un numero par y es mayor que el denominador, estd dada por

o+ 2\
(n+ ) = [1;n,3,1,n].

2n +1

Ejemplo 2.12. Segin el resultado anterior, [1;6, 3, 1, 6] deberia representar la frac-

. . 196 .
cién continua de 160" Precisamente,

6 7 169 196
[136,3,1,6] = [1:6,3, 2] = [1:6, o] = [Li =] = 7o
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3. Biyeccion entre conjuntos de sucesiones de
naturales y nimeros reales por medio de fracciones

continuas simples

3.1. Sucesiones equivalentes

Segun la definicion 1.3, para cualquier sucesion (a,) de naturales, es posible
calcular = = [ag; a1, az, as,...]. A z le llamaremos el nimero real asociado a la su-
cesion a,. De nuevo, recordando la definicion 1.3, se sabe que x serd un nimero
irracional, pues la representaciéon por fracciones continuas simples de x es infinita.
Entonces quisieramos que existiera una biyeccion entre el conjunto de las sucesiones
de naturales y el conjunto de los irracionales. Ya hemos demostrado que para cual-
quier nimero real, su representacion por fracciones continuas es tinica (Seccion 2.1).
El problema es que en la otra via no se cumple siempre la proposicion. Considere el

siguiente contraejemplo.

Ejemplo 3.1. Sean a,, =1 paratodon e Ny by=1,0, =b, =0y b, =1,n>3y
A = [ap;ay,az,...], B = [by;b1,b,...]. Se sabe que A = [1;1] = ¢. Note que

B = [by; by, by, A] = by +
b1 +

1

by 4 —
2+A

0+ —

Esto quiere decir que pueden existir dos sucesiones distintas, cuyo niimero real aso-

ciado sea A.
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Este problema inspira la definicion

Definicién 3.1. Se dirad que a, y b, sucesiones de naturales seran equivalentes si el

ntmero real asociado a ambas es el mismo.

Ahora, es natural plantearse qué criterios pueden existir para que dos sucesio-
nes sean equivalentes. Es facil notar que el problema es generado por las sucesiones
que cumplen a; = 0 para algin 1 <7 € N. Rectifica esta aseveracion el hecho de que
es imposible obtener algtin coeficiente 0 al momento de obtener la representacion por
fracciones continuas simples de cualquier ntimero real, utilizando el algoritmo pre-
sentado anteriormente. Se quiere entonces poder encontrar una sucesion equivalente

a cualquier sucesiéon con ceros en ella. Para esto se prueba la siguiente proposicion:

Proposicion 3.1. Si a,, es una sucesion de naturales que cumple que ap = 0 para

algin 1 < k € N, entonces serd equivalente a la sucesion b, definida por:

b, =ap,n<k—1
by =a, +apio,n=~kFk—1

bn:an+2,n>l€—1

Demostracion. Sea a, una sucesion de naturales que cumple que a; = 0 para algin
n k

1 <k €N,y b, una sucesion de naturales como la definida en la proposicion. Se

procederd a demostrar que el niimero real asociado a ambas es el mismo.

Sean A el nimero real asociado a a,, y B el nimero real asociado a b,. Si ademas se

define a X = [agio; G13, g, - . -], entonces se tiene que A = [ag; a1, az, ..., a1, X|
y B = [bg;b1,bg, ..., bp_1,X]. Més atin, como b, = a, si n < k — 1, se tiene que
B = [ap; a1, a9, . .., a2, bg_1, X]. Ahora, note que
1 1
A = Qo + = Qo +
1 1
ay + a; +
1 1
1 1
ap—1+ ar—1 +
1 1
ap + ——— 0+
1 1
ak}+1 + Y ak+1 + Y
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1
Ycomoap, 1+ ——— =a, 1+ —— = ar_1 + ap11 + < entonces se

0+ —t
1
Ak+1 + X ag+1

concluye que

1
A= agp +
1
a +
1

1
(ar—1 + ars1) + X
= lao;ay, ..., Qp_2, Qp_1 + apq1, X]

= lag;ay, ..., ap_2,bp_1, X] = B,

que es lo que se buscaba probar. O]

Al aplicar la proposicién a cualquier sucesiéon a,, de naturales con algun a, =
0,k € N, se obtiene una nueva sucesion sin ese término 0. Si se repite el proceso para
todos los ceros que tenga la sucesion, se llegara a una sucesion b, tal que a, # 0 para
cualquier k natural. O lo que es lo mismo, se puede considerar la biyeccion planteada
al principio del capitulo entre el conjunto S; = {(a,)|a, € N,ax, # 0,k > 1} y los
ntmeros irracionales. Ahora, se puede tratar de expandir aiin mas la biyeccion, y no
considerar solamente ntimeros irracionales, sino también nimeros racionales, para
encapsular a todos los niimeros reales. Ya se sabe que al aplicar el algoritmo definido
en la seccion 2.1, se obtendra una fracciéon continua finita. Esto podria traducirse a
todas las sucesiones de naturales, tales que existe algin n € N tal que a = 0 para
todo k > n, pero a # 0 para todo 0 < k < n. De nuevo, facilmente notamos que
no existe una biyeccion, pues puede haber dos representaciones distintas para los

niimeros racionales, como se expone en el siguiente contraejemplo:

Ejemplo 3.2. Por medio del algoritmo definido en 1.2, se tiene que la representacion

por fracciones continuas de — es [1;2,3]. Pero, de hecho, si se calcula el nimero

real asociado a la fraccion continua dada por [1;2,2, 1], se tiene que

1 1
152,21 =1+ ——— =1+ —— =[1;2,3],
1 1
24 —— 24 -
L +3
2 —
1
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por lo que ambas sucesiones son equivalentes.

Y de hecho, esto se presenta porque la ultima cifra de la fracciéon continua
finita es 1. Esto, al igual que los 0’s entre la representacion de la fraccion continua
que podian aparecer en las sucesiones infinitas, es un suceso artificial: ocurre en
las sucesiones, pero nunca se obtiene en el algorimto visto, de nuevo gracias al
algoritmo de la divisién. La manera mas sencilla es, entonces, de nuevo restringir

nuestro conjunto de sucesiones asociadas a los niimeros racionales, con la siguiente:

Definicion 3.2. Sea Sg = {(a,)|a, € N tales que Im € N tal que @, = 0,Vn >
m,a, # 0si 0 <n <mAa, # 1}.

Entonces hay una biyeccién entre el conjunto Sg y Q, definida de la siguiente
manera: a cada sucesion de Sg se le asigna su nimero real asociado, mientras que
a todo racional se le asocia la sucesion cuyos términos son los coeficientes de su
representacion por fracciones continuas simples. Mas atn, si se define a Sg := S; U

Sq, se puede declarar el

Teorema 3.1.1 (Biyeccion con nimeros reales). Existe una biyeccion entre el con-
junto Sg y el conjunto R, definida de la siguiente manera: a cada sucesion de Sg
se le asigna su numero real asociado, mientras que a todo niumero real se le asocia
la sucesion cuyos términos son los coeficientes de su representacion por fracciones

continuas simples, obtenida por medio del algoritmo de la seccion 2.1.

Nota 3.1. En otras palabras, podriamos decir que en el conjunto Si se encuentra la
representacion por fracciones continuas de todos los ntimeros reales, y esa represen-

tacion es la tnica, en ese conjunto.

Ya se ha estudiado como obtener la representacién por fracciones continuas
simples de cualquier nimero real, por medio del algoritmo presentado con ante-
rioridad. Es interesante, también, ahora estudiar la otra direcciéon de la biyeccion:
tratar de encontrar el niimero real asociado a ciertas sucesiones interesantes, como
por ejemplo la sucesion de primos, la sucesion de todos los nimeros naturales, la

sucesion de Fibonacci, etc.

3.2. Sucesién de niimeros primos

En esta seccion, se busca responder a qué nimero Pr le corresponde la sucesion
de todos los numeros primos Pr = [2;3,5,7,11,13,17,---]. En su articulo de 2010
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[7], Marek Wolf, por medio del PARI (libreria del lenguaje de programacion C, que
permite calculos rapidos) estimo, utilizando todos los 1229 primos entre 1 y 10000,

que:

w:=[0;2,3,5,7, - ,9973]
3.38592889 - - - x 104297
T 783177791 - - - x 104297
— 0.4323320871859028689092537932419999637051 1089688 . . .

Para encontrar Pr, entonces, es posible aplicar el Teorema y obtener:

Pr

I
SRS

(\)

.313036736433582906383951602641782476396689771790690524129 . . .

Como se mencion6 en la seccién anterior, es interesante notar que en este nimero

podria considerarse representado todos y cada uno de los niimeros primos.

3.3. Sucesion de nimeros naturales

En esta seccion, se busca hallar una aproximacion para Na = [0;1,2,3,...].
Este resultado se obtiene utilizando funciones de Bessel del primer tipo modificadas,

que cumplen la recurrencia:

I(0) = 5 (Tia(a) = Tua(0).
De esto, se puede concluir que:
In(a) 1
Infl(a) ) 1
—n _|_
—(n+1)+
Al evaluar a = 2 y n = 1, se obtiene:
1 L(2)
0+ =
1 1o(2)
1+
1
2+
3+



Con el software Wolfram Alpha se ha hecho una aproximacion de estos dos valores:

I,(2) = 1.59063685463732906338225442499966624795447815949553664 71322879 . . .
Ih(2) = 2.2795853023360672674372044408115333532858411027854590540708397 . . .

Al aproximar el valor de este cociente, se obtiene que

Na=10;1,2,3,...]
= 0.697774657964007982006790592551752599486658262998 . . .

3.4. Sucesion de Fibonacci

En esta seccion, se busca hallar una aproximacion para F'ib = [0;1,1,2,3,5,...].
El primer enfoque que se dio para encontrar este niimero fue hacerlo de manera exac-
ta, por medio de las féormulas de recurrencia del Corolario 1.1, pero no se encontré
ninglin patréon al analizarlas. Luego, se procedi6 a realizar una aproximacién numeé-
rica por medio del software Wolfram Alpha. Al ingresar 29 términos de la sucesion

de Fibonacci y analizar 50 decimales, se obtuvo:

Fib=[0;1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377,610, 987, 1597, 2584, . . ., 317811]
= (0.58887395254893350767123112124678738407999084839132 . ..

Se trato de agregar el préoximo término a la fracciéon continua, y de hecho el resultado

volvio a ser

Fib=[0;1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377,610, 987, 1597, 2584, . . ., 514229]
= (0.58887395254893350767123112124678738407999084839132 . ..

Debido a esto surge la pregunta: ;Cuéntos términos debemos ingresar de la suce-
sion de Fibonacci para que empiece a repetir el mismo valor, con 50 decimales de
exactitud? Se comprueba numéricamente que al ingresar solamente 18 términos de
la sucesion, empiezan a obtenerse la misma aproximaciéon con 50 decimales al ir
agregando mas términos.

—1)"
Recordando el corolario 1.1, se tiene que Pi1 _ Pn (1) . Buscamos en-

Gn+1 An Andn+1
tonces la primera diferencia entre dos términos consecutivos que sea menor a 10_50,

para que al agregar un término al célculo, siga dando la misma aproximacion, es
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decir:

<107 = 10 < ¢ngni1.

Gndn+1

Se puede observar en la siguiente tabla los coeficientes de F'ib, ademés del producto

Gndn+1-
n Qnp, qn dndn+1
0 0 1
1 1 2
2 1 10
3 2 5 85
4 3 17 1530
5 5 90 66330
6 8 737 7127527
7 13 9671 1.97 x 107
8 21 203828 1.41 x 1012
9 34 6939823 2.65 x 101
10 | 55 381894093 1.29 x 101
11| 89 33995514100 1.66 x 10%3
12 | 144 4895735924493 5.58 x 10%7
13| 233 1140740465920969 4.91 x 1032
14 | 377 430064051388129806 1.13 x 1038
15| 610 262340212087225102629 6.79 x 10%3
16 | 987 258930219394142564424629 1.07 x 10°9
17 | 1597 413511822712657762611235142 4.42 x 10%
18 | 2584 1068514808819727052729996031557 4.77 x 1093
19 | 4181 4467460829187101520121876019174959 1.35 x 107
20 | 6765 30222373577965550603351543999714629192 1.00 x 10™8
21 | 10946 330814105651871746091387520742752350310591 1.94 x 10%7
22 [ 17711 5859048655422674072990114983226430876065506393 9.84 x 10%
23 | 28657 | 167902757649261676561549471165707350358161567014792 | 1.31 x 10'9°

Tabla 3.1. Términos de Fibonacci y productos de denominadores parciales consecutivos

Notamos, entonces, que precisamente a partir del decimoctavo término las di-
ferencias son menores a 107°°, lo que hace que, si se buscan solamente 50 decimales
de exactitud, es necesario so6lo incluir 18 términos en el cilculo de la aproximacion.
Ademas, al notar el rapido crecimiento se puede hasta considerar 100 decimales de

exactitud utilizando solo 24 términos.
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CONCLUSIONES

El presente trabajo se ha dedicado al estudio de las fracciones continuas (par-
ticularmente las simples), asi como de sus aplicaciones. En el desarrollo del presente
trabajo de investigacion que ha dado lugar a la presente tesis se han alcanzado los

objetivos inicialmente planteados en cuanto a

1. Se estudiaron las propiedades para expresar nimeros reales en su represen-
tacion en fracciones continuas, a partir de las definiciones planteadas, donde
resaltan el algoritmo basado en el algoritmo de Euclides y la representacion

de inversos aditivos y multiplicativos, asi como de raices conjugadas .

2. Se expuso la aproximacion de nimeros irracionales, e incluso racionales con
denominadores grandes, como aplicacion de las fracciones continuas, ademéas

de ejemplos de esto.

3. Se defini6 una biyeccion entre los reales y un subconjunto de sucesiones de
nimeros naturales, que se puede considerar como el conjunto que contiene

una unica forma de representar a cada nimero real, como fracciéon continua.

En la investigacion se han abordado las propiedades generales de fracciones
continuas simples y generalizadas, trabajando principalmente las primeras. En el
camino, ademas, se encontraron varias propiedades interesantes, como la estrecha

relacion que existe entre la proporciéon aurea y la sucesion de Fibonacci.
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RECOMENDACIONES

Una vez concluida la tesis, se considera interesante investigar sobre:
Criterios de equivalencia entre fracciones continuas generalizadas.
Formulas cerradas para ¢; en términos de los a,,, b,. (Luego ¢, c3, etc.).

Algin algoritmo para obtener la fracciéon continua simple de un niimero, co-

nociendo su fracciéon continua generalizada.
Investigar algiin patron para la fraccion continua de .

Investigar la trascendencia de los reales asociados a las sucesiones presentadas

en el capitulo 3.
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