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OBJETIVOS

General

Modelar estrellas de neutrones por medio de ecuaciones de estado partiendo

de la condicion de equilibrio hidrostatico, asumiendo que la estrella tiene simetria

esférica y que estan compuestas por un fluido isotrépico, estatico y sin fuerzas de

corte.

Especificos

1.

Resolver el comportamiento de las variables termodinamicas para el caso hi-

potético de una estrella compuesta por un gas ideal

Extender al caso de una estrella compuesta por un gas degenerado, descrito

por las ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoft.

Implementar modelos numéricos de ecuaciones de estado para describir una
estrella compuesta por materia degenerada de primer orden, utilizando el caso

del gas ideal como comparacion para validar el método.

Modelar el comportamiento de la presion en funcion del radio y de la masa en
funcion del radio con el fin de obtener los valores criticos de masa y radio para

el caso de una estrella compuesta por materia degenerada de primer orden.

Comparar los valores tedricos obtenidos para cada ecuaciéon de estado con

valores experimentales provenientes de observaciones.

IX






INTRODUCCION

Los objetos compactos —enanas blancas, estrellas de neutrones y agujeros
negros— son la fase final de la evolucion estelar y se puede referir a ellos como
remanentes de estrellas, es decir que “nacen” cuando estrellas normales “mueren”,

que es cuando casi todo su combustible nuclear se ha consumido [35].

Todas las especies de objetos compactos difieren de las estrellas normales en

dos formas fundamentales:

Primero, ya que no consumen combustible nuclear, no soportan el colapso gra-
vitacional debido a la presion térmica; las enanas blancas lo soportan debido a la
presion de electrones degenerados, mientras las estrellas de neutrones lo soportan
mayormente debido a la presion de neutrones degenerados y los agujeros negros en
cambio, son estrellas que han colapsado completamente — lo que significa que la
estrella no hallo algiin método para soportar la gravedad que acttia hacia el centro

de la estrella y por lo tanto colaps6 a una singularidad.

La segunda caracteristica distintiva de los objetos compactos es su tamano ex-
tremadamente pequeno, de ahi su nombre. En comparacion a las estrellas normales
de masa similar, los objetos compactos tienen radio mucho méas pequeno y por lo

tanto, campos gravitacionales mucho mas fuertes.

Los modelos actuales de estrellas enanas blancas toman en cuenta los efectos
de la relatividad especial en la ecuacion de estado de electrones degenerados que fue
construida en 1930 por Subrahmanyan Chandrasekhar [I2]. El hizo el descubrimien-
to fundamental de la masa maxima de 1.4 M. que puede tener una enana blanca
(limite de Chandrasekhar) — el valor exacto depende de la composicién quimica de

la estrella.
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La prediccion de la existencia de las estrellas de neutrones como posible punto
final a la evolucion estelar fue independiente de las observaciones. Luego del des-
cubrimiento del neutréon por Chadwick, se not6 que a densidades muy altas, los
electrones reaccionarian con los protones para formar neutrones por medio de de-
caimiento beta inverso. Sin embargo, para estos nuevos objetos también existia un
limite superior de masa, lo cual fue evidencia de la existencia de objetos aiin mas

exoticos —agujeros negros [10].

El modelo de una estrella que se resistia al colapso gravitacional debido a la
presion de degeneraciéon de neutrones fue inicialmente un modelo tedrico propuesto
por Oppenheimer, Volkoff y Tolman en 1939 [28§]; sin embargo, este modelo fue con-
firmado en 1968 cuando se observo por primera vez una estrella de neutrones (radio

pulsar) en la Nebulosa del Cangrejo [37].

Las estrellas de neutrones son objetos compactos que generalmente se forman
de estrellas que tuvieron masas mayores a 6-8 M ; estas tienen dimensiones aproxi-
madas de un diametro de 20 km, masa entre 1.25-1.4 M, un campo gravitacional
aproximadamente 2x 10 veces el campo gravitacional de la Tierra y un campo

magnético en el rango de 10* a 10" T [10].

Las estrellas de neutrones pueden aparecer en remanentes de supernovas como
objetos aislados o en sistemas binarios. Cuando una estrella de neutrones se encuen-
tra en un sistema binario los astronomos son capaces de medir su masa, con radio

telescopios o telescopios de rayos-X [35].

En el presente trabajo se describira la formaciéon de los objetos compactos asi
como sus propiedades, se hara énfasis en las propiedades cuantitativas de las estre-

llas de neutrones y la historia que conllevo a su descubrimiento.

A continuacién se modelara el comportamiento de una estrella de neutrones
partiendo de la condicion de equilibrio hidrostatico, utilizando diferentes ecuaciones
de estado que describen la materia de la que esta compuesta, para esto se asumira

que la estrella tiene una simetria esférica y que esta se encuentra en equilibrio.

La aproximaciéon de primer orden utilizada para un gas ideal se puede modelar

mediante un potencial newtoniano, ya que su campo gravitacional no afecta la cur-
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vatura del espacio. Sin embargo, en la segunda aproximacion, cuando se asume que
la estrella estda formada por un gas de materia degenerada con una alta densidad,
los efectos de la gravedad serdn importantes. Por tal razéon se describira el efecto
que tienen en la curvatura del espacio-tiempo los objetos compactos que cuentan
con una gran fuerza gravitacional que no puede ser descrita por la aproximacién
newtoniana con el fin de describir el comportamiento de los pardmetros estelares de

masa, presion y radio de una estrella de neutrones.

Con la informacién del comportamiento de los pardmetros estelares descritos
por la relatividad general se realizardn los modelos de estos en funcién del radio,

para obtener los valores criticos de estos parametros.

Finalmente se compararéan los valores obtenidos de las diferentes ecuaciones
de estado con las mediciones de masas criticas obtenidas de observaciones para
determinar cuél es la ecuacién que describe de mejor manera el comportamiento de

la materia de la que esté hecha una estrella de neutrones.
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1. ESTRELLAS DE NEUTRONES

1.1. Objetos compactos

La clase de objetos astrondémicos denominados objetos compactos incluyen
enanas blancas, estrellas de neutrones y agujeros negros. Debido a que son la fa-
se final de la evolucion estelar, estos objetos son constituyentes fundamentales de
las galaxias. En forma de agujeros negros stiper masivos, estos objetos habitan prac-
ticamente cada centro de las galaxias. Nuestra galaxia alberga un agujero negro de
3.8 millones de masas solares, pero en el centro de M87 en el ciimulo de virgo se
encuentra un agujero negro de tres billones de masas solares. Estos agujeros negros

stper masivos son los objetos méas extremos que se encuentran en el Universo [10].

Mientras que las estrellas de neutrones y los agujeros negros son tema de in-
vestigacion en términos de radio y emision de rayos-X, las enanas blancas ya habian

sido detectadas 100 anos atras por su emision Optica.

1.1.1. Correcciones a la gravedad Newtoniana

Los objetos compactos fueron tema de debate por gran parte del siglo 20, se
enfocaban principalmente en entender el estado final de estrellas masivas. Subrah-
manyan Chandrasekhar, en su famoso viaje de India a Inglaterra en 1930, considerd
la estructura de las enanas blancas y se percatd que si estas fueran lo suficien-
te masivas, los electrones degenerados se convertirian en relativistas dejando a la
estrella susceptible para su futuro colapso gravitacional. A pesar que fue arduamen-
te rebatido por Arthur Eddington, Chandrasekhar dedujo correctamente que una
enana blanca atravesaria un proceso de colapso gravitacional si su masa excediera
Mey, ~ 1.4M, (el limite exacto depende de la composicion de la estrella, como se
puede apreciar en la imagen a este limite se le conoce como Limite de Chan-
drasekhar [12].
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Figura 1.1. Las etapas finales de las estrellas dependiendo de su masa inicial y composicién
inicial convirtiéndose en enanas blancas, estrellas de neutrones o agujeros negros [10]

Una vez que la presion gravitacional supera la presion de electrones degenera-
dos, atn perdura la presion de degeneracion de los neutrones hasta que finalmente se
alcanza el colapso gravitacional total. Los objetos en los cuales la fuerza gravitacio-
nal se encuentra en equilibrio con la presion ejercida por los neutrones degenerados
son llamados estrellas de neutrones. A pesar de que se esperaba que las fuerzas
nucleares fueran suficientes para resistir la gravedad, ahora se sabe que existe un
limite de masa para las estrellas de neutrones que se cree se encuentra en el ran-
go de (1.5-2.2) M, [10]. La incertidumbre acerca de las ecuaciones de estado para
densidades supranucleares nubla la posibilidad de determinar la masa critica, pero
existe un limite superior absoluto de 3 M [10] que se obtiene de consideraciones
muy generales, i.e. la validez de la relatividad general y el principio de causalidad. Se
cree que el colapso gravitacional es inminente por encima de este valor de masa. En
particular, los teoremas de la singularidad de Hawking demuestran que la formacion
de una singularidad de espacio-tiempo es inevitable (sin importar la distribucion de
masa/energia) una vez que el objeto se encuentra dentro de una superficie que atrapa
la luz, el resultado es un agujero negro i.e. una regiéon de espacio-tiempo delimita-

da por un horizonte de eventos y en su centro posee una singularidad espacio-tiempo.



1.1.2. Clases de objetos compactos

El estudio de objetos compactos empez6 con el descubrimiento de las enanas
blancas y la descripcion exitosa de sus propiedades mediante la estadistica de Fermi-
Dirac, asumiendo de que soportan el colapso gravitacional por la presion de degene-
racion de los electrones, idea que fue propuesta inicialmente por Fowler en 1926 [14].
Luego Chandrasekhar en 1930 determin6 que existe una masa maxima para enanas
blancas debido a los efectos relativistas [12]. En 1932 Chadwick descubrio el neutron.
Por lo que inmediatamente después las ideas de Fowler para electrones se generaliza-
ron a neutrones. Se predijo la existencia de una nueva clase de estrellas compactas,
con un gran nucleo de neutrones degenerados — Las estrellas de neutrones (NS por
sus siglas en inglés). El primer modelo de estrellas de neutrones fue propuesto por
Oppenheimer y Volkoff [28] y Tolman [39] en 1939, describiendo la materia en la
estrella como un gas degenerado de neutrones. Sus calculos también demostraron la
existencia de una masa méxima, como en el caso de las enanas blancas, sobre este
valor la estrella no es estable y colapsa en un agujero negro. La masa méxima esta-
ble que hallaron fue de 0.75 M. Unicamente 30 afios después, en 1967 se observo
la primera estrella de neutrones — de hecho, era un objeto en el rango del radio
(radio pulsar), que fue identificada como una estrella de neutrones que rota a alta
velocidad. En 1964 se propuso que los agujeros negros son la fuente de energia de
los cuésares. Actualmente, se establece un gran rango de masas para los agujeros
negros que abarcan desde tres masas solares hasta diez billones de masas solares en

el centro de galaxias elipticas. [10]

En 1974, se observo por primera vez el pilsar PSR 1913-+16 por Hulse y Tay-
lor [38]. Esto permitié que se pudiera realizar una medida precisa de masa, la cual
se determiné que era 1.44 M. Por lo tanto, esta mediciéon de masa afirmoé la idea
de una estrella conformada con un gas ideal de neutrones y demostro que las inter-

acciones entre los nicleos deben de tomarse en cuenta.

Las estrellas de la secuencia principal evolucionan de acuerdo a su masa inicial
(como se observa en la Figura|l.2)) y el estudio de objetos compactos inicia cuando
finaliza esta evolucién. Todos estos objetos difieren de las estrellas normales en los

siguientes aspectos:

e No consumen combustible nuclear y la presion térmica no es la que impide

que sucumban ante el colapso gravitacional. En cambio, las enanas blancas
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Figura 1.2. Los objetos compactos son el punto final de la evolucién estelar, en funciéon
de la masa inicial [10]

soportan el colapso gravitacional debido a la presion de los electrones dege-
nerados, mientras que en las estrellas de neutrones es la presiéon de neutrones
degenerados y quarks la que impide que estas estrellas colapsen. Unicamente
los agujeros negros son estrellas completamente colapsadas, que se mantienen
juntas tnicamente gracias a sus propias fuerzas gravitatorias. Estos objetos
pueden ser considerados como una especie de excepcion a la solucion de las

ecuaciones de Einstein (una singularidad).

e Otra caracteristica de estas estrellas compactas es su tamano, son mucho més
pequenas que las estrellas normales (~10 a 20 km de radio en el caso de las
estrellas de neutrones) [35] y por lo tanto tienen campos gravitacionales mucho

maés fuertes sobre su superficie.

e Usualmente, estos objetos también tienen campos magnéticos fuertes, mucho

mas fuertes que las estrellas normales (~10° - 107 T para objetos compactos
centrales) [20].



1.2. Estrellas de neutrones

1.2.1. Contexto historico

Estas estrellas fueron propuestas, previo a su descubrimiento, como un mode-
lo teorico. Los célculos para el primer modelo para Estrellas de Neutrones fueron
hechos por Oppenheimer, Volkoff y Tolman en 1939 [28], en estos describieron la
materia en dicha estrella como un gas ideal de neutrones degenerados. Sus célculos
también demostraron que existe un limite superior de masa sobre el cual la estre-

lla no es estable y colapsa en un agujero negro, siendo el valor de esta masa 0.75 M.

Posteriormente, en 1968, se observo la primera estrella de neutrones -en reali-
dad fue un objeto extrano pulsando en el rango del radio, que rapidamente fue

identificado como una estrella de neutrones rotando rapidamente (radio pulsar) [37].

Los descubrimientos casi simultaneos de los pulsares Cangrejo y Vela a finales
de 1968, ambos situados en remanentes de supernova, proveyeron evidencia de la
formacion de estrellas de neutrones en explosiones supernova. La nebulosa del can-
grejo, por ejemplo, es el remanente de una explosiéon supernova observada por los

astronomos chinos en 1054 e. c. [35].

1.2.2. Propiedades y tipos de estrellas de neutrones

Las estrellas de neutrones tienen radios que se encuentran en el rango de ~9.9
-11.2 km [30] y una masa entre 1.4 y 3 M, [§]. Son el resultado de una explosion
supernova de una estrella masiva, combinada con el colapso gravitacional, que com-
prime el niicleo pasando la densidad de las enanas blancas. Una vez formadas, las
estrellas ya no generan calor y se enfrian al pasar el tiempo; sin embargo, ain pue-
den evolucionar mediante colisiones o acreciéon. Los modelos més bésicos para estos
objetos implican que las estrellas de neutrones estdn compuestas mayormente por
neutrones, los electrones y protones presentes en la materia se combinan para pro-
ducir neutrones. Las estrellas de neutrones soportan el colapso debido a la presiéon
de neutrones degenerados, esto significa que los neutrones se compactan a un volu-
men finito tan limitado que solo pueden tomar valores discretos de energia, llamados
estados cuanticos. El principio de exclusiéon de Pauli indica que fermiones idénticos
ocupan el mismo estado cuéntico. En la energia total mas baja, todos los niveles

més bajos de energia estan llenos y se refiere a este estado como degenerado [40)].
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Las estrellas de neutrones que pueden ser observadas usualmente tienen una
temperatura en su superficie ~ 6x10° K [24]. A la vez, debido a su pequernio tama-
no y alta densidad, una estrella de neutrones posee un campo gravitacional en su
superficie de ~2.0x10'% m/s? [17]. El campo magnético en la superficie esta en un
rango de ~10% a 10! T [33].

Mientras el ntuicleo de la estrella colapsa, su periodo de rotaciéon aumenta de-
bido a la conservaciéon del momento angular, por lo que una estrella de neutrones
recién formada rota hasta varios cientos de veces por segundo. Algunas estrellas
de neutrones emiten haces de radiacion electromagnética que permite que sean de-
tectables como pilsares, los cuales fueron descubiertos por Jocelyn Bell Burnell en
1967 [19]. La radiacion de los pilsares se cree que es emitida primordialmente por
las regiones cerca de los polos magnéticos, si los polos magnéticos no coinciden con
el eje rotacional de la estrella de neutrones, la emisiéon del haz va a barrer el espacio
y cuando se vea a la distancia, si el observador esta en alguna parte en el camino
del haz, le parecera que existen pulsos de radiaciéon provenientes de un punto fijo en

el espacio (llamado “el efecto faro”).

Se cree que existen alrededor de 100 millones de estrellas de neutrones en la Via
Lactea, supuesto que se obtiene al estimar el nimero de estrellas que han atravesado
una explosion super nova [I0]. Sin embargo, la mayoria son viejas y se han enfria-
do, y las estrellas de neutrones solo son facilmente detectadas en ciertas instancias,

como cuando son pulsares o estan en un sistema binario.

Las estrellas de neutrones en sistemas binarios pueden atravesar un proceso de
acrecion lo cual hace que el sistema brille en rayos-X, mientras el material cae en la
estrella de neutrones se forman lugares calientes que rotan fuera y dentro del campo
de visién en sistemas de pulsares de rayos-X. Adicionalmente, estos sistemas de
acrecion pueden “reciclar” pulsares viejos y causar que estos ganen masa y que roten
a tasas muy altas, formando los pilsares de milisegundos. Estos sistemas binarios van
a continuar evolucionando y eventualmente estos acompanantes se pueden convertir
en objetos compactos tales como enanas blancas o estrellas de neutrones aunque
existen otros escenarios como la completa destrucciéon del acompanante. La union
de estrellas de neutrones binarias son un candidato a progenitores de rayos gamma

de corta duraciéon y se asocian a ondas gravitacionales, como la senal de la onda



gravitacional GW150914 detectada en 2017 [I].






2. GRAVEDAD DE LOS OBJETOS COMPACTOS

Como se menciona en la secciéon anterior, en el caso estos objetos que resultan
extremadamente masivos, la gravedad descrita por Newton resulta obsoleta para
modelar el comportamiento de sus parametros estelares. Por esta razon, se realizaréan
correcciones a las ecuaciones de estado para considerar los efectos de la curvatura del
espacio-tiempo que provocan estos objetos. A continuacién se realizara un estudio
de los conceptos preliminares de relatividad general que determinan la métrica a

utilizar para describir las ecuaciones de estado.

2.1. Marco relativista

Geométricamente, el espacio-tiempo es representado por una variedad ("super-
ficie") de cuatro dimensiones, cada punto en la variedad corresponde a un evento en
el espacio-tiempo [35]. El tensor métrico o métrica g;; es una funcién que sirve para

encontrar la distancia entre dos puntos en un espacio dado.

En fisica generalmente se trabaja en coordenadas locales, las coordenadas lo-
cales, z*, van desde 0 a 3 donde se toman en cuenta la coordenada temporal y las
coordenadas espaciales, que por convencion se elegira la combinacion (+ + + -). La

métrica se puede escribir de la forma:

g = guydl”u ® d:CV

La métrica entonces es una combinaciéon de productos tensoriales. Sea dz* las
componentes de un desplazamiento infinitesimal de coordenadas del cuatro vector,
la métrica determina la invarianza cuadrada de un elemento de linea infinitesimal.

Denotado asi:

ds* = g, dz"dz” (2.1)
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Aplicando la ecuacion de Lagrange en términos de la métrica se obtiene la

conexion afin [41]:

1 0 gy g
E‘Z [ (@) | 995(0) _ Ogju(a)
2= 0qJ oqF oqt

O utilizando la notacién de Einstein:

V 1
= 29 [gauﬁ + 9Bv,a — gaﬂ,y] (22)

En este caso la métrica eleva los indices y la coma denota la derivacién co-
variante respecto de la coordenada x*. Esta funciéon @ define los simbolos de

Christoffel (I'/ ) como un modo de conectar diferentes puntos en el espacio-tiempo.

Ahora, partiendo del concepto de desplazamiento paralelo para el caso mas
sencillo, donde se asume que se transporta un vector v alrededor de una curva en

un espacio bidimensional euclidiano siguiendo una trayectoria L

Figura 2.1. Transporte paralelo de un vector v alrededor de una curva cerrada L en un
espacio plano bidimensional euclideano

El cambio neto alrededor de L es Av = 0 en el caso de la Figura [2.1]

Ahora se extendera el concepto de desplazamiento para un espacio curvo, como
en la superficie de una esfera que se muestra en la Figura [2.2] En este caso, v no
regresa a donde comenzo (tiene una direccion diferente a la que tenia en el inicio),
por lo que el cambio neto es Av # 0.

En este caso se empleara la conexion afin para obtener una forma dife-
rencial no lineal de segundo orden que varia de punto a punto en la superficie [41]

y se le denomina tensor de curvatura de Riemann.
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_finish

Figura 2.2. Transporte paralelo de un vector v alrededor de una curva particular L cerrada
en la superficie de una esfera

R, =T0,  —T0  +T5. 0, —T41I7, (2.3)

pov p,o po,v

En coordenadas locales, contrayendo el primer y el tercer indice del tensor de

curvatura de Riemann se puede definir como

Ric = R;;dr' @ da’

Donde:

R,, = R® (2.4)

pow

A este tensor se le denomina tensor de Ricci. Este tensor se puede contraer

nuevamente y de el se obtiene la relacion

R =4¢"R. (2.5)

Al cual se le conoce como escalar de Ricci. Esta es la representaciéon mas
simple de la invarianza de la curva en una variedad de Riemann. A cada punto
en la variedad de Riemann le asigna un ntimero real determinado por la geometria
intrinseca de la variedad cerca de ese punto. Especificamente, el escalar de curva-
tura representa la cantidad por la cual el volumen de una pequena esfera geodésica

en una variedad riemanniana se desvia de la esfera estdndar en un espacio euclidiano.
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Utilizando la segunda identidad de Bianchi, se obtiene la relacion

) 1 .
(Rg. - —Ré’j) 0
2 i (2.6)
G'i=0
donde G es el tensor de Einstein, que es utilizado para expresar la curvatura de una
pseudo variedad de Riemann. En este caso la ecuacién de campo de Einstein

se utilizard para para describir el la curvatura del espacio-tiempo de manera consis-

tente con la conservacién de energia y momento.

La ecuacion (2.6 establece que el tensor de Einstein tiene divergencia cero

(G* , = 0). Relacionando las dos expresiones de la ecuacion se obtiene:

1
Gij = Rij - égin (2-7)

donde se utilizaron las relaciones:

g'i=(e¢e) =10,

| (2.8)
5lj — gjlgh

Una propiedad central del tensor de Einstein, sera entonces que su divergencia

covariante desaparece:

2.2. Tensor energia-momento

Asumiendo que un cuerpo esta conformado por un fluido isotrépico sin fuerzas
de corte y en reposo, utilizando una métrica estatica con simetria esférica se puede

modelar de manera general mediante tensor energia-momento asi:

P
T = Py + (p + g) Uy Uy, (2.10)

donde P es la presion del fluido, p es la densidad de la masa propia, pc? es la densi-

dad de energia propia y u, es el cuatro vector de velocidad en su forma covariante.

En el marco de referencia estacionario del fluido, y en los alrededores del origen
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del marco de referencia estacionario se puede realizar un anélisis no relativista. En

este caso u* — (U,¢) y P/pc®* — 0. La ecuacién (2.10)) se reduce a:

T = P8 + po'e?

L , _ (2.11)
T4’L — pC?jl : T44 — p02
y la forma no-relativista de las leyes de conservacion de se describe asi:
9 mij | O Fia
—TY+—T"=0 ; Segunda ley de Newton
oxJ oct
5 3 (2.12)
—T9 4+ —T*% =0 ; Conservaciéon de energia
oxJ oct

La primera ecuacion en ([2.12)) es simplemente la ley de Newton para el fluido,
que conlleva a la ecuaciéon bésica de la hidrodinamica. La segunda ecuaciéon en
es la ecuacion de continuidad para la densidad de energia pc?, que puede
ser expresada como la conservacion de energia. Estas relaciones se pueden combinar
para expresar la conservacion energia-momento en el marco de referencia estacionario

como la relacién tensorial:

Se utiliza una transformacion de coordenadas (transformacion de Lorentz) para
volver al marco de referencia del laboratorio. Los indices contraidos no se transfor-

man, por lo cual:

— .,/
T“”J, _ a“,/T“ u’y -0

De este modo, la divergencia covariante es nuevamente igual a la divergencia
ordinaria, y se puede aseverar que se conserva la energia-momento en el marco de

referencia de laboratorio:

T, =V, T" =0 (2.13)

La divergencia covariante puede reexpresarse de la siguiente manera

(vV/=gT" + T, T) (2.14)
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2.3. Ecuaciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV)

Queremos describir el comportamiento del campo gravitacional de materia muy
densa estatica, no rotante y por lo tanto deseamos obtener una serie de condicio-
nes que nos permitan describir esta distribucion tales ecuaciones se desarrollaran a
continuacion. Se comienza describiendo la métrica para la simetria axial, que sera

representada de la siguiente manera:

AP) 00 0
0 r? 0 0
. 2.15
In 0 0 7r%sen?d 0 (2.15)
0 0 0 —B(

(donde A(r) y B(r) son funciones que se determinaran utilizando las condiciones de

frontera).

Se puede relacionar la ecuacion de campo de Einstein (2.7]) con el tensor de
energia-momento (2.10)) de la siguiente forma:

1
G =R — §ng, = KT, (2.16)

De la ecuacion (2.2)) se obtienen los simbolos de Christoffel para esta métrica
donde A’ y B’ son las derivadas respecto a la coordenada radial de las funciones A

y B respectivamente.

Tabla 2.1. Conexion afin para simetria esférica con las coordenadas (7,0, ¢, ct). Se tiene
simetria de la siguiente manera F;\W = F{E# y la notaciéon primada denota la derivada
respecto a la coordenada r.

Fr _A_' r __rsenzﬁ ro__ _r
rr QBA’ o A 00 — A
M= 51 Fgw = —senfcost Iy =1

Fd) _1 F¢ __ cosf s — B
reg — r 0¢ — senb rd — 2B

Todos los demés son 0

Aplicando la métrica (2.15)) a la ecuacion ([2.16]) se obtienen las ecuaciones:
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T ) (E8) (D) g
1—%+i(%’+%):g(p8—mr2 00
sen’0 [1—%+i<%+% }:g(pg_p)rz b (2.17)
%—i(%) (%/%—%)4—%(%):;(/)02—%31[’)3 ;44
0=0 ;p#v

Se tienen tres ecuaciones acopladas, no lineales, de segundo orden con tres
incognitas [A(r), B(r), p(r)]. Se sabe que fuera de p(r) estas ecuaciones tienen solu-

cion, es la métrica de Schwarzschild.

Utilizando la relacion (2.13)) y la expresion ([2.14) se obtiene la ecuacion:

OP 1 0 utu? uMu?
T = gt —— —— |/=qg(P + p? Y (P 2 2.18
o= g+ (Jeag (VAP A TP )

Debido a que la cuatro velocidad esta definida de la siguiente forma: % =

0,0,0, —2~— | el primer término dentro del paréntesis sera 0. Luego, para p = r
( S ] \/%) p p g p :u y
utilizando los simbolos de Christoffel de la tabla (2.1)) se obtiene:

utu?

c? =0

P
9" — + T (P + pc)
r (2.19)

Despejando se obtiene la ecuacion:

dP 1 B’
i _é(P + ch)E (2:20)

Y realizando la combinacion (rr)/2A+ (44)/2B+(00)/r? de las ecuaciones de (2.17))

se obtiene la siguiente relacion:
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1 A 1

2
2y T A e
Para obtener la funcion A(r) de la métrica:
d
e (%) =1— rpc?r? (2.21)

Esta ecuaciéon se puede integrar utilizando condiciones de frontera:

%:0 ; cuando r = 0

Y definiendo M(r) y &

M(r) = T47rs2 (s)ds
/0 ’ (2.22)

A(r) = <1 - 2G—M(”) B (2.23)

Derivando la ecuacion (2.23) y utilizando (2.20)) en la ecuacion (66) de (2.17)

se obtiene la expresion para P(r)

dP(r)  GM(r)p(r) [1+P<r)/p(r)62] {1 | AnP(r)r? } (2.24)

dr 72 1 —2GM(r)/c*r M (r)c?

El limite newtoniano se obtiene cuando ¢ — oo de la ecuacion (2.24)) toma la

forma:
dp _ GM(r)p(r)
dr 72

Las condiciones de frontera que acompanan a las ecuaciones TOV se describen

; limite newtoniano (2.25)

a en la tabla2.2l A continuacion se detallan las consecuencias de estas condiciones.

1) Ya que la parte angular de la métrica esta dado simplemente por las coor-

denadas esféricas, la circunferencia de las estrellas estd dado por 27 R y el area de
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Tabla 2.2. Condiciones de frontera para ecuaciones TOV

1) p(0), A(0) ; finito
2) P(R),p(R)=0 ; define la superficie
3) P(r), p(r) = ;>R
4) B(oo) =1 ; limite newtoniano

la superficie esta dada por 4rR?. Esto provee una forma ambigua de determinar la

coordenada R, el radio de la estrella.

2) La masa total de la estrella esté definida por:

M= M(R) = /OR 4rs?p(s)ds (2.26)

Esto se obtienen de las relaciones de (2.22)) ya que se ha identificado con la
métrica de Schwarzschild fuera de la estrella (2.23)).

3) Para obtener B(r) se integra la ecuacion (2.20)) y se utiliza la condicion de
frontera 4) de la tabla para obtener

> * dP
/T dinB = —InB(r) = —Q/T P (2.27)

Despejando el diferencial de presion de la ecuacion ([2.24))

dP Gdr [M(r)+4nr*P(r)/c?
P+ pc? c? r?

- 2.28
1—-2GM(r)/c*r (2.28)
Considerando que la presion fuera de la estrella es 0, se obtiene la ecuaciéon

para B(r) fuera de la estrella

2G [ dr M
B(r) = 2] 2 e
(r) 6931’{ c2/r r (1—2GM/027“)} et (2.:29)
( 2GM) |
fry 1_
cr
Se asumi6 que:
QG_M—&<1
2R R

para que no existan singularidades en la integral [2.29 Aqui R, se refiere al radio de
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Schwarzschild que esta definido como el radio de una esfera tal que, si toda su masa
estuviera comprimida dentro de esa esfera, la velocidad de escape de la superficie de
la esfera seria igual a la velocidad de la luz; esta desigualdad implica que el radio de

Schwarzschild se encuentra dentro de la estrella.

Obtenemos la ecuacion de Tolman-Oppenheimer-Volkoff representada de la si-

guiente forma:

dP(r) _ GM(r)p(r) 1+P<r>/p<r>c2} { +ﬂ] eq. hidrostatico

ar 2 1—2GM(r)/cr M(r)e?
dn;(?“) = 4mr?p ;continuidad de masa
,

P(r) = P(p) ;ecuacion de estado
(2.30)

Estas ecuaciones TOV pueden ser aplicadas a objetos estelares condensados

como estrellas de neutrones, donde los efectos relativistas son importantes.
La ecuacion de estado en[2.30]ecuacion de estado en este caso nos seré ttil para

asociar los pardmetros estelares que se pueden observar de la estrella con la materia

por la que esta conformada y asi se puede conocer sus propiedades.
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3. ECUACIONES DE ESTADO

Una ecuacion de estado relaciona las variables que describen el estado de la ma-
teria cuando esta se encuentra en equilibrio. Son ttiles para describir las propiedades

de fluidos, mezclas de fluidos, solidos y el interior de las estrellas.

3.1. Ecuacién de estado para el interior de una es-

trella formada por un gas ideal

Matematicamente, las condiciones para el equilibrio interno de una estrella
pueden ser expresadas como cuatro ecuaciones diferenciales que gobiernan la distri-
bucién de masa, gas, presion, produccion de energia y transporte de materia en la
estrella. A continuacién se desarrollan estas ecuaciones para poder estimar el com-

portamiento de una estrella en equilibrio con simetria esférica, compuesta de un gas
ideal.

3.1.1. Equilibrio hidrostatico

La fuerza de gravedad atrae el material estelar hacia el centro. Esta fuerza es
contrarrestada por la fuerza de la presion térmica producida por el movimiento de
las moléculas del gas. La primera condicién de equilibrio es que estas fuerzas se

contrarresten una con la otra en la misma medida [22].

Considerando un elemento de volumen cilindrico a una distancia r desde el
centro de la estrella (como se ilustra en la Figura [3.1). Su volumen es dV = dA dr,
donde dA es el area base y dr es la altura; su masa es dm = p dA dr, donde p = p(r)
es la densidad del gas en el radio r. Si la masa dentro, a un radio r es M,., la fuerza

gravitacional en el elemento de volumen sera:
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Figura 3.1. En el equilibrio hidrostético la suma de la presiéon gravitacional y la fuerza
de la presion actuando sobre un elemento de volumen es cero

GM.dm  GM,

r2 r2

dF, = PdAdr

donde G es la constante gravitacional. El signo menos indica que la fuerza tiene
direcciéon hacia el centro de la estrella. Si la presion en la superficie interior del
elemento del volumen es P y si en la superficie superior es P + dP, la fuerza de la

presion actuando en el elemento es entonces:

dF, = PdA — (P 4+ dP)dA = —dPdA

Ya que la presion disminuye a medida que el radio aumenta, dP seré negativa
y la fuerza dF, serd positiva. La condicion de equilibrio es tal que la fuerza neta

actuando en el elemento de volumen es cero, i.e.:

M
0 = dF, + dF, = —GTQ’"” dAdr — dPdA

De lo que se obtiene la ecuacion de equilibrio hidrostdtico:

P GMp
dr r2

(3.1)

3.1.2. Distribucién de masa

La ecuacion que a continuaciéon se describe, nos indica la masa contenida dentro

de un radio dado. Considerando un cascarén esférico de grosor dr a una distancia r
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del centro de la estrella. La masa es:

dM, = 4xr’pdr
de la que se obtiene la ecuacion de continuidad de la masa

dM,
drr = dnr?p (3.2)

que implica que la ecuaciéon diferencial que describe la razén de cambio de la masa

depende de su area superficial y de la densidad del material que lo forma (asumiendo
que esta es constante), ademads esta por ser de valor positivo implica que la masa

M, aumenta a medida que la distancia r es mayor.

3.1.3. Principio de energia

La energia potencial gravitacional total, {2 de un cuerpo autogravitante esté
definido como el negativo de la cantidad total de energia requerida para dispersar
todos los elementos de masa del cuerpo al infinito. El estado de energia potencial
cero se toma como el estado final luego de la dispersion. En otras palabras, €2 es la
energia necesaria para formar la estrella, en su actual configuracion, al colectar el
material del universo. Por lo que € representa el trabajo (negativo) hecho en, o por, el

sistema y debe tomarse en cuenta para determinar la energia total de la estrella [I§].

Se puede llegar al estado disperso al remover sucesivamente las capas de la
estrella esférica. Al llegar a un punto donde se encuentre una masa M, + dM, y
cuando se pretende retirar la siguiente capa, que tiene una masa dM,, desde un
radio v’ a r’ + dr’ se requieren GM, /r"?dM,dr’ unidades de trabajo. Al ir de r al
infinito se obtiene la contribuciéon de €2 de:

ds) = _/oo %dMTdr’ = —M

r

Para dispersar completamente la estrella se requiere que se realice el procedi-

miento para todo dM, o,

M

M

Q:—/ GMy (3.3)
0 T

Para una esfera de densidad uniforme, de densidad p constante, se obtiene la

expresion:
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3 GM?
Q="
5 R

Si se desprecia el movimiento de la masa o fenémenos como turbulencia, la
energia total de la estrella serda {2 mas la energia interna total debida a procesos
microscopicos. Sea E la energia interna especifica local por unidad de material, se
multiplica por p si se quiere la energia por unidad de volumen. La energia total, W,

sera:

W:/EdMT+Q:U+Q (3.4)
M

lo que define la energia interna total

U= /M EdM, (3.5)

Este enunciado expresa que el estado de equilibrio de la estrella corresponde a
un punto estacionario respecto a W. Esto significa que W para la estrella en equi-
librio hidrostatico es un extremo relativo a todas las otras posibles configuraciones
que podria adoptar la estrella. Ahora se perturba la estrella de su estado original
en un proceso adiabatico. Esta condiciéon se cumple si la perturbacion se realiza lo
suficiente rapido de modo que no ocurre una transferencia de calor entre los elemen-
tos de masa; por otro lado, también se requiere que la perturbacion sea lo suficiente
lenta de modo que la energia cinética del movimiento de las masas pueda ser igno-
rado.

El operador § representa las perturbaciones ya sean locales o globales, entonces el

equilibrio hidrostatico es tal que

(5W)ad =0

donde el subindice “ad” indica que el proceso es adiabatico. De este modo, si suceden
cambios adiabaticos arbitrarios, no alteran W, entonces el estado inicial de la estrella

esta en equilibrio hidrostatico. Aplicado a la ecuacion

(OW)aag = (6U ) + (62)ad
Una perturbacion ¢ causa que U cambie de la forma 6U con
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U—>U+6U:U+5/ EdMT:U—i-/ SEdM,
M M

El dltimo paso se obtiene al considerar el cambio de la energia interna especi-

fica de un elemento de masa particular dM,..

Ahora se considera d F/; para un cambio infinitesimal y reversible, combinando

la primera y la segunda ley de la termodinamica se obtiene

dQ = dE + PdV, = TdS (3.6)

Aqui dQ@Q es el calor agregado al sistema, dE es el incremento de la energia
interna especifica y P dV,, es el trabajo hecho por el sistema a sus alrededores si el

volumen cambia por dV,. Este volumen es el volumen especifico, con

Vo=1/p. (3.7)

La entropia S, y Q, son cantidades especificas también. Si se reemplaza los
diferenciales por ¢ S, entonces los requerimientos de un proceso adiabético (0.5 = 0)

inmediatamente indican que (0F),q = —PdV,. Entonces,

(60 )aa = — / PSV,dM,
M

Donde se aplica el concepto de volumen especifico de y la ecuacién de
continuidad de la masa

1 Admrr?dr  d(47r3/3)
V=~ = - 3.8
$ T T M, M, (38)

Por simplicidad, se restringen todas las perturbaciones a aquellas que mantie-
nen la simetria esférica. Por lo tanto, si el diferencial de masa dM, se mueve, solo se
mueve en direccién a una nueva posicioén r+9r. Perturbando V, en es equivalente

a perturbar r o:

d[m(r + 6r)* /3]
dM,

d(4mr?ér)
dM,

V, =V, 44V, = =V, + (3.9)

para el primer orden en Jr, donde se asume que |dr/r| < 1. LA variacion de la

energia interna total es:
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d(4mr?or)
0U)ga =— | P—————dM, 3.10
60 == | PR (3.10)
Ahora se introducen dos condiciones de frontera, la primera es que no se per-
mite que el centro de la esfera simétrica se mueva, or(M, = 0) = 0. La segunda es

requiere que la presion en la superficie desaparezca.

Por lo tanto, Ps = P(M, = M) = 0.
Ahora se integra por partes, aplicando las condiciones de frontera, se obtiene

P
(5U)ad:/MdC‘er47T7‘25rer.

Del analisis correspondiente para (0€2),q se obtiene

Q—>Q+5Q——/ %dM,.—QJr/ GMT(STer
mT+or M T2

al primer orden de dr después de la expansion del denominador en la primera inte-
gral.

Agrupando ambas ecuaciones, se obtiene

dP G M,
(5W)ad:/M {dMT47rr2+ - ]57‘er

Esta expresion debe ser cero cuando se recupera el equilibrio hidrostatico, de
modo que la expresion dentro de los corchetes también es cero, de lo que se obtiene
la expresion:

dP GM,
=— . (3.11)
dM, 4rd

Para obtener un problema descrito adecuadamente se aplicarédn las siguientes

condiciones de a las ecuaciones diferenciales antes descritas:

e No hay fuentes de energia o masa en el centro dentro del radio r = 0; por lo
que My =0

e La masa total dentro del radio R de la estrella tiene un valor fijo, Mp = M

e La presion en la superficie estelar tiene un valor determinado, Pr. Estos valores
son muy pequenos en comparacion con los valores en el interior y por lo tanto

en general es suficiente tomar Pg = 0.
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3.1.4. El Modelo de densidad constante

Ahora se construye un modelo estelar donde la densidad es constante en todas
partes, que es un modelo bastante ilustrativo para conocer el comportamiento de
las variables estelares a medida que varia su radio. Si se elije p = p. = constante,
donde “c” significa densidad en el centro, entonces de la ecuaciéon de continuidad de
la masa se obtiene el valor M, = %mﬁpc para determinado r entre 0 y R. En
el punto que r = R, M, = M donde M es la masa total de la estrella. La relacion

entre ambas masas es entonces:

7"3

M, = ﬁM (3.12)
Esta expresion se sustituye en la ecuacion de modo que el gradiente de

presion puede ser representado de la forma:

P GM (M N\
dM,  4AxRA\ M
Esta ecuacion nos indica que a medida que la masa contenida en el radio r

aumenta, la presion ejercida por las particulas que componen la estrella disminuye.

La ecuacion anterior y las ecuaciones [3.1] describen el comportamiento de

la estrella a medida que recorremos desde el centro de niicleo hasta su radio externo.

3.1.5. Teorema del Virial

Se considera el producto escalar ). p, - r; donde p; es el vector momento de
una particula de masa m; localizada en la posicién rj, y la suma sobre todas las
particulas que componen la estrella. Si la mecanica es no relativista, reconocemos

que

d d , ld—d, o 1
a2 g 2R = g D () = 5

)

donde I es el momento de inercia, I = Y. m;rZ. Por otro lado, la derivada de la

expresion original da como resultado

d dz di
E;pi'ri:;%'ri‘i’g:pi'd_i

El dltimo término es solamente Y. m;v? (v; es la velocidad de la particula ) y
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es igual al doble de la energia cinética, K, de todas las particulas libres en la estrella.

Ademas, consideraremos la ley de Newton,

dp;
dt

donde F; es la fuerza aplicada a una particula ¢, la cual tomaremos como la fuerza

—F,

de la gravedad. Agrupando estas ecuaciones, se tiene

1d?I

El dltimo término es el virial de Clausius, pero para hacer uso de este se debe
especificar qué significa F; - r;.

Este término en [3.13] es la interaccion gravitacional mutua de todas las parti-
culas en la estrella (En este caso solo se considerara la contribucién por este tipo
de fuerza). Para tratar la gravedad, sea F;; la fuerza gravitacional en la particula
debido a la presencia de la particula j. Ya que estas fuerzas son iguales y opuestas,
F,; = —F,;. [18] Sabemos que la fuerza gravitacional descrita por Newton toma la
siguiente forma

Fi; = —%(ri —1;)
T
donde 75 es la distancia entre particulas r;; = |r; —r;|. La contribucién gravitacional

al virial serd entonces:

ZFZ']‘ . (I‘i — I'j) = —m = Vll"lal

Tij
podemos apreciar que esta expresion es equivalente a la expresion descrita en que

representa el negativo del trabajo requerido para dispersar las particulas al infinito,

por lo que tenemos la siguiente expresion

Virial = w

Y combinado con la ecuaciéon B.13] se obtiene

ST —2K 4w (3.14)

conocido como el “teorema del virial” o simplemente “virial” [18].

Se puede utilizar el Teorema del Virial para obtenter otras relaciones; se con-
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siderara una estrella de densidad uniforme y temperatura compuesta por un gas
monoatoémico ideal. La densidad de energia interna es
3 3 NukT

E=—-nkT =—-p
2 2 7

(3.15)

donde n es la densidad del namero de particulas libres, k£ es la constante de Boltz-
mann, N, es la constante de Avogadro y p es el peso molecular promedio (usualmente
en uma) por ion o atomo de la mezcla estelar [I8]. La cantidad p se puede describir

en términos de las siguientes cantidades

pNa
n=-—-
1
La presion de gas ideal se podra describir en términos de p de la siguiente
forma
NAKT
P =nkT =24 (3.16)
1

A esta ecuacion se le conoce como ley de los gases ideales que describe las

variables de estado para un sistema conformado por un gas ideal.

A continuacion se estudiaré el caso en que la materia se encuentra altamente com-
pacta dentro de un volumen pequeno, lo cual tendra un efecto en la curvatura del

espacio-tiempo como se menciona en el capitulo [2]

3.2. Ecuacién de estado fria por debajo del Neu-

tron Drip

3.2.1. Conceptos preliminares de Termodinamica

Convencionalmente, las cantidades termodinamicas hacen referencia a un nu-
mero de particulas N en un volumen V. La invarianza relativista es mas transparente
si todas las cantidades describen medidas realizadas en un marco de referencia local
que se mueve en conjunto con el fluido. [35] Ahora imaginamos un marco de refe-
rencia local de Lorentz que se mueve con la misma velocidad que algtin elemento del
fluido. Sea n la densidad de numero de bariones medidos en este marco de referencia
y sea ¢ la densidad de energia total (incluyendo la energia de la masa en reposo).

Entonces €/n es la energia por barion. Es conveniente definir las cantidades de esta
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manera ya que esta es una cantidad conservada. La primera ley de la Termodinamica

toma la siguiente forma

40 = d (%) + Pd (1) (3.17)

n

donde dQ es el calor obtenido por bariéon, P es la presion y 1/n es el volumen por

barién.

Si un proceso ocurre en un elemento de fluido que esta en equilibrio todo el

tiempo, entonces

dQ =T ds (3.18)

donde s es la entropia por bariéon y 7' es la temperatura. Combinando las ecuaciones

[3.17 v [3.18] se obtiene una ecuacioén que representa el equilibrio termodinamico

€

d (—) —_Pd (%) +Tds (3.19)

n

En general, la densidad de energia de un sistema que contiene diferentes especies
de particulas depende de la cantidad relativa de cada especie, asi como del volumen
(1/n) y la entropia. Si se define la concentracion de la i-ésima especie de la particula

con

Y;

n;
= 3.20

donde n; es la densidad de numero de particulas 7, entonces la densidad de energia se-
ra una funcion que dependera del volumen, entropia y esta densidad (¢ = (n, s, Y;))

Por lo que de manera general se puede escribir

d(f) — Pd (%) +Tds+ Y dY, (3.21)

donde
_ —0(e/n) _ , d(e/n)
pP= 0 n =5 (3.22)
T = 8(2{971) (3.23)
y



_0O(e/n) _ 0=
M="8y, = o

La cantidad p; es llamada potencial quimico de la especie i. Tiene la interpre-

(3.24)

tacion del cambio de densidad de energia para una variacion unitaria de la densidad
de ntmero de especies ¢, mientras el volumen, entropia y todas las densidades se
mantienen constantes.

En equilibrio, las reacciones entre las particulas producen un estado de balance de-
tallado donde cada reacciéon esta balanceada por su inversa y la concentracion de
cada especie se mantiene constante. Por lo que en estado de equilibrio, la concen-
traciones Y; no son independientes de las otras cantidades termodinamicas. [35] Se
pueden determinar las relaciones de equilibrio de la siguiente manera:

Considérese el caso especial que un sistema esté infinitesimalmente cerca de su equi-
librio. Pueden reacciones que permitan que el sistema alcance el equilibrio, pero el
sistema se debe mantener aislado térmicamente y a un volumen constante (dn = 0)
de modo que no se realice un trabajo al sistema. En este caso, la ecuacion [3.17] da
como resultado (d(e/n)) = 0; lo que significa que la energia del sistema se mantiene
constante. La entropia se produce por las reacciones, pero, debido a que la entropia
es maxima en su equilibrio, ds = 0. Lo que implica que la ecuacion tiene las

siguiente forma cuando el sistema se encuentra en quilibrio

> pdY; =0 (3.25)

Ahora se considera el caso general donde el sistema no estd necesariamente
aislado, y el sistema puede realizar trabajo. Si el sistema fuera a alcanzar el equilibrio
mediante equilibrio cuasiestatico, entonces T ds = d(@). En general, la segunda ley
implica

dQ < T ds

Lo que significa que la ecuacion de conservacion de energia (3.17) implica

d (%) + Pd (%) < T ds (3.26)

Si se alcanza el equilibrio a n y s constante, entonces la ecuacion [3.26| se con-

vierte en



El estado de equilibrio corresponde al cese de cambio de ¢ (i.e. d € = 0), que

es un minimo de € a n y s fijos.

Similarmente, si 7'y n se mantienen constantes, la ecuacion se convierte

en

df <0

donde

S|m

f —Ts (3.27)

que es la energia libre de Helmholtz por barion.

Si T'y P se mantienen constantes (que es la situacion mas comun), entonces

dg <0
donde

e+ P

—Ts (3.28)

es la energia libre de Gibbs por baridon. El equilibrio corresponde a un minimo de
este energia a T' y P constantes.
Utilizando la ecuacion [3.21), podemos hallar con la ecuacion que

1
dg=—dP —sdT+ Y p;dY; (3.29)

n
En consecuencia, el requerimiento de que g sea minimo a T' y P constante es

una implicacion de la ecuacion [3.25]

3.2.2. Ecuacién de estado para un gas ideal completamente
degenerado de Fermi

Una enana blanca o una estrella de neutrones aisladas se enfrian completamen-

te, llegando a la temperatura cero, y es la presion asociada con la materia cuando

T = 0 que permite que estas estrellas no colapsen por la fuerza gravitacional. La

ecuacion de estado de materia fria degenerada es la que esta descrita por una sola
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especia de fermiones ideales (que no interacttian entre ellos).

En la teorfa cinética, la densidad de ntmero en el espacio de fase de cada
especie de particula, dN/d®> x d®p provee una descripciéon completa del sistema.
Equivalentemente, se puede especificar la funciéon de distribucién adimensional en

el espacio de fase definida por:

dN g

Ty 1wl (3.30)

donde h? es el volumen en la celda en el espacio de fase, y g es el peso estadistico —
esto es, el nimero de estados de una particula con un valor dado de momento p, para
particulas masivas g = 25 + 1 (S = spin) para fotones g = 2, para neutrinos g = 1.

La funcién f indica el nimero ocupacion promedio de una celda en el espacio de fase.

La densidad del ntmero de cada especie de particulas esta dado por
dN
= [ ——d& 3.31
n / iy P (3.31)
donde la integral se extiende sobre todos los momenta. La densidad de energia esta

dada entonces por

dN
- [ p—— B .32
/’ﬁxﬁﬂp (3.32)

donde

E = (p* 4+ m?cHY?,  m = masa de la particula (3.33)

Notese que € incluye la energia de la masa en reposo de las particulas. La

presion de un sistema con una distribucion isotropica de momentum esta dada por

1 dN
P=- — & 3.34

3/p”d3xd3p b (3:34)
donde la velocidad es v = pc?/E. Esta relacion establece que la presion es un flujo

de momento y el factor % viene de la isotropia.

Para un gas ideal en equilibrio, f tiene la forma simple de

1
exp[(E —p) /KT £1

f(E) = (3.35)
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donde el signo superior se refiere a fermiones (distribucion de Fermi-Dirac) y el signo
inferior se refiere a los bosones (distribucion de Bose-Einstein). En esta ecuacion k

es la constante de Boltzmann y u es el potencial quimico.

Para densidades de particulas lo suficiente lentas y altas temperaturas, f(E)
se reduce a:
w—FE
E)= — 3.36
) = eon (7 (3.36)
la distribucion Maxwell-Boltzmann. En este caso f(E) < 1.

Para fermiones completamente degenerados (7" — 0, i.e., u/kT — o0) u es

llamada la energia de Fermi, Er y

1, E<LFEp
f(E) = (3.37)

0, E > FEr
Una enana blanca o estrellas de neutrones finalmente se enfria a la tempera-
tura cero y es la presion asociada con la materia a T' = 0 que previene el colapso
gravitacional de estas estrellas. La ecuacion de estado para materia degenerada més
sencilla es aquella que se obtiene al considerar fermiones ideales (que no interactiian)

de una misma especie.

Con el fin de delimitar, se asumira un gas conformado por neutrones a tem-
peratura cero. Este gas se puede asumir como ideal si se ignoran las interacciones
electrostaticas.

Si se define el momento de Fermi, pr, como

Ep = (phc® +m2ch)'/? (3.38)
de las ecuaciones y se obtiene

2 [, 8w 4
= 3 i 4drpdp = 37,3PF (3.39)

Es conveniente definir el momento de Fermi como “parametro de relatividad”, x, por

PF
m,C

(3.40)

xr =
Entonces
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L3

donde A, = h/m,c es la longitud de onda de Compton para un neutron.
La presion esta dada por la ecuacion
1 2 PF p202
= - Amp?
" 3h3/0 (P2 + m2chy2F ap
_ 8mmyc” /x zidr
3h3 o (L+a?)l/? (3.42)
2
myc
= " ()
= 1.42180 x 10**¢(z)Pa
donde
1
() = @(:ﬁ(l + 22)Y2(222/3 — 1) + Infz + (1 + 22)Y/?)) (3.43)
Similarmente, de la ecuacion |3.32] se obtiene
PF
en=1g [ (' +muc!)Pampdp
2 (3.44)
My C
=z X@)
donde
1
x(x) = ﬁ(:v(l + 22)Y2(1 4 22%) — Infz + (1 4+ 22)'/?)) (3.45)
T

Incluso en aplicaciones donde los neutrones degenerados contribuyen en su
mayor parte a la presion, la densidad usualmente es dominada por la masa en reposo

de los iones. Esta densidad es

pPo = Z n;m; (3.46)

donde m; es la masa de la especie ¢ de ion.

Ahora, en el caso de los electrones, si se define la masa en reposo promedio

como
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mp nan S, (3.47)

donde A; es el numero bariénico (ntimero entero de peso atomico) de la i-ésima

especie, entonces

nenp

po =nmp = Y (3.48)
Aqui Y, es el nimero promedio de electrones por barion.
A veces la cantidad
mp
.= 3.49
He =~ (3.49)
eso molecular promedio por electréon) es utilizado, de modo que
(p p p , q
po = feMyne = 0.97395 x 10°pu 2 kg/m? (3.50)
o)
1/3
x = 1.0088 x 1073 (@) (3.51)
e

donde py tiene dimensionales de [kg/m3|. Usualmente la diferencia entre mp y m,

en la ecuacion [3.49| puede ignorarse.

De manera similar, la cantidad p (peso molecular promedio) es usualmente

utilizada para especificar la densidad. Esta definida de la siguiente manera

po = (ne + Z ;) WMy (3.52)

y por la ecuacion [3.48 se obtiene
1 My,
—=({Y.+ > Y| — 3.53
. ( EZ ) o (3.53)

El peso molecular promedio es particularmente ttil en el limite no degenerado,

cuando la presion esta dada por la ley de gas ideal (como se menciona en la seccion

en la ecuacion [3.15))
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P=(nc+ Y n)kT
i (3.54)

_ Po LT
2o

Para el caso limite donde el parametro de relatividad es bajo, < 1 (neutrones

no relativistas) se tiene

1 3,9 5 3 1
x(z) — 3.2 (a; + 0% " 56° )

mientras que para x > 1 (neutrones relativistas) se tiene

1 4 5 3
() — 9.2 (x -z +§ln2x...)

1 4 5 1
X(x)%m(x +x —§ln2x...>

La ecuacion [3.46] utilizando la ecuacion se expresa de la siguiente forma

Po = MpTy
_ma 1 (3:55)
A3 32

La ecuacion de estado puede se puede expresar en la forma poliprética

P = Kp, (3.56)

donde existen dos casos limitantes para K y I

1. Neutrones no relativistas, py < 6 x 10'8 kg/m?, z < 1, ¢(x) — 2° /157>

B 32/374/3 K2

5
r=:. — (3.57)

2. Neutrones extremadamente relativistas, pg > 6 x 10'8 kg/m3, = > 1, ¢(z) —
xt /1272
K 31/37T2/3 he
4 s

4
I'=- 3.58
37 ( )
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Utilizando la ecuacion de estado propuesta (3.56|) y las constantes obtenidas
en este capitulo se procedera a resolver las ecuaciones TOV, utilizando el método

numérico Runge Kutta de cuarto orden que se detallara en el siguiente capitulo.
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4. METODO NUMERICO

Ya que se tienen las ecuaciones diferenciales que pueden describir las
variables estelares de una estrella de neutrones, la cual es extremadamente densa por
lo que causa una curvatura del espacio tiempo, se procederé a resolverlas utilizando
las ecuaciones de estado para materia degenerada que fueron desarrolladas en el
capitulo [3] Debido a que el objetivo del presente trabajo es analizar los resultados
obtenidos de las ecuaciones TOV mas alla que la resolucién de estas, se utilizaran
métodos numeéricos para resolverlas. A continuacion se describira el desarrollo y las

consideraciones que se tomaron para la utilizaciéon de este método.

4.1. Meétodo de Runge Kutta

Primero consideremos el método de Euler, que es un procedimiento de integra-
cion numérica para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) a partir de
un valor inicial dado. Debido a que este método es de primer orden, su error local
es proporcional al cuadrado del tamano del paso y el error global es proporcional al

tamano del paso, de la siguiente forma:

Esta féormula avanza de una solucién de x,, a una de z,,, = x, + h, esta es
asimétrica: Avanza a la solucion a través de un intervalo h, pero usa la informacién
de la derivada solo al principio del intervalo ( como se muestra en la Figura. Esto
significa que el paso del error es tnicamente un orden de magnitud mas pequeno
que la correccion, i.e. O(h?) sumado a la ecuacion 4.1}

Consideraremos ahora utilizar un paso como el de la ecuacion para tomar
un paso inicial al punto medio del intervalo y entonces utilizar ambos, el valor de z
y y en el punto intermedio para obtener el paso “real” a través de todo el intervalo
(ver imagen [£.2).

En las ecuaciones:
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y(x) @ P,

Figura 4.1. Este es el método méas simple para integrar una EDO, la derivada en el
punto inicial de cada intervalo se extrapola para obtener el siguiente valor de la funcién.
El método tiene precision de primer orden.

e
®
D & ®

Figura 4.2. En este método se obtiene precision de segundo orden al utilizar la derivada
inicial en cada paso para obtener un punto a la mitad del intervalo, luego se utiliza la
derivada del punto medio a través del tamano total del intervalo. En la figura, los puntos
de color solido representan valores finales de la funcién, mientras que los puntos sin relleno
representan valores de la funcién que se descartan una vez sus derivadas han sido calculadas
y utilizadas.

k1= hf(xn, yn)
1 1
ks = hf(z, + Shn + §/€1) (4.2)
Ynt1 = Yn + k2 + O<h3>
Como se indica en el término de error de la tltima ecuacion de [£.2] esta ope-

racion cancela el término de error de primer orden. Al procedimiento explicado en

[4.2]se le denomina método Runge Kutta de segundo orden o método del punto medio.

Siguiendo este procedimiento se pueden eliminar los términos de error orden por
orden. Esta es la idea bésica del método de Runge Kutta. De modo que estudiaremos

ahora el método de Runge Kutta de cuarto orden, de la siguiente forma:
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kl = hf(xm yn)

h k
by = hf(n+ 5. yn + )
h k
by = hf (a4 500+ ) (4.3)

k4 - hf(xn + huyn + k3>
B ki ko ks Ky 5

El método de Runge Kutta de cuarto orden requiere la evaluacion de los cuatro

valores del lado derecho por paso h (como se muestra en la Figura

Figura 4.3. En cada paso la derivada se evaliia cuatro veces: una en el punto inicial, dos
veces en los puntos intermedios de prueba y una vez en el punto final de prueba. El valor
de la funcién en el final (El punto de relleno solido y,+1) se calcula con estas derivadas.

La aseveracion “El método de cuarto orden de Runge Kutta es generalmente
superior al de segundo orden” es verdadero, pero se debe reconocer como una aseve-
racion acerca de la practica contemporanea de la ciencia, en vez de una aseveracion

estrictamente matemaética [32].

4.2. Algoritmo empleado

En el caso de las ecuaciones TOV , que son un grupo de ecuaciones or-
dinarias diferenciales acopladas no lineales, se pueden obtener resultados precisos
mientras se escoja un tamano de paso razonablemente pequeno. A continuacién se
evaluara el comportamiento de una estrella descrita por una ecuacion de estado pa-
ra un gas completamente degenerado de Fermi no relativista en donde se toma un

rango de 0.1 a 1750 km para con un paso de 6000 km
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Valores iniciales (cuando r = 0):

e py = Valores entre 0 y 6 x 10'® kg/m? (rango estimado para materia degene-

rada no relativista [35])

e [y = El valor inicial de presion sera obtenido por medio la ecuacion de estado

dada en [2.30, utilizando la densidad para materia degenerada no relativista.

e my = 0, ya que no se ha encerrado algtin volumen de la estrella no existe masa

encerrada.

Se define como P’ la ecuacién diferencial de la presion respecto al radio, M’

como la ecuacion diferencial de la masa respecto al radio y h sea el paso utilizado:

Py = K * pg,
P, =F
my, = My

kl P/<mnapn7,rn)

ll - M/(mn7 Pna Tn)

k?1
mn+ ,Tn—i_

Ky

lQ—M, my, + P+ ,T‘n‘l—

Is=M + 2 P+ = 1, +

2

( ko h
mn+ _7Tn+_
2

b

2
k:4:P'(mn+l3,Pn+k3,rn—l—h)

14:M/(mn+13,Pn+k’3,Tn+h)
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ki ko ks ky
53736
Loy I3 Uy

Mn - n - = S -
1 m+6+3+3+6

Se seguird el mismo algoritmo en el caso donde se asume que la estrella esta

Pn+1:Pn+

formada de un gas degenerado de Fermi extremadamente relativista, se varia el rango
de radios que corresponde de 0.1 a 17 km utilizando un paso de 0.6 km, asi como los
valores de densidades py empleados. Estos valores se estiman que son mucho mayor
a 6x10'® kg/m? [35].
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5. RESULTADOS

A continuacién se muestran los resultados obtenidos al resolver las ecuaciones
diferenciales de las variables estelares, primero utilizando la aproximacién newto-
niana acompanada de la ecuacién de estado para un gas ideal; luego se toma en
consideracién los efectos relativistas de los objetos compactos en el espacio tiempo
debido a su alta densidad y se proponen dos ecuaciones de estado para describir la
materia en este estado, la primera aproximacion seré para materia degenerada no
relativista y la segunda sera para materia degenerada extremadamente relativista.
Esto con el fin de obtener los valores criticos de radio y posteriormente de masa

para contrastarlos con mediciones recientes de masas de estrellas de neutrones.

5.1. Estrella de neutrones compuesta por un gas

1deal

Este ejemplo serda de carécter ilustrativo y a su vez sigue siendo una buena
aproximacion en casos estelares de mediana masa. Este caso servird para conocer la
tendencia de las variables estelares a medida que se barre el radio. Para resolver este
caso se asume una estrella formada por un gas ideal, esférica, de densidad constante
que se encuentra en equilibrio hidrostatico. Por tal razon es valido considerar que la

aproximacion newtoniana describe correctamente el comportamiento de ésta.
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Gas Ideal Gas Ideal

Masa [M]
Presién [P]
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Radius [R] Radio [R]

Figura 5.1. Figura de masa vs radio de Figura 5.2. Figura de presiéon vs radio
una estrella de radio R formada de un de una estrella de radio R formada de un

gas ideal gas ideal

Debido a la naturaleza ilustrativa de este caso, en ambas figuras los parame-
tros estelares se presentan en forma porcentual, siendo 1 el 100 % del tamano total
de la estrella, “R” el radio total de la estrella, “M” el valor de masa critico de la
estrella y “F,” el valor de presion critico de la estrella. Se puede observar que pa-

ra un radio R se alcanza la masa total M y que se alcanza un valor de presion P = 0.

En la Figura|5.1|se puede apreciar el comportamiento de la masa contenida por
la estrella a medida que aumenta el radio hasta llegar a R. Esta tiene un compor-
tamiento exponencial ascendente, el cual es consistente con la ecuaciéon diferencial
llegando a un limite dado por el radio total de la estrella, debido que a partir de

este valor, la ecuacion no esta definida.

La Figura describe la presion que ejercen las particulas del gas hacia afuera
de la estrella. Como se puede inferir de la ecuacion [3.1], ésta tiene un comportamiento
decreciente, alcanzando un valor de 0 cuando este llega al radio R de la estrella,
debido a que las particulas en este punto no ejercen presién alguna, lo cual define

la superficie de la estrella.

5.2. Mediciones recientes de masas de estrellas de

neutrones

Se presentan algunos datos de masas y radios de estrellas de neutrones que se

conocen actualmente. Con el crecimiento de la capacidad observacional en diferentes
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longitudes de onda tales como Arecibo [23]| y Parkes [7] en radio, Geminis Sur [7],
entre otros; asi como los avances computacionales han permitido un aumento en el
rango de descubrimiento y la sincronizaciéon de los radio pilsares en binarias en los
ultimos anos, lo que ha resultado en un gran ntimero de mediciones de masas. Estos
descubrimientos han demostrado que la distribucién de masas para las estrellas es
mucho mayor de lo que se creia, ya que se conocen 3 pilsares con masas determina-
das, las cuales se encuentran en un rango de masa de ~1.9 a 2.0 M. Para los valores
de radios, las largas listas de datos de satélites de rayos-X asi como el progreso en el
modelado tedrico conllevo a un progreso significativo en las mediciones, ubicandolos
en un rango entre ~9.9-11.2 km y ha disminuido las incertezas debido a un mejor

entendimiento de las fuentes de error sistemético [30].

La gran mayoria de mediciones precisas de masa de estrellas de neutrones se
han llevado realizado a través de observaciones de radio de pulsares rotantes. Ac-
tualmente se conocen mas de 2500 en la Galaxia [26], de los cuales la mayoria son
detectables como radio ptlsares, pero algunos se pueden observar en rayos-X y un

nimero creciente pueden ser detectados en rayos gamma [2][11].

Cerca del 90 % de los radio pulsares estéan aislados. Sus masas no pueden ser
medidas ya que todos los métodos se basan en la medicion precisa de los movimien-
tos orbitales a través de la llegada de las pulsaciones observadas. El resto de 250

pulsares se ubican en sistemas binarios, en los cuales se basan las observaciones.

5.2.1. Pulsares de milisegundos

El término “ptlsares de milisegundos” (MSPs) se refiere a los pilsares con pe-
riodos de espin en el rango 1.39 < P < 20 ms y P < 109, Estos sistemas han sido
reciclados por una fase de acrecion larga en un sistema binario de rayos-X de baja
masa (LMXB).

Las mediciones de masa para estos sistemas se llevan a cabo por mediciones de
espectroscopia. Para algunos MSPs, particularmente aquellos con periodos orbitales
pequenos, la acompanante es Opticamente brillante. Esto ha permitido determinar
valores fiables de masa para ambos componentes al estudiar las lineas de Balmer

producidas por el hidrégeno en la atmosfera de las enanas blancas.

45



5.2.2. Estrellas de neutrones en binarias de rayos-X

También se han realizado mediciones para estrellas de neutrones con acompa-
nantes de gran y baja masa estelar utilizando las observaciones de estas binarias en
rayos-X y longitud de onda visible. Dependiendo de la masa de la acompanante seréa

el método utilizado para realizar las mediciones.

En los sistemas con acompanantes de gran masa, de las observaciones en rayos-
X del pulsar se obtiene el periodo de la binaria, la excentricidad de la érbita, eje semi
mayor de la 6rbita de la estrella de neutrones, entre otros. Con estos pardmetros se
pueden obtener los parametros fundamentales de la binaria que incluyen la masa de
la estrella de neutrones. Estas mediciones son usualmente menos precisas que las que

se obtienen de radio pulsar timing y existen varias fuentes de incertezas sistemaéticas.

Los estudios espectrales de brotes de rayos-X de estrellas de neutrones proveen
simultaneamente mediciones de masas y radios. Estos valores de masa son menos
precisos que los que se obtienen por pulsar timing, sin embargo proveen un valor

estimado de masa para las estrellas de neutrones en una poblacion diferente.

Sistema M [Mg)] Referencia
Pulsares de milisegundos con acompanantes enanas blancas y orbitas con baja excentricidad
J0621+1002  1.537550 23]
J1738+0333  1.477507 7]
B1855+09  1.587%19 36]
Estrellas de neutrones en binarias de rayos-X de baja masa
Cyg X-2 1.907522 129]
4U 1608-52  1.57153% [30]
EXO 1745-248 1.657521 [30]

Tabla 5.1. Datos experimentales de masas de estrellas de neutrones

5.3. Estrella de neutrones compuesta por un gas
completamente degenerado de Fermi no rela-
tivista

Se presenta el ejemplo de una estrella formada por un gas completamente de-

generado de Fermi para el caso no relativista valido para un sistema de fermiones
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libres que se rigen por la estadistica de Fermi-Dirac, esta es una primera aproxima-

cion para objetos compactos, tales como enanas blancas y estrellas de neutrones.

Neutrones degenerados no relativistas lell Neutrones degenerados no relativistas

—— pp=6ell 64 — pp = 6ell
— po=4ell — po = 4ell
—— pg=2ell 5 — po=2ell
— po = 6el0 — po = 6el0
— po=2el0 — po=2el0

0.15

Masa [Mg]
o
o
15
Densidad [kg/m?]
w

0.05 4§

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 [ 250 500 750 1000 1250 1500 1750
Radio [km] Radio [km]

Figura 5.3. Figura de masa vs radio pa- Figura 5.4. Figura de densidad vs radio
ra un gas degenerado no relativista para un gas degenerado no relativista
Densidad central pg [kg/m?| | Masa Critica [Mg| | Radio Critico |[km)|

6 x 10° 0.039 1730

6 x 1010 0.067 1436

2 x 101 0.123 1174

4 x 101 0.174 1050

6 x 101 0.213 980

Tabla 5.2. Datos obtenidos para una estrella de neutrones compuesta de un gas comple-
tamente degenerado de Fermi no relativista

En la Figura se puede apreciar que la densidad del gas degenerado no re-
lativista de Fermi tiene un comportamiento decreciente (de acuerdo a la ecuacion
diferencial de presion descrita en a medida que el radio de la estrella aumenta,
hasta llegar a un punto donde se hace cero, este punto nos indica el radio critico
que tendria una estrella que estuviese conformada por este gas. El radio critico para
los diferentes valores de densidad tiene un valor similar, el cual se encuentra en el
rango de ~ 1000 a 1500 km.

De la Figura se puede apreciar que el valor de masa presenta un valor de
constante a medida que cada modelo de las diferentes densidades alcanza su radio

critico. Tales valores de masa se encuentran en un rango de 0.039 a 0.213 M.

Se puede apreciar en ambas figuras y en la tabla de datos que a medida que

la densidad aumenta, el modelo alcanza el valor critico de radio més rapidamente.
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Comparando con el caso de gas ideal observamos que la masa contenida en
funcién del radio no se comporta de la misma manera; mientras que para el caso de
gas ideal se observa el mismo comportamiento independientemente del valor de den-
sidad, en el caso de un gas degenerado de fermi, el comportamiento es dependiente
de la densidad central. El valor de masa critica se alcanza de manera asintotica (ver
figuras [5.3)).

Al observar los valores de masas y tamartios obtenidos para estrellas formadas de
este tipo de gas, notamos que se alejan de los valores observacionalmente inferidos.
Los objetos compactos al tener altas concentraciones de masa en un radio pequeno

requieren de correcciones relativistas para las particulas que los conforman.

5.4. Estrella de neutrones compuesta por un gas
completamente degenerado de Fermi extrema-

damente relativista

En este ejemplo se considera una estrella formada por un gas completamente

degenerado de Fermi con correcciones relativistas.

Neutrones degenerados extremadamente relativistas 1e1¥eutrones degenerados extremadamente relativistas
—— pp=1.8e19 175 —— po = 1.8el9
1504 — pg=15e19 — po=15el9
—— pp=1.2e19 1504 —— po=12el19
125 1 —— pp =918 — po =918
— po = 6eld . 1254 — o = 6el8
— 100 E
s e E 1.00 4
2 0.75 3
g G 075
8
0509 0.50
0.25 4 0.25
0.00 0.00
O.‘O 2:5 5.‘0 7.‘5 16.0 12‘5 15I.0 17‘.5 0:0 2.‘5 5.‘0 7.‘5 lDIﬂ 12‘.5 15‘.0 17IA5
Radio [Km] Radio [Km]
Figura 5.5. Figura de masa vs radio Figura 5.6. Figura de densidad vs radio
para un gas degenerado extremadamente para un gas degenerado extremadamente
relativista relativista

Se trabaja el rango de densidades de 6x10'® a 1.8x10' kg/m?3 debido a que
las densidades mayores a este rango no son correctamente descritas por la ecuacion

de estado para un gas degenerado de fermi extremadamente relativista.

En la Figura [5.6| se observa que las densidades decaen rapidamente a partir de
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Densidad central pg [kg/m?| | Masa Critica [M| | Radio Critico |[km)|
6.0 x 10" 1.634 16.45
9.0 x 108 1.480 15.35
1.2 x 101? 1.381 14.83
1.5 x 101? 1.306 14.35
1.8 x 10%? 1.250 14.15

Tabla 5.3. Datos obtenidos para una estrella de neutrones compuesta de un gas comple-
tamente degenerado de Fermi extremadamente relativista

que se alcanza un radio mayor a los 10 km, sin embargo posteriormente estas no
llegan a un valor cercano a 0 debido a que el método utilizado no describe correcta-
mente el comportamiento para esta parte. Los criterios utilizados para obtener los
valores presentados en la tabla fueron:

e En todos los casos se despreciaron los valores de densidad por debajo de 7x10'?

kg/m? debido a que son muy pequenios comparados con la densidad inicial.

e Se trabajo con una tolerancia de 1x10' de presion para obtener el valor de

radio critico.

e Se utilizo una tolerancia maxima de 9x10~* M, para obtener el valor de masa

critica.

En las Figuras se utiliza el rango de 0 a 17.5 km de modo que se pudiera apre-

ciar el comportamiento constante de masa para los diferentes valores de densidad.

Los valores de masa se encuentran en un rango de 1.250 a 1.634 M, rango
el cual coincide con los valores conocidos de masas de estrellas[30] y los valores de
radio se encuentran en un rango de 14.15 a 16.45 km, este valor se encuentra lige-
ramente fuera del rango mencionado en la seccién de El rango obtenido podria
acercarse a las observaciones al utilizar ecuaciones de estado més refinadas, en las

que se consideran diferentes densidades para las capas de las estrellas.

Se puede observar que cuanto mayor es la densidad, menor es el radio de la

estrella y menor es la masa que encierra.
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5.5. Trabajo actual de ecuaciones de estado para

estrellas de neutrones

La densidad nuclear de saturacion puede expresarse como una densidad de ma-
sa de ~ 2.8 x 101 g/cm3.

En los niicleos de las estrellas de neutrones la materia se encuentra fria y ultra
densa, caracterizada por grandes potenciales quimicos y una asimetria significativa
en el numero de neutrones y protones, con una fraccion de protones ~ x < 10 %,
que difiere con los nticleos normales que poseen aproximadamente un nimero equi-
valente de protones y neutrones. La densidad de en los nucleos de las estrellas de
neutrones puede alcanzar una densidad de ~ 10 ps; v dado que los neutrones se
superponen a densidades de ~ 4 p.y, a estas altas densidades, la materia puede no
estar compuesta de nucleones tinicamente sino que puede contener una gran variedad
de grados de libertad hadronicos. Cuando aumenta el solapamiento de nucleones, se
espera transiciones a estados no nucleénicos de la materia, por ejemplo, es probable
una aparicion gradual de grados de libertad de quarks y que los constituyentes de
los quarks se propaguen por el sistema [4][25]. Adicionalmente, los condensados de
mesones de Bose-Einstein como los piones [3][27][31] o condensados de kaones [21]
[9][16] pueden hallarse a altas densidades. También es posible que la materia ultra
densa contenga quarks extranos en otras formas que no sean kaones, ya que las
interacciones débiles en los ntucleos frios de estrellas de neutrones pueden llevar a

estados de la materia con un alto grado de extraneza.
Algunas de las posibilades consideradas a la fecha incluyen la presencia de

hiperones [6][15][34], estrellas hibridas que contienen quarks libres [I3], o fases super

conductoras de color [5].
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CONCLUSIONES

. Es importante considerar correcciones relativistas al trabajar con objetos com-

pactos, ya que estos debido a su alta densidad curvan el espacio-tiempo.

. Considerar que una estrella formada por un gas ideal es un ejemplo 1util pa-
ra observar el comportamiento que tienen las variables de masa y presion a
medida que se aumenta el tamano del radio hasta llegar al radio total de la

estrella.

. Se utilizé el método de Runge Kutta de cuarto orden para resolver las ecua-
ciones de Tolman-Oppenheimer-Volkoff. Tal método fue particularmente tutil
para resolver el caso de una estrella formada por un gas degenerado de Fermi
no relativista, sin embargo para el caso de un gas degenerado de Fermi extre-
madamente relativista el método no describia adecuadamente la variacion de
la densidad a medida que se acercaba al radio critico de la estrella, por lo que
se utilizaron criterios para discriminar los valores que fueran mucho menores

a los valores de la densidad inicial.

. En el caso de la materia degenerada, el comportamiento de la masa a medida
que aumenta el radio varia del comportamiento de un gas ideal, ya que la masa
tiende a alcanzar un valor constante que depende de la densidad central en la

estrella.

. Un gas degenerado de Fermi no relativista no es una buena aproximacion, ya
que los valores de radios obtenidos varian aproximadamente dos 6rdenes de
magnitud respecto de los valores observados, y los valores de masa son muy

bajos comparados con las mediciones experimentales.

. El caso de una estrella formada por un gas degenerado extremadamente rela-
tivista resulta ser una buena aproximacion debido a que los valores de masa
obtenidos se encuentran en un rango de 1.250 — 1.634 M, que se asemejan

a los valores de mediciones citadas. Los valores de radio se encuentran en un
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rango de 14.15 — 16.45 km, que se acercan considerablemente a los valores

observados, en comparacion con el caso de un gas degenerado no relativista.

52



RECOMENDACIONES

1. Aplicar un método numérico que describa de mejor manera el comportamiento
de una estrella de un gas degenerado a medida que esta se acerca a su radio
critico o bien emplear el mismo método numérico utilizando una capacidad de
computo mayor, debido a que se necesita incrementar el ntimero de iteraciones
para obtener una mejor aproximacion de los valores obtenidos de radios y

masas criticos.

2. Considerar interacciones coulombianas y las interacciones entre quarks a pro-
posito de obtener una ecuacion de estado mas realista asi como describir de
una manera mas fidedigna el comportamiento de la manera que forma las

estrellas de neutrones.

3. Considerar ecuaciones de estado que proponen que las estrellas de neutrones

estan formadas por diferentes capas con diferentes valores de densidad.

4. Explorar las opciones diferentes a un gas degenerado de Fermi, como los con-
densados de mesones descritos por la estadistica de Bose-Einstein como los
piones [3][27][31] o los condensados de kaones [21][9][16].
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A. Apéndice: Coédigo fuente para gas degenerado de

Fermi no relativista

from mpmath import x

from math import x

import numpy as np

import matplotlib.mlab as mlab
import matplotlib.pyplot as plt
import pylab

#Constantes
G = 6.67e—11
¢ = 2.99e8

K = 7.723756el0
gamma = 4.0/3.0
gamin = 3.0/4.0
ms = 1.989e30

def dP (M, P, r):
return (—(G/(r*%2))x((P/K)*xgamin +(P/(cx*%2)))x
(Mt-4xpix(r*x3)*P/(cxx2))/(1—=2%G+«M/ ((c*%2)x1)))

def M (M, P, r):
return (4% pi*(P/K)**(gamin)*r**2)

def RK4 (rho, m 0, r 0, r f, h):

sol = [[].,]],[]] #sol|0] = Ps, sol|1l] = Ms
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PO =  Kxrhosxxgamma

M n = m 0
r n = 1 0
P n = PO

sol [0].append (P _0)
sol[1].append(m 0/ms)
sol [2].append ((P_0/K)#**gamin)

for i in range (int((r_f-r_0)/h)—1):

ks = []
s — )

ks.append (dP(M_ n, P n, r n))
Is.append (AM(M_n, P_n, r n))

ks.append (dP(M n+0.5%1s [0] , P_n+0.5%xks[0], r_nth/2))
s .append (AM(M_n+0.5%1s [0] , P_n+0.5%xks[0], r_n+h/2))

ks.append (dP(M_n+0.5%1s [1], P_n+0.5xks[1], r n+h/2))
Is .append (AM(M_n+0.5%1s [1], P n+0.5%ks[1], r n+h/2))

ks.append (dP(M_nt+ls 2], P_ntks[2], r_nth))
Is .append (AM(M ntls 2], P_ntks|[2], r_nth))

P n += hx(ks[0]+2xks[1]+2*ks[2]+ks[3])/6
rho = ((P_n)/K)**gamin

M n += hx(1ls[0]+2x1s[1]+2x1s[2]+1s[3])/6
r n+=h

sol [0].append (P_n)

sol [1].append (M_n/ms)
sol [2].append(rho)
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return (sol)
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