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INTRODUCCIÓN

A principios de los años 80 del siglo XX, Michael V. Berry estudiaba la evolución
de sistemas cuánticos en un espacio de parámetros donde al cambiar los parámetros
externos muy lentamente se puede hacer que el sistema regrese al estado original,
es decir que cumpla un ciclo, y aunque el sistema es el mismo éste ha adquirido
una fase. A esta fase, Berry le llama fase geométrica [12] pero también se le conoce
como fase de Berry. Vale la pena mencionar que también fue descubierta por S.
Panchararnam en 1956, mientras estudiaba la luz polarizada que pasa a través de
cristales [10, 12] .

La fase de Berry normalmente ocurre en sistemas cuánticos cuyo hamiltoniano
depende continuamente de ciertos parámetros externos, por ejemplo del campo eléc-
trico o magnético. Si estos parámetros están fijos, cualquier vector estado con ener-
gía, E, evoluciona en el tiempo de acuerdo a la multiplicación del factor de la fase
dinámica, e−iEt/~ [12, 6]. Pero cuando estos parámetros varían lentamente, el hamil-
toniano se vuelve dependiente del tiempo y da lugar a una fase extra, además de la
dinámica, obtenidas por cualquier eigenestado a lo largo de la evolución temporal.
Para una trayectoria arbitraria en el espacio de parámetros, esta fase es ambigua;
pero para trayectorias cerradas se convierte en una fase de Berry bien definida y
observable que se origina de la dependencia de los eigenestados con los parámetros.
No se consideró valioso investigar esta fase extra por muchos años, hasta que se des-
cubrió que se puede medir. Resultó ser la manifestación de la mecánica cuántica de
muchos fenómenos físicos que involucran sistemas que son cíclicos en el tiempo [12].
El análisis de la fase de Berry ha encontrado aplicaciones en diversos campos como
en física de partículas y altas energías, materia condensada, óptica y computación
cuántica. Una de las consecuencias más famosas de la fase de Berry es el efecto
Aharonov-Bohm [13]. El efecto Aharonov-Bohm es un fenómeno cuántico en el que
la presencia de un campo magnético altera la propagación de una carga eléctrica,
incluso cuando esta se propaga en zonas donde dicho campo no está presente [6, 12].

El ejemplo típico de un sistema que muestra este fenómeno es el de un espín
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con un grado de libertad acoplado a un campo magnético uniforme con norma
constante pero de dirección variable; el hamiltoniano es esencialmente la proyección
del operador del espín a lo largo del campo magnético, por lo que el espacio de
parámetros puede ser identificado con una esfera y la fase de Berry obtenida por un
eigenestado del espín a lo largo de una curva cerrada en el espacio de parámetros es
proporcional al área encerrada por esta trayectoria en la esfera.

Cuando hay problemas de espines en mecánica cuántica generalmente se tra-
baja con el grupo SU(2), ya que este grupo de rotaciones tridimensionales está
físicamente relacionado con el momento angular y el espín [14]. Por lo mismo, uti-
lizando el ejemplo anterior se puede explicar cómo aparecen las fases de Berry en
la representación unitaria de SU(2). Pero el grupo SU(2) no es el único grupo que
se utiliza en física cuántica. Hay otros grupos que son importantes, por ejemplo el
grupo conforme.

En este trabajo de graduación se estudiará el grupo conforme y teorías confor-
mes en dos dimensiones. Se calculará la fase de Berry en la representación unitaria
del grupo SL(2,R) [9], ya que este grupo es isomorfo al álgebra global conforme. Por
lo mismo, la fase de Berry obtenida en estos dos grupo corresponde a una precesión
de Thomas [9]. Es decir, al aplicar un campo magnético variable a un espín éste
va a precesar y esta precesión corresponde a una fase de Berry en el álgebra global
conforme.

x



1. El Grupo Conforme

Una transformación conforme es una transformación que preserva ángulos entre
vectores. Ejemplos de este tipo de transformación son:

• Traslaciones

• Rotaciones

• Boost

• Escala

• Inversiones.

Donde las primeras tres transformaciones forman el Grupo de Poincaré [14]. Al
agregar la transformación de escala y de inversión en este conjunto de transforma-
ciones se forma el Grupo Conforme [4, 2, 11]. Una transformación es conforme si el
tensor métrico se transforma de la forma

gµν → Λ(x)gµν , (1.1)

donde gµν es una métrica cualquiera y Λ es un factor positivo, el mapeo (1.1) puede
reescribirse de la siguiente manera

gµν(x) → g′ρσ(x),

y se define g′ρσ como

g′ρσ(x) =
∂x′µ

∂xρ
∂x′ν

∂xσ
gνµ(x). (1.2)

Obteniéndose así la condición para que una transformación sea conforme.
Como se va a estudiar el caso para el espacio de Minkowski, se utilizará la

métrica de Minkowski [3, 8]. Por lo mismo:

gµν = ηµν .
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Si el factor de escala Λ de (1.2) es igual a uno, se genera el grupo de Poincaré
[4, 14]. Para buscar otras restricciones en las que (1.1) se cumpla, se considera un
mapeo de la forma

φ : xρ 7→ x′ρ.

Este mapeo corresponde a una transformación infinitesimal

x′ρ = xρ + ερ(x) +O(ε2), (1.3)

al aplicar esta transformación infinitesimal a (1.2), se obtiene

ηρσ
∂x′ρ

∂xµ
∂x′σ

∂xν
= ηρσ

∂

∂xµ
[
xρ + ερ(x) +O(ε2)

] ∂

∂xν
[
xσ + εσ(x) +O(ε2)

]
= ηρσ

[
δρµ +

∂ερ(x)

∂xµ
+O(ε2)

] [
δσν +

∂εσ(x)

∂xν
+O(ε2)

]
= ηρσ + δρµ

∂ερ(x)

∂xµ
+ δσν

∂εσ(x)

∂xµ
+O(ε2)

= ηρσ +

[
∂εµ(x)

∂xν
+
∂εν(x)

∂xµ

]
+O(ε2). (1.4)

Para que esta transformación infinitesimal sea conforme debe cumplirse que el factor
Λ de (1.1) sea igual al que se obtuvo en (1.4), es decir

∂µεν + ∂νεµ = κ(x)ηµν , (1.5)

en donde κ(x) es una función cualquiera y se usa la notación ∂µ ≡ ∂
∂xµ

. Calculando
la traza de (1.5) se obtiene

∂µεµ =
2

d
κ(x),

y usando ∂µεµ = (∂ · ε) se puede definir la función κ(x)

κ(x) =
2

d
(∂ · ε). (1.6)

Sustituyendo (1.6) en (1.5)

∂µεν + ∂νεµ =
2

d
(∂ · ε)ηµν . (1.7)

De esta forma se puede observar que el factor de escala Λ para esta transfor-
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mación infinitesimal está dado por

Λ(x) = 1 +
2

d
(∂ · ε) + · · ·

Se aplica ∂ν a (1.7), obteniendo así

∂µ(∂ · ε) +�εµ =
2

d
∂µ(∂ · ε), (1.8)

en donde � = ∂µ∂µ. Si esta vez, se aplica ∂µ a (1.8) se obtiene

�(∂µεµ)−
2

d
�(∂ · ε) +�(∂ · ε) = 0

2�(∂ · ε)− 2

d
�(∂ · ε) = 0

(d− 1)�(∂ · ε) = 0. (1.9)

Al considerar una dimensión d ≥ 3 para la expresión (1.9) se observa que la expresión
(∂ · ε) puede ser lineal, es decir

(∂ · ε) = A+Bµx
µ.

Con la expresión anterior se puede proponer un Ansatz que da la solución para
εµ

εµ = aµ + bµνx
µ + cµνρx

νxρ, (1.10)

donde los coeficientes aµ, bµν , cµνρ � 1, son infinitesimales. Los términos de (1.10)
pueden ser tratados por separado. Por lo mismo pueden ser analizados individual-
mente. Si se considera solo aµ, se tiene que εµ = aµ y si se sustituye esta expresión
en la ecuación (1.3) se obtiene

xµ → xµ + aµ.

Inmediatamente se puede reconocer que esta expresión corresponde a una traslación
infinitesimal [12]. Cuyo generador es el operador del momentum Pµ = i∂µ.

Para el caso del termino lineal se tiene que εµ = bµνx
ν y si se sustituye esta
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expresión en (1.7) se obtiene

bµν∂µx
ν + bνµ∂x

µ =
2

d
(ηρσbσρ∂σx

ρ)ηµν

bµν + bνµ =
2

d
(ηρσbσρ)ηµν

bµν =
2

d
(ηρσbσρ)ηµν − bνµ

bµν = αηµν +mµν . (1.11)

Esta ecuación restringe la parte simétrica de b a ser proporcional a la métrica de
Minkowski. Y mµν corresponde a la parte antisimétrica. Si se toma en cuenta solo
la parte antisimétrica de (1.11) se tiene que εµ = mµνx

ν y si se sustituye esta
expresion en (1.3) se obtiene: xµ → xµ +mµνxν esta expresión corresponde a una
rotación infinitesimal [12]. Por lo tanto mµν genera rotaciones y boosts, y cuyo
generador es el operador del momentum angular: Lµν = i(xµ∂ν − xν∂µ). Ahora si
solo se toma en cuenta la parte simétrica de (1.11) se tiene que εµ = αηµνxν y si se
sustituye esta expresión en (1.3) se obtiene: xµ → (1 + α)xµ, la cual corresponde a
la transformación de escala y cuyo generador es D = −ixµ∂µ [4].

Para el caso del término cuadrático se aplica ∂ρ en (1.7)

∂ρ∂µεν + ∂ρ∂νεµ =
2

d
ηµν∂ρ(∂ · ε), (1.12)

permutando los índices µ, ν, ρ, de la ecuación 1.12

∂ν∂ρεµ + ∂µ∂ρεν =
2

d
ηρµ∂ν(∂ · ε), (1.13)

∂µ∂νερ + ∂ν∂µερ =
2

d
ηνρ∂µ(∂ · ε). (1.14)

Restando (1.12) de la suma de (1.13) y de (1.14) se obtiene la expresión

∂µ∂νερ =
1

d
(ηρµ∂ν + ηνρ∂µ − ηµν∂ρ)(∂ · ε). (1.15)

Sustituyendo el término cuadrático εµ = cµνρx
νxρ en (1.15), se obtiene

cρµν = ηρµβν + ηµνβρ − ηνρβµ, (1.16)
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donde βρ = 1
d
cννρ, teniendo así para el término cuadrático la expresión

εµ = 2(β · x)xµ − (x · x)βµ,

si se sustituye está expresión en (1.3) se tiene que

xρ → xρ + 2(β · x)xρ − (x · x)βρ.

A este tipo de transformaciones se les llama transformación conforme especial (TCE)
y su generador es: Kν = −i(2xνxµ)∂µ − (x · x)∂ν .

Los generadores de Poincaré, el generador de escala y el generador conforme
especial son los generadores del grupo conforme:

Traslación Pµ = i∂µ

Rotación Lµν = i(xµ∂ν − xν∂µ)

Escala D = −ixµ∂µ
TCE Kµ = −i(2xµxν)∂ν − (x · x)∂µ

y obedecen las siguientes reglas de conmutación:

[D,Pµ] = iPµ,

[D,Kµ] = −iKµ,

[Kµ, Pν ] = 2i(ηµνD − Lµν),

[Kλ, Lµν ] = i(ηλµKν − ηλνKµ),

[Lµν , Pλ] = i(ηνλPµ − ηµλPν),

[Lµν , Lρσ] = i(ηνρLµσ + ηµσLνρ − ηµρLνσ − ηνσLµρ).

(1.17)

Los conmutadores 1.17 definen el álgebra conforme [4, 11].

Se pueden escribir de una forma más sencilla, definiéndose así los siguientes
generadores:

Jµν = Lµν ,

J−1,0 = D,

J−1,µ =
1

2
(Pµ −Kµ),

J0,µ =
1

2
(Pµ +Kµ),

(1.18)
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donde µ, ν = −1, 0, 1, . . . , (d− 1), al conmutar los generadores 1.18 se obtiene:

[J−1,0, J−1,µ] = iJ0,µ

[J−1,0, J0,µ] = iJ−1,µ

[J−1,µ, J−1,ν ] = iJν,σ

[J−1,µ, J0,ν ] = −i(ην,µD)

[J0,µ, J0,ν ] = iJν,σ

[Jµν , J−1,0] = i(ην,λJ−1,µ − ηµ,λJ−1,µ)

[Jµ,ν , J0,λ] = i(ην,λJ0,µ − ηµ,λJ0,ν)

[Jµ,ν , Jρ,σ] = i(ην,ρJµ,σ + ηµ,σJν,ρ − ηµ,ρJν,σ − ην,σJµ,ρ).

(1.19)

Los conmutadores 1.19 satisfacen la siguiente relación de conmutación

[Jm,n, Jr,s] = i(ηmsJnr + ηnrJms − ηmrJns − ηnsJmr), (1.20)

donde, para el caso del espacio-tiempo de Minkowski Rd−1,1 y la métrica ηmn =

diag(−1,−1, 1, ..., 1) se logra identificar que la ecuación 1.20 corresponde a la rela-
ción de conmutación del álgebra de SO(d, 2) [14]. Demostrando así el isomorfismo
entre el grupo conforme en d dimensiones y el grupo SO(d, 2). De hecho, el gru-
po SO(d, 2) es el grupo de isometrías del espacio Anti de Sitter (AdS) en d + 1

dimensiones [2, 11].
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2. Teorías Conformes en dos Dimensiones

Se trabajará con el grupo conforme en dos dimensiones y se escribirá ε con las
siguientes coordenadas

ε =

(
ε0

ε1

)
y escribiendo (1.7) en términos de las coordenadas, se tiene que(

2∂0ε0 2∂0ε1

2∂1ε0 2∂1ε1

)
=

(
∂0ε0 + ∂1ε1 0

0 ∂0ε0 + ∂1ε1

)
.

De las componentes de la diagonal se obtiene que

∂0ε0 = ∂1ε1, (2.1)

y de la suma de las componentes fuera de la diagonal se obtiene

∂1ε0 = −∂0ε1. (2.2)

De esta forma se obtienen las condiciones para que una transformación conforme
en d = 2 dimensiones sea invariante. De las ecuaciones (2.1) y (2.2) se reconocen
las ecuaciones de Cauchy-Riemann para funciones holomorfas [15]. Por lo mismo se
usarán las coordenadas complejas z y z̄, que cumplen las siguientes reglas:

z = x0 + ix1, x0 =
1

2
(z + z̄),

z̄ = x0 − ix1, x1 =
1

2i
(z − z̄),

∂z =
1

2
(∂0 − i∂1), ∂0 = ∂z + ∂z̄,

∂z̄ =
1

2
(∂0 + i∂1), ∂1 = i(∂z − ∂z̄).
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Utilizando estas reglas se puede calcular ∂z̄ε = 0:∂0ε0 + i∂1ε0 = 0

∂0ε1 + i∂1ε1 = 0
(2.3)

Remplazando (2.1) en la segunda parte de (2.3), se puede reescribir este sistema de
ecuaciones como: {

∂0ε0 = −i∂1ε0
∂0ε1 = −i∂0ε0

(2.4)

igualando las ecuaciones del sistema de ecuaciones 2.4 se obtiene que

∂0ε1 = −∂1ε0.

Esta ecuación es la misma que (2.2), demostrando así la equivalencia entre esta
ecuación y ∂z̄ε = 0 [4].

2.1. Álgebra de Witt

Se ha estudiado que una transformación conforme infinitesimal para d = 2

debe de ser holomorfa en un conjunto abierto. También es concebible que ε(z) tenga
singularidades aisladas afuera de este conjunto abierto [4, 11]. Es decir

z 7→ f(z) = z + ε(z), (2.5)

en donde ε(z) es una función meromorfa. Se desarrolla una serie de Laurent [15]
alrededor de z = 0 a la función del mapeo (2.5)

f(z) = z + ε(z) = z +
∑
n∈Z

εn(−z)n+1,

donde el parámetro infinitesimal εn es una constante. Para una n particular, los
generadores correspondientes de una transformación local son:

`n = −zn+1∂z

¯̀
n = −z̄n+1∂z̄,

(2.6)
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y se puede observar que como n ∈ Z, existen infinitas transformaciones infinitesi-
males conformes.

Al conmutar estos generadores se obtiene:

[`m, `n] = (m− n)`m+n,

[ ¯̀m, ¯̀n] = (m− n)¯̀m+n,

[`m, ¯̀n] = 0.

(2.7)

Estas relaciones de conmutación definen el Álgebra de Witt.

2.2. Álgebra Global Conforme

Por el momento solo se ha trabajado a nivel local, es decir no se ha impuesto la
condición que las transformaciones conformes deben ser definidas en todos lados y
ser invertibles. Se puede describir esto de una forma estricta: para formar un grupo,
los mapeos deben ser invertibles y se debe mapear el plano completo en sí mismo.
Es decir, que las transformaciones globales conformes están definidas sobre la esfera
de Riemann (S2 ' C ∪ {∞}) y son generadas por el álgebra de Witt solo para
{`−1, `0, `1} [2]. Se definen usando (2.1):

`−1 = −∂z, genera traslaciones en C,

`0 = −z∂z, genera rotaciones y escala en C

`1 = −z2∂z, genera transformaciones conformes especiales en C.

Los generadores que preservan la superficie real z0, z1 ∈ R, son las combinaciones
lineales:

`n + ¯̀
n y i(`n − ¯̀

n).

En partícular, `0 + ¯̀
0 genera dilataciones en la superficie real, y i(`0 − ¯̀

0) genera
rotaciones [4].

Se puede observar que el orden de z define qué tipo de generador es, al igual
que para ε en la definición (1.10). Todas las posibles transformaciones que se pueden
generar con {`−1, `0, `1} corresponden a una Transformación de Möbius de la forma

z 7→ az + b

cz + d
, (2.8)

y donde ad− bc = 1 [2].
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2.2.1. Grupo SL(2,R)

De acuerdo a la definición de una transformación de Möbius; al ver la forma
que presenta (2.8) y la condición ad − bc = 1, se puede pensar que existe una
correspondencia entre estas y con matrices reales, de 2 × 2, con determinante uno,
es decir

M(z) =
az + b

cz + d
7→

(
a b

c d

)
= A, (2.9)

donde la matriz A cumple con las condiciones anteriormente mencionadas y por lo
tanto pertenece al grupo lineal especial SL(2,R). Su álgebra de Lie, sl(2,R) consiste
en matrices de 2× 2, reales, sin traza y es generado por los elementos de las bases:

t0 =
1

2

(
0 1

−1 0

)
=

1

2
σ2, t1 =

1

2

(
0 1

1 0

)
=

1

2
σ1, t2 =

1

2

(
1 0

0 −1

)
=

1

2
σ3. (2.10)

Sus brackets de Lie son [tµ, tν ] = ε ρ
µν tρ, con ε012 = 1, y todos los índi-

ces se suben o bajan con la métrica de Minkowski en tres dimensiones ηµν =

diag(−1,+1,+1). Cada matriz sl(2,R) puede ser escrita como combinación lineal
real X = Xµtµ. Además, el álgebra sl(2,R) admite una forma bilineal invariante no
degenerada

(X,Y ) ≡ 2Tr(XY ) = 2XµY νTr(tµtν) = ηµνX
µY ν . (2.11)

Esto implica que el conjunto de matrices sl(2,R) de la forma fXf−1 (que es
la representación adjunta), donde X = Xµtµ ∈ sl(2,R) es fija y f va sobre todo
SL(2,R), coinciden con la órbita del vector de momentum-energía en tres dimen-
siones (X0, X1, X2) bajo transformaciones de Lorentz. Entonces, la órbita adjunta
X = t0 es un plano hiperbólico en dos dimensiones

H2 = {
√

1 + p2 + q2t0 + pt1 + qt2|(p, q) ∈ R}. (2.12)

En cualquier representación unitaria U de SL(2,R), los operadores u[tµ] que
representan a los generadores (2.10) son anti-hermíticos. Se acostumbra a definir los
operadores:

L0 ≡ −iu[t0], L1 ≡ iu[t1] + u[t2], L−1 ≡ iu[t1]− u[t2], (2.13)

los cuales satisfacen L†
m = L−m y cuyos conmutadores son [Lm, Ln] = (m− n)Lm+n

para m,n = −1, 0, 1. Entonces, la representación de mayor peso de sl(2,R) se cons-
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truye exigiendo que su espacio de Hilbert, H admita un estado de mayor peso |h〉,
tal que

L0 |h〉 = h |h〉 , L1 |h〉 = 0, (2.14)

y generando el resto de H con estados descendentes (L−1)
n |h〉, donde n ≥ 0, como

siempre la terminología está al revés: |h〉 es actualmente el estado de menor peso
en la representación. Asumiendo 〈h, h〉 = 1, la representación es unitaria si y solo si
h ≥ 0 (y trivial si h = 0). La representación grupal correspondiente (generalmente
proyectiva) U es conocida como una representación de series discretas de SL(2,R)
[9].

Si se toma z ∈ R y se le aplica una transformación de Möbius T (z) = a1z+b1
c1z+d1

y
a T (z) se le vuelve a aplicar otra transformación de Möbius G(z) = a2z+b2

c2z+d2
, se tiene

G(T (z)) =
a2(T (z)) + b2
c2(T (z)) + d2

=
a2a1z + a2b1 + b2c1z + b2d1

c1z + d1
· c1z + d1
c2a1z + c2b1 + d2c1z + d2d1

=
(a2a1 + b2c1)z + (a2b1 + b2d1)

(c2a1 + d2c1)z + (c2b1 + d1d2)
. (2.15)

Y se multiplican las matrices asociadas a estas transformaciones, se tiene:(
a2 b2

c2 d2

)(
a1 b1

c1 d1

)
=

(
a2a1 + b2c1 a2b1 + b2d1

c2a1 + d2c1 c2b1 + d1d2

)
. (2.16)

Los coeficientes de la composición (2.15) son los mismos del producto de ma-
trices (2.16). Por lo tanto, la multiplicación de matrices en SL(2,R) es isomorfa al
álgebra global conforme.

2.3. Álgebra de Virasoro

El álgebra de Virasoro es una extensión central del álgebra de Witt. Una ex-
tensión central permite tomar un álgebra y agregarle cualquier generador extra [11].
Matemáticamente se puede expresar como

g ⊕ C.
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Y para el caso del álgebra de Virasoro, se tiene que

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + cp(m,n), (2.17)

donde c es un número complejo cualquiera y se le conoce como carga central y p(m,n)
es una función que será definida más adelante. Nótese que p(m,n) = −p(n,m)

debido a la antisimetría de [· , ·].
También se redefine Ln 6= 0 y n 6= 0, tal que para p(1,−1) = 0 y para p(n, 0) = 0

y así poder encontrar p(m,n) utilizando la identidad de Jacobi

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0.

Como Ln está reemplazando a `n, y los generadores de `n son elementos del álgebra
de Lie, por lo mismo la identidad de Jacobi se satisface. Usándola junto con Lm, Ln
y L0 se llega a la condición que p(m,n) = 0 sí m+ n 6= 0. Y si se sustituye Ln, L−1

y L1−n en la identidad de Jacobi se llega a la relación de recurrencia

(n− 2)p(n,−n) = (n+ 1)p(n− 1,−(n− 1)). (2.18)

Si se introduce la notación pn = p(n,−n) y se utiliza la condición de normalización
p(2,−2) = 1

2
se puede factorizar esta relación de la siguiente manera:

pn =

(
n+ 1

n− 2

)
pn−1

=

(
n+ 1

n− 2

)
·
(

n

n− 3

)
·
(
n− 1

n− 4

)
·
(
n− 2

n− 5

)
·
(
n− 3

n− 6

)
· · ·
(
5

2

)
·
(
4

1

)
· p2

=
(n+ 1)!

(n− 2)!
· 1
2
· 1
2
· 1
3

=
1

12
(n+ 1) · n · (n− 1)

=
1

12
(n3 − n). (2.19)

Teniendo así que el álgebra de Virasoro es

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12
m(m2 − 1)δm+n,0. (2.20)

Se debe notar que la extensión central no afecta al álgebra global.
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3. Operadores Primarios

3.1. Campos

Los dos tipos de campos que son de interés para la teoría conforme de campos
en dos dimensiones son:

1. Campos Quirales

2. Campos Primarios.

Como se ha estado trabajando con variables complejas es conveniente realizar un
cambio de coordenadas para los campos φ, esto significa

φ(x0, x1) 7→ φ(z, z̄).

Se dice que un campo es quiral si

φ(z, z̄) 7→ φ(z),

también se le llama campo holomorfo [4]. Un campo que solo depende de z̄

φ(z, z̄) 7→ φ(z̄),

se le llama campo anti-quiral o anti-holomorfo [4].
Bajo una escala z 7→ λz, un campo φ se transforma de la forma

φ(z, z̄) 7→ λhλh̄φ(λz, λz̄),

y tiene una dimensión conforme (h, h̄), donde h̄ no es necesariamente el conjugado
de h y λ es una escala [2].

Bajo una transformación conforme

z 7→ f(z),
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un campo se transformará de la siguiente manera

φ′(z, z̄) =

(
df

dz

)h(
df̄

dz̄

)h̄
φ(f(z), f̄(z̄)). (3.1)

Si esta transformación es verdadera para toda el álgebra de Virasoro, el campo es
primario. Y si la transformación es verdadera solo para el álgebra global, el campo
es cuasi-primario. Claramente todos los campos primarios son cuasi-primarios [4].

Para una transformación infinitesimal conforme

z 7→ f(z) = z + ε(z), (3.2)

que al sustituirla en (3.1), se tiene que

φ(z, z̄) 7→ φ′(z, z̄) =

(
∂

∂z
[z + ε(z)]

)h(
∂

∂z̄
[z̄ + ε(z̄)]

)h̄
φ[z + ε(z), z̄ + ε(z̄)],

=

(
1 +

∂ε(z)

∂z

)h(
1 +

∂ε(z̄)

∂z̄

)h̄
φ(z + ε(z), z̄ + ε(z̄)). (3.3)

Al realizar una expansión de Taylor en cada factor de (3.3), se tiene(
1 +

∂ε(z)

∂z

)h
= 1 + h∂zε(z) +O(ε2)(

1 +
∂ε(z̄)

∂z̄

)h̄
= 1 + h̄∂z̄ε(z̄) +O(ε2)

φ(z + ε(z), z̄ + ε(z̄)) = φ(z, z̄) + ε(z)
∂

∂z
φ(z, z̄) + ε(z̄)

∂

∂z̄
φ(z, z̄) +O(ε2).

(3.4)

Si se sustituyen los términos que se encontraron con la expansión de Taylor nueva-
mente en (3.3)

φ(z, z̄) = φ(z, z̄) +
(
h ∂z ε(z) + ε(z) ∂z + h̄ ∂z̄ ε(z̄) + ε(z̄) ∂z̄

)
φ(z, z̄),

se puede reescribir esta transformación como

φ(z, z̄) = φ(z, z̄) + [h∂zε(z) + ε(z)∂z]φ(z, z̄) + parte anti-quirial. (3.5)

Describiendo así cómo un campo primario se transforma bajo una transformación
conforme infinitesimal.
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3.2. Tensor de Momentum-Energía

No todos los campos son primarios, de hecho probablemente el campo más
importante no es primario. A este campo se le conoce como el Tensor de momentum-
energía. Este tensor presenta una variación respecto a la métrica y expresa como la
teoría responde al cambio en el espacio. El tensor de momentum-energía tiene mucha
de la información que se necesita para estudiar la teoría conforme de campos. No
se necesita conocer la forma explícita del Lagrangiano, solo se necesita conocer las
propiedades del tensor de momentum-energía.

Matemáticamente se puede encontrar el tensor de momentum-energía al res-
ponder qué pasa bajo la siguiente transformación

gµν 7→ gµν + δgµν .

Del Teorema de Noether se sabe que para cualquier simetría continua existe una
cantidad conservada. Y en teoría de campos esta cantidad es la corriente jµ. La
corriente conservada en teorías con una simetría conforme puede escribirse como

jµ = Tµνε
ν , (3.6)

en donde ε está asociada a la CFT y Tµν es simétrico. Como la corriente se tiene
que conservar se cumple que para toda ε:

∂µjµ = 0. (3.7)

Si ε es constante al diferenciar (3.6) se tiene que:

∂µTµν = 0. (3.8)

Si ε es una función que genera el álgebra conforme y se diferencia otra vez (3.6):

0 = (∂µTµν)ε
ν + Tµν(∂

µεν)

= Tµν(∂
µεν).
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Y si se realiza una simetrización del tensor ∂µεν :

=
1

2
Tµν(∂

µεν + ∂νεµ). (3.9)

Se puede observar que el último factor de la ecuación 3.9 corresponde a la ecuación
para campos conformes (1.7):

=
1

2
Tµν

(
2

d
(∂ · ε)ηµν

)
,

lo que significa que:
T µµ = 0. (3.10)

Esta ecuación indica que en la teoría conforme de campos para cualquier dimensión
el tensor de momentum-energía debe tener una traza igual a cero [11].

Para el tensor de momentum-energía en dos dimensiones se realiza un cambio
de coordenadas complejas, bajo la cual Tµν se transforma de la siguiente manera

Tµν =
∂xα

∂xµ
∂xβ

∂xν
Tαβ, (3.11)

y utilizando x0 = 1
2
(z + z̄) y x1 = 1

2i
(z − z̄) se puede calcular Tzz:

Tzz =
∂x0

∂z

∂x0

∂z
T00 + 2

∂x0

∂z

∂x1

∂z
T10 +

∂x1

∂z

∂x1

∂z
T11

=
1

4
(T00 − 2iT10 − T11) .

Realizando el mismo procedimiento permutando z y z̄ se obtiene:

Tzz =
1

4
(T00 − 2iT10 − T11) =

1

2
(T00 − iT10), (3.12)

Tz̄z̄ =
1

4
(T00 + 2iT10 − T11) =

1

2
(T00 + iT10), (3.13)

Tzz̄ = Tz̄z =
1

4
(T00 + T11) = 0. (3.14)

Como (3.8) indica que T se conserva, esta se puede escribir en coordenadas complejas
de la forma

∂0T00 + ∂1T10 = 0 = ∂1T11 + ∂0T01,
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por lo mismo

∂zTz̄z̄ =
1

2
(∂zT00 + i∂zT10)

=
1

4
((∂0 − i∂1)T00 + i(∂0 − i∂1)T10))

=
1

4
((∂0T00 + ∂1T10) + i(∂0T10 − ∂1T00))

=
1

4
((∂0T00 + ∂1T10) + i(∂0T01 + ∂1T11),

entonces
∂zTz̄z̄ = 0. (3.15)

Haciendo un procedimiento similar también se puede demostrar que ∂z̄Tzz = 0.
Al escribir el tensor de momentum-energía en forma de componentes:

Tµν =

(
Tzz = T (z) 0

0 Tz̄z̄ = T (z̄)

)
,

es sencillo reconocer que el tensor de momentum-energía tiene una parte quiral T (z)
y una parte anti-quiral T (z̄), por lo mismo el grupo conforme está separado por una
parte quiral y una anti-quiral.

3.3. Cuantización Radial

Se define una teoría cuántica de campos de dos dimensiones sobre un cilindro.
En la cual el tiempo va en la dirección paralela al eje del cilindro y el espacio es com-
pacto y va en dirección concéntrica al cilindro, ver figura 3.1. Y cuyas coordenadas
son x0 para el tiempo y x1 para el espacio.

Esta teoría se mapeará al plano complejo usando

z = ew = ex
0 · eix1 , (3.16)

de tal forma que t = −∞ corresponde al origen y t = ∞ se encuentra en la frontera
del plano. Esto significa que el tiempo va en dirección radial en el plano complejo.
El espacio corresponde a círculos de radio w. Las traslaciones de tiempo x0 7→ x0+a

se mapean como dilataciones z 7→ zea y las traslaciones de espacio x1 7→ x1+b como
z 7→ zeib [2]. De la mecánica cuántica se sabe que el generador de la traslación de
tiempo es el Hamiltoniano [12], que en este caso corresponde al operador de escala
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t = −∞
Espacio

t = −∞

Figura 3.1. Mapa conforme de un cilindro.

o dilatación. De forma, similar el generador de las traslaciones del espacio es el
operador del momentum que corresponde a rotaciones [12], teniendo así:

H = L0 + L̄0, (3.17)

P = i(L0 − L̄0). (3.18)

Como la corriente jµ = Tµνε
ν asociada a la simetría conforme se preserva, existe

una carga conservada:

Q =

∫
dx1j0, (3.19)

para x0 = constante. En teoría de campos, esta carga conservada es el generador de
las transformaciones de simetría para un operador A, que puede ser escrito como

δA = [Q,A],

donde el conmutador es evaluado en tiempos iguales. Para el cambio de coordenadas
(3.16), se infiere que x0 = constante, corresponde a un radio fijo en el plano complejo.
La integral sobre el espacio

∫
dx1 de (3.19) se transforma en una integral de contorno

sobre el plano complejo, integrando así sobre una trayectoria circular.
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La generalización de la carga conservada en (3.19) en coordenadas complejas
[15] es

Q =
1

2πi

∮
C

[
dz ε(z) T (z) + dz̄ ε̄(z̄) T̄ (z̄)

]
. (3.20)

Esta expresión permite determinar la transformación infinitesimal de un campo
φ(z, z̄) generado por una carga conservada Q. Para hacerlo se calcula δε,ε̄φ = [Q, φ]

δε,ε̄φ(w, w̄) =
1

2πi

∮
C

(dz [ε(z) T (z), φ(w, w̄)])

+
1

2πi

∮
C

(
dz̄ [ε̄(z̄) T̄ (z̄), φ(w, w̄)]

)
(3.21)

De la teoría cuántica de campos se sabe que las funciones de correlación están
solamente definidas como un producto de ordenamiento temporal. Considerando el
cambio de coordenadas (3.16); en una CFT el ordenamiento temporal se convierte
en un ordenamiento radial. Debido a la ambigüedad de que si w está adentro o
afuera del contorno C, se tiene que definir un producto de ordenamiento radial:

R(A(z)B(w) ) :=

A(z)B(w), para |z| > |w|

B(w)A(z), para |w| > |z|
(3.22)

Entonces la integral para un campo holomorfo de un conmutador [A,B] es∮
C
dz [A(z), B(w)] =

∮
|z|>|w|

dz A(z)B(w)−
∮
|w|>|z|

dz B(w)A(z)

=

∮
C
dz R(A(z)B(w) ),

(3.23)

donde el contorno de la integral final se toma alrededor del punto w (ver figura 3.2).

Entonces se tiene que para (3.21):

δε,ε̄φ(w, w̄) =
1

2πi

∮
C(w)

dz ε(z)R(T (z)φ(w) ) + parte anti-quiral. (3.24)

No obstante ya se había calculado ésta cantidad para un campo primario (ver (3.5))
y por lo mismo se sabe que la variación para un campo φ es

δε,ε̄φ(w, w̄) = h(∂w ε(w))φ(w, w̄) + ε(w)(∂w φ(w, w̄)) + parte anti-quiral. (3.25)

Se puede deducir una relación para el ordenamiento radial del tensor de momentum-
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Figura 3.2. Resta de integrales de contornos correspondiente a (3.23).

energía y un campo primario. Usando la fórmula integral de Cauchy para derivadas
[15]:

f (n)(z0) =
n!

2πi

∮
C

f(z)

(z − z0)n+1
dz,

se obtienen así, las siguientes relaciones

h(∂wε(w))φ(w, w̄) =
1

2πi

∮
C(w)

dz
h ε(z)

(z − w)2
φ(w, w̄),

ε(w)(∂w φ(w, w̄)) =
1

2πi

∮
C(w)

dz
ε(z)

(z − w)
∂w φ(w, w̄).

(3.26)

Obteniendo para un campo bi-holomorfo φ(w, w̄)

R(T (z)φ(w, w̄)) =
h

(z − w)2
φ(w, w̄) +

1

z − w
∂w φ(w, w̄) + · · · , (3.27)

y realizando un procedimiento similar para la parte anti-quiral:

R( T̄ (z̄)φ(w, w̄)) =
h̄

(z̄ − w̄)2
φ(w, w̄) +

1

z̄ − w̄
∂w̄ φ(w, w̄) + · · · , (3.28)

donde los términos que se han omitido en ambas ecuaciones son no-singulares. Las
expresiones como (3.27) y (3.28) se llaman expansión del producto del operador
(OPE, por sus siglas en inglés). Un OPE es la idea de que dos operadores locales
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insertados en puntos cercanos pueden ser aproximados por una cadena de operadores
en uno de esos puntos, es decir define una estructura de un producto algebraico en el
espacio de campos cuánticos [11]. Además, con la ayuda de (3.27) y (3.28) se puede
tener una definición alternativa de un campo primario: un campo φ(z, z̄) es primario
con dimensiones conformes (h, h̄) si el OPE entre el tensor de momentum-energía
y φ(z, z̄) tiene la forma de (3.27) y (3.28)[4]. Para facilitar la notación, se asumirá
siempre un ordenamiento radial para productos de campos, es decir se escribirá
A(z)B(w) en vez de R(A(z)B(w)).

El OPE del tensor de momentum-energía consigo mismo es:

T (z)T (w) =
c/2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)4
+
∂wT (w)

z − w
+ · · · (3.29)

donde c es la carga central y el OPE contiene solo términos no-singulares. Inme-
diatamente se puede observar que, debido a la contribución del primer término del
OPE (3.29), el campo no es primario y por lo tanto tampoco T (z) lo es. La única
forma de que T sea primario es si la carga central c es cero.

Para demostrar (3.29) se desarrolla una serie de Laurent [15] en T (z)

T (z) =
∑
n∈Z

z−n−2Ln , (3.30)

y los modos de Laurent, de este tensor, están dados como

Ln =
1

2πi

∮
dz zn+1T (z). (3.31)

Se identifica a estos operadores como los operadores de Virasoro ya que generan
transformaciones infinitesimales conformes y por eso mismo deben satisfacer el ál-
gebra de Virasoro:

[Lm, Ln] =

∮
dz

2πi

∮
dw

2πi
zm+1wn+1[T (z), T (w) ]

=

∮
dw

2πi
wn+1

∮
dz

2πi
zm+1R(T (z)T (w) ).

Sustituyendo la ecuación 3.29 en R(T (z)T (w))

[Lm, Ln] =

∮
dw

2πi
wn+1

∮
dz

2πi
zm+1

(
c/2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)4
+
∂wT (w)

z − w

)
,

ahora se integra el lado derecho de la ecuación usando la fórmula integral de Cauchy
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para derivadas

=

∮
dw

2πi
wn+1

(
(m+ 1)m (m− 1)wm−2 c

2 · 3!
+ 2 (m+ 1)wm T (w) + wm+1 ∂w T (w)

)
=

∮
dw

2πi

(
(m3 −m)

c

12
+ 2 (m+ 1)wm+n+1 T (w) + wm+n+2 ∂w T (w)

)
.

Se vuelve a integrar usando el Teorema de Cauchy-Goursat para el primer término,
se aplica la definición de los modos de Laurent para el segundo término (3.31) y se
integra por partes para el tercer término

c

12
(m3 −m)δm,−n + 2(m+ 1)Lm+n − (n−m+ 2)Lm+n,

teniendo así
[Lm, Ln] =

c

12
(m3 −m)δm,−n + (m− n)Lm+n.

Así se demuestra que (3.29) es la forma correcta del OPE entre dos tensores de
momentum-energía.

Para determinar cómo el tensor de momentum-energía se comporta bajo una
transformación infinitesimal conforme, se utiliza (3.24) con el OPE del tensor de
momentum-energía

δε,ε̄T (z) =
1

2πi

∮
C(w)

dz ε(w) (T (w)T (z))

=
1

2πi

∮
C(w)

dz ε(w)

(
c/2

(w − z)4
+

2T (z)

(w − z)4
+
∂zT (z)

w − z

)
=

c

12
∂3zε(w) + 2T (z) ∂z ε(w) + ε(w) ∂z T (z). (3.32)

Con esto se demuestra que, para transformaciones infinitesimales f(z) = z + ε(z) el
tensor de momentum-energía se transforma como

T (z) 7→ T ′(z) =

(
df

dz

)2

T (f(z)) +
c

12
S(f(z), z)), (3.33)

donde S(w, z) se le conoce como la derivada Schwarziana

S(w, z) =
∂3zw

∂zw
− 2

3

(
∂2zw

∂zw

)2

. (3.34)
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3.4. Funciones de Correlación

Las funciones de correlación de los campos son los objetos naturales a estudiar
en la formulación de integrales de camino. Contienen la información física que es de
interés (por ejemplo: amplitudes de dispersión) y tienen una expansión simple en
términos de diagramas de Feynman. En esta sección se examinarán las consecuencias
de la invarianza conforme en funciones de correlación de dos puntos. Considere la
función de correlación de dos puntos:

〈φ1(x1)φ2(x2)〉 =
1

Z

∫
[dφ]φ1(x1)φ2(x2)e

−S[φ], (3.35)

donde φ1 y φ2 son campos cuasi-primarios (no necesariamente distintos). φ denota
el conjunto de todos los campos funcionalmente independientes en la teoría (a la
cual φ1 y φ2 pueden pertenecer), y S[φ] es la acción, se asume que es una invariante
conforme [4].

Para determinar la función de correlación de dos puntos para campos quirales
cuasi-primarios se define que

〈φ1(z)φ2(w)〉 = g(z, w). (3.36)

La invarianza bajo traslaciones f(z) = z + a generada por L−1 requiere que g sea
de la forma

g(z, w) = g(z − w). (3.37)

Esto implica que g depende únicamente de la diferencia entre z y w. La invarianza
bajo dilataciones, es decir re-escalas de la forma f(z) = λz generadas por L0, implica
que

〈φ1(z)φ2(w)〉 → 〈λh1φ1(λz)λ
h2φ2(λw)〉 = λh1+h2g(λ(z − w))

!
= g(z − w), (3.38)

por lo que se puede concluir

g(z − w) =
d1 2

(z − w)h1+h2
, (3.39)

en donde d1 2 es una constante. Finalmente la invarianza de la función de correlación
de dos puntos bajo L1, esencialmente implica la invarianza bajo la transformación
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de inversión f(z) = −1
z
, para la cual se encuentra

〈φ1(z)φ2(w)〉 →
〈

1

z2h1
1

w2h2
φ1

(
−1

z

)
φ2

(
− 1

w

)〉
,

=
1

z2h1 w2h2

d 1 2

(−1
z
− 1

w
)h1+h2

!
=

d 1 2

(z − w)h1+h2
,

lo cual solo puede ser satisfecho si h1 = h2. Por lo mismo, se llega a la conclusión
que para simetrías conformes fijas la función de correlación de dos puntos tiene la
forma

〈φi(z)φj(w)〉 =
dijδhi,hj

(z − w)2hi
. (3.40)

Este mismo procedimiento se puede realizar también para las funciones de tres
puntos [11].
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4. La Fase de Berry

4.1. Fase de Berry abeliana y conexión de Berry

La fase de Berry es la demostración más simple de cómo la geometría y to-
pología pueden surgir de la mecánica cuántica [13]. Si se toma un sistema cuántico
(átomo, electrón, moléculas) en su estado fundamental de energía |ψ〉, el hamilto-
niano de este sistema se puede escribir de la forma general

H(xα;λi).

Este hamiltoniano depende de dos tipos de variables: de sus grados de libertad xα y
de los parámetros λi. Estos parámetros λi son fijos, delimitan el entorno del sistema
y su valor es determinado por aparatos externos al sistema (por ejemplo: fuerzas
eléctricas o magnéticas).

Si se alteran lentamente los parámetros λ alrededor de un ciclo, regresarán a
sus valores iniciales y el sistema estará en su estado fundamental |ψ(t)〉. Esto se
debe a la existencia del Teorema Adiabático[6], el cual establece que si se coloca un
sistema en un eigenestado de energía no degenerado y, se varía los parámetros lo
suficientemente lento, entonces el sistema se mantendrá en ese eignestado de energía.
Pero la fase del sistema habrá cambiado por γ,

|ψ〉 → eiγ |ψ〉 .

Esta fase γ tiene dos contribuciones. La primera contribución es simplemente la fase
dinámica e−iEnt/~ que es la misma para cualquier eigenestado de energía, incluso si
los parámetros no cambian. La segunda contribución es la fase geométrica o fase de
Berry.
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4.1.1. Calculando la Fase de Berry

La función de onda del sistema evoluciona a través de la ecuación de Schrödin-
ger dependiente del tiempo

i~
∂

∂t
|ψ〉 = H(λ(t)) |ψ〉 . (4.1)

Para cada elección del parámetro λ, se introduce un estado fundamental con alguna
fase fija. A este estado se le llama |n(λ)〉. El teorema adiabático establece que el
estado fundamental obedeciendo la ecuación 4.1, puede ser escrito como

|ψ(t)〉 = U(t) |n(λ)〉 , (4.2)

donde U(t) es alguna fase dependiente del tiempo. Si se elige |n(λ(t = 0))〉 =

|ψ(t = 0)〉 entonces se tiene que U(t = 0) = 1. Ahora se debe de determinar U(t)
luego de que se ha tomado λ alrededor de una trayectoria cerrada y el sistema está
donde ha empezado. Si se sustituye la ecuación 4.2 en 4.1 se obtiene por un lado

〈ψ|ψ̇〉 = U̇U † + 〈n|ṅ〉 ,

y por el otro lado, tomando en cuenta que H(λ) |n(λ〉 = 0

〈ψ|ψ̇〉 = − i

~
〈n|U †HU |n〉

= − i

~
〈n|H |n〉

= 0,

por lo mismo se tiene que

〈ψ|ψ̇〉 = U̇U † + 〈n|ṅ〉 = 0.

Esto da una expresión para la dependencia temporal de la fase U,

U̇U † = −〈n|ṅ〉 = −〈n| ∂

∂λi
|n〉nλ̇i. (4.3)

Es útil definir la conexión de Berry :

Ai(λ) = −i 〈n| ∂

∂λi
|n〉 , (4.4)
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entonces la ecuación 4.3 se lee

U̇ = −iAiλ̇iU.

Esta ecuación se resuelve fácilmente y se obtiene que:

U(t) = exp
(
−i
∫

Ai(λ)λ̇idt

)
.

Como se quiere calcular la fase U(t) luego de haber tomado una trayectoria cerrada
en el espacio de parámetros, se escribe:

eiγ = exp
(
−i
∮
C
Ai(λ)dλ

i

)
, (4.5)

esta es la fase de Berry. Se tiene que tener en cuenta que no depende del tiempo que
toma en cambiar los parámetros; pero si depende de la geometría de la trayectoria
tomada a través del espacio de parámetros (de ahí el nombre fase geométrica [12]).
Es importante recalcar que la fase de Berry está bien definida para trayectorias
cerradas, pero no para trayectorias abiertas.

4.1.2. La Conexión de Berry

Con la ecuación (4.4) se ha introducido la idea de la conexión de Berry [1].
Esto es el ejemplo de un objeto matemático que ya se conoce: el potencial gauge
en electromagnetismo. En la forma relativista del electromagnetismo, se tiene un
potencial gauge Aµ(x) donde µ = 0,1,2,3 y x son las coordenadas sobre el espacio-
tiempo de Minkowski. Existe una redundancia en la descripción del potencial gauge:
la física sigue siendo invariante bajo la transformación gauge

Aµ → A′
µ = Aµ + ∂µω, (4.6)

para cualquier función ω(x). Si se quiere extraer la información física contenida en
Aµ, se debe calcular la intensidad del campo

Fµν =
∂Aµ
∂xν

− ∂Aν
∂xµ

, (4.7)

esta contiene al campo eléctrico y magnético y es invariante bajo una transformación
gauge.
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Ahora se compara la intensidad del campo con la conexión de Berry Ai(λ).
La intensidad de campo depende de las coordenadas en el espacio de Minkowski,
la conexión de Berry depende de los parámetros λi. El número de estos parámetros
es arbitrario. Existe una redundancia en la información contenida en la conexión
de Berry Ai. Esto se debe a la elección arbitraria que se hizo al fijar la fase de los
estados de referencia |n(λ)〉. Se podría elegir un conjunto diferente de estados de
referencia, el cual diferirá por una fase. Además, se podría elegir una fase diferente
para cada elección de parámetros λ,

|n′(λ)〉 = eiω(λ) |n(λ)〉 ,

para cualquier función ω(λ). Si se calcula la conexión de Berry que surge de esta
nueva opción se tiene

A′
i = −i 〈n′| ∂

∂λi
|n′〉

= −i 〈n| ∂

∂λi
|n〉+ ∂ω

∂λi
〈n|n〉

= Ai +
∂ω

∂λi
. (4.8)

La ecuación (4.8) tiene la misma forma que la transformación gauge (4.6).
Siguiendo la analogía con el electromagnetismo, se puede esperar que la información
física en la conexión de Berry pueda ser encontrada en la intensidad de campo
invariante de gauge, a la cual matemáticamente se le conoce como la curvatura de
la conexión

Fij =
∂Ai

∂λj
− ∂Aj

∂λi
.

Es verdadero que F contiene alguna información física acerca del sistema cuán-
tico. Pero no es únicamente la cantidad gauge invariante de interés [1]. En este con-
texto, lo más natural es calcular la fase de Berry (4.5), que también es independiente
de la arbitrearidad que surge de la transformación gauge (4.8), esto se debe a que∮
∂iωdλ

i = 0. De hecho, es posible escribir la fase Berry en térrminos de la intensidad
de campo utilizando la versión de mayor dimensión del Teorema de Stokes

eiγ = exp
(
−i
∮
C
Ai(λ)dλ

i

)
= exp

(
−i
∫
S
FijdS

ij

)
, (4.9)

donde S es una superficie de dos dimensiones en el espacio de parámetros limitado
por la trayectoria C.
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4.2. Ejemplo: espín en un campo magnético

El ejemplo estándar de la fase de Berry es muy sencillo: es un espín en un
espacio de Hilbert que consta de solo dos estados. El espín se coloca en un campo
magnético ~B, y su hamiltoniano es

H = − ~B · ~σ +B ,

den onde ~σ es el triplete de las matrices de Pauli y B = | ~B|. El desplazamiento,
garantiza que en el estado fundamental la energía sea cero. De hecho, este hamilto-
niano tiene dos eigenvalores: 0 y +2B. Se denotará el estado fundamental como |↓〉
y el estado excitado como |↑〉,

H |↓〉 = 0 y H |↑〉 = 2B |↑〉 .

Nótese que estos dos estados son no degenerados siempre que ~B 6= 0.

En este ejemplo se tratará el campo magnético como el parámetro del hamil-
toniano, es decir: λi ≡ ~B. Esto implica que la conexión de Berry Ai y las curvaturas
Fij estarán sobre el espacio de campos magnéticos (al contrario del electromagne-
tismo donde se trabajan los campos magnéticos sobre el espacio real). La forma
especifica de |↑〉 y |↓〉 dependerá de la orientación de ~B. Para proporcionar informa-
ción más explicita de la forma de estos estados, se escribirá el campo magnético ~B

en coordenadas esféricas

~B =

B sen θ cosφ

B sen θ senφ

B cos θ

 ,

con θ ∈ [0, π] y φ ∈ [0, 2π), el hamiltoniano entonces se lee

H = −B

(
cos θ − 1 e−iφ sen θ

e−iφ sen θ − cos θ − 1

)
.

En estas coordenadas, los dos eigenestados normalizados están dados por

|↓〉 =

(
e−iφ sen θ/2

− cos θ/2

)
y |↑〉 =

(
e−iφ cos θ/2

sen θ/2

)
.

Estos estados son |n(λ)〉 de la derivación general. Sin embargo, cuando θ = π para
~B la coordenada angular φ no está bien determinada. Esto significa que |↓〉 y |↑〉 no

29



tienen fases bien definidas. Este tipo de comportamiento es típico de los sistemas
con fases de Berry no triviales.

La fase de Berry que surge de estos estados se puede calcular fácilmente (siem-
pre y cuando θ 6= π). Se tiene que

Aθ = −i 〈↓| ∂
∂θ

|↓〉 = 0 y Aφ = −i 〈↓| ∂
∂φ

|↓〉 = − sen

(
θ

2

)
.

La curvatura de Berry resultante en coordenadas polares es

Fθφ =
∂Aφ

∂θ
− ∂Aθ

∂φ
= − sen(θ).

Si se regresa a utilizar coordenadas cartesianas se simplifica, ya que la simetría rota-
cional se manifiesta más. Entonces la curvatura de Berry en coordenadas cartesianas
es

Fij( ~B) = −εijk
Bk

2| ~B|3
.

Este resultado es interesante. ¡Es un monopolo magnético! Por supuesto no es el mo-
nopolo magnético real del electromagnetismo: estos están prohibidos por las ecua-
ciones de Maxwell. Este es un monopolo magnético en el espacio del campo elec-
tromágnetico ficticio de Berry. Nótese que el monopolo magnético está en el punto
~B = 0, donde los dos niveles de energía coinciden. Aquí el campo es singular. Este
es el punto en el que ya no se puede confiar más en el calculo de la fase de Berry.
Sin embargo es la presencia de este cruce de niveles y las singularidades resultantes
las que dominan la física de la fase de Berry [13].

El monopolo magnético tiene carga g = −1/2, lo que significa que la integral
de la curvatura de Berry sobre cualquier esfera S2 que encierra el origen es∫

S2

FijdS
ij = 4πg = −2π. (4.10)

Usando esto, se puede calcular fácilmente la fase de Berry para cualquier trayectoria
C que se escoja en el espacio del campo magnético ~B; siempre y cuando la trayectoria
C no pase por el origen. Se supone que la superficie S, encerrada por C, describe un
ángulo sólido Ω. Entonces utilizando la forma (4.9) de la fase de Berry, se tiene que

eiγ = exp
(
−i
∫
S
FijdS

ij

)
= exp (−iΩg) = exp

(
iΩ

2

)
. (4.11)

Sin embargo, existe una ambigüedad en este cálculo: se podría haber elegido formar
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S como se muestra la parte izquierda de la figura 4.1.

Figura 4.1. Integrando sobre superficies S y S′. Fuente: D. Tong [13].

También se podría elegir la superficie S ′ para ir alrededor de la parte posterior
de la esfera, como se muestra en la parte derecha de la figura 4.1. En este caso, el
ángulo sólido formado por S ′ es Ω′ = 4π−Ω. Calculando la fase de Berry utilizando
S ′

eiγ
′
= exp

(
−i
∫
S′
FijdS

ij

)
= exp

(
−i(4π − Ω))

2

)
= eiγ, (4.12)

donde la diferencia en el signo en la segunda igualdad es gracias a que la orientación
de la superficie es opuesta. Así que los dos cálculos coinciden. Sin embargo para que
coincidan se requiere que la carga del monopolo en (4.10) sea 2g ∈ Z. En el contexto
del electromagnetismo, este fue el argumento original de Dirac para la cuantización
de la carga del monopolo. Esta cuantización se extiende a la curvatura general de
Berry Fij con un número arbitrario de parámetros: la integral de la curvatura sobre
cualquier superficie cerrada debe estar cuantizada por unidades de 2π,∫

FijdS
ij = 2πC. (4.13)

El entero C ∈ Z se llama número de Chern.

4.3. Partículas que se mueven alrededor de un tubo

de flujo

Se sabe del electromagnetismo que el potencial gauge Aµ no tiene significa-
do físico: las cantidades físicas que afectan el movimiento de una partícula son el
campo eléctrico y magnético. Esta afirmación es verdadera clásicamente. Pero para
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la mecánica cuántica se requiere de cierta precaución. Esto es el tema del efecto
Aharonov-Bohm. Como se mostrará, aspectos del efecto Aharonov-Bohm pueden
ser vistos como un caso especial de la fase de Berry.

La primera observación del efecto Aharonov-Bohm es que el potencial ~A aparece
en el hamiltoniano en vez del campo magnético ~B. Por supuesto, este hamiltoniano
es invariante bajo una transformación gauge por lo cual no hay nada malo con esto.
Sin embargo, esto abre la posibilidad de que la física de una partícula cuántica pueda
ser sensible a ~A de muchas más maneras que una partícula clásica.

4.3.1. Flujo Espectral

Para ver como el potencial gauge ~A puede afectar la física, considere el sistema
que se muestra en la figura 4.2.

Figura 4.2. Una partícula moviéndose alrededor de un solenoide. Fuente: D. Tong [13].

Se tiene un solenoide de área ~A, que lleva un campo magnético ~B y por lo tanto
con un flujo magnético Φ = BA. Afuera del solenoide el campo magnético es cero.
Sin embargo, el vector potencial no. Esto se deduce del Teorema de Stokes, el cual
establece que la integral de línea afuera del solenoide está dado por∮

~A · d~r =
∫

~B · d~S = Φ.

Se resuelve fácilmente en coordenadas cilíndricas, y se obtiene

Aφ =
Φ

2πr
.

Ahora considere una partícula cuántica cargada restringida a estar en un anillo
de radio r afuera del solenoide. El único grado de libertad dinámico es la coordenada
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angular φ ∈ [0, 2π). El hamiltoniano es

H =
1

2m
(pφ + eAφ)

2 =
1

2mr2

(
−i~ ∂

∂φ
+
eΦ

2π

)2

.

Se quiere saber cómo la presencia del solenoide afecta a la partícula. Los eigenestados
son simplemente

ψ =
1√
2πr

einφ n ∈ Z, (4.14)

donde el requerimiento que ψ sea valuado únicamente alrededor del círculo significa
que se debe tomar n ∈ Z. Se sustituye (4.14) en la ecuación independiente del tiempo
de Schrödinger, Hψ = Eψ, y se encuentra que el espectro

E =
1

2mr2

(
~n+

eΦ

2π

)
=

~2

2mr2

(
n+

eΦ

2π~

)
=

~2

2mr2

(
n+

Φ

Φ0

)
, n ∈ Z.

Si Φ es un múltiplo entero del cuanto de flujo Φ0 = 2π~/e, entonces el espectro no
es afectado por el solenoide. Pero si el flujo del solenoide no es un múltiplo entero
de Φ0 entonces el espectro cambia. La energía de la partícula es sensible al flujo
Φ aunque la partícula nunca se acerque a la región con el campo magnético. El
espectro resultante se observa en la figura 4.3.

Figura 4.3. Flujo espectral para los estados de energía de una partícula moviéndose
alrededor de un solenoide. Fuente: D. Tong [13].

Suponga que se apaga el solenoide y se coloca a la partícula en el estado fun-
damental n = 0. Se incrementa muy lentamente el flujo. Por el teorema adiabático,
la partícula se mantiene en el estado n = 0. Pero para el momento en el que se ha
llegado a Φ = Φ0, ya no está en el estado fundamental. Ahora está en el estado
que previamente se marcó como n = 1. Similarmente, cada estado n se cambia al
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siguiente estado n+ 1. Esto es un ejemplo de un fenómeno llamado flujo espectral :
bajo un cambio de parámetro (en este caso Φ) el espectro del hamiltoniano cambia
o fluye. A medida que se cambia el aumento por una unidad Φ0, el espectro regresa
a sí mismo, pero los estados individuales se van transformado en otro estado.

4.3.2. El Efecto Aharonov-Bohm

La situación descrita en §4.3.1 parece tener relación con la fase de Berry. Se
puede preparar una situación similar que demuestre esta relación más claramente.
Se considera un sistema como el del solenoide donde el campo magnético se localiza
en alguna región del espacio. Otra vez, se considera una partícula la cual se ubica
afuera de esta región. Sin embargo esta vez se restringe a la partícula a estar en
una caja pequeña. Puede haber algo interesante adentro de la caja, se obtendrá
esto incluyendo un potencial V (~x) en el hamiltoniano y para atrapar la partícula,
el potencial es infinito afuera de la caja.

El hecho de que la caja es “pequeña” significa que el potencial gauge es apro-
ximadamente constante adentro de la caja. Si se asigna el centro de la caja a la
posicion ~x = ~X, entonces el hamiltoniano de sistema es

H =
1

2m

[
−i~∇+ e ~A( ~X)

]2
+ V (~x− ~X). (4.15)

Se empezará por colocar el centro de la caja en la posición ~x = ~X0 donde el potencial
gauge desaparece: ~A( ~X) = 0. El hamiltoniano sería

H =
1

2m
(−i~∇)2 + V ( ~X0 − ~X).

Y se tomará el estado fundamental como

ψ(~x− ~X0),

el cual está localizado alrededor de ~x = ~X0 como debería de ser. Nótese que se
realiza una elección de fase para especificar esta función de onda. Ahora se moverá
la caja en alguna trayectoria en el espacio. Al hacerlo, el potencial gauge ~A(~x = ~X)

experimentado por la partícula cambia. Se verifica que la ecuación de Schrödinger
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para el hamiltoniano (4.15) es resuelta por el estado

ψ(~x− ~X) = exp

(
−ie

~

∫ ~x= ~X

~x= ~X0

~A(~x) · d~x

)
ψ(~x− ~X0) .

Esta función de onda funciona porque cuando se opera ∇ con el exponencial, baja
un factor que cancela el término e ~A en el hamiltoniano. Ahora se calculará la fase
de Berry. Se toma la caja en un trayectoria cerrada C y se trae de nuevo a donde
comenzó. La función de onda vuelve a

ψ(~x− ~X) → eiγψ(~x− ~X), donde eiγ = exp
(
−ie

~

∮
C

~A · d~x
)
. (4.16)

Comparando esto con la expresión general de la fase de Berry, se observa que en
este contexto particular la conexión de Berry se identifica con el potencial electro-
magnético,

~A( ~X) =
e

~
~A(~x− ~X).

En general, si la partícula de carga q circunda una región que contiene un flujo Φ,
se escogerá una fase Aharonov-Bohm

eiqΦ/~ .

Hay un experimento que exhibe la fase de Berry en el efecto Aharonov-Bohm.
Es una variante del experimento de la doble rendija. La partícula puede ir a través de
una de las dos ranuras. La función de onda se separa, así que la partícula en esencia,
viaja a través de ambas ranuras. Ahora, se esconde un solenoide con flujo magnético
Φ detrás de la pared. La función de onda de la partícula tiene prohibido entrar
a la región del solenoide, por lo mismo la partícula nunca experimenta el campo
magnético ~B. Sin embargo, como se ha visto, la presencia del solenoide induce a una
fase distinta eiγ entre las partículas que tomaron la primera ranura y las que tomaron
la segunda ranura. Esta diferencia de fase se manifiesta como el cambio del patrón
de interferencia que se ve. Tenga en cuenta que cuando Φ es un múltiplo entero de
Φ0, el patrón de interferencia no cambia; es solo sensible a la parte fraccional Φ/Φ0.

4.4. Conexión de Berry no Abeliana

En la fase de Berry descrita anteriormente se asumió que el estado fundamental
era único. En esta sección se describirá una generalización importante a la situación
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donde el estado fundamental está degenerado N veces y lo sigue siendo para todos
los valores del parámetro λ.

Se debe notar que desde el comienzo hay algo especial sobre esta situación. Si un
hamiltoniano tiene N -degeneraciones entonces una perturbación genérica rompería
esta degeneración. Pero se quiere cambiar el hamiltoniano sin romper la degenera-
ción, para que esto suceda usualmente tiene que haber alguna simetría protegiendo
el estado. Se realizará el mismo procedimiento usado para el caso Abeliano. Se coloca
el sistema en uno de los N estados fundamentales degenerados, se varían los pará-
metros en una trayectoria cerrada, y se realiza la pregunta: ¿a qué estado regresa el
sistema?

En esta ocasión el teorema adiabático establece que el sistema se aferra al
eigenespacio particular de energía mientras los parámetros varían. Pero ahora este
eigenespacio tiene N degeneraciones y el teorema adiabático no restringe como se
mueve el estado en este subespacio. Esto significa que para el momento en el que
los parámetros regresan a sus valores originales, el estado puede estar en cualquier
lugar dentro de este eigenespacio N -dimensional. Se quiere saber como se mueven.
Esto ya no se da solo por una fase; en lugar se quiere calcular una matriz unitaria
U ⊂ U(N).

Se puede calcular esta matriz por el mismo procedimiento que se utiliza para la
fase de Berry Abeliana. Para facilitar los cálculos se remueve la fase dinámica eiEt,
asumiendo que el estado fundamental de energía es E = 0, para todos los valores de
λ. La ecuación dependiente del tiempo de Schrödinger es nuevamente

i
∂

∂t
|ψ〉 = H(λ(t)) |ψ〉 = 0 . (4.17)

En esta ocasión, para cada parámetro λ, se introduce una base N -dimensional de
estados fundamentales

|nα(λ)〉 ; a = 1, 2, . . . , N.

Como en el caso no degenerado, no hay una forma canónica de hacerlo. Se podría
elegir cualquier otra opción de base para cada valor de λ. Solo se elige una. Esta
base evoluciona a través de la ecuación de Schrödinger de la siguiente forma

|ψ(t)〉 = Uab(t) |nb [λ(t)]〉 ,

donde Uab son las componentes de la matriz unitaria dependiente del tiempo U(t) ⊂
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U(N). Sustituyendo este estado en el Ansatz (4.17), se tiene

|ψ̇a〉 = U̇ab |nb〉+ Uab |ṅb〉 = 0, (4.18)

reordenando estos términos

U †
acU̇ab = −〈na|ṅb〉 = −〈na|

∂

∂λi
|nb〉 λ̇i . (4.19)

Otra vez se define una conexión, la conexión de Berry no Abeliana

(Ai)ba = −i 〈na|
∂

∂λi
|nb〉 . (4.20)

Se debe de pensar en Ai como una matriz N × N , que vive en el álgebra de Lie
u(N). También debe ser pensada como una conexión gauge U(N) sobre el espacio
de parámetros.

La curvatura de Berry o intensidad de campo en notación matricial está defi-
nida por

Fij =
∂Ai

∂λj
− ∂Aj

∂λ1
− i[Ai,Aj].

Esto también se encuentra en el álgebra de Lie u(N). A diferencia del caso Abeliano,
la intensidad de campo no es invariante gauge. Se transforma como

F ′
ij = ΩFijΩ

†,

en donde Ω ∈ U(N). Combinaciones invariantes de gauge de la intensidad de campo
pueden ser formadas al calcular la traza de la matriz de indices. Por ejemplo, trFij,
solo expresa sobre la parte U(1) ⊂ U(N) de la conexión de Berry, o trazas de
orden superior como trFijFkl. De todos modos la cantidad invariante de gauge más
importante es la matriz unitaria U , y se determina utilizando la ecuación diferencial
(4.20).

La solución para (4.20) es más complicada que en el caso Abeliano, debido a
ambigüedades de orden en la matriz Ai en el exponente. La matriz en un punto
del espacio de parámetros, Ai(λ), no necesariamente conmuta con la matriz en otro
punto Ai(λ

′). La solución para la matriz unitaria U es

U = Pexp
(
−i
∮

Aidλ
1

)
.

Aquí Ai ⊂ u(N) es una matriz de N × N . La notación P significa orden de ruta.
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Lo que implica que al exponencial se le aplica una expansión de Taylor y luego
se ordenan los productos resultantes, de tal manera que las matrices Ai(λ) que
aparecen después en la trayectoria se colocan a la derecha. El resultado es la matriz
unitaria U ⊂ U(N) la cual establece cómo los estados se transforman. Esta matriz
unitaria se llama holonomia de Berry. La holonomia [6] es un invariante de gauge;
es decir no se transforma de la forma

A′
i = ΩAiΩ

† + i
∂Ω

∂λi
Ω†.
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5. La fase de Berry en el grupo SU(2)

En esta sección se ilustrará la fase de Berry en el grupo SU(2), con el ejemplo
de un espín en un campo magnético variable. Se debe considerar una representación
unitaria irreducible U de SU(2) [14]. En términos físicos esto corresponde a un solo
(‘irreducible’) espín cuántico (‘unitario’) con un grado de libertad (‘representación
de SU(2)’) fijado en un campo magnético ~B; el hamiltoniano de este sistema es
proporcional a la proyección del operador espín Ŝ a lo largo de ~B

H = −γ Ŝ · ~B, (5.1)

donde γ ∈ R es la razón giro magnética y Ŝ = (Ŝ1, Ŝ2, Ŝ3) es un conjunto de tres
operadores hermíticos que representan generadores de rotaciones en el espacio de
Hilbert de la representación. Sus conmutadores son [Ŝi, Ŝj] = iεi,j,kŜk (se establece
~ = 1) y pueden ser escritos como

Ŝj = iu[−iσj/2], (5.2)

donde {σj} son las matrices de Pauli y el álgebra de representación u esta relacionado
a U , por medio de

U [etX ] = etu[X].

Como ya se menciono U es unitario, u[X] es un operador anti-hermítico para cual-
quier X ∈ g, g es una álgebra de Lie.

Se debe enfatizar que Ŝj son operadores, mientras ~B es meramente un conjunto
de tres parámetros reales de los cuales depende el hamiltoniano (5.1). Suponga que el
campo magnético varía adiabaticamente al cambiar su dirección mientras mantiene
una norma constante. En un marco de referencia estándar el campo magnético está
alineado con el eje vertical y el hamiltoniano (5.1) es proporcional a Ŝ3, pero bajo
una rotación f ∈ SU(2) el hamiltoniano se vuelve proporcional a U [f ]Ŝ3U [f ]−1. Para
una familia de rotaciones dependientes del tiempo f(t) cuya proyección en la esfera
SU(2)/S1 ∼= S2 es una trayectoria cerrada, se obtiene una fase de Berry. La fase de
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Berry en teoría de grupos puede escribirse como

Bφ[f ] =

∮
f

i 〈φ| u[Θ] |φ〉 ≡
∮
f

Aφ, (5.3)

donde Θ se conoce como la forma de Maurer-Cartan [9]

Θf(t)(ḟ(t)) ≡
d

dτ

∣∣∣
τ=t

[f(t)−1 · f(τ)], (5.4)

se utiliza f(t)† = f(t)−1. Se debe notar que aquí la derivada solo es sobre f(τ) y no
sobre f(t)−1. Y a Aφ se le conoce como la conexión de Berry y esta dada por

Aφ = 〈φ| iu[Θ] |φ〉 . (5.5)

Esta conexión debe entenderse en términos geométricos como una conexión que
codifica cómo comparar la fase del estado |φ〉 en puntos cercanos del espacio de
parámetros. Se tiene que tener en cuenta que dado que el estado no está degenerado,
se puede realizar un seguimiento inequívoco del estado |φ〉 a medida que se avanza
en el espacio de parámetros [1].

Sea j ≥ 0 el espín de la representación U ; entonces una base del espacio
portador de U está proporcionada por (2j + 1) estados |m〉 de tal manera que
Ŝ3 |m〉 = m |m〉 para m = j, j−1, . . . ,−j. Considérese en particular el estado de pe-
so más alto |j〉; su estabilizador es el subgrupo U(1) de SU(2) generado por Ŝ3, pero
rotaciones genéricas no actúan trivialmente en él: en términos de las coordenadas
polares (θ, ϕ) en SU(2)/S1 ∼= S2, una rotación f que mapea el polo norte de S2 en
(θ, ϕ) también mapea |j〉 en un vector U [f ] |j〉 que representa un espín apuntando
en la dirección (θ, ϕ). Esto proporciona una familia de estados |j; θ, ϕ〉 obtenidos al
aplicar rotaciones específicas a |j〉. Cada uno de estos vectores es un eigenestado del
hamiltoniano (5.1) cuando el campo magnético está en la dirección (θ, ϕ). Se quiere
encontrar la fase de Berry de estos estados cuando la dirección del campo magnético
traza una trayectoria cerrada (θ(t), ϕ(t)) en S2.

Para describir los estados |j; θ, ϕ〉 se necesita una familia de rotaciones g(θ,ϕ) ∈
SU(2), cada una mapeando el polo norte hasta al punto (θ, ϕ) en S2, tal que

|j; θ, ϕ〉 = U [g(θ,ϕ)] |j〉 . (5.6)

Para este, caso la matriz de eigenestados del hamiltoniano será suficiente para eva-
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luar la fase de Berry

g(θ,ϕ) =

(
cos(θ/2) −e−iϕ sen(θ/2)

eiϕ sen(θ/2) cos(θ/2)

)
, (5.7)

se debe notar que está bien definida en todas partes menos en θ = π. Por lo mismo
el polo sur es una singularidad. Se puede utilizar la forma de Maurer-Cartan (5.4)
en SU(2) a la esfera

g−1
(θ,ϕ)dg(θ,ϕ) =

i

2

(
(1− cos θ)dϕ e−iϕ(sen θ dϕ+ idθ)

eiϕ(sen θ dϕ− idθ) −(1− cos θ)dϕ

)
, (5.8)

que puede ser reescrito como una combinación lineal de matrices

g−1
(θ,ϕ)dg(θ,ϕ) = A1σ1 + A2σ2 + A3σ3.

Para encontrar el coeficiente A1, se multiplica la matriz σ1 por la forma de
Maurer-Cartan y se le suma el producto de la forma de Maurer-Cartan por la matriz
σ1, es decir

σ1(g
−1
(θ,ϕ)dg(θ,ϕ)) + (g−1

(θ,ϕ)dg(θ,ϕ))σ1 = 2A1σ
2
1 + A2(σ1σ2 + σ2σ1) + A3(σ1σ3 + σ3σ1)

= 2A1I2,

al seguir operando, se tiene que

i

2

(
cosϕ sen θdϕ+ senϕdθ 0

0 cosϕ sen θdϕ+ senϕdθ

)
= A1

(
1 0

0 1

)
.

De esta forma se obtiene que el coeficiente A1 es

A1 =
i

2
(cosϕ sen θdϕ+ senϕdθ).

Para encontrar los coeficientes A2 y A3 se repite el mismo procedimiento, solo se
cambia la matriz sigma a utilizar. Obteniendo así la siguiente combinación lineal

g−1
(θ,ϕ)dg(θ,ϕ) =

i

2
[(cosϕ sen θdϕ+ senϕdθ)σ1 + (senϕ sen θdϕ− cosϕdθ)σ2

+(1− cos θ)dϕσ3] .
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Ahora se puede evaluar la conexión de Berry (5.5) asociada a los estados U [g(θ,ψ)] |j〉
y ponerlo en la esfera

(Aj)(θ,φ) = 〈j| iu[g−1
(θ,ϕ)dg(θ,ϕ)] |j〉 (5.9)

= 〈j| iu
[
i

2
(1− cosθ)dϕσ3 + (· · · )σ2 + (· · · )σ1

]
|j〉 . (5.10)

Aquí, los coeficientes multiplicando σ1 y σ2 no son importantes. Usando (5.2) se
puede reescribir el operador iu[· · · ] como una combinación lineal de Ŝj. Como los
valores esperados de Ŝ1 y Ŝ2 desaparecen, solo el término proporcional a σ3 sobrevive,
se encuentra que la conexión de Berry es

(Aj)(θ,ϕ) = −〈j| Ŝ3 |j〉 (1− cos θ)dϕ = −j(1− cos θ)dϕ, (5.11)

la cual es continua en todos lados menos en el polo sur. Hasta un factor general,
este es el potencial de la forma estándar del volumen de una esfera unitaria. La
curvatura de Berry sería

Fj = dAj

= −j
(
∂

∂θ
(1− cos θ)dθ ∧ dϕ+

∂

∂ϕ
(1− cos θ)dϕ ∧ dϕ

)
,

es decir
Fj = dAj = −j sen θdθ ∧ dϕ. (5.12)

Se calculará la fase de Berry de los estados U [g(θ,ϕ)] |j〉

Bj[γ] =

∮
γ

Aj =

∫
Σ

dAj,

aquí Σ es cualquier superficie orientada en S2 tal que ∂Σ = γ. Integrando∫
Σ

dAj = −j
∫
Σ

sen θdθ ∧ dϕ,

= −j
∫ 2π

0

∫ π

0

sen θdθdϕ,

= −j(4π) = −j × área de una esfera de radio 1.

Teniendo así que la fase de Berry para los estados U [g(θ,ϕ)] alrededor de una trayec-
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toria cerrada en la esfera unitaria es

Bj[γ] = Bj[γ] =

∮
γ

Aj =

∫
Σ

dAj = −j × área(Σ), (5.13)

que corresponde al área de la región encerrada por la trayectoria multiplicado por
−j [9].
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6. La fase de Berry en el grupo SL(2,R)

En esta sección se ilustrará la fase de Berry en el grupo SL(2,R) con el ejemplo
de un espín en un campo magnético variable. Se debe de volver a considerar una
representación U de SL(2,R) con el peso mayor h (2.14). El operador L0 (2.13)
que genera traslaciones en el tiempo en un marco de referencia adecuado es lo
que normalmente se conoce como hamiltoniano. Pero esta elección de marco de
referencia es arbitraria, también se puede mover a un marco diferente por medio de
un transformación f ∈ SL(2,R) y determinar que el hamiltoniano es U [f ] L0 U [f ]−1.
Esto define una familia de hamiltonianos etiquetados por f , y se pueden estudiar sus
fases de Berry resultantes. Considérese el estado de peso más alto |h〉; el cual es un
eigenvector del hamiltoniano estándar L0 y cuyo estabilizador es el grupo U(1) de
rotaciones, pero transformaciones genéricas SL(2,R) actúan de manera no trivial: el
conjunto de estados inequivalentes que se pueden alcanzar desde |h〉 es una variedad
H2 ∼= SL(2,R)/S1 [9]. Donde H es el plano hiperbólico en dos dimensiones

H2 ∼= {
√
1 + p2 + q2t0 + pt1 + qt2|(p, q) ∈ R2}. (6.1)

En términos de las coordenadas globales (p, q) en (6.1), cualquier transforma-
ción f que mapea la punta del hiperboloide en un punto (p, q) también mapea |h〉
en un nuevo estado U [f ] |h〉 que tiene energía definida h con respecto al hamilto-
niano no estándar U [f ] L0 U [f ]−1. Nuestro objetivo es encontrar la fase de Berry
para estos estados, a medida que experimentan una familia de boost que trazan una
trayectoria cerrada en el plano hiperbólico (6.1).

Se tiene que describir a la familia de estados |h; p, q〉 y para esto se necesita una
familia de transformaciones gp,q ∈ SL(2,R). Cada estado mapea la punta de (6.1) en
el punto (p, q), tal que

|h; p, q〉 = U [g(p, q)] |h〉 .

Se puede pensar en esta familia como una sección del fibrado U(1), SL(2,R) → H2,
asociando un elemento g(p,q) del grupo con un punto (p, q). En contraste con el caso
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SU(2), el fibrado ahora es trivial y existe una sección suave global. Escribiendo
E ≡

√
1 + p2 + q2, se tiene que

g(p,q) =
1√
2

[E + 1]1/2 + p√
p2+q2

[E − 1]1/2 − q√
p2+q2

[E − 1]1/2

− q√
p2+q2

[E − 1]1/2 [E + 1]1/2 − p√
p2+q2

[E − 1]1/2

 .

(6.2)
Aquí, la normalización asegura que la acción adjunta de g(p,q) mapea la punta de (6.1)
en el punto con coordenadas (p, q). La sección (6.2) puede ser usada para calcular
la forma de Maurer-Cartan (5.4) de SL(2,R) a H2. El resultado es un campo gauge
SL(2,R) que puede ser expresado como una combinación lineal

g−1
(p,q)dg(p,q) = Xµtµ.

Para encontrar las componentes Xµ se realiza la sumatoria, y se sutituye por las
matrices de la base de SL(2,R) (2.10)

g−1
(p,q)dg(p,q) = X0t0 +X1t1 +X2t2

=
i

2
σ2X

0 +
1

2
σ1X

1 +
1

2
σ2X

2

=
1

2

(
X2 X1 + iX0

X1 − iX0 −X2

)
. (6.3)

En (6.3) se puede observar que la forma de Maurer-Cartan es equivalente a una
matriz de la forma

g−1
(p,q)dg(p,q) =

(
a b

c −a

)
. (6.4)

Restando la matriz (6.4) de (6.3) se tiene que

1

2

(
X2 X1 + iX0

X1 − iX0 −X2

)
−

(
a b

c −a

)
= 0

y se obtiene el sistema de ecuaciones

1
2
X2 − a = 0

1
2
(iX0 +X1)− b = 0

1
2
(iX0 −X1)− c = 0

1
2
X2 + a = 0

(6.5)
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cuyo resultado está dado por

X0 = b− c, X1 = b+ c, X2 = 2a.

Al sustituir las componentes de (6.4) con las componentes de la matriz de g−1
(p,q)dg(p,q),

es decir a → (g−1
(p,q)dg(p,q))1,1, y posteriormente repitiendo el mismo procedimiento

para a y b. Se vuelven a sustituir de acuerdo a las soluciones del sistema de ecuaciones
(6.5), donde se obtiene que las componentes Xµ están dadas por

X0 =
E − 1

p2 + q2
(pdq− qdp), X1+ iX2 = idp−dq− E − 1

E

ip− q

p2 + q2
(pdp+ qdq). (6.6)

Por tanto se puede evaluar la conexión de Berry [9] asociada con los estados
U [g(p,q)] |h〉 y devolverlos de nuevo en el plano hiperbólico

(Ah)(p,q) = 〈h| iu[g−1
(p,q)dg(p,q)] |h〉

= 〈h| iu
[
E − 1

p2 + q2
(pdq − qdp)t0 + (· · · )t1 + (· · · )t2

]
|h〉 . (6.7)

Esta ecuación es la análoga en SL(2,R) de la ecuación (5.9); como en el caso anterior,
los coeficientes t1 y t2 no son importantes ya que multiplican la combinación lineal
de los operadores L±1 cuyos valores esperados desaparecen gracias a (2.14). Por lo
tanto solo el término proporcional a t0 sobrevive y se obtiene la conexión de Berry

Ah = −〈h|L0 |h〉
E − 1

p2 + q2
(pdq − qdp) = −h

√
1 + p2 + q2 − 1

p2 + q2
(pdq − qdp), (6.8)

en donde se usó (2.13) y se reescribió E en términos de p, q. Hasta la normalización,
esto es el potencial de la forma estándar del volumen invariante de Lorentz en H2.

La curvatura de Berry es

Fh = dAh = −h dp ∧ dq√
1 + p2 + q2

. (6.9)

Resulta que la fase de Berry recogida por los estados U [g(p,q)] |h〉 a lo largo de la
trayectoria cerrada γ en H2 es el área de la región encerrada, multiplicada por −h

Bh[γ] =

∮
γ

Ah =

∫
Σ

dAh = h× área(Σ), (6.10)

donde Σ es la superficie orientada con área finita en H2 tal que ∂Σ = γ. Todos
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estos resultados son directamente análogos al caso SU(2), esencialmente los mismos
comentarios aplican. En particular, se puede verificar que la curvatura (6.9), y por
lo tanto la fase (6.10) son independientes de la sección (6.2).

Para futuras referencias, se evaluará la fase de Berry asociada con círculos
alrededor de la punta de SL(2,R)/S1. Estas fases están mejor descritas con las
coordenadas polares (r, φ), tal que p = rcosϕ, q = rsinϕ, en términos de las cuales
la curvatura de Berry es

Fh = −hrdr ∧ dϕ√
1 + r2

. (6.11)

El circulo alrededor de la punta, es una curva donde r(t) = R y es constante,
mientras que ϕ(t) = ωt para alguna velocidad angular ω > 0. El tiempo que se
necesita para realizar una vuelta alrededor de la punta es T = 2π/ω y la fase de
Berry 6.10 correspondientes es

Bh(R) = −2πh(
√
1 +R2 − 1) = −2πh(coshλ− 1) ≡ Bh(λ), (6.12)

en donde en la segunda igualdad se introduce la rapidez λ ≡ arcsinh(R). Este
resultado debería ser familiar de la relatividad especial: cuando h es identificada con
el espín de una partícula que sigue una trayectoria circular con una velocidad R, la
fase (6.12) refleja la rotación neta experimentada por su marco de referencia inercial
luego de una revolución. Este fenómeno es conocido como precesión de Thomas.

6.1. Precesión de Thomas

La precesión de Thomas, nombrada así en honor al físico Llewellyn Thomas,
es una corrección relativista que se aplica al espín de una partícula elemental o la
rotación de un giroscopio macroscópico. Relaciona la velocidad angular del espín
de una partícula que sigue una órbita curvilinea con la velocidad angular del mo-
vimiento orbital. Matemáticamente, es la composión de dos boosts de Lorentz no
colineales, que resulta en una transformación de Lorentz que no es un boost puro
sino una composición de un boost y una rotación espacial, conocida como la rota-
ción de Wigner [7]. Como consecuencia, un cuerpo moviéndose en una trayectoria
curvilínea experimenta una precesión rotacional, que se conoce como precesión de
Thomas.

En 1962 Uhlenbeck y Goudsmit introducen la idea del espín de un electrón y
muestran que, si el electrón tiene un factor g = 2, el efecto Zeeman [7] puede ser
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explicado, al igual que la existencia de múltiples divisiones en las líneas espectra-
les. Pero había una dificultad, ya que los intervalos de estructura fina observados
solo eran la mitad de los valores teóricamente esperados. Si un factor g = 1 era
escogido, los intervalos de estructura fina eran dados correctamente, pero el efecto
Zeeman era entonces lo normal. La explicación completa del espín, incluyendo co-
rrectamente el factor g y la interacción apropiada de la estructura fina, vino solo con
la teoría relativista del electrón de Dirac. Pero dentro del contexto de un espín como
momentum angular empírico y un factor g = 2, Thomas demostró en 1927 que el
origen de las discrepancias era un efecto cinemático relativista, cuando está incluido
correctamente, da tanto el efecto anómalo Zeeman y las divisiones correctas de la
estructura fina. La precesión de Thomas, también da la explicación cualitativa para
una interacción espín-órbita en el núcleo atómico y demuestra por qué los dobletes
están invertidos en el núcleo [7].

Para realizar la derivación [5], se tiene que introducir tres observadores iner-
ciales: Alice, Bob y un gato y denotar sus marcos de referencia como A, B y G
respectivamente. Se eligen de forma que A no rote respecto a B, y que B no rote
respecto a G (de todas formas es inevitable que G rote con respecto a A). Se permite
que Bob sostenga al gato y se mueva a una velocidad constante ~v con respecto a
Alice. Desafortunadamente, en algún punto el gato decide huir de Bob con un una
pequeña velocidad infinitesimal d~v ′ con respecto a él. Resulta que Bob se está mo-
viendo con una velocidad −d~v ′ con respecto al gato y Alice se está moviendo con
una velocidad −~v con respecto a Bob, ver imagen 6.1.

Se denotará la velocidad del gato en el marco de Alice como ~v + d~v . Como el
gato está rotando respecto a Alice, la velocidad de ella ~̃v en el marco de referencia
del gato se tiene que determinar: ~̃v 6= −~v − d~v . El ángulo d~Ω de la rotación es

d~Ω = −
~̃v

| ~̃v|
× ~v + d~v

|~v + d~v |
≈ − 1

v 2
~̃v × (~v + d~v). (6.13)

Para encontrar la ecuación para la razón de precesión en el marco de referencia de
Alice, se usa la ley de composición de velocidad [8], la cual para el caso más simple
de movimiento a lo largo del eje x con velocidad V , está dado por

u′x =
ux − V

1− uxV
c2

, u′y =
uy
√

1− V 2

c2

1− uxV
c2

, u′z =
uz
√
1− V 2

c2

1− uxV
c2

,

en donde ~u y ~u′ son las velocidades de algún objeto observado desde el marco de
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Figura 6.1. Diagrama de las velocidades mutuas entre Alice, Bob y el gato. Fuente:
A.Dragan et. al. [5].

referencia en reposo y el marco de referencia en movimiento, respectivamente. Para
una velocidad arbitraria ~V del marco de referencia en movimiento, la transformación
toma la forma

~u′ =

√
1− V 2

c2
(~u− ~u·V

V 2
~V )− (~V − ~u·V

V 2
~V )

1− ~u·V
c2

, (6.14)

donde se asume que los marcos primado y no primado no rotan mutuamente. Ahora
se seguirán dos pasos simple para expresar ~̃v de (6.13) en términos de ~v y d~v . Primero
se describe cómo los observadores A y B observan a G, y luego cómo los observadores
B y G observan a A. En el primer paso se utiliza (6.14) para describir la transición
del marco de referencia de A a B, lo cual involucra las siguientes sustituciones en
(6.14): ~V → ~v , ~u→ ~v + d~v , y ~u′ → d~v . Después de dejar solo los términos de primer
orden en d~v se tiene que

d~v ≈ 1√
1− v2

c2

(
d~v − ~v · d~v

v2
~v

)
+

1

1− v2

c2

~v · d~v
v2

~v . (6.15)

En un segundo paso, se usa de nuevo (6.14) aplicada a la transición de B a
G que involucra la siguiente sustitución en (6.14): ~V → d~v ′, u → −~v y ~u′ → ~̃v. E
ignorando los términos de orden mayor en d~v ′ se tiene que

~̃v ≈ −~v + ~v · d~v′
c2

~v − d~v′. (6.16)
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Sustituyendo (6.15) en (6.16), y lo obtenido en (6.13) y dividiendo ambos lados de
la ecuación resultante por dt se obtiene

~̇Ω = −

 1√
1− v2

c2

− 1

 ~v × ~̇v

v2
. (6.17)

Y recordando la definición

β =
v

c
y γ =

1√
1− β2

. (6.18)

Sustituyendo gamma de (6.18) en (6.17) se tiene

~̇Ω = −(γ − 1)
~v × ~̇v

v2
= −(coshα− 1)

~v × ~̇v

v2
, (6.19)

donde en la segunda igualdad se introduce la rapidez α = tanh β [8].
Es importante recordar el resultado de §2.2.1: existe un isomorfismo entre el

grupo SL(2,R) y el álgebra global conforme. Entonces la fase de Berry calculada
en SL(2,R) (6.10) es la misma fase de Berry para un sistema en el álgebra global
conforme. En este sentido las fases de Berry en el álgebra global son precesiones de
Thomas, ya que son isomorfas. Físicamente al aplicarle un campo magnético variable
a un espín este va a precesar.
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CONCLUSIONES

1. El grupo conforme es el grupo de transformaciones que preservan la geometría
conforme de un espacio, es decir, las transformaciones preservan ángulos, en
este caso del espacio de Minkowski. Las transformaciones conformes están
compuestas por el grupo de Poincaré (traslación, rotación y boost), escala y
transformaciones conforme especiales. En d ≥ 3 dimensiones el grupo conforme
es isomorfo al grupo SO(d, 2), que es el grupo de isometrías del espacio de Anti
de Sitter (AdS) en d+ 1 dimensiones.

2. La condición para que exista una invarianza bajo transformaciones infinitesi-
males conformes en dos dimensiones son las ecuaciones de Cauchy-Riemman
para funciones holomorfas, por lo mismo en teorías conformes en dos dimen-
siones se trabaja en coordenadas complejas. En contraste con otros tipos de
teorías conformes, las teorías de campos en dos dimensiones tienen álgebras
de simetría infinitamente dimensionales. El álgebra de Witt es el álgebra de
las transformaciones conformes infinitesimales, éstas transformaciones confor-
mes locales solo necesitan ser holomorfas en un conjunto abierto; en general,
pueden ser meromorfas. Mientras que las transformaciones conformes globales
deben ser holomorfas en toda la esfera de Riemann. El álgebra de Virasoro es
una extensión central del álgebra de Witt.

3. El álgebra global conforme es isomorfa al grupo SL(2,R). Este grupo está
conformado por matrices reales de 2× 2, con determinante uno.

4. La fase de Berry es una diferencia de fase que se adquiere en el transcurso de un
ciclo, cuando un sistema está sujeto a procesos cíclicos adiabáticos, que resulta
de las propiedades geométricas del espacio de parámetros del hamiltoniano.
Esta fase es una cantidad característica del sistema que depende únicamente
de la trayectoria tomada en el espacio de parámetros. Se obtiene integrando
la conexión de Berry a lo largo de la trayectoria cerrada en el espacio de
parámetros o usando el Teorema de Stokes, también, se puede integrar la
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curvatura de Berry sobre la superficie limitada por la trayectoria tomada en
el espacio de parámetros.

5. Se puede investigar aspectos geométricos importantes de la fase de Berry, al
estudiarla en representaciones de grupos. Se estudió la representación de la
fase de Berry en el grupo SU(2), ya que corresponde al ejemplo estándar de
un sistema que manifiesta este fenómeno. Y la representación de la fase de
Berry en el grupo SL(2,R) debido a la existencia del isomorfismo de este
grupo con el álgebra global conforme.

6. La precesión de Thomas es una corrección relativista aplicada a la precesión
experimentada por el momento angular de un objeto, o el espín de una partí-
cula elemental cuando se ha acelerado y su trayectoria no está sujeta a fuerzas
gravitacionales. Matemáticamente corresponde a la composición de dos boost
no coolineales: un boost y una rotación espacial, que es mejor conocido como
una rotación de Wigner.

7. La representación de la fase de Berry en el grupo SL(2,R) corresponde a la
precesión de Thomas del espín de una partícula que toma una trayectoria cir-
cular. Como el grupo SL(2,R) es isomorfo al álgebra global conforme, entonces
la fase de Berry para este grupo también es la misma para el álgebra global
conforme. Por lo mismo, la precesión de Thomas es isomorfa a una fase de
Berry en el álgebra global conforme.
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RECOMENDACIONES

1. Estudiar la fase de Berry en el álgebra de Virasoro y su correspondencia con
la precesión de Thomas. Ya que las fases de Berry en el álgebra de Virasoro
se pueden evaluar con exactitud, a pesar de vivir en un espacio de parámetros
de dimensiones infinitas [11]. Como el álgebra de Virasoro describe simetrías
asintóticas de la gravitación en el espacio Anti de Sitter en tres dimensiones
(AdS-3), las fases debidas a estas transformaciones de simetría asintóticas
que no pertenecen a este subgrupo de isometrías, se pueden ver como nuevas
contribuciones gravitacionales a la precesión de Thomas. Y por extensión, a la
simetría Bondi-Metzner-Sachs (BMS) en cuatro dimensiones, esto sugiere que
se pueden asociar fases de Berry con gravitones blandos, o equivalentemente
al vacío gravitacional [11].
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