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OBJETIVOS

General

Demostrar la existencia del isomorfismo de la fase de Berry en el algebra global

conforme con la precesion de Thomas.

Especificos

1. Estudiar las propiedades generales de las teorias conformes de campos.
2. Estudiar teorias conformes en dos dimensiones y sus propiedades.

3. Demostrar que existe un isomorfismo entre el algebra global conforme y las

matrices del grupo SL(2,R).
4. Estudiar la fase de Berry.
5. Estudiar la fase de Berry en la representacion de los grupos SU(2) y SL(2,R).
6. Estudiar la precesion de Thomas.

7. Demostrar la equivalencia de la fase de Berry en SL(2,R) con en el algebra

global conforme y con la precesion de Thomas.
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INTRODUCCION

A principios de los afios 80 del siglo XX, Michael V. Berry estudiaba la evolucion
de sistemas cuénticos en un espacio de parametros donde al cambiar los parametros
externos muy lentamente se puede hacer que el sistema regrese al estado original,
es decir que cumpla un ciclo, y aunque el sistema es el mismo éste ha adquirido
una fase. A esta fase, Berry le llama fase geométrica [12] pero también se le conoce
como fase de Berry. Vale la pena mencionar que también fue descubierta por S.
Panchararnam en 1956, mientras estudiaba la luz polarizada que pasa a través de
cristales [10), 12] .

La fase de Berry normalmente ocurre en sistemas cuanticos cuyo hamiltoniano
depende continuamente de ciertos pardmetros externos, por ejemplo del campo eléc-
trico o magnético. Si estos parametros estén fijos, cualquier vector estado con ener-
gia, E, evoluciona en el tiempo de acuerdo a la multiplicacion del factor de la fase

—iBt/h 121 [6]. Pero cuando estos parametros varian lentamente, el hamil-

dinamica, e
toniano se vuelve dependiente del tiempo y da lugar a una fase extra, ademas de la
dindmica, obtenidas por cualquier eigenestado a lo largo de la evoluciéon temporal.
Para una trayectoria arbitraria en el espacio de parametros, esta fase es ambigua;
pero para trayectorias cerradas se convierte en una fase de Berry bien definida y
observable que se origina de la dependencia de los eigenestados con los parametros.
No se consider6 valioso investigar esta fase extra por muchos anos, hasta que se des-
cubrié que se puede medir. Resulto ser la manifestacion de la mecénica cuéntica de
muchos fendémenos fisicos que involucran sistemas que son ciclicos en el tiempo [12].
El analisis de la fase de Berry ha encontrado aplicaciones en diversos campos como
en fisica de particulas y altas energias, materia condensada, Optica y computacion
cuantica. Una de las consecuencias méas famosas de la fase de Berry es el efecto
Aharonov-Bohm [I3]. El efecto Aharonov-Bohm es un fenémeno cuantico en el que

la presencia de un campo magnético altera la propagacion de una carga eléctrica,

incluso cuando esta se propaga en zonas donde dicho campo no esta presente [0}, [12].

El ejemplo tipico de un sistema que muestra este fenémeno es el de un espin

IX



con un grado de libertad acoplado a un campo magnético uniforme con norma
constante pero de direccion variable; el hamiltoniano es esencialmente la proyeccion
del operador del espin a lo largo del campo magnético, por lo que el espacio de
parametros puede ser identificado con una esfera y la fase de Berry obtenida por un
eigenestado del espin a lo largo de una curva cerrada en el espacio de pardmetros es
proporcional al area encerrada por esta trayectoria en la esfera.

Cuando hay problemas de espines en mecanica cuantica generalmente se tra-
baja con el grupo SU(2), ya que este grupo de rotaciones tridimensionales esta
fisicamente relacionado con el momento angular y el espin [I4]. Por lo mismo, uti-
lizando el ejemplo anterior se puede explicar como aparecen las fases de Berry en
la representacion unitaria de SU(2). Pero el grupo SU(2) no es el unico grupo que
se utiliza en fisica cuantica. Hay otros grupos que son importantes, por ejemplo el
grupo conforme.

En este trabajo de graduacion se estudiara el grupo conforme y teorias confor-
mes en dos dimensiones. Se calculara la fase de Berry en la representacion unitaria
del grupo SL(2,R) [9], ya que este grupo es isomorfo al 4dlgebra global conforme. Por
lo mismo, la fase de Berry obtenida en estos dos grupo corresponde a una precesion
de Thomas [9)]. Es decir, al aplicar un campo magnético variable a un espin éste
va a precesar y esta precesion corresponde a una fase de Berry en el dlgebra global

conforme.



1. El Grupo Conforme

Una transformacion conforme es una transformacion que preserva angulos entre

vectores. Ejemplos de este tipo de transformaciéon son:
e Traslaciones

Rotaciones

Boost

Escala

e Inversiones.

Donde las primeras tres transformaciones forman el Grupo de Poincaré [14]. Al
agregar la transformacion de escala y de inversion en este conjunto de transforma-
ciones se forma el Grupo Conforme [4], 2, 11]. Una transformacion es conforme si el

tensor métrico se transforma de la forma

Guv — A(‘T)g,uw (11>

donde g, es una métrica cualquiera y A es un factor positivo, el mapeo (|1.1f) puede

reescribirse de la siguiente manera

I (%) = G (T),

y se define g/, como
ox'* Oz
/ —_—
gpa(x) - a.pr axgguu(x)' (12)

Obteniéndose asi la condiciéon para que una transformacion sea conforme.
Como se va a estudiar el caso para el espacio de Minkowski, se utilizaréd la
métrica de Minkowski [3] §]. Por lo mismo:

Guv = Nuv-

1



Si el factor de escala A de es igual a uno, se genera el grupo de Poincaré
[4, 14]. Para buscar otras restricciones en las que se cumpla, se considera un
mapeo de la forma
¢ a2’

Este mapeo corresponde a una transformacion infinitesimal
2’ = 2 + & (z) + O(e?), (1.3)

al aplicar esta transformacion infinitesimal a ([1.2)), se obtiene

npagixl:aai; = Tpog [27 + &7(z) + O(?)] % [27 + &7 (z) + O(e?)]
_—— {5;; + 8?—;‘@ + 0(52)} {53 + ag;(f) +O(?)
= oo + 558?—;”) + 67 82;(? +O(e?)
= o + [8‘;’;(1?) + agﬁ)] +O). (1.4)

Para que esta transformacion infinitesimal sea conforme debe cumplirse que el factor

A de (L.1)) sea igual al que se obtuvo en (1.4]), es decir

a,u,gu + ayg,u, - ’f(x>77,u1/7 (15>
en donde k(x) es una funciéon cualquiera y se usa la notacion 0, = a%w Calculando
la traza de (1.5)) se obtiene
ole,, = 2
8# - Eﬁ(x)a

y usando Ote, = (0 - €) se puede definir la funcion x(z)
2
k() = 6—1(8 -€). (1.6)
Sustituyendo (|1.6]) en (1.5

2
Ouey + Ove, = 3(8 CE)Nuw- (1.7)

De esta forma se puede observar que el factor de escala A para esta transfor-
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macion infinitesimal estd dado por

Se aplica 9" a (1.7]), obteniendo asi
2
0,(0-¢)+0e, = EGM((‘? - ), (1.8)
en donde [0 = 0"0,,. Si esta vez, se aplica 0" a ([L.§) se obtiene

D@%J—%D@%ﬂ+ﬂ@fﬁ=0
2DQ%5)—§DQ%5):O

(d—1)0(8 - ) = 0. (1.9)

Al considerar una dimension d > 3 para la expresion ((1.9) se observa que la expresion

(0 - €) puede ser lineal, es decir

(0-¢) = A+ Bzt

Con la expresion anterior se puede proponer un Ansatz que da la soluciéon para

Eu
ep =y + bt + cppr’a’, (1.10)
donde los coeficientes a,, by, ¢, < 1, son infinitesimales. Los términos de ([1.10)

pueden ser tratados por separado. Por lo mismo pueden ser analizados individual-

mente. Si se considera solo a,,, se tiene que €, = a, y si se sustituye esta expresiéon

en la ecuacion ((1.3) se obtiene
ot — a2t 4 .

Inmediatamente se puede reconocer que esta expresion corresponde a una traslacion

infinitesimal [I2]. Cuyo generador es el operador del momentum P, = id,,.

Para el caso del termino lineal se tiene que €, = b, 2" y si se sustituye esta

3



expresion en ([1.7)) se obtiene

2
b0, x” + b,,02" = = (1" by pO0p” )Ny

d
2,
by + by = 3(77 bop) My
2 loa
b = 8(77/) bop) M — buy

by = anu, + my,.

(1.11)

Esta ecuacion restringe la parte simétrica de b a ser proporcional a la métrica de

Minkowski. Y m,, corresponde a la parte antisimétrica. Si se toma en cuenta solo

la parte antisimétrica de (1.11]) se tiene que ¢, = my,, 2" y si se sustituye esta

expresion en (|1.3)) se obtiene: x* — z* + m*”x, esta expresion corresponde a una

rotacion infinitesimal [12]. Por lo tanto m,, genera rotaciones y boosts, y cuyo

generador es el operador del momentum angular: L,, = i(z,0, — x,0,). Ahora si

solo se toma en cuenta la parte simétrica de (1.11)) se tiene que €, = an,,x, y si se

sustituye esta expresion en ([1.3]) se obtiene: z# — (1 + a)z*, la cual corresponde a

la transformacion de escala y cuyo generador es D = —iz#0,, [4].

Para el caso del término cuadrético se aplica d, en ((1.7))
2
0,06, + 0,0,€, = Enwﬁp(a -€),
permutando los indices p, v, p, de la ecuacion [1.12

2
0,0, + 0,0,V = Zlnp“&,(a -€),

0,0,€, + 0,06, = ?ln,,pau(ﬁ -€).
Restando de la suma de y de (|1.14) se obtiene la expresion
0,006, = é(np,ﬁy + MupOp — M 0,) (0 - €).
Sustituyendo el término cuadratico €, = ¢,,,2" 2" en , se obtiene

Copv = NppBv + M Bp — MupBy

4
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donde 8, = Lev  teniendo asf para el término cuadratico la expresion
ep =2(8-2)x) — (T 7)By,
si se sustituye esta expresion en se tiene que
xf — xf +2(8 - x)x’ — (- x)p°.

A este tipo de transformaciones se les llama transformacion conforme especial (TCE)

y su generador es: K, = —i(2z,2")0, — (x - x)0,.

Los generadores de Poincaré, el generador de escala y el generador conforme

especial son los generadores del grupo conforme:

Traslacion P, =0,
Rotacion L, =i(x,0, — x,0,)
Escala D = —ix"0,
TCE K, =—i(2z,2")0, — (v -x)0,

y obedecen las siguientes reglas de conmutacion:

D,

D,

Pl
K]
(K, P =2 (WVD L), (1.17)
[KA, ) = A Ky — M K,
[ W,P,\]I (nl/)\P nuAPl/>7
[Lyws Lpo) = i(Mup Lo + Mo Lvp = MupLve = Moo Lyp)-

Los conmutadores definen el dlgebra conforme [4] [11].

Se pueden escribir de una forma mas sencilla, definiéndose asi los siguientes

generadores:
Jw/ = L/j,l/?
Jfl,O = D7
1 (1.18)
‘Ll,u = §(Pu - Ku)»
1
JO,M = §(Pu + Ku)a



donde pu,v = —1,0,1,...,(d — 1), al conmutar los generadores se obtiene:

[J—l 0, J-1 ,u] = ZJO,,LL
[J_10, Jou) =3J1,
[J—l s <]— 1/] - Ju,a
J_ 1,4 Jdou| = —i(n, D
[ 1,us J0, ] (n yY ) (1.19)
[']O,ua JO,V] = ZJI/U
[Jwv‘]fl o] = i(n w1 — Muad -1, u)
[J,u wJO )\] Z(nu)\t]()u 77,u,>\=]0,1/)
(s Joo) = 1Moo + Mo dvp = Mppdvie = Mo Jup)-
Los conmutadores satisfacen la siguiente relacion de conmutacion
[Jm,ny Jr,s] = i(’r/msjnr + nm"(]ms - nmrjns - T]nstr)u (120)

donde, para el caso del espacio-tiempo de Minkowski R ! y la métrica n,,, =
diag(—1,—1,1,...,1) se logra identificar que la ecuacion corresponde a la rela-
cién de conmutacion del dlgebra de SO(d,2) [14]. Demostrando asi el isomorfismo
entre el grupo conforme en d dimensiones y el grupo SO(d,2). De hecho, el gru-
po SO(d,2) es el grupo de isometrias del espacio Anti de Sitter (AdS) en d + 1

dimensiones [2], [11].



2. Teorias Conformes en dos Dimensiones

Se trabajara con el grupo conforme en dos dimensiones y se escribira € con las

~(2)

y escribiendo ((1.7)) en términos de las coordenadas, se tiene que

28060 28061 - 8080 + 8151 0
28150 28161 B 0 8050 + 8181 ‘

De las componentes de la diagonal se obtiene que

siguientes coordenadas

Dogo = Dré, (2.1)
y de la suma de las componentes fuera de la diagonal se obtiene
816() = —0081. (22)

De esta forma se obtienen las condiciones para que una transformacién conforme
en d = 2 dimensiones sea invariante. De las ecuaciones (2.1) y (2.2)) se reconocen
las ecuaciones de Cauchy-Riemann para funciones holomorfas [15]. Por lo mismo se

usaran las coordenadas complejas z y z, que cumplen las siguientes reglas:

1
z= 1"+ iz, $0:§(2—|—§),
1
= _ .0 .1 1 _ - =
Z=x 1T, x 22'(2 2)7
0.= (0 —i0)),  By=0.+0.
1
0; = 5(80 +101), 01 =1(0, — 05)



Utilizando estas reglas se puede calcular dse = 0:

Ooeg + 10169 =0
0<0 1<0 (23)
8081 +i61€1 =0

Remplazando (2.1 en la segunda parte de ([2.3)), se puede reescribir este sistema de

ecuaciones como:

{ 8080 = —i81€0 (2 4)

8051 = —iaoéo

igualando las ecuaciones del sistema de ecuaciones [2.4] se obtiene que
8061 = —8180.

Esta ecuacion es la misma que (2.2), demostrando asi la equivalencia entre esta

ecuacion y dze =0 [4].

2.1. Algebra de Witt

Se ha estudiado que una transformacién conforme infinitesimal para d = 2
debe de ser holomorfa en un conjunto abierto. También es concebible que £(z) tenga

singularidades aisladas afuera de este conjunto abierto [4], [11]. Es decir
2z f(z) =2z +¢e(2), (2.5)

en donde £(z) es una funcién meromorfa. Se desarrolla una serie de Laurent [15]
alrededor de z = 0 a la funcion del mapeo ([2.5)

donde el parametro infinitesimal £, es una constante. Para una n particular, los

generadores correspondientes de una transformacion local son:

—2"o,

_zn—l-laz’

= 2.6)
l, = .



y se puede observar que como n € Z, existen infinitas transformaciones infinitesi-
males conformes.

Al conmutar estos generadores se obtiene:

[&men] = (m - n)gm—i-m
[y €n] = (M =)l i, (2.7)
U, 0] = 0.

Estas relaciones de conmutacion definen el Algebra de Witt.

2.2. Algebra Global Conforme

Por el momento solo se ha trabajado a nivel local, es decir no se ha impuesto la
condicion que las transformaciones conformes deben ser definidas en todos lados y
ser invertibles. Se puede describir esto de una forma estricta: para formar un grupo,
los mapeos deben ser invertibles y se debe mapear el plano completo en si mismo.
Es decir, que las transformaciones globales conformes estédn definidas sobre la esfera
de Riemann (S? ~ C U {oo}) y son generadas por el algebra de Witt solo para
{_1, €0, 01} |2]. Se definen usando (2.1)):

(_1=—0,, genera traslaciones en C,
by = —20,, genera rotaciones y escala en C
(= —2%0,, genera transformaciones conformes especiales en C.

Los generadores que preservan la superficie real 2y, z; € R, son las combinaciones

lineales:

En particular, £y + £y genera dilataciones en la superficie real, y i(fy — £y) genera
rotaciones [4].

Se puede observar que el orden de z define qué tipo de generador es, al igual
que para ¢ en la definiciéon . Todas las posibles transformaciones que se pueden

generar con {{_1, {y, {1} corresponden a una Transformacion de Mébius de la forma

az+b

— 2.
i (2.8)

y donde ad — be =1 [2].



2.2.1. Grupo SL(2,R)

De acuerdo a la definicién de una transformacion de Mobius; al ver la forma
que presenta (2.8) y la condicion ad — be = 1, se puede pensar que existe una

correspondencia entre estas y con matrices reales, de 2 x 2, con determinante uno,

Mz = 210 (a b) — A, (2.9)

es decir

cz+d c d

donde la matriz A cumple con las condiciones anteriormente mencionadas y por lo
tanto pertenece al grupo lineal especial SL(2, R). Su algebra de Lie, s[(2, R) consiste

en matrices de 2 x 2, reales, sin traza y es generado por los elementos de las bases:

c_tfo ny_1 o 1fory 1 1(1 0 L 210
— — = —0 e = —0 = — = —(O1q. .
079 -1 0 27 M9 1 0 R 0 —1 2°°

Sus brackets de Lie son [t,,t,] = €,,7t, con €z = 1, y todos los indi-
ces se suben o bajan con la métrica de Minkowski en tres dimensiones 7, =
diag(—1,+1,+41). Cada matriz sl(2,R) puede ser escrita como combinacion lineal
real X = X*t,. Ademas, el algebra s((2,R) admite una forma bilineal invariante no

degenerada
(X,Y) =2Tr(XY) = 2X"Y"Tr(t,t,) = 0 XHY". (2.11)

Esto implica que el conjunto de matrices sl(2,R) de la forma fX f~! (que es
la representacion adjunta), donde X = X*t, € sl(2,R) es fija y f va sobre todo
SL(2,R), coinciden con la orbita del vector de momentum-energia en tres dimen-
siones (X X', X?) bajo transformaciones de Lorentz. Entonces, la 6rbita adjunta

X =ty es un plano hiperbdlico en dos dimensiones
H? = {\/1+p? + ¢*to + pt1 + qta|(p. @) € R}. (2.12)

En cualquier representacion unitaria U de SL(2,R), los operadores uft,] que
representan a los generadores ([2.10]) son anti-hermiticos. Se acostumbra a definir los

operadores:
LO = —iu[to], L1 = zu[tl] + u[tg], L_1 = zu[tl] — u[tg], (213)

los cuales satisfacen LI = L_,, y cuyos conmutadores son [Ly,, L,] = (m —n) L1,

para m,n = —1,0, 1. Entonces, la representacion de mayor peso de sl(2,R) se cons-
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truye exigiendo que su espacio de Hilbert, .7 admita un estado de mayor peso |h),
tal que
Lo |hy = h|h), Ly lh) =0, (2.14)

y generando el resto de JZ con estados descendentes (L_1)" |h), donde n > 0, como
siempre la terminologia esta al revés: |h) es actualmente el estado de menor peso
en la representacion. Asumiendo (h, h) = 1, la representacion es unitaria si y solo si
h > 0 (y trivial si h = 0). La representacion grupal correspondiente (generalmente

proyectiva) U es conocida como una representacion de series discretas de SL(2,R)

9.

Si se toma z € Ry se le aplica una transformacion de Mébius 7'(z) = % y
a T'(z) se le vuelve a aplicar otra transformacion de Mébius G(z) = %, se tiene
az(T(2)) + be
G(T(z) = c2(T(2)) + do
2012 + agby + bacrz + bady c1z2 + dy
N c1z+dy . Coa12 + Coby + docyz + dady
_ (agay + bacy)z + (agby + bady) (2.15)

(02a1 + dQCl)Z -+ (Cle + dldg) ’

Y se multiplican las matrices asociadas a estas transformaciones, se tiene:
as bg aq bl - ag01 + b201 agbl + bgdl (2 16)
c2 do c1 dy Coar + docy Coby + dids ) '
Los coeficientes de la composicion (2.15)) son los mismos del producto de ma-

trices (12.16)). Por lo tanto, la multiplicacion de matrices en SL(2,R) es isomorfa al

algebra global conforme.

2.3. Algebra de Virasoro

El algebra de Virasoro es una extension central del algebra de Witt. Una ex-
tension central permite tomar un algebra y agregarle cualquier generador extra [11].

Matematicamente se puede expresar como

g® C.
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Y para el caso del algebra de Virasoro, se tiene que
(L, L] = (m — n)Lypyn + cp(m, n), (2.17)

donde ¢ es un ntimero complejo cualquiera y se le conoce como carga central y p(m, n)
es una funcién que sera definida méas adelante. Notese que p(m,n) = —p(n, m)
debido a la antisimetria de [- , -].

También se redefine L,, # 0y n # 0, tal que para p(1, —1) = 0y para p(n,0) = 0

y asi poder encontrar p(m,n) utilizando la identidad de Jacobi
[A,[B,C]] + [B,[C, Al + [C,[A, B]] = 0.

Como L, esta reemplazando a ¢, y los generadores de ¢,, son elementos del élgebra
de Lie, por lo mismo la identidad de Jacobi se satisface. Usandola junto con L,,, L,
y Lo se llega a la condicion que p(m,n) =0 si m+n # 0. Y si se sustituye L,, L_

y Li_, en la identidad de Jacobi se llega a la relacion de recurrencia
(n—2)p(n, —n) = (n + Lp(n — 1,—(n — 1)). (2.18)

Si se introduce la notacion p,, = p(n, —n) y se utiliza la condicién de normalizacion

p(2,-2) = % se puede factorizar esta relacion de la siguiente manera:

n+1
n_2 Pn—1

) () (29 (292909

—2)1'2°2°3
(n+1)-n-(n—1)

i)

3

I
7~ N 7 N

=

£

—_
|._A[\,)|}_\

I

E)
w
|

<

(2.19)

—_
[\

Teniendo asi que el algebra de Virasoro es

[Lins Lo = (m = 1) Ly + 75m(m* = Do (2.20)

Se debe notar que la extension central no afecta al dlgebra global.
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3. Operadores Primarios

3.1. Campos

Los dos tipos de campos que son de interés para la teoria conforme de campos

en dos dimensiones son:

1. Campos Quirales

2. Campos Primarios.

Como se ha estado trabajando con variables complejas es conveniente realizar un

cambio de coordenadas para los campos ¢, esto significa
o(2°, 7)) = ¢(z, 2).
Se dice que un campo es quiral si

¢(z,2) = ¢(2),

también se le llama campo holomorfo [4]. Un campo que solo depende de 2z

¢(z,2) = ¢(2),

se le llama campo anti-quiral o anti-holomorfo [4].

Bajo una escala z — Az, un campo ¢ se transforma de la forma
d(z,2) = A"\ p(hz, A\2),

y tiene una dimensién conforme (h, k), donde h no es necesariamente el conjugado
de h y A es una escala [2].

Bajo una transformaciéon conforme

2 f(2),
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un campo se transformara de la siguiente manera

5.9 = (L) (L) oo 7 3.1)

Si esta transformacion es verdadera para toda el algebra de Virasoro, el campo es
primarto. Y si la transformacion es verdadera solo para el algebra global, el campo

es cuasi-primario. Claramente todos los campos primarios son cuasi-primarios [4].

Para una transformacion infinitesimal conforme
2 f(2) = 2+ e(2), (3.2)

que al sustituirla en (3.1)), se tiene que

1) $(2.2) = (2l + =) (1l =) ol #2021, 4202

_ (1 ; 36—“) (1 n 68—”) 6z + (), 2 +2(3).  (33)

Al realizar una expansion de Taylor en cada factor de (3.3)), se tiene

(1 + a‘;—(j)>h =1+ h0.e(2) + O(e?)

<1 + ag—f)> =1+ hose(2) + O(e?) (3.4)

0 o(z, 2) + O(e?).

d(z+¢e(2),2+¢e(2) =p(z,2) + 5(2)£¢(z, Z) + 5(2)£

0z

Si se sustituyen los términos que se encontraron con la expansion de Taylor nueva-

mente en (3.3)

¢(2,2) = ¢(2,2) + (h 0. e(2) + €(2) 0. + h Dz e(2) + &(2) 05) (2, 2),
se puede reescribir esta transformaciéon como
d(z,2) = ¢(z,2) + [h0.e(2) + £(2)0,] ¢(z, Z) + parte anti-quirial. (3.5)

Describiendo asi como un campo primario se transforma bajo una transformacion

conforme infinitesimal.
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3.2. Tensor de Momentum-Energia

No todos los campos son primarios, de hecho probablemente el campo mas
importante no es primario. A este campo se le conoce como el Tensor de momentum-
energia. Este tensor presenta una variacion respecto a la métrica y expresa como la
teoria responde al cambio en el espacio. El tensor de momentum-energia tiene mucha
de la informaciéon que se necesita para estudiar la teoria conforme de campos. No
se necesita conocer la forma explicita del Lagrangiano, solo se necesita conocer las

propiedades del tensor de momentum-energia.

Matematicamente se puede encontrar el tensor de momentum-energia al res-

ponder qué pasa bajo la siguiente transformacion

Guv = Guv + OG-

Del Teorema de Noether se sabe que para cualquier simetria continua existe una
cantidad conservada. Y en teorfa de campos esta cantidad es la corriente j,. La

corriente conservada en teorias con una simetria conforme puede escribirse como

ju = uugya (36)

en donde ¢ esta asociada a la CFT y T, es simétrico. Como la corriente se tiene

que conservar se cumple que para toda e:

9", = 0. (3.7)

Si € es constante al diferenciar (3.6) se tiene que:
0", = 0. (3.8)
Si € es una funcion que genera el algebra conforme y se diferencia otra vez (i3.6)):

0= (0"T,)e" + T,,(0"")
=T,,(0"").
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Y si se realiza una simetrizacion del tensor O*e”:
= 1T oHe¥ 4 9Vet 3.9
= ST(0e 4 0%, (3.9)

Se puede observar que el ultimo factor de la ecuacion [3.9| corresponde a la ecuacion

para campos conformes ([1.7)):

lo que significa que:

T = 0. (3.10)

Esta ecuacién indica que en la teoria conforme de campos para cualquier dimension

el tensor de momentum-energia debe tener una traza igual a cero [11].

Para el tensor de momentum-energia en dos dimensiones se realiza un cambio

de coordenadas complejas, bajo la cual T}, se transforma de la siguiente manera

oz 0z
L, = —T3, 3.11
a Ok Ozv P ( )
y utilizando 2° = (2 + z) y 2! = 5 (2 — 2) se puede calcular T..:
o 00 0x° N 00 Ox! N Ox! Ozt
S PR P 0z 0z " 9z 9z M
1 :
= Z_L (TOO — 2’LT10 — Tll) .
Realizando el mismo procedimiento permutando z y Z se obtiene:
1 . 1 .
Tzz = Z (T()O — 21T10 — TH) = §(T00 — ZTlo), (312)
1 , 1 .
ng = Z (T(]O + 2'lT10 - Tll) = §<T00 + ZTIO)? (313>
1
T:=Ts =~ (Too + Thy) = 0. (3.14)

4
Como ([3.8) indica que T se conserva, esta se puede escribir en coordenadas complejas

de la forma
OoTho + 0111 = 0 = 01111 + OoThn,
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por lo mismo

0,155 = %(@Too + ialeo)
1 . 4 .
= Z((ao —101)Too +i(0p — i01)T1o))
1 .
= 7((9To0 + 01T10) + (A Tr0 — 01 Tn))

1 .
= Z((aoToo + 01 Tio) +i(0Tor + 01 Th),

entonces
(92ng - 0 (315)

Haciendo un procedimiento similar también se puede demostrar que 0;7.,. = 0.

Al escribir el tensor de momentum-energia en forma de componentes:

es sencillo reconocer que el tensor de momentum-energia tiene una parte quiral 7'(z)
y una parte anti-quiral 7'(z), por lo mismo el grupo conforme esté separado por una

parte quiral y una anti-quiral.

3.3. Cuantizacion Radial

Se define una teoria cuantica de campos de dos dimensiones sobre un cilindro.
En la cual el tiempo va en la direcciéon paralela al eje del cilindro y el espacio es com-
pacto y va en direccion concéntrica al cilindro, ver figura [3.1l Y cuyas coordenadas
son x° para el tiempo y z! para el espacio.

Esta teoria se mapeara al plano complejo usando
z=e" =¢e" -, (3.16)

de tal forma que t = —oo corresponde al origen y ¢t = 0o se encuentra en la frontera
del plano. Esto significa que el tiempo va en direccién radial en el plano complejo.
El espacio corresponde a circulos de radio w. Las traslaciones de tiempo 2° — 2°+a
se mapean como dilataciones z — ze® y las traslaciones de espacio z' — 2! 4+b como
z +— ze® [2]. De la mecénica cudntica se sabe que el generador de la traslacion de

tiempo es el Hamiltoniano [12], que en este caso corresponde al operador de escala

17



Tiempo
™
o
a.
o
|

Figura 3.1. Mapa conforme de un cilindro.

o dilataciéon. De forma, similar el generador de las traslaciones del espacio es el

operador del momentum que corresponde a rotaciones [12], teniendo ast:

H == LO + Eo, (317)
P =i(Lo— Lo). (3.18)
Como la corriente j, = T}, asociada a la simetria conforme se preserva, existe
una carga conservada:
Q= /dxljo, (3.19)

para 2° = constante. En teoria de campos, esta carga conservada es el generador de

las transformaciones de simetria para un operador A, que puede ser escrito como
0A =1[Q, A],

donde el conmutador es evaluado en tiempos iguales. Para el cambio de coordenadas
(3.16)), se infiere que 2 = constante, corresponde a un radio fijo en el plano complejo.
La integral sobre el espacio [ dz' de (3.19)) se transforma en una integral de contorno

sobre el plano complejo, integrando asi sobre una trayectoria circular.
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La generalizacion de la carga conservada en ([3.19) en coordenadas complejas

[15] es
1

21

0= L 7{ [de e(2) T(2) + dz 2(2) T(2)] (3.20)
C

Esta expresion permite determinar la transformacion infinitesimal de un campo

®(z, z) generado por una carga conservada ). Para hacerlo se calcula 6. ¢ = [@, ¢]

5. 0w, 0) = 75 (&= [e(2) T(2), ¢(w, D))

211

+L (dz [e(2) T(2), ¢(w, w)]) (3.21)

21 Jo
De la teoria cuantica de campos se sabe que las funciones de correlacion estéan
solamente definidas como un producto de ordenamiento temporal. Considerando el
cambio de coordenadas (3.16)); en una CFT el ordenamiento temporal se convierte
en un ordenamiento radial. Debido a la ambigiiedad de que si w estd adentro o

afuera del contorno C, se tiene que definir un producto de ordenamiento radial:

_ JA(z) B(w), para |z| > |w]
A Be)) = B(w) A(z), para [w] > || (322

Entonces la integral para un campo holomorfo de un conmutador [A, B] es

dz ), dz A(z) B dz B(w) A(z
]{7 A %Zl>w W) - %waI w) AG2)
dz R(A(z) B(w) ),

(3.23)

[
S~

donde el contorno de la integral final se toma alrededor del punto w (ver figura|3.2)).

Entonces se tiene que para (3.21)):

de (W, w) = 1 dze(z) R(T(z) ¢(w) ) + parte anti-quiral. (3.24)
271 C(w)

No obstante ya se habia calculado ésta cantidad para un campo primario (ver (3.5))

y por lo mismo se sabe que la variacién para un campo ¢ es

de (W, w) = h(0y e(w)) p(w, w) + e(w) (0w ¢p(w, w)) + parte anti-quiral.  (3.25)
Se puede deducir una relaciéon para el ordenamiento radial del tensor de momentum-
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Figura 3.2. Resta de integrales de contornos correspondiente a ((3.23).

energfa y un campo primario. Usando la férmula integral de Cauchy para derivadas

[15]:
CIPRLI SR RS

271 Jo (2 — 29)" 1

se obtienen asi, las siguientes relaciones

b he(z)
h(Oue(w)) (w, 0) = o— o) dz—(z ST d(w, w), -
() (B dlw, @) = ]( a:—E) 5, 6w, ) |
v 21 Joy (z—w) T
Obteniendo para un campo bi-holomorfo ¢(w, w)
ROT() bl 1)) = gl ) + O dfwi) £ (327
y realizando un procedimiento similar para la parte anti-quiral:

donde los términos que se han omitido en ambas ecuaciones son no-singulares. Las
expresiones como (3.27) y (3.28)) se llaman exzpansion del producto del operador
(OPE, por sus siglas en inglés). Un OPE es la idea de que dos operadores locales
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insertados en puntos cercanos pueden ser aproximados por una cadena de operadores
en uno de esos puntos, es decir define una estructura de un producto algebraico en el
espacio de campos cuanticos [I1]. Ademaés, con la ayuda de y se puede
tener una definicion alternativa de un campo primario: un campo ¢(z, z) es primario
con dimensiones conformes (h,h) si el OPE entre el tensor de momentum-energia

y ¢(z, 2) tiene la forma de (3.27)) y (3.28))[4]. Para facilitar la notacion, se asumira

siempre un ordenamiento radial para productos de campos, es decir se escribira
A(z)B(w) en vez de R(A(z)B(w)).
El OPE del tensor de momentum-energia consigo mismo es:
c/2 2T (w)  O0uT(w)

Te)Ttw) = (z — w)* i (z —w)* oo T (3:29)

donde c es la carga central y el OPE contiene solo términos no-singulares. Inme-
diatamente se puede observar que, debido a la contribucién del primer término del
OPE , el campo no es primario y por lo tanto tampoco 7'(z) lo es. La tnica
forma de que T sea primario es si la carga central c es cero.

Para demostrar se desarrolla una serie de Laurent [I5] en T'(z)

T(z)=)Y "L, | (3.30)

nez
y los modos de Laurent, de este tensor, estdan dados como

1
L,=— ¢ dz2""T(2). 3.31
= (=) (331)
Se identifica a estos operadores como los operadores de Virasoro ya que generan
transformaciones infinitesimales conformes y por eso mismo deben satisfacer el al-

gebra de Virasoro:

_ dz dw m+1 , n+1
_fd_w n+1%% m+1R(T< )T( ))
— ) om” omi #)ENWI

Sustituyendo la ecuacion en R(T(2)T(w))

[Lm,Ln]:%d_wwnﬂjgﬁzmﬂ (( ¢/2 , 2T(w) +8wT(w))’

2mi 2mi z—w)t*  (z—w)t  z—w

ahora se integra el lado derecho de la ecuacion usando la formula integral de Cauchy
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para derivadas

— % d_ww”+1 ((m +1)m(m—1)wm™? £ 49 (m + 1) w™ T(w) +w™™ 9, T(w))

21 2-3!
— ﬁ((m —m) = +2(m+ )" T (w) + w 8wT(w)>.

Se vuelve a integrar usando el Teorema de Cauchy-Goursat para el primer término,
se aplica la definicion de los modos de Laurent para el segundo término (3.31)) y se
integra por partes para el tercer término

1—02(m3 —M)0m,—n +2(m + 1) Ly — (0 —m 4+ 2) Lypyin,

teniendo asi

(Lo, Ly = 1—02(m3 — M) 6p—n + (M — 1) L.

Asi se demuestra que (3.29)) es la forma correcta del OPE entre dos tensores de

momentum-energia.

Para determinar como el tensor de momentum-energia se comporta bajo una
transformacion infinitesimal conforme, se utiliza (3.24) con el OPE del tensor de

momentum-energia

5..T() = —— & dee(w) (T(w)T(2))

2w Jew
b - e(w c/2 2T(z) 0.7 (z)
© 2mi C(w)d el )((w—z)4+(w—z)4+w—z)

_ 1_02 Be(w) +2T(2) 0. e(w) + e(w) 8, T(z). (3.32)

Con esto se demuestra que, para transformaciones infinitesimales f(z) = z + €(z) el

tensor de momentum-energia se transforma como

4

L) T + 5862 (3:39

T(2) s T'(2) = (

donde S(w, z) se le conoce como la derivada Schwarziana

Fuw 2 (0w’
S(w7z):8w_§(8w) . (3.34)




3.4. Funciones de Correlacion

Las funciones de correlacion de los campos son los objetos naturales a estudiar
en la formulacion de integrales de camino. Contienen la informacion fisica que es de
interés (por ejemplo: amplitudes de dispersion) y tienen una expansion simple en
términos de diagramas de Feynman. En esta seccion se examinarén las consecuencias
de la invarianza conforme en funciones de correlacion de dos puntos. Considere la

funcion de correlacion de dos puntos:

(D1(21)P2(22)) = %/[d¢]¢1($1)¢2($2)6_5[¢}, (3.35)

donde ¢ y ¢2 son campos cuasi-primarios (no necesariamente distintos). ¢ denota
el conjunto de todos los campos funcionalmente independientes en la teoria (a la
cual ¢1 y ¢o pueden pertenecer), y S[¢] es la accion, se asume que es una invariante

conforme [4].

Para determinar la funcién de correlacion de dos puntos para campos quirales

cuasi-primarios se define que

(91(2)@2(w)) = g(2,w). (3.36)

La invarianza bajo traslaciones f(z) = z + a generada por L_; requiere que g sea

de la forma
9(z,w) = g(z —w). (3.37)

Esto implica que g depende tinicamente de la diferencia entre z y w. La invarianza
bajo dilataciones, es decir re-escalas de la forma f(z) = Az generadas por Ly, implica

que

|

(@1(2)2(w)) = (A" 91 (A2) A2 P2 (Aw)) = A" F2g(A(z — w)) = g(z —w),  (3.38)

por lo que se puede concluir

d12

9(z —w) = Gz —w)ntha’ (3.39)

en donde d; 5 es una constante. Finalmente la invarianza de la funcién de correlacion

de dos puntos bajo L;, esencialmente implica la invarianza bajo la transformacion
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de inversion f(z) = —%, para la cual se encuentra

nonw) + (g (1) o (-3) )

1 dqo
o 2h1 y2h2 (_% _ i)hﬁrhz
! dqo

- (Z — w)h1+h2 ’
lo cual solo puede ser satisfecho si hy = hs. Por lo mismo, se llega a la conclusiéon
que para simetrias conformes fijas la funcién de correlacion de dos puntos tiene la
forma I
ijOh b,
i(2)0i(w)) = ——2—. 3.40
(6u(2)0 () = e (3.40)
Este mismo procedimiento se puede realizar también para las funciones de tres

puntos [11].
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4. La Fase de Berry

4.1. Fase de Berry abeliana y conexion de Berry

La fase de Berry es la demostracion més simple de como la geometria y to-
pologia pueden surgir de la mecénica cuantica [I3]. Si se toma un sistema cuantico
(a&tomo, electron, moléculas) en su estado fundamental de energia |¢), el hamilto-

niano de este sistema se puede escribir de la forma general
H(z% \Y).

Este hamiltoniano depende de dos tipos de variables: de sus grados de libertad z® y
de los parametros \*. Estos parametros A’ son fijos, delimitan el entorno del sistema
y su valor es determinado por aparatos externos al sistema (por ejemplo: fuerzas

eléctricas o magnéticas).

Si se alteran lentamente los parametros A alrededor de un ciclo, regresaran a
sus valores iniciales y el sistema estard en su estado fundamental |¢(t)). Esto se
debe a la existencia del Teorema Adiabdticol6], el cual establece que si se coloca un
sistema en un eigenestado de energia no degenerado y, se varia los parametros lo
suficientemente lento, entonces el sistema se mantendré en ese eignestado de energia.

Pero la fase del sistema habra cambiado por 7,

) = € [¥)

Esta fase v tiene dos contribuciones. La primera contribuciéon es simplemente la fase

dinamica e~ "#»/" que es la misma para cualquier eigenestado de energia, incluso si
los parametros no cambian. La segunda contribucion es la fase geométrica o fase de

Berry.
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4.1.1. Calculando la Fase de Berry

La funcién de onda del sistema evoluciona a través de la ecuacién de Schrodin-

ger dependiente del tiempo

0
ihos [) = HO®) [0 (41)

Para cada eleccion del parametro A, se introduce un estado fundamental con alguna
fase fija. A este estado se le llama |n()\)). El teorema adiabatico establece que el

estado fundamental obedeciendo la ecuacion puede ser escrito como

¥ (2)) = U(t) [n(N) (4.2)

donde U(t) es alguna fase dependiente del tiempo. Si se elige |[n(A(t =0))) =
|t)(t = 0)) entonces se tiene que U(t = 0) = 1. Ahora se debe de determinar U ()
luego de que se ha tomado A alrededor de una trayectoria cerrada y el sistema esta
donde ha empezado. Si se sustituye la ecuacion en se obtiene por un lado

W)y = UUT + (n|n),

y por el otro lado, tomando en cuenta que H() [n(A\) =0

(WI) =~ (n] UHU o)

(n| H [n)

1l
h
—0,

por lo mismo se tiene que
(W) = UUT + {nli) = 0.
Esto da una expresion para la dependencia temporal de la fase U,
ot . 0 -
UU" = —(nln) = — (n Y |y nAL. (4.3)

Es util definir la conexion de Berry:

AN = —i (n] 2

oI, (4.4)
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entonces la ecuacion [4.3] se lee
U= —iANU.
Esta ecuacion se resuelve facilmente y se obtiene que:
U(t) = exp (—z’ / Ai(/\));idt) .

Como se quiere calcular la fase U(t) luego de haber tomado una trayectoria cerrada

en el espacio de parametros, se escribe:

e = exp (—i ][Q Ai(A)dAi) : (4.5)

esta es la fase de Berry. Se tiene que tener en cuenta que no depende del tiempo que
toma en cambiar los parametros; pero si depende de la geometria de la trayectoria
tomada a través del espacio de parametros (de ahi el nombre fase geométrica [12]).
Es importante recalcar que la fase de Berry esta bien definida para trayectorias

cerradas, pero no para trayectorias abiertas.

4.1.2. La Conexiéon de Berry

Con la ecuacion (4.4) se ha introducido la idea de la conexién de Berry [1].
Esto es el ejemplo de un objeto matemético que ya se conoce: el potencial gauge
en electromagnetismo. En la forma relativista del electromagnetismo, se tiene un
potencial gauge A, (z) donde = 0,1,2,3 y x son las coordenadas sobre el espacio-
tiempo de Minkowski. Existe una redundancia en la descripcion del potencial gauge:

la fisica sigue siendo invariante bajo la transformacion gauge
A, — AL =A, + 0w, (4.6)

para cualquier funcién w(x). Si se quiere extraer la informacion fisica contenida en

A, se debe calcular la intensidad del campo

b _OA, A

ey Qak

(4.7)

esta contiene al campo eléctrico y magnético y es invariante bajo una transformacion

gauge.
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Ahora se compara la intensidad del campo con la conexion de Berry A;()).
La intensidad de campo depende de las coordenadas en el espacio de Minkowski,
la conexion de Berry depende de los pardmetros A'. El nimero de estos pardmetros
es arbitrario. Existe una redundancia en la informacién contenida en la conexiéon
de Berry A;. Esto se debe a la eleccion arbitraria que se hizo al fijar la fase de los
estados de referencia |n(A)). Se podria elegir un conjunto diferente de estados de
referencia, el cual diferird por una fase. Ademaés, se podria elegir una fase diferente

para cada eleccion de pardmetros A,
[n'(A)) = e“™ [n(N)),

para cualquier funcién w(A). Si se calcula la conexion de Berry que surge de esta

nueva opcion se tiene

Ali = —1 (n’

(4.8)

La ecuacion tiene la misma forma que la transformacion gauge ({4.6]).
Siguiendo la analogia con el electromagnetismo, se puede esperar que la informacién
fisica en la conexién de Berry pueda ser encontrada en la intensidad de campo
invariante de gauge, a la cual matematicamente se le conoce como la curvatura de

la conexién

0A DA
ON N

Fy=

Es verdadero que F contiene alguna informacion fisica acerca del sistema cuan-
tico. Pero no es tinicamente la cantidad gauge invariante de interés [I]. En este con-
texto, lo mas natural es calcular la fase de Berry , que también es independiente
de la arbitrearidad que surge de la transformacion gauge , esto se debe a que
§ d;wd)\" = 0. De hecho, es posible escribir la fase Berry en térrminos de la intensidad

de campo utilizando la version de mayor dimension del Teorema de Stokes

e = exp (—i é Ai(A)dAi) — exp (—i /S ]-"ideij> , (4.9)

donde S es una superficie de dos dimensiones en el espacio de parametros limitado

por la trayectoria C.
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4.2. Ejemplo: espin en un campo magnético

El ejemplo estandar de la fase de Berry es muy sencillo: es un espin en un
espacio de Hilbert que consta de solo dos estados. El espin se coloca en un campo

magnético B, y su hamiltoniano es

den onde & es el triplete de las matrices de Pauli y B = |§ |. El desplazamiento,
garantiza que en el estado fundamental la energia sea cero. De hecho, este hamilto-
niano tiene dos eigenvalores: 0 y +2B. Se denotara el estado fundamental como |{)

y el estado excitado como 1),

HIY=0 y Ht)=2B).

Notese que estos dos estados son no degenerados siempre que B £ 0.

En este ejemplo se tratara el campo magnético como el parametro del hamil-
toniano, es decir: \' = B. Esto implica que la conexiéon de Berry A; y las curvaturas
F;; estaran sobre el espacio de campos magnéticos (al contrario del electromagne-
tismo donde se trabajan los campos magnéticos sobre el espacio real). La forma
especifica de |T) y |}) dependera de la orientacion de B. Para proporcionar informa-
cién mas explicita de la forma de estos estados, se escribird el campo magnético B

en coordenadas esféricas

Bsenf cos ¢
B = Bsenflseno |,
Bcos6

con 0 € [0,7] y ¢ € [0,27), el hamiltoniano entonces se lee

"o _p (cos@— 1 e senf ) ‘

e ®senf) —cosf—1

En estas coordenadas, los dos eigenestados normalizados estan dados por

e ¥ send/2 e " cos /2
) = y M= :
—cos0/2 senf/2
Estos estados son |n(A)) de la derivacion general. Sin embargo, cuando § = 7 para

B la coordenada angular ¢ no esté bien determinada. Esto significa que I4) v |1) no
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tienen fases bien definidas. Este tipo de comportamiento es tipico de los sistemas
con fases de Berry no triviales.
La fase de Berry que surge de estos estados se puede calcular facilmente (siem-

pre y cuando 0 # 7). Se tiene que

6

0 0
Ao =il Gl =0 ¥ As= =i (55 W =—sen (3]

La curvatura de Berry resultante en coordenadas polares es

0Ay, 0Ay
Fop = —— — —=— = —sen(0).
T 00 99 ©)
Si se regresa a utilizar coordenadas cartesianas se simplifica, ya que la simetria rota-
cional se manifiesta mas. Entonces la curvatura de Berry en coordenadas cartesianas

€S
Bk

Este resultado es interesante. jEs un monopolo magnético! Por supuesto no es el mo-

Fij(B) = —¢

nopolo magnético real del electromagnetismo: estos estan prohibidos por las ecua-
ciones de Maxwell. Este es un monopolo magnético en el espacio del campo elec-
tromagnetico ficticio de Berry. Notese que el monopolo magnético esta en el punto
B = 0, donde los dos niveles de energia coinciden. Aqui el campo es singular. Este
es el punto en el que ya no se puede confiar mas en el calculo de la fase de Berry.
Sin embargo es la presencia de este cruce de niveles y las singularidades resultantes
las que dominan la fisica de la fase de Berry [13].

El monopolo magnético tiene carga g = —1/2, lo que significa que la integral

de la curvatura de Berry sobre cualquier esfera S? que encierra el origen es
/ FijdSY = dmwg = —2m. (4.10)
S2

Usando esto, se puede calcular facilmente la fase de Berry para cualquier trayectoria
C que se escoja en el espacio del campo magnético B ; siempre y cuando la trayectoria
C no pase por el origen. Se supone que la superficie S, encerrada por C, describe un
angulo solido €2. Entonces utilizando la forma de la fase de Berry, se tiene que

e = exp (—z/ .7-"1;de”> = exp (—ifdg) = exp (%) . (4.11)
S
Sin embargo, existe una ambigiiedad en este calculo: se podria haber elegido formar
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S como se muestra la parte izquierda de la figura

N
' ®

Figura 4.1. Integrando sobre superficies S y S’. Fuente: D. Tong [13].

También se podria elegir la superficie S’ para ir alrededor de la parte posterior
de la esfera, como se muestra en la parte derecha de la figura [4.1 En este caso, el

angulo solido formado por S’ es € = 4w — Q. Calculando la fase de Berry utilizando

e’ = exp (—z/ ]:Z,jdsij> = exp (w> = e, (4.12)

donde la diferencia en el signo en la segunda igualdad es gracias a que la orientacion
de la superficie es opuesta. Asi que los dos calculos coinciden. Sin embargo para que
coincidan se requiere que la carga del monopolo en sea 2g € Z. En el contexto
del electromagnetismo, este fue el argumento original de Dirac para la cuantizacion
de la carga del monopolo. Esta cuantizacion se extiende a la curvatura general de
Berry F;; con un nimero arbitrario de parametros: la integral de la curvatura sobre

cualquier superficie cerrada debe estar cuantizada por unidades de 2,
/ Fi;dSY =27 C. (4.13)

El entero C € Z se llama numero de Chern.

4.3. Particulas que se mueven alrededor de un tubo

de flujo

Se sabe del electromagnetismo que el potencial gauge A, no tiene significa-
do fisico: las cantidades fisicas que afectan el movimiento de una particula son el

campo eléctrico y magnético. Esta afirmacion es verdadera clasicamente. Pero para
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la mecanica cuantica se requiere de cierta precaucion. Esto es el tema del efecto
Aharonov-Bohm. Como se mostrara, aspectos del efecto Aharonov-Bohm pueden
ser vistos como un caso especial de la fase de Berry.

La primera observacion del efecto Aharonov-Bohm es que el potencial A aparece
en el hamiltoniano en vez del campo magnético B. Por supuesto, este hamiltoniano
es invariante bajo una transformaciéon gauge por lo cual no hay nada malo con esto.
Sin embargo, esto abre la posibilidad de que la fisica de una particula cuéntica pueda

ser sensible a A de muchas més maneras que una particula clésica.

4.3.1. Flujo Espectral

Para ver como el potencial gauge A puede afectar la fisica, considere el sistema

que se muestra en la figura [4.2]

1

— 3 B=0

L[>

S

Figura 4.2. Una particula moviéndose alrededor de un solenoide. Fuente: D. Tong [13].

Se tiene un solenoide de area ff, que lleva un campo magnético B y por lo tanto
con un flujo magnético ® = BA. Afuera del solenoide el campo magnético es cero.
Sin embargo, el vector potencial no. Esto se deduce del Teorema de Stokes, el cual

establece que la integral de linea afuera del solenoide esta dado por

Se resuelve facilmente en coordenadas cilindricas, y se obtiene

P
Ap=—

2’

Ahora considere una particula cuéntica cargada restringida a estar en un anillo

de radio r afuera del solenoide. El tinico grado de libertad dindmico es la coordenada
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angular ¢ € [0,27). El hamiltoniano es

1 1 0 ed\?
H = —(p¢ + €A¢)2 = <_Zh8_¢ + g) .

2m  2mpr?

Se quiere saber cémo la presencia del solenoide afecta a la particula. Los eigenestados

son simplemente
1

\21r

donde el requerimiento que 1) sea valuado tinicamente alrededor del circulo significa

=

e nei, (4.14)

que se debe tomar n € Z. Se sustituye (4.14)) en la ecuacion independiente del tiempo

de Schrodinger, Hy = Ev, y se encuentra que el espectro

B 1 hn 4 ed h? n ed h? n P c7
— nt— | = n = n+ — n .
2mr? 2 2mr? 2rh 2mr? oy /)’

Si ® es un multiplo entero del cuanto de flujo &y = 27wh/e, entonces el espectro no

es afectado por el solenoide. Pero si el flujo del solenoide no es un multiplo entero
de @y entonces el espectro cambia. La energia de la particula es sensible al flujo
® aunque la particula nunca se acerque a la regién con el campo magnético. El

espectro resultante se observa en la figura [£.3]

n=0 n=1 n=2

Figura 4.3. Flujo espectral para los estados de energia de una particula moviéndose
alrededor de un solenoide. Fuente: D. Tong [13].

Suponga que se apaga el solenoide y se coloca a la particula en el estado fun-
damental n = 0. Se incrementa muy lentamente el flujo. Por el teorema adiabético,
la particula se mantiene en el estado n = 0. Pero para el momento en el que se ha
llegado a ® = @y, ya no estd en el estado fundamental. Ahora esta en el estado

que previamente se marc6 como n = 1. Similarmente, cada estado n se cambia al
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siguiente estado n + 1. Esto es un ejemplo de un fenémeno llamado flujo espectral:
bajo un cambio de parametro (en este caso ®) el espectro del hamiltoniano cambia
o fluye. A medida que se cambia el aumento por una unidad ®g, el espectro regresa

a sf mismo, pero los estados individuales se van transformado en otro estado.

4.3.2. El Efecto Aharonov-Bohm

La situacién descrita en parece tener relacion con la fase de Berry. Se
puede preparar una situacion similar que demuestre esta relacion mas claramente.
Se considera un sistema como el del solenoide donde el campo magnético se localiza
en alguna region del espacio. Otra vez, se considera una particula la cual se ubica
afuera de esta region. Sin embargo esta vez se restringe a la particula a estar en
una caja pequena. Puede haber algo interesante adentro de la caja, se obtendra
esto incluyendo un potencial V(Z) en el hamiltoniano y para atrapar la particula,

el potencial es infinito afuera de la caja.

El hecho de que la caja es “pequena” significa que el potencial gauge es apro-
ximadamente constante adentro de la caja. Si se asigna el centro de la caja a la

posicion ¥ = X, entonces el hamiltoniano de sistema es

17 . . o2 -
H= - —thJreA(X)] +V(@E - X). (4.15)

Se empezara por colocar el centro de la caja en la posicion & = )?0 donde el potencial

gauge desaparece: X()? ) = 0. El hamiltoniano seria
H= (—ihV)? + V(X — X)
= —(—i - X).

2m 0

Y se tomara el estado fundamental como

—

(T — Xo),

el cual estd localizado alrededor de ¥ = X, como deberfa de ser. Nétese que se
realiza una eleccion de fase para especificar esta funciéon de onda. Ahora se movera
la caja en alguna trayectoria en el espacio. Al hacerlo, el potencial gauge ff(i" =X )

experimentado por la particula cambia. Se verifica que la ecuaciéon de Schrodinger
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para el hamiltoniano (4.15)) es resuelta por el estado

wi-X)=ew (-5 [ A@)-az) vz - %
hJe=x,
Esta funciéon de onda funciona porque cuando se opera V con el exponencial, baja
un factor que cancela el término eA en el hamiltoniano. Ahora se calculara la fase
de Berry. Se toma la caja en un trayectoria cerrada C y se trae de nuevo a donde

comenzo6. La funcion de onda vuelve a
W@ — X) = (@ — X), donde €7 =exp (—% f A df) . (4.16)
C

Comparando esto con la expresion general de la fase de Berry, se observa que en
este contexto particular la conexion de Berry se identifica con el potencial electro-
magnético,

— — e - - —

A(X) = ﬁA(x - X).
En general, si la particula de carga ¢ circunda una regiéon que contiene un flujo @,

se escogerd una fase Aharonov-Bohm

6iq<I>/h

Hay un experimento que exhibe la fase de Berry en el efecto Aharonov-Bohm.
Es una variante del experimento de la doble rendija. La particula puede ir a través de
una de las dos ranuras. La funcién de onda se separa, asi que la particula en esencia,
viaja a través de ambas ranuras. Ahora, se esconde un solenoide con flujo magnético
® detras de la pared. La funcion de onda de la particula tiene prohibido entrar
a la region del solenoide, por lo mismo la particula nunca experimenta el campo
magnético B. Sin embargo, como se ha visto, la presencia del solenoide induce a una
fase distinta e entre las particulas que tomaron la primera ranura y las que tomaron
la segunda ranura. Esta diferencia de fase se manifiesta como el cambio del patron
de interferencia que se ve. Tenga en cuenta que cuando ® es un multiplo entero de

®y, el patron de interferencia no cambia; es solo sensible a la parte fraccional ®/®.

4.4. Conexién de Berry no Abeliana

En la fase de Berry descrita anteriormente se asumio que el estado fundamental

era Unico. En esta seccion se describira una generalizacion importante a la situacion
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donde el estado fundamental estd degenerado N veces y lo sigue siendo para todos

los valores del parametro A.

Se debe notar que desde el comienzo hay algo especial sobre esta situacion. Si un
hamiltoniano tiene N-degeneraciones entonces una perturbacion genérica romperia
esta degeneracion. Pero se quiere cambiar el hamiltoniano sin romper la degenera-
cion, para que esto suceda usualmente tiene que haber alguna simetria protegiendo
el estado. Se realizara el mismo procedimiento usado para el caso Abeliano. Se coloca
el sistema en uno de los N estados fundamentales degenerados, se varian los para-
metros en una trayectoria cerrada, y se realiza la pregunta: ja qué estado regresa el

sistema?

En esta ocasion el teorema adiabético establece que el sistema se aferra al
eigenespacio particular de energia mientras los pardmetros varian. Pero ahora este
eigenespacio tiene N degeneraciones y el teorema adiabatico no restringe como se
mueve el estado en este subespacio. Esto significa que para el momento en el que
los parametros regresan a sus valores originales, el estado puede estar en cualquier
lugar dentro de este eigenespacio N-dimensional. Se quiere saber como se mueven.

Esto ya no se da solo por una fase; en lugar se quiere calcular una matriz unitaria

U CU(N).

Se puede calcular esta matriz por el mismo procedimiento que se utiliza para la
fase de Berry Abeliana. Para facilitar los calculos se remueve la fase dinamica e**?,
asumiendo que el estado fundamental de energia es £ = 0, para todos los valores de

A. La ecuacion dependiente del tiempo de Schrédinger es nuevamente

0
i W) =HAW®) ) =0 . (4.17)

En esta ocasion, para cada pardmetro A, se introduce una base N-dimensional de
estados fundamentales
In“(A); a=1,2,...,N.

Como en el caso no degenerado, no hay una forma canénica de hacerlo. Se podria
elegir cualquier otra opcién de base para cada valor de A. Solo se elige una. Esta

base evoluciona a través de la ecuacion de Schrédinger de la siguiente forma

[0(8)) = Uan(t) [ [A(D)]) ,
donde Uy, son las componentes de la matriz unitaria dependiente del tiempo U(t) C
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U(N). Sustituyendo este estado en el Ansatz (4.17)), se tiene
Va) = Uap [ny) + Uap |1iy) = 0, (4.18)

reordenando estos términos

: , 0 ’
Ul Uy = — (ng|1is) = — (ng| Y |p) AP (4.19)

Otra vez se define una conexion, la conexion de Berry no Abeliana

0

Ai)ba = =1 (Na| == ) 4.20

(A = =i (] 5 ) (1.20)
Se debe de pensar en A; como una matriz N x N, que vive en el algebra de Lie
u(N). También debe ser pensada como una conexion gauge U(N) sobre el espacio
de pardmetros.

La curvatura de Berry o intensidad de campo en notaciéon matricial esta defi-
nida por
0A; 0A; |

ij = W - W — Z[Ai,Aj].

Esto también se encuentra en el algebra de Lie u(V). A diferencia del caso Abeliano,

la intensidad de campo no es invariante gauge. Se transforma como
-7'—1'/]' = QFy; a,

en donde 2 € U(N). Combinaciones invariantes de gauge de la intensidad de campo
pueden ser formadas al calcular la traza de la matriz de indices. Por ejemplo, trF;;,
solo expresa sobre la parte U(1) C U(N) de la conexion de Berry, o trazas de
orden superior como trJF;;Fi;. De todos modos la cantidad invariante de gauge més
importante es la matriz unitaria U, y se determina utilizando la ecuacion diferencial
(14.20]).

La solucién para es mas complicada que en el caso Abeliano, debido a
ambigiiedades de orden en la matriz A; en el exponente. La matriz en un punto
del espacio de parametros, A;(\), no necesariamente conmuta con la matriz en otro

punto A; (). La soluciéon para la matriz unitaria U es

U = Pexp (—i]{Aid)\l) )

Aqui A; C u(N) es una matriz de N x N. La notacion P significa orden de ruta.
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Lo que implica que al exponencial se le aplica una expansion de Taylor y luego
se ordenan los productos resultantes, de tal manera que las matrices A;(\) que
aparecen después en la trayectoria se colocan a la derecha. El resultado es la matriz
unitaria U C U(N) la cual establece como los estados se transforman. Esta matriz
unitaria se llama holonomia de Berry. La holonomia [0] es un invariante de gauge;

es decir no se transforma de la forma

oY)
= QAN +i——Qf
.AZ AZ +Z@)\’
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5. La fase de Berry en el grupo SU(2)

En esta seccion se ilustrara la fase de Berry en el grupo SU(2), con el ejemplo
de un espin en un campo magnético variable. Se debe considerar una representacion
unitaria irreducible Y de SU(2) [I4]. En términos fisicos esto corresponde a un solo
(‘irreducible’) espin cuéantico (‘unitario’) con un grado de libertad (‘representacion
de SU(2)’) fijado en un campo magnético B; el hamiltoniano de este sistema es

proporcional a la proyeccion del operador espin Salo largo de B

~

H=-~S B, (5.1)

donde v € R es la razén giro magnética y S = (§1, S, gg) es un conjunto de tres
operadores hermiticos que representan generadores de rotaciones en el espacio de
Hilbert de la representacion. Sus conmutadores son [5’1, S}] = iei,j,kgk (se establece

h =1) y pueden ser escritos como
S; = iu[—io; /2], (5.2)

donde {o;} son las matrices de Pauli y el algebra de representacion u esta relacionado

a U, por medio de
u[etX] — etu[X].

Como ya se menciono U es unitario, u[X] es un operador anti-hermitico para cual-
quier X € g, g es una algebra de Lie.

Se debe enfatizar que gj son operadores, mientras B es meramente un conjunto
de tres pardmetros reales de los cuales depende el hamiltoniano . Suponga que el
campo magnético varia adiabaticamente al cambiar su direcciéon mientras mantiene
una norma constante. En un marco de referencia estandar el campo magnético esta
alineado con el eje vertical y el hamiltoniano ({5.1)) es proporcional a S, pero bajo
una rotacion f € SU(2) el hamiltoniano se vuelve proporcional a U[f]SsiU[f]~". Para
una familia de rotaciones dependientes del tiempo f(t) cuya proyeccion en la esfera

SU(2)/S' = S? es una trayectoria cerrada, se obtiene una fase de Berry. La fase de
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Berry en teoria de grupos puede escribirse como

Bylf] = 7§ i(6|ul0] 6) = ﬁ A, (5.3)

donde © se conoce como la forma de Maurer-Cartan [9)

Oso(f(1) = | _[f(- 1)), (5.4

T=t

se utiliza f(t)T = f(t)~!. Se debe notar que aqui la derivada solo es sobre f(7) y no

sobre f(t)7'. Y a Ay se le conoce como la conexion de Berry y esta dada por

Ay = (¢|u[O][9) . (5.5)

Esta conexiéon debe entenderse en términos geométricos como una conexién que
codifica como comparar la fase del estado |¢) en puntos cercanos del espacio de
parametros. Se tiene que tener en cuenta que dado que el estado no esté degenerado,
se puede realizar un seguimiento inequivoco del estado |¢) a medida que se avanza

en el espacio de parametros [I].

Sea j > 0 el espin de la representacion U; entonces una base del espacio
portador de U esté proporcionada por (25 + 1) estados |m) de tal manera que
S, |m) = m|m) param = j,j—1,..., —j. Considérese en particular el estado de pe-
so més alto |j); su estabilizador es el subgrupo U(1) de SU(2) generado por Ss, pero
rotaciones genéricas no acttian trivialmente en él: en términos de las coordenadas
polares (0, ¢) en SU(2)/S* = S?, una rotacion f que mapea el polo norte de S? en
(0, ¢) también mapea |j) en un vector U[f]|j) que representa un espin apuntando
en la direccion (6, ¢). Esto proporciona una familia de estados |j; 6, ¢) obtenidos al
aplicar rotaciones especificas a |j). Cada uno de estos vectores es un eigenestado del
hamiltoniano cuando el campo magnético esté en la direccion (6, ). Se quiere
encontrar la fase de Berry de estos estados cuando la direcciéon del campo magnético

traza una trayectoria cerrada (6(t), ¢(t)) en S2.

Para describir los estados |j; 6, ¢) se necesita una familia de rotaciones g ) €

SU(2), cada una mapeando el polo norte hasta al punto (6, ¢) en S?, tal que

15:0,0) = Ulgee.p)] 1) - (5.6)
Para este, caso la matriz de eigenestados del hamiltoniano seré suficiente para eva-
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luar la fase de Berry

G0 = ( cos(0/2) —e Sen(9/2)> 7 5.7)

e’ sen(6/2) cos(0/2)

se debe notar que esté bien definida en todas partes menos en 6 = 7. Por lo mismo
el polo sur es una singularidad. Se puede utilizar la forma de Maurer-Cartan (/5.4])
en SU(2) a la esfera

' 1 —cosf)d 4 0 d .df
g@1¢)d9(0,@) _ (1 —cosb) SO e ¥ (send dy + idf) | (5.8)
’ 2 \ e (senf dp — idf) —(1 — cos@)dyp

que puede ser reescrito como una combinacién lineal de matrices

g(ieip)dg(e,go) = Ajo1 + Agog + Asos.

Para encontrar el coeficiente A;, se multiplica la matriz o; por la forma de
Maurer-Cartan y se le suma el producto de la forma de Maurer-Cartan por la matriz

o1, es decir

Ul(g(;’lw)dg(g#p)) + (9(7971<p)d9(0,w))01 = 24,07 + Ay(0109 + 0901) + As(0103 + 0307)
= 2A1]I27

al seguir operando, se tiene que

i [ cossenfdy + sen pdf 0 _ 4 10
2 0 cospsenfdp + sendf | \o 1)

De esta forma se obtiene que el coeficiente A; es
Al = %(cos @ sen fdp + sen pdl).

Para encontrar los coeficientes As y A3 se repite el mismo procedimiento, solo se

cambia la matriz sigma a utilizar. Obteniendo asi la siguiente combinacion lineal

g(’&lw) dg(o,p) = % [(cos p sen Odp + sen pdf) oy + (sen p sen Odp — cos pdf) o

+(1 — cos 0)dpos] .
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Ahora se puede evaluar la conexion de Berry (5.5)) asociada a los estados U|[gg,y] )

y ponerlo en la esfera

(A))0.0) = (Gl iulgg. ) dge.)] 17) (5.9)

= (j|iu %(1 — cosl)dpos + (- )og + (- )or | |4) - (5.10)

Aqui, los coeficientes multiplicando o; y 02 no son importantes. Usando ([5.2]) se
puede reescribir el operador iuf-- -] como una combinacion lineal de S;. Como los
valores esperados de S7 y So desaparecen, solo el término proporcional a o3 sobrevive,

se encuentra que la conexion de Berry es
(A7) 00) = — (il S5 17) (1 = cos)dip = —j(1 — cos B)dep, (5.11)

la cual es continua en todos lados menos en el polo sur. Hasta un factor general,
este es el potencial de la forma estandar del volumen de una esfera unitaria. La

curvatura de Berry serfa
Fy = dA;

0 0
=— (89(1 —COSQ)dQ/\d(p—i-%(l —cos@)dcp/\dgp)

es decir
F; =dA; = —jsenfdf N dy. (5.12)

Se calculara la fase de Berry de los estados U[g(,,)] 7)

S
0% Y

aqui ¥ es cualquier superficie orientada en S? tal que % = . Integrando

/dA :—j/senﬁde/\dgo,
= —j/ / sen Bdfdy,

= —j(4m) = —j X area de una esfera de radio 1.

Teniendo asi que la fase de Berry para los estados U[g(s,,)] alrededor de una trayec-
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toria cerrada en la esfera unitaria es
Bihl =Bl = § Ay = [ 44, = —j x srea(s), (5.13)
o7 P

que corresponde al area de la region encerrada por la trayectoria multiplicado por
-7 [9l.
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6. La fase de Berry en el grupo SL(2, R)

En esta seccion se ilustraré la fase de Berry en el grupo SL(2,R) con el ejemplo
de un espin en un campo magnético variable. Se debe de volver a considerar una
representacion U de SL(2,R) con el peso mayor h . El operador L
que genera traslaciones en el tiempo en un marco de referencia adecuado es lo
que normalmente se conoce como hamiltoniano. Pero esta eleccion de marco de
referencia es arbitraria, también se puede mover a un marco diferente por medio de
un transformacion f € SL(2,R) y determinar que el hamiltoniano es U[f] Lo U[f]7 .
Esto define una familia de hamiltonianos etiquetados por f, y se pueden estudiar sus
fases de Berry resultantes. Considérese el estado de peso mas alto |h); el cual es un
eigenvector del hamiltoniano estdndar Ly y cuyo estabilizador es el grupo U(1) de
rotaciones, pero transformaciones genéricas SL(2,R) actian de manera no trivial: el
conjunto de estados inequivalentes que se pueden alcanzar desde |h) es una variedad
H? = SL(2,R)/S! [9]. Donde H es el plano hiperbolico en dos dimensiones

H2 = {\/1+p? + ¢*to + pt + qta|(p, ¢) € R?}. (6.1)

En términos de las coordenadas globales (p, ¢) en (6.1]), cualquier transforma-
cion [ que mapea la punta del hiperboloide en un punto (p,¢) también mapea |h)
en un nuevo estado U[f] |h) que tiene energia definida h con respecto al hamilto-
niano no estdandar U[f] Lo U[f]~'. Nuestro objetivo es encontrar la fase de Berry
para estos estados, a medida que experimentan una familia de boost que trazan una

trayectoria cerrada en el plano hiperbélico ([6.1)).

Se tiene que describir a la familia de estados |h; p, ¢) y para esto se necesita una
familia de transformaciones g, , € SL(2,R). Cada estado mapea la punta de (6.1)) en
el punto (p, q), tal que

\h;p,q) = Ulgp, q)] |h) -

Se puede pensar en esta familia como una seccion del fibrado U(1), SL(2,R) — H?,

asociando un elemento g, 4 del grupo con un punto (p,q). En contraste con el caso
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SU(2), el fibrado ahora es trivial y existe una seccion suave global. Escribiendo

E = /14 p?+ ¢ se tiene que

Ip.a) = (B Y2+ v L 12 BT 12
p.q
V2 — =B - 1]1/2 [E+1]1/2 — —E=lE - 1]1/2

(6.2)

Aqui, la normalizacion asegura que la accion adjunta de g, ,) mapea la punta de (6.1)
en el punto con coordenadas (p,q). La seccion (6.2)) puede ser usada para calcular
la forma de Maurer-Cartan (5.4) de SL(2,R) a H?. El resultado es un campo gauge

SL(2,R) que puede ser expresado como una combinacion lineal
-1
g(p,q)d-g(P;fI) = X’utll'

Para encontrar las componentes X* se realiza la sumatoria, y se sutituye por las
matrices de la base de SL(2,R) (12.10))

g(;,lq)dg(P:lJ) = X% + X't + Xty

] 1 1
= 30'2)(0 —I— —O'le —I— 50'2X2

2 2
1/ X2 X' 4ix°
o lxtoixo ox2 ) (6.3)

En (6.3) se puede observar que la forma de Maurer-Cartan es equivalente a una

_ a b
Y9 = (C > (6.4)

matriz de la forma

—a

Restando la matriz (6.4) de (6.3)) se tiene que

1 X2 X' +iX0 a b 0
2\ Xt —4Xx0 —X? c —al

y se obtiene el sistema de ecuaciones

4

X% —a =0
X'+ XY —-b =0 (65)
(X=X —c =0
1X%+a =0
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cuyo resultado estd dado por
X'=b—c¢, X' =b+o, X? = 2a.

Al sustituir las componentes de (6.4]) con las componentes de la matriz de 9 }q) dG(p.q)»
es decir a — ( 96 1q)dg(p,q))1,1, y posteriormente repitiendo el mismo procedimiento
para ay b. Se vuelven a sustituir de acuerdo a las soluciones del sistema de ecuaciones

(6.5)), donde se obtiene que las componentes X* estan dadas por

EF-1
0 _
X' = 2 2
pT+q

. . E—11ip—q
dq — qd X' 4iX? =idp—dg— ———
(pdgq —qdp), +1 idp—dq— == s

(pdp+qdq). (6.6)

Por tanto se puede evaluar la conexion de Berry [9] asociada con los estados

U[gp.g) |h) y devolverlos de nuevo en el plano hiperbolico

(An)p.g) = (Bl Z.u[g(;qu)dg(p,q)] |h)

= (bl | S (pda = adplta + -+ )eu+ (oo Jea| ). (6)

Esta ecuacion es la andloga en SL(2,R) de la ecuacion (5.9)); como en el caso anterior,
los coeficientes t; y to no son importantes ya que multiplican la combinacién lineal
de los operadores Ly cuyos valores esperados desaparecen gracias a (2.14)). Por lo

tanto solo el término proporcional a t; sobrevive y se obtiene la conexiéon de Berry

Vit +¢ -1
L +p°tyq

p*+¢

EF—-1
—qz(qu —qdp) = —

A= = (Bl Lo ) 5=

(pdq — qdp),  (6.8)

en donde se uso (2.13)) y se reescribié E en términos de p, g. Hasta la normalizacion,

esto es el potencial de la forma estandar del volumen invariante de Lorentz en HZ.

La curvatura de Berry es
dp N dq
1+ p2 + q2'

Resulta que la fase de Berry recogida por los estados U[g(,q]|h) a lo largo de la

F, = dA, = —h (6.9)

trayectoria cerrada v en H? es el 4rea de la regién encerrada, multiplicada por —h
Bily] = j{Ah = / dAp = h x area(X), (6.10)
01 %

donde Y es la superficie orientada con érea finita en H? tal que 0¥ = . Todos
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estos resultados son directamente analogos al caso SU(2), esencialmente los mismos
comentarios aplican. En particular, se puede verificar que la curvatura , y por
lo tanto la fase son independientes de la seccion .

Para futuras referencias, se evaluara la fase de Berry asociada con circulos
alrededor de la punta de SL(2,R)/S'. Estas fases estan mejor descritas con las
coordenadas polares (r, ¢), tal que p = rcosp, q = rsiny, en términos de las cuales

la curvatura de Berry es

rdr A\ dy
£, =—-h——. 6.11
N (61
El circulo alrededor de la punta, es una curva donde r(t) = R y es constante,

mientras que @(t) = wt para alguna velocidad angular w > 0. El tiempo que se
necesita para realizar una vuelta alrededor de la punta es T = 27 /w y la fase de
Berry correspondientes es

Bi(R) = —27h(V1+ R?> — 1) = —27h(cosh A — 1) = Bj(A), (6.12)
en donde en la segunda igualdad se introduce la rapidez A = arcsinh(R). Este

resultado deberia ser familiar de la relatividad especial: cuando h es identificada con
el espin de una particula que sigue una trayectoria circular con una velocidad R, la
fase (6.12)) refleja la rotacion neta experimentada por su marco de referencia inercial

luego de una revolucion. Este fenémeno es conocido como precesion de Thomas.

6.1. Precesion de Thomas

La precesion de Thomas, nombrada asi en honor al fisico Llewellyn Thomas,
es una correccion relativista que se aplica al espin de una particula elemental o la
rotaciéon de un giroscopio macroscopico. Relaciona la velocidad angular del espin
de una particula que sigue una orbita curvilinea con la velocidad angular del mo-
vimiento orbital. Matemaéaticamente, es la composion de dos boosts de Lorentz no
colineales, que resulta en una transformacion de Lorentz que no es un boost puro
sino una composiciéon de un boost y una rotaciéon espacial, conocida como la rota-
cion de Wigner [7]. Como consecuencia, un cuerpo moviéndose en una trayectoria
curvilinea experimenta una precesion rotacional, que se conoce como precesion de

Thomas.

En 1962 Uhlenbeck y Goudsmit introducen la idea del espin de un electréon y

muestran que, si el electron tiene un factor g = 2, el efecto Zeeman [7] puede ser
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explicado, al igual que la existencia de miltiples divisiones en las lineas espectra-
les. Pero habia una dificultad, ya que los intervalos de estructura fina observados
solo eran la mitad de los valores tedricamente esperados. Si un factor ¢ = 1 era
escogido, los intervalos de estructura fina eran dados correctamente, pero el efecto
Zeeman era entonces lo normal. La explicaciéon completa del espin, incluyendo co-
rrectamente el factor g y la interaccion apropiada de la estructura fina, vino solo con
la teoria relativista del electron de Dirac. Pero dentro del contexto de un espin como
momentum angular empirico y un factor g = 2, Thomas demostr6 en 1927 que el
origen de las discrepancias era un efecto cinematico relativista, cuando esta incluido
correctamente, da tanto el efecto anémalo Zeeman y las divisiones correctas de la
estructura fina. La precesion de Thomas, también da la explicaciéon cualitativa para
una interaccion espin-orbita en el niicleo atémico y demuestra por qué los dobletes

estan invertidos en el nicleo [7].

Para realizar la derivacion [5], se tiene que introducir tres observadores iner-
ciales: Alice, Bob y un gato y denotar sus marcos de referencia como A, B y G
respectivamente. Se eligen de forma que A no rote respecto a B, y que B no rote
respecto a G (de todas formas es inevitable que G rote con respecto a A). Se permite
que Bob sostenga al gato y se mueva a una velocidad constante ¥ con respecto a
Alice. Desafortunadamente, en algtin punto el gato decide huir de Bob con un una
pequena velocidad infinitesimal d¢’ con respecto a él. Resulta que Bob se estd mo-
viendo con una velocidad —di’ con respecto al gato y Alice se estd moviendo con

una velocidad —v con respecto a Bob, ver imagen [6.1}

Se denotara la velocidad del gato en el marco de Alice como ¥ + dv. Como el
gato esta rotando respecto a Alice, la velocidad de ella v en el marco de referencia

del gato se tiene que determinar: v # —i — dv. El angulo d$} de la rotacion es

—

- v U+ du 1=
d) = —— X ————— ~ —— v+ dv). 6.13
& X Tt di] L X (U + d?) ( )

Para encontrar la ecuacion para la razén de precesion en el marco de referencia de
Alice, se usa la ley de composicion de velocidad [§], la cual para el caso més simple

de movimiento a lo largo del eje x con velocidad V', estd dado por

Y — Y-
urt =V » U 2 u
_1_qu7 Uu - 1_uIV ) 1_u$V )
c2

lc

en donde @ y ' son las velocidades de algiin objeto observado desde el marco de
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v+dv

dv’

-v TU
v

Figura 6.1. Diagrama de las velocidades mutuas entre Alice, Bob y el gato. Fuente:
A Dragan et. al. [5].

referencia en reposo y el marco de referencia en movimiento, respectivamente. Para
una velocidad arbitraria V' del marco de referencia en movimiento, la transformacion

toma la forma

i - o

donde se asume que los marcos primado y no primado no rotan mutuamente. Ahora
se seguiran dos pasos simple para expresar v de (6.13]) en términos de ¥y d¥. Primero
se describe como los observadores A y B observan a G, y luego cémo los observadores
B y G observan a A. En el primer paso se utiliza para describir la transicion
del marco de referencia de A a B, lo cual involucra las siguientes sustituciones en
: V> U, U — v+du,y u' — di. Después de dejar solo los términos de primer

orden en dv se tiene que

1 7 dv 1 7-dv
A~ — <dU— ° ”17) + L} (6.15)
v2 (%

En un segundo paso, se usa de nuevo (6.14) aplicada a la transicion de B a
G que involucra la siguiente sustitucion en ((6.14)): V = dv U — =7y W — 7. E

ignorando los términos de orden mayor en dv’ se tiene que

= U - dv

c2

7—dv. (6.16)
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Sustituyendo (6.15) en (6.16)), y lo obtenido en (6.13]) y dividiendo ambos lados de

la ecuacion resultante por dt se obtiene

= 1 Tx0
2
Y recordando la definicién
v 1
== S —— 6.18

Sustituyendo gamma de (6.18)) en (6.17)) se tiene

o Tx0 Tx0

Q=—-(y—-1) = —(cosha — 1) R (6.19)

donde en la segunda igualdad se introduce la rapidez a = tanh 3 [§].

Es importante recordar el resultado de §2.2.1} existe un isomorfismo entre el
grupo SL(2,R) y el algebra global conforme. Entonces la fase de Berry calculada
en SL(2,R) (6.10) es la misma fase de Berry para un sistema en el algebra global
conforme. En este sentido las fases de Berry en el dlgebra global son precesiones de
Thomas, ya que son isomorfas. Fisicamente al aplicarle un campo magnético variable

a un espin este va a precesar.
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CONCLUSIONES

1. El grupo conforme es el grupo de transformaciones que preservan la geometria
conforme de un espacio, es decir, las transformaciones preservan angulos, en
este caso del espacio de Minkowski. Las transformaciones conformes estan
compuestas por el grupo de Poincaré (traslacion, rotacion y boost), escala y
transformaciones conforme especiales. En d > 3 dimensiones el grupo conforme
es isomorfo al grupo SO(d, 2), que es el grupo de isometrias del espacio de Anti
de Sitter (AdS) en d + 1 dimensiones.

2. La condicion para que exista una invarianza bajo transformaciones infinitesi-
males conformes en dos dimensiones son las ecuaciones de Cauchy-Riemman
para funciones holomorfas, por lo mismo en teorfas conformes en dos dimen-
siones se trabaja en coordenadas complejas. En contraste con otros tipos de
teorias conformes, las teorias de campos en dos dimensiones tienen algebras
de simetria infinitamente dimensionales. El algebra de Witt es el algebra de
las transformaciones conformes infinitesimales, éstas transformaciones confor-
mes locales solo necesitan ser holomorfas en un conjunto abierto; en general,
pueden ser meromorfas. Mientras que las transformaciones conformes globales
deben ser holomorfas en toda la esfera de Riemann. El adlgebra de Virasoro es

una extension central del algebra de Witt.

3. El algebra global conforme es isomorfa al grupo SL(2,R). Este grupo esta

conformado por matrices reales de 2 x 2, con determinante uno.

4. La fase de Berry es una diferencia de fase que se adquiere en el transcurso de un
ciclo, cuando un sistema esté sujeto a procesos ciclicos adiabaticos, que resulta
de las propiedades geométricas del espacio de pardmetros del hamiltoniano.
Esta fase es una cantidad caracteristica del sistema que depende tnicamente
de la trayectoria tomada en el espacio de parametros. Se obtiene integrando
la conexion de Berry a lo largo de la trayectoria cerrada en el espacio de

parametros o usando el Teorema de Stokes, también, se puede integrar la
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curvatura de Berry sobre la superficie limitada por la trayectoria tomada en

el espacio de pardmetros.

. Se puede investigar aspectos geométricos importantes de la fase de Berry, al
estudiarla en representaciones de grupos. Se estudié la representacion de la
fase de Berry en el grupo SU(2), ya que corresponde al ejemplo estandar de
un sistema que manifiesta este fenémeno. Y la representacion de la fase de
Berry en el grupo SL(2,R) debido a la existencia del isomorfismo de este

grupo con el algebra global conforme.

. La precesion de Thomas es una correcciéon relativista aplicada a la precesiéon
experimentada por el momento angular de un objeto, o el espin de una parti-
cula elemental cuando se ha acelerado y su trayectoria no esta sujeta a fuerzas
gravitacionales. Mateméaticamente corresponde a la composicion de dos boost
no coolineales: un boost y una rotacién espacial, que es mejor conocido como

una rotacion de Wigner.

. La representacion de la fase de Berry en el grupo SL(2,R) corresponde a la
precesion de Thomas del espin de una particula que toma una trayectoria cir-
cular. Como el grupo SL(2,R) es isomorfo al 4lgebra global conforme, entonces
la fase de Berry para este grupo también es la misma para el dlgebra global
conforme. Por lo mismo, la precesion de Thomas es isomorfa a una fase de

Berry en el algebra global conforme.
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RECOMENDACIONES

1. Estudiar la fase de Berry en el dlgebra de Virasoro y su correspondencia con
la precesion de Thomas. Ya que las fases de Berry en el algebra de Virasoro
se pueden evaluar con exactitud, a pesar de vivir en un espacio de parametros
de dimensiones infinitas [I1I]. Como el algebra de Virasoro describe simetrias
asintoticas de la gravitacion en el espacio Anti de Sitter en tres dimensiones
(AdS-3), las fases debidas a estas transformaciones de simetria asintoticas
que no pertenecen a este subgrupo de isometrias, se pueden ver como nuevas
contribuciones gravitacionales a la precesion de Thomas. Y por extension, a la
simetria Bondi-Metzner-Sachs (BMS) en cuatro dimensiones, esto sugiere que
se pueden asociar fases de Berry con gravitones blandos, o equivalentemente

al vacio gravitacional [11].
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