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GLOSARIO

Gas de Fermi Sistema de fermiones libres que no interactian en-

tre si, descritos por la distribucion Fermi-Dirac.

Operadores escalera Operador que incrementa o disminuye el valor

propio de un estado cuéntico.

Frecuencia de Debye Limite en el que las frecuencias de los fonones son
permitidos.
Relaciéon de dispersion Relacion matematica que existe entre el vector de

onda y la frecuencia de vibracion.

Estados degenerados Diferentes estado cuanticos que existen con el mis-

mo valor de energia.

Banda de Energia Es un rango de valores de energia que un electréon

puede tener o son permitidos.
Energia de Fermi Diferencia entre el mayor estado ocupado y el me-
nor para una sola particula en un sistema fermio-

nico sin interactuar.

Superficie de Fermi Es un limite en el espacio reciproco derivado de la
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RESUMEN

La estructura cristalina en un so6lido permite describir matematicamente el
espacio en el que se encuentran los atomos y electrones en el arreglo, este arreglo
permite establecer reglas de simetria para poder describir propiedades del soélido
utilizando la periodicidad de los atomos en el cristal. La relaciéon de dispersion del
solido permite relacionar la frecuencia de oscilacién de los modos de vibraciéon del
sistema de atomos con el vector de onda que describe el sistema oscilatorio, en base
a esto se cuantiza la energia de las ondas vibracionales y se llega a describir el
movimiento del cristal de forma corpuscular, es decir, como particula. El modelo que
se obtiene para describir las propiedades térmicas de elementos semi-metélicos y con
impurezas es modelada de buena manera por la teoria de bandas de energia, el cual
se basa en encontrar regiones energéticas en las cuales puede existir un estado en el
espacio reciproco de un cristal.

La teoria BCS de la superconductividad se basa en la interacciéon de los Pares
de Cooper a bajas temperaturas, donde esta tltima tiene un mecanismo de formaciéon
debida a la interaccion de los electrones de los atomos de la reticula junto con los
fonones, que no son mas que la cuantizacion de las vibraciones en la red. La interac-
cion entre estos crea una atraccion entre electrones debido a movimiento de la base
del cristal. Los atomos de la base del cristal poseen una energia potencial de forma
periodica que es descrita por la teoria de bandas y por métodos de cuantizaciéon en

la energia total del sistema fonon-electron.

XI



XII



OBJETIVOS

General

Describir la formacion del Par de Cooper mediante la interaccion fonén-electron

en un cristal.
Especificos

s Describir matematicamente la cuantizacién de ondas vibracionales en un cris-

tal.

= Describir las propiedades de transporte debido a los fonones y su interaccion

con los electrones.

= Revisar la teoria de bandas de energia, con la cual se pueda comparar propie-

dades de los superconductores con un sélido no conductor.

= Explicar la interaccion electron-electron como consecuencia de la dispersion de

fonones en el cristal.
= Predecir la energia de enlace de los electrones en un par de Cooper.

= Analizar la importancia de los pares de Cooper en el modelo BCS de la super-

conductividad.
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INTRODUCCION

El propésito del trabajo de graduacion es utilizar el fenémeno de interaccion
entre los fonones y electrones para describir el estado ligado que se produce en un
solido superconductor. Todo esto dando una revision a conceptos y desarrollos que
no ha sido trabajados a profundidad durante los cursos de mecanica cuantica y areas
afines en la carrera de fisica. En base a esto se pretende dar una panorama general
de la teoria BCS de la superconductividad, la cual es la teoria mas aceptada para
describir el comportamiento de superconductores convencionales.

En el capitulo 1 se describen algunas de las relaciones y construcciones geomé-
tricas utiles en un cristal. Ademaés se introduce el espacio reciproco y las zonas de
Brillouin.

En el capitulo 2 se desarrolla el movimiento de una onda en un estructura
cristalina y el movimiento de la base del cristal, junto con eso se relaciona la fre-
cuencia de vibracién con el vector de onda. Ademaés se presenta la cuantizacion de
las vibraciones en la red para encontrar propiedades térmicas de los sélidos.

En el capitulo 3 se hace una revisiéon de los conceptos base en la teoria de las
bandas de energia, esto es, se describe la naturaleza de la bandas de energia como
funciones de vectores de onda utilizando un método de perturbacion, asi también se
presenta un método para calcular las bandas de energia resolviendo la ecuacion de
Schrodinger para un potencial.

En el capitulo 4 y 5 se desarrolla el mecanismo de formaciéon de los pares de
Cooper al considerar la interacciéon de la base del cristal junto con los electrones, y la
interaccion de los fonones con electrones que producen un acoplamiento entre pares
de electrones. En la parte final se presenta un pequeno desarrollo de la teoria BCS

de superconductividad y algunos resultados para cierto tipo de superconductores.
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1. Dinamica de la Red en un Sélido

Se presentan generalidades de la estructura y geometria de los cristales, los
cuales a lo largo de este trabajo de investigacion seran mencionados. La estructura
de los cristales simplifica el estudio de las propiedades de transferencia de los sélidos
y ayuda a describir los procesos en el cristal de manera més simple, esto debido a la
simetria que presentan dichos materiales. La representacion matematica de un cristal

es en base a vectores que cumplen las condiciones de simetria y traslacion.

1.1. Estructura de los Cristales

Un cristal es un s6lido con un arreglo tridimensional de bloques idénticos, donde

estos bloques son un arreglo de a4tomos.

1.1.1. Arreglo periédico de los atomos
1.1.1.1. Vectores de traslacion de la reticula

Un cristal ideal esta construido por la repeticién infinita de grupos idénticos de
dtomos, a este grupo se le llama base. La reticulall| es un ordenamiento periédico
y regular de puntos en el espacio en que esta conectada la base. La reticula puede
definirse en 3 dimensiones utilizando tres vectores fundamentales de traslacion aj,
as, a3, de este modo el arreglo de dtomos en el cristal se veria de la misma manera
en el punto 7 como en el punto 1’ trasladado por un multiplo entero de los vectores
a.

=T+ ud) + ugas + usas (1.1)
Donde u;, us, uz son enteros arbitrarios, de modo que el conjunto de puntos 7’

definido en la ec. (|1.1]) definen la reticula. Graficamente la reticula en 2 dimensiones

se presenta en la Figura [} La operacion de traslacion en el cristal desplazado esté

ITambién llamada como la reticula de Bravais, se enfoca solo en la geometria de la estructura

periédica, sin tener en cuenta de las unidades actuales que pueda tener

1



dada por f, el cual es de la siguiente forma:

T = U1a] + Ualy + Uza3 (1.2)

Claramente 7 = 7+ T si la ec. (1.1) es satisfecha, de modo que T termina siendo el

vector entre dos puntos de la reticula.

Figura 1: Diagrama de una reticula en 2D

° L] o o ° °
° L] ° ° ° °
° L] ° ° ° °
° L] ° ° ° °
° ° ° ° ° °

Fuente: elaboracion propia

Se dice que la reticula es primitiva si el volumen de la celda es la menor posible
y pueda usarse como patrén base para la estructura del cristal. Esto significa que
cualquiera de los dos puntos del arreglo atémico sea satisfecho por una buena eleccion
de valores enteros para u; y que no exista un volumen menor a |a; - a3 X a3| que pueda
formar un bloque para la estructura del cristal. La reticula primitiva debe de estar
formado por un grupo de vectores que definan los ejes del cristal. Estos vectores
primitivos forman los tres bordes adyacentes del paralelepipedo primitivo. Cuando
la simetria de la estructura es simple, los ejes son no primitivos, es decir, no pueden
formar el vector de traslacion utilizando una combinacion de valores enteros con aj,
as, as. Los vectores de la reticula y los de traslacion son primitivos si los &tomos se
ven de la misma manera desde cualquier punto de la reticula usando enteros u;, us,

us.



1.1.1.2. Base y estructura del cristal

Como se defini6 anteriormente, la base es un grupo de atomos que se repite
de forma infinita en el cristal. El nimero de atomos en la base puede ser més de
uno, donde regularmente se considera un atomo central. Una representacion simple
de la estructura de un cristal se presenta en la Figura [2l La posicion del centro de

un atomo 5 de la base relativo al punto asociado de la reticula es:

— —

T = xja1 + y;a3 + z;a3 (1.3)

El origen se define con un punto asociado de la reticula, de modo que 0 < z;,y;, z; <
1.

Figura 2: Base diatémica en la reticula

Fuente: elaboracion propia.

1.1.1.3. Celda reticular primitiva

El paralelepipedo formado por los ejes a1, a3, a3 es llamado una celda primitiva.
Esta es un tipo de celda unitari, la celda esta llena con una repeticion de opera-

ciones de traslacion adecuadas en el cristal. Dado que la celda primitiva es unitaria,

2Porcién mas simple de la estructura cristalina que al repetirse mediante traslacién reproduce

todo el cristal.



ésta debe contener solamente un punto de la reticula en cada celda. Esto quiere decir

que ninguna base contiene menos atomos que la base primitiva.

Figura 3: Estructura cristalina mostrando las celdas primitivas y los vectores de

reticula en una estructura tridimensional.

Fuente: elaboracion propia.

1.1.2. Tipos fundamentales de reticulas

Los cristales son clasificados por las propiedades de simetria de la reticula y
la base. Entre estas propiedades estan: traslacion, reflexion y rotacion. Estas dos
ultimas son operaciones de punto, lo que quiere decir que se hacen respecto al mismo
punto de la reticula. La rotacion respecto a un eje que pasa a través de un punto de
la reticula en un sélido solo puede encontraste con rotaciones de simetria 1, 2, 3, 4y
6; es decir, al rotar 2, 27/2, 27/3, 2 /4 y 27 /6 radianes respectivamente, mantiene
la simetria de la reticula inicial. No es posible encontrar reticulas que conserven sus
propiedades de simetria bajo otras rotaciones, tal como las rotaciones 27/7 y 27 /5
radianes, esto se debe a la propiedad del cristal de tener una reticula infinita que

llene por completo el espacio del cristal.



Figura 4: Tipos de empaquetamientos no compatibles con la condicién de simetria

Fuente: [2]

Tabla 1: Tipos de reticula Bravais en dos dimensiones.

Sistema Numero de reticulas Restricciones
Cuadrada 1 |ai| = |a3|; ¢ = 90°
Hexagonal 1 lai| = |az]; ¢ = 120°

Rectangular 1 |ai| # |az|; ¢ = 90°
Rectangular centrado 2 |ai| # |az|; ¢ = 90°

Fuente: elaboracion propia.

1.1.2.1. Tipos de reticula en 2D

La forma més general de una reticula en dos dimensiones, es la oblicua, que es
invariante ante rotaciones de 7 y 27 radianes. Para poder obtener grados de simetria
es necesario fijar ciertas condiciones de restriccion a los vectores aj y a». Existen 4
tipos de reticulas especiales que cumplen con cierta condiciéon de restriccion en la
simetria y cumplen con las condiciones de periodicidad. A este tipo de reticulas se les
conoce como reticulas de Bravais. A continuacion se presenta los tipos de reticulas

Bravais junto con sus restricciones, donde ¢ es el angulo entre los vectores primitivos.

5



1.1.2.2. Tipos de reticulas en 3D

Existen 14 tipos de reticulas de Bravais en 3 dimensiones obtenidas por com-
binacién de uno de los 7 tipos de reticulas o sistemas axiales. Los diferentes tipos de

ordenamiento de las 7 reticulas son:

s Centrado en la base: Existe un punto de la reticula adicional en el centro

de cada par de caras de las celdas.

= Primitiva: Los puntos de la reticula son presentados solo en las esquinas de

las celdas.

= Centrado en la cara: Un punto de la reticula se adiciona localizada en el

centro de cada una de las caras de la celda.

= Centrado en el cuerpo: Un punto extra de la reticula se adiciona en el centro
de la celda.

De modo que en total existen exactamente 7x6 = 42 combinaciones donde la mayoria
de estos son idénticos. De manera que el ntimero se reduce a tan solo 14 reticulas
Bravais los cuales se muestran a continuacién, donde « es el angulo formado entre

los vectores a; y as, [ es el angulo formado entre aj y a3, y v el formado entre a3 y

—

as.:
Tabla 11: Tipos de reticula Bravais en tres dimensiones
Sistema Ntimero de reticulas Restricciones
Triclinica 1 lai| # |as| # |as); o # B #
Monoclinica 2 |ai| # |dz| # |as]; « =~ =90° # 8
Ortorréombica 4 lai| # |az| # |a3|; o = B =~ =90°
Tetragonal 2 lai| = |az| # |a3|; o = B =~ =90°
Cubica 3 lai| = |az| = |a3|; o = B =~ =90°
Trigonal 1 lai| = |a3| = |as]; o = B =y < 120°, # 90°
Hexagonal 1 lai| = |a3| # |as]; o = B =90°, v = 120°

Fuente: elaboracion propia.



1.1.3. Vectores primitivos de reticula ctubica

1.1.3.1. Reticula cibica simple

Los vectores primitivos de la reticula ctubica simple estan dados por el siguiente

conjunto de vectores perpendiculares.

El volumen de la celda primitiva es de

V=a

Figura 5: Tipo de reticula cibica simple

Fuente: elaboracion propia.

1.1.3.2. Reticula cabica centrada en el cuerpo

Los vectores primitivos para la reticula centrada en el cuerpo estan dados por

los vectores:



El volumen de la celda primitiva esta dada por:
V =1/2a* (1.7)

1.1.3.3. Reticula cibica centrada en la cara

Los vectores primitivos para éste tipo de reticula estan dados por:

ar=1/2a(y+2), ay=1/2a(z+2+2), a3=1/2a(z+7y) (1.8)

El volumen de la celda primitiva es:

V =1/4a® (1.9)
1.2. Red Reciproca

En el estudio de la difraccion de ondas en un cristal se utiliza el analisis de
Fourier para determinar la intensidad de la dispersion de las ondas de la base de
los atomos. El analisis de Fourier es un tema amplio, en esta seccién solo se dara

importancia a lo concerniente con la estructura geométrica de un cristal.

1.2.1. Andalisis de Fourier

Dado que un cristal es invariante a traslaciones de la forma T, se utiliza esta
propiedad para crear una funciéon peridédica que dependa de 7 para describir el niimero
de densidad de electrones en el cristal n(r). Esta funcion tiene periodos aj, as y a3

en las direcciones de los tres ejes del cristal, respectivamente. De modo que:

n(7+ T) = n(7) (1.10)
Se procede considerando el caso unidimensional. Se considera una funcién n(x) con

periodo a en la direccion x. Se expande n(z) en series de Fourier de senos y cosenos:

n(z) =no + Z[Cpcos(prx/a) + Spsin(2mpx/a)] (1.11)

p>0
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Donde p son enteros positivos y C,, S, son constantes reales, llamados coeficientes
de Fourier de la expansion. El factor 27 /a en el argumento asegura la periodicidad

de n(z) en a, esto es:

n(z+a) =ng + Z[Cpcos(prx/a + 27p) + Spsin(2mpr/a + 2wp)| = n(x) (1.12)

p>0

De esta manera se dice que 27p/a es un punto de la red reciproca 6 en el espacio de
Fourier del cristal. Los puntos de la red reciproca indican los términos permitidos en
la serie de Fourier. El término es permitido si es consistente con la periodicidad del
cristal. La ec. puede ser escrita de la siguiente manera:

n(x) = ane%”px/“ (1.13)
p

Donde la suma es sobre todos los enteros p, ya sea positivo o negativo y cero. En

esta representacién los coeficientes n, son numeros complejos. Para asegurar que

la funciéon del ntimero de densidad atéomica sea una funciéon real, se requiere que
*

n*, = ny, para que los términos en p y —p sean reales. Si la condicién se cumple y

se expande la ec. (1.13) para p y —p la funcion adquiere la forma:

2Re{n,} cosp — 2Im{n,} sing (1.14)

Donde ¢ = 2mpz/a, Re{n,} y Im{n,} son numeros reales y denotan la parte real
e imaginaria de n,. De esta manera se asegura que el numero de densidad n(z) sea
una funcion real.

En tres dimensiones el analisis de Fourier para la funcién n(r) se realiza buscando

un conjunto de vectores G

(i) =Y nee®" (1.15)
G

que sean invariantes bajo cualquier traslacion T en el cristal y deje a ésta invariante.
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1.2.2. Inversion de las series de Fourier

Se muestra la forma general para calcular los coeficientes de Fourier. En una

dimensién se tiene que:

n, = a_l/ dan(z)e”2mre/e (1.16)
0

Sustituyendo la ec. (13) en (16) se obtiene:

n,=a"' Z Ny / dxeim ¥’ =p)z/a (1.17)
; 0
p

Si el p’ # p, el valor de la integral es:

a 2in(p'=p) _ 1) =
2in(p/ — p) (e )

2im(n) = 1, con n entero. Para el término

Dado que p/ — p es un numero entero y e
_ : 0 _ : _ -1
p' = p el integrando es e’ = 1 y el valor de la integral es a, por tanto n, = a™ n,a,

el cual es la identidad. De la misma manera en 3 dimensiones se tiene:

ng=V-" / dVn(i)e O (1.18)
celda

Donde V. es el volumen de la celda en el cristal.

1.2.3. Vectores de la red reciproca

Para un cristal con una celda primitiva en 3D con vectores primitivos de trasla-
cion mutuamente ortogonales ai, as y az, los valores de los vectores de onda necesarios

para construir toda la estructura de la banda varia en los rangos:

™ 7 —T T —T ™
aq aq a9 a9 as as

Una reticula primitiva de forma paralelepipeda en el espacio real, esto es aj, a3 y
az, son mutuamente ortogonales, permiten construir una celda paralelepipeda con

vectores primitivos mutuamente ortogonales con una magnitud igual a:

_27T

by =

2
b2:_7T7 b3_

a1 7 a2 as

10
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De manera que b; es perpendicular a d; y ay. Si a1, a2 y a3 son los vectores primitivos
de la reticula del cristal, es posible construir una celda reticular primitiva con by,
by v b3 como vectores primitivos. En el caso general by, by y b3 son definidos de la

siguiente manera:

- a9 X a3
by =21 ——5——=
ai - ag X as
- az X aq
by =2"————
ai - ag X as
- al X as
ai - ag X as

Cada vector definido por la ec. ((1.21]) es ortogonal a dos vectores del eje de la red

del cristal. La magnitud es:

2
b= "(cosh) " i=1,23.. (1.22)

Q;

Donde 6 es el angulo entre los vectores primitivos del espacio de la reticula a; y el la

reticula reciproca b: . Los vectores de la red reciproca tiene la propiedad:
b_; . CL_; = 271'51‘]'
Donde 9;; es la Delta de Kronecker qué toma los valores:
1 sit=7y
Oij = o
0 sii#7
Los puntos en la red reciproca estan mapeados por un conjunto de vectores

é = Ulb_i + Ugb; + Ugb_;; (123)

Donde vy, vy y v3 son enteros. Al vector G de esta forma es llamado vector de
la red reciproca. Que es exactamente los vectores GG en las series de Fourier, de
manera que con eso se cumple la invarianza bajo cualquier traslacion en el cristal,

—

T = ulcﬂ + 'Lbza_é + Uga_é.

n(F+T) = Z eiO TG T (1.24)
€
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Pero €T =1, dado que:

elé'f — e2i7r(v1u1+v2u2+v3'ug) (125>

El argumento en la funcién exponencial tiene la forma 2im multiplicado por un entero.
De modo que se tiene la invarianza en el ntimero de densidad atomica, n(F+ T) =
n(r)=>" nee'®". Cada estructura cristalina tiene dos reticulas asociadas, la reticula
cristalina y la reticula reciprocaﬂ. La red reciproca es la reticula en el espacio de

Fourier asociado con el cristal.
1.3. Difracciéon de Ondas por Cristales

Tal como se mostro en secciéon anterior, cada cristal posee dos estructuras de la
red en diferentes espacios, la red del cristal y la red reciproca. La red reciproca del
cristal es un mapa con la capacidad de mostrar un patron de difraccion del cristal,
tal como se muestra a continuacion. Los vectores de onda son escritos en el espacio
de Fourier, por tanto cada posiciéon en el espacio de Fourier tiene una descripcion de
la onda, pero hay un significado especial para los puntos definidos por el conjunto

de vectores (G asociados con la estructura del cristal.

1.3.1. Ley de Bragg

La superposicion de ondas dispersadas elasticamente por los atomos del cristal
resulta en refraccion optica. En los cristales la difraccion depende de su estructura y
de la longitud de onda del haz incidente. Cuando la longitud de onda de la radiacion
es igual o menor que la constante de la reticula, se obtienen un haz difractado en
direcciones diferentes a las incidentes. Después de analizar resultados, W.L Bragg
presentd un explicacion a este fenomeno. La explicacion se basa en la reflexion de
las ondas incidentes por los planos paralelos de los atomos en el cristal, donde cada
plano refleja especularmente una pequena fracciéon de la radiacion, es decir, como si
fuera un espejo. En la reflexion especular el angulo de incidencia es igual al angulo
de reflexion. El haz difractado se encuentran cuando las reflexiones de los planos
paralelos de atomos interfieren constructivamente. Se hace la consideraciéon de que

esta dispersion es elastica, en el que la energia de las ondas no cambian en la reflexion.

3También conocida como red cristalina
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Figura 6: Difracciéon de onda incidente a la estructura cristalina.

Fuente: [2]

Se consideran planos paralelos de la red con una separacion d. La diferencia
de caminos de los rayos reflejados de los planos adyacentes es de 2dsenf), donde 6 es
medido desde el plano. La interferencia constructiva de la radiaciéon ocurre cuando
la diferencia de camino es un niimero entero n de la longitud de onda A, de manera

que:

2dsinf = n\ (1.26)

Esta es la ley de Bragg, la cual es satisfecha solo para longitudes de onda A\ < 2d.
A pesar de que la reflexiéon de cada plano es especular, solo para ciertos valores de
0 las reflexiones de los planos paralelos periddicos se suman en fase para dar un haz
reflejado mas intenso. Si cada plano se reflejara perfectamente, solo el primer plano
del conjunto de planos paralelos podria reflejar la radiacion, y cualquier longitud de
onda serfa relejada. Pero cada plano refleja 1072 a 107° de la radiacién incidente,
de manera que se necesitan de 10® a 10° planos de Atomos para contribuir a la
formacion de un haz reflejado en un cristal perfecto. La ley de Bragg no es més que
una consecuencia de la periodicidad de la reticula, es importante observar que esto

no esta relacionado con la composicion de la base de 4tomos con cada punto de la
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reticula. Mas sin embargo la composicién de la base determina la intensidad relativa

de varios ordenes de difraccién de un conjunto dado de planos paralelos.

1.3.2. Condiciones de Difraccién

Dado que la longitud de onda de los rayos x son los més adecuados en la

difraccion de ondas se establece el siguiente teorema.

Teorema El conjunto de vectores de la red reciproca G determina las posibles
reflexiones de los rayos x.

Los factores de diferencia de fase del haz incidente y del difractado de los
elementos del volumen apartados por 7 esta dado por i(F=K)D 105 vectores de
onda incidente y saliente son k y K respectivamente. La amplitud total de la onda
dispersada en la direccion K es proporcional a la integral sobre el cristal de n(7)dV
multiplicado por el factor de fase ei((F=)7) | Esto significa que la amplitud de los
vectores de campo eléctrico y magnético en la onda electromagnética dispersada es

proporcional a:

F = /an(F)ei(E_ )T = /an(f')e_iAE'F (1.27)

Donde F se define como la amplitud de dispersion y k—Fk = —AIZ, 6 escrito de otra

forma:

k+ Ak =Kk (1.28)

Donde Ak es el cambio en el vector de onda y es llamado como el vector de dispersion.
Al introducir en la ec. (|1.28)) las componentes de Fourier de n(7) ec. (1.18)) se obtiene

la amplitud de dispersion en funciéon de los vectores de la red reciproca:

F=>" / dVnge (G207 (1.29)
G

Cuando el vector de dispersion AK es igual al vector de red reciproco, el argumento

de la exponencial desaparece y se obtiene F' = Vng.

Ak =G (1.30)
14



Cuando esto se cumple significa que la dispersion fue elastica y se encuentre que al
utilizar la ec. (1.30)), la condicidn de difraccion

(k+G)? = k?
2%-G+G*=0 (1.31)

Este resultado representa la teoria central de dispersion de ondas en una reticula
periddica. Dada la simetria que existe se puede decir que GG puede ser representado

de la misma manera con —G por lo que la ec. (|1.31]) puede representarse:
2%k -G =G? (1.32)

1.3.3. Ecuaciones de Laue

Las ecuaciones de Laue no son més que una representacion del resultado obte-
nido de la teoria de difraccién, especificamente de Ak = G. Las ecuaciones de Laue
es aplicar el producto escalar entre los vectores primitivos de la reticula con el vector

reciproco G:

5 Ak = 21
@y - Ak = 2mv
iy - Ak = 2mus (1.33)

La interpretacion de esas ecuaciones es puramente geométrica. a; - Ak = 27v; indica
que AF se encuentra en un cono sobre la direccion de a;. De modo que, estas ecuacio-
nes establecen condiciones para el vector de dispersion, el cual debe estar orientado
en una direccion especifica en relaciéon a los vectores primitivos de la reticula del

cristal.
1.4. Zonas de Brillouin

Una zona de Brillouin esta definida por una celda primitiva Wigner-Seit4| en

la red reciproca. Las zonas de Brillouin proveen una interpretacion geométrica de la

4Fs un ejemplo de un caso especial de una celda primitiva en que solo un punto de la reticula
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condicion de difraccion mostrada en la ec. ([1.32)), modificandola se obtiene:

k-(1/2G) = (1/2G)? (1.34)

Se selecciona un vector G en el espacio reciproco que empieza desde el origen. Se
construye un plano normal a este vector en su punto medio, esto crea una parte de la
zona de la frontera. El haz de rayos x se difracta si el vector de onda k cumple con la
condicién de difraccion ec. , de modo que el haz dispersado tendré la direccién
k — G. Esto significa que la construcciéon de las zonas de Brillouin exhibe todos los
vectores de onda k que pueden ser reflejados por el cristal utilizando la ley de Bragg.
El conjunto de planos que bisectan perpendicularmente los vectores reciprocos son
de gran importancia en la teoria de la propagacion de ondas. Una onda con vector de
onda con origen y final en uno de esos planos satisface las condiciones de difraccion.
Estos planos dividen el espacio de Fourier del cristal en fragmentos. La celda central
en la red reciproca es un caso importante en la teoria de los solidos, y es llamado
como la primera zona de Brillouin. Esta primera zona de Brillouin es el volumen
més pequeno enteramente cerrado por los planos que bisectan perpendicularmente a

los vectores reciprocos dibujados desde el origen.

1.4.1. Red reciproca la reticula ctbica simple

Los vectores primitivos en la red reciproca se obtiene conociendo los vectores

primitivos de la reticula. En este caso son:

— —

by = (2n/a); by = (27/a)i; by = (27/a)? (1.35)

Estos vectores muestran que la red reciproca no sufre cambio alguno con la red del
cristal, excepto por un factor de 27. De modo que las zonas de Brillouin son planos

normales a los seis vectores reciprocos que intersectan la parte media de estos:

+1/2b; = +£(27/a)
+1/2by = +(27/a)
+1/2bs = +(27/a)2 (1.36)

Nagl
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1.4.2. Red reciproca de la reticula ctbica centrada en el cuerpo

Los vectores reciprocos primitivos para éste tipo de reticula son:

9) (1.37)

Se observa que estos vectores son tienen la forma de los vectores primitivos para la
reticula cubica centrada en las caras. La primera zona de Brillouin para este tipo de

reticula estada formada por los 12 vectores que se muestran a continuacion:

by = (27 /a)(£§ + +2)
by = (27 /a)(£2 + +3)
(27 /a)(£2 + £9) (1.38)

S
I

1.4.3. Red reciproca de la reticula ctabica centrada en las caras

Los vectores reciprocos primitivos para esta reticula estan dados por los vecto-

res:

by = (27/a)(& + i — 2) (1.39)

Los vectores GG mas cortos estan dados por los 8 vectores:

(2r/a) (£ £y £ 2) (1.40)
Para formar las fronteras de la celda en la red reciproca se construyen 8 planos

normales a estos vectores. Estas esquinas del octaedro cortan con los planos que son

perpendiculares y bisectan a los otros seis vectores reciprocos:

(2r/a)(£28);  (2m/a)(£20);  (2m/a)(£22); (L.41)
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2. Vibraciones en la Red

Las vibraciones en la red cristalina tiene un papel importante para describir
propiedades de los solidos desde el punto de vista clésico. Estas vibraciones son
ocasionadas por perturbaciones en el sélido, ya sean mecanicas, actsticas u épticas.
Las perturbaciones externas originan movimiento de los atomos los cuales pueden ser
descritos matemaéaticamente por medio de ondas con cierta frecuencia caracteristica
de la geometria del sélido. En éste capitulo se describiran los modelos del movimiento
armoénico de los atomos en el cristal asi también como las propiedades de intrinsecas

de los materiales.
2.1. Vibracién del cristal con base monoatémica

Se considera la vibracion de un cristal con un solo atomo en la celda primitiva.
Se busca la relaciéon entre la frecuencia de vibracion de la onda elastica y su vector

de onda.

2.1.1. Ondas elasticas en cristales cubicos

Se inicia con la descripciéon de las ondas propagandose en un medio cristalino
con geometria ctubica. Se considera un cubo de volumen AzAyAz, en el cual actaa
un esfuerzo — X, (z) sobre la cara z y X,(x + Az) sobre la cara paralela en = + Ax,

de modo que la fuerza neta en la componente x es:

P 0X, n 0X, N 00X,
o\ oz oy 0z

En un cristal donde se ejercen fuerzas, se obtiene la ecuacién de movimiento en la

) AzAyAz (2.1)

direccion z.

ZF = ma
9%u 0X, N 0X, N 0X,
Poce = ar oy | 02

2

Donde a = —
onae a dt2

y m = pAxAyAz. u es el desplazamiento en la direccion x.
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Para analizar las componentes del esfuerzo es necesario establecer la relacion

entre esta con las constantes de rigidez elastical} Esto es:

Xa: = Cllexx + Cl2eyy + 0126,22 (23)
Xy = 0446231 (24>
Xz = 044690,2 (25)
Donde:
o
TTr — ax, yy — aya zz T 82
_Ou v _Ov ('9_'w ou Ow

ny—a_y+%7 6yz_§+ oy ezwzaﬂL%
Sustituyendo en la ec. (2.2) se obtiene:

0%u 0?u Pu % 0%v 0w

Pu_ ., Pu ou J'u - 2.
p 5 Cll 92 + 044 (ay2 + 622) + (012 + 044) <axay + 81‘82) ( 6)

De la misma manera para para esfuerzos en la direcciéon y y z.

0%*v 0%v v v 0%u 0w

Pv_ ., O v Jw —~ 2.
e CllayQ +Cu (81’2 + 822) + (Ci2 + Cu) (8:681; + &Baz) (2.7)

Pw | Pw Pw  Ow Pu O
pW — an + Cyy (@ + 8_y2) + (Cia + Cu) (8xaz + ayaz) (2.8)

2.1.1.1. Ondas en la direccién [100]

La ecuacion que describe la onda en esta direccion esta dada por ec. (2.6)), donde
la solucion esta dada por una onda longitudinal, esto quiere decir que la propagacion

de la onda es paralelo al movimiento del medio.

u = upet kTt (2.9)

Ver Introduction to Solid State Physics, Kittel. Capitulo 3
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2
Donde k = Tﬂ y w = 2wv.Al sustituir (2.9) en (2.6) se obtiene:

w?p = Oy, k? (2.10)
Donde la velocidad w/k de la onda longitudinal en [100] es:

1/2
vy = (@) (2.11)
p

Ahora se considera una onda transversal, con direccién de propagacion a lo

largo de x, con desplazamiento v en la direccion y.

v = yoelke=wh (2.12)
Sustituyendo (2.12)) en (2.7)) se obtiene:
o\ 12
vy = (ﬁ) (2.13)

p
De modo que para k paralelo a [100] las dos ondas transversales (v y w) tienen la

misma velocidad.

2.1.1.2. Ondas en la direccion [110]

Se considera una onda que se propaga en el plano xy con desplazamiento del

medio en w en la direccién z.

w = woei(kzx+kyy—wt) (214)

Al sustituir (2.14) en (2.8)

U)2p = C44 (kg + k;) = C44K2 (215)

Se considera ahora una onda que se propaga en el plano zy con desplazamiento

del medio en la direccion xy.

u = uoei(er-‘rkyy—wt) (216)
v = voei(kzx+kyy7wt) (217)
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Al sustituir ec. (2.16) y ec. (2.17)) en la ec. (2.6) y ec. (2.7]) se obtiene.

w2pu = (011]{?323 + 044]6';) U+ (012 + 044) k’xk‘yﬂ
w2pv = (an§ -+ 0441{32) v+ (Clz + C44) ]{kayu

La solucion mas sencilla es cuando la onda se mueve en [100], para la cual k, = k, =

k/ V2. Para lo cual al resolver el sistema de ecuaciones se encuentran las dos raices.

1
w2p = 5 (CH + 012 + 2044) K2 (218)
1
w’p = 5 (C1y — Cpp) K? (2.19)

La primera soluciéon describe una onda longitudinal y la segunda una onda transver-
sal. Esto se puede determinar al sustituir la primera raiz en la primera ecuacion, se
obtiene u = v, por lo tanto el desplazamiento de las particulas es a lo largo de [110] y
paralelo al vector K.La segunda raiz al ser sustituido al ser sustituido, se encuentra
u = —v. Las particulas se desplazan a lo largo de [110] y perpendicular al vector
K. De esta manera se encuentra que existen 3 modos normales del movimiento de
la onda en el cristal para una magnitud y direcciéon dada de K. Para los casos mas

simples existen dos modos transversales a K y uno paralelo a K.

2.1.2. Vibraciones en el cristal

Cuando una onda se propaga en las direcciones mencionadas anteriormente,
es més facil describir los desplazamientos de los planos de dtomos que se mueven
en fase perpendicular y paralelamente a la direccion del vector de onda. Se asume
que existe una respuesta eléstica lineal de la fuerza en el cristal, de igual manera se
asume que la fuerza sobre el plano s causado por los desplazamientos del plano s+ p
es proporcional a la diferencia entre los desplazamientos usy, — us. Por simplicidad
se consideran solo los vecinos cercanos al plano s, es decir con p = £1. La fuerza

total sobre el plano s es :

Fy = C(usy1 —us) + C (us—1 — us) (2.20)
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Donde C' es la constante de fuerza entre los planos vecinos mas cercanos y difiere
entre ondas transversales y longitudinales. De modo que la fuerza F; es la fuerza
sobre un dtomo del plano s. La ecuaciéon de movimiento del &tomo en el plano s es

de la siguiente forma:

Md2us s
e (Usy1 + us—1 — 2uy) (2.21)
Donde M es la masa de un atomo. La solucién de esta ecuacion esta dada por una
. d*u,
dependiente del tiempo, ésta es u(s)e™"*. De manera que d; = —w?u(s), entonces:
—Muw?u(s) = C (u(s + 1) + u(s — 1) — 2u(s)) (2.22)
La solucion para u(s) es:
u(s £1) = ue'*Kaetike (2.23)

Donde a es el espacio entre los planos y K es el vector de onda. El valor de a depende

de la direccién de K.
2.2. Cuantizacion de las vibraciones en la red

Las vibraciones en la red cristalina pueden ser provocadas por distintos facto-
res externos al cristal. Entre estos estan; los choques mecanicos con la estructura, la
temperatura, la difraccion de ondas electromagnéticas, entre otros. Estas vibracio-
nes pueden ser descritas por modelos matematicos sencillos que ayudan a describir

propiedades del material.

2.2.1. Descripcion cualitativa de un fonén

Al igual que el fotén que es el responsable para de describir las manifestaciones
cuanticas de los fenémenos electromagnéticos, el fonén se encarga de describir el
comportamiento cuantico de los modos de vibraciéon de una estructura elastica. El
fonon esté asociado a un cristal debido al comportamiento eléstico de los &tomos, este
comportamiento eldstico crea un movimiento oscilatorio de los &tomos en el cristal, el
cual puede ser descrito cudnticamente utilizando un grupo de coordenadas asociadas

al sistema. El movimiento de los &tomos establece una frecuencia de vibracion propia
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del sistema, con lo cual es posible describir ciertas propiedades térmicas y eléctricas
del cristal.

La descripcion cuantitativa de los fonones se muestra en el siguiente apartado,
donde se muestra mateméticamente la discretizaciéon de una linea elastica de dtomos

utilizando mecanica cuantica.

2.2.2. Discretizacidon de una linea elastica

Se considera una linea de &tomos unidos por fuerzas electroestaticas, los cuales
forman una estructura cristalina. En este caso solo se considera una dimension de la
estructura cristalina. Se exhibe el Hamiltoniano de una linea discreta de puntos con
unidad de masa m, a una unidad de espaciamiento bajo tension.

Sea p; el momentum transversal y ¢; el desplazamiento transversal de la masa

en el punto 7, de modo que para desplazamientos pequenos:

H= Z (0} + (g1 — @)% (2.24)

Las constantes no se consideran en esta parte del desarrollo. De igual manera se

tienen de las coordenadas generalizadas, las siguientes relaciones:

oL
pl_aﬁi_ql

(2.25)

Donde L es el Lagrangiano del sistema:

L=1/2> (¢~ (441 — @)°) (2.26)

i
Las relaciones de conmutacién muestran la relacion que existe entre las coordenadas

generalizadas, esto ayuda a simplificar la matematica:

[qr, Ds] = P75 (2.27)

Se observa que en la ec. (2.24]) la suma se hace sobre todos los dtomos del cristal. El
trabajo se simplifica al utilizar un cambio de coordenadas, los cuales se nombraran

como las coordenadas del fonon:
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g = N~1/2 Z Qe (2.28)
k

Qr=N"12Y"ge (2.29)

En mecénica cuantica las variables definidas deben cumplir con ciertas propie-

dades, una de las cuales es que deben ser hermitianas, de manera que:

qr ZQ;_

N71/2 Z leikr _ N71/2 Z Q;refikr

Esto cumple si y solo si:

Qr = QF, (2.30)

Los valores de k estdn determinados por las condiciones de frontera, esto es:

qr+N = qr (231)
Al evaluarlo en la ec. (2.28)), se obtiene el término:

eZkN -1

2
La cual es satisfecha por k& = %, paran = 0,+1,4+2, +£3,...,+(1/2N — 1),1/2N.

Utilizando las coordenadas del fonén se puede dejar el Lagrangiano en términos de
esta transformacion de coordenadas, lo que ayudard a determinar las componentes

canoénicas de Py y Q.

Sr = YYD G
r kK T
= NﬁNZZQka’(S(—k,k)
koK
= G0 (2.32)
k
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De la misma forma para el término de energia potencial:

Sl ok = ¥ Y S Qe (1) ()
= 2 Z QrQ—k (1 — cos(k)) (2.33)

De manera que, expresando el Lagrangiano y el Hamiltoniano con las nuevas coor-

denadas se obtiene:

L=1/2) QrQ-r— > QrQ-k (1 — cos(k)) (2.34)
oL .
P, = 20, Q-
= P, (2.35)
H=1/2) PP+ Y (1--cos(k)) QQs (2.36)
k k

Donde Py es la coordenada del fonén para el momento:

Pk _ N—1/2 Zq'seiks
= N2> pet (2.37)
La relacion de conmutacion entre las nuevas coordenadas ec. (2.37)) y ec. (2.29).

[Qr, Prr] = 0011y (2.38)

El indice del vector de onda se refiere a las coordenadas internas y no tiene relacion
con el momento total, excepto para k& = 0. El momento total es Y p, y por la
ec. ([2.37))

Pieo = N2 p,
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De modo que el momento total incluye solo el modo k = 0, el cual es una traslaciéon
uniforme del sistema. Es importante resaltar que ) k es conservado en muchas in-
teracciones en el cristal, por esta razon k es considerado como el momento del cristal.

Se tiene que la ley de conservacion para el momentum seria:

> k=G (2.39)

Donde G no es mas que el vector reciproco de la reticula, ya definido en el primer
capitulo. Esta ley de conservacién hace referencia a que el cristal no es invarian-
te a traslaciones infinitesimales, pero es invariante ante traslaciones por miultiplos
de los vectores base de la celda primitiva. Es importante resaltar que esta ley de
conservacion es distinta a la conservacion de momentum respecto al centro de masa.
Se observa en la ec. que la suma de los términos k£ y —k hace que

el Hamiltoniano no tenga la forma armonica del oscilador. De modo que se busca

expresarlo en una forma armonica de:

H =" wy (2.40)

Donde 7y, = a; i, a; y aj son operadores bosonicos de creacion y aniquilacion.

[ak, CLZ} = 6(k,k’) (241)

Se propone la la transformacion lineal de los operadores escalera utilizando

como base a los operadores de fonoén, utilizando las condiciones impuestas en la

ec. ([2.30]) y ec. (2.35)).

a,j = (2wk)*1/2 (ka,k — ZPk> (242)
ap — (ka)_l/Q (kak + Z'P,k) (2.43)

Donde wy, viene dada por la relacion de dispersion:

wy, = [2(1 — cos(k))]"? (2.44)

wy, representa las frecuencias de oscilaciones clasicas. Para valores de k£ muy pequenas

no existe dispersion, dado que w o k. La dispersién sucede cuando la longitud de
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onda 27 /k se aproxima a la separacion interatomica, de modo que las ondas puedan
notar la naturaleza discreta de la red. Al hacer la suma en ([2.36)) sobre +k se obtiene:

(1/2(Pe Py + P Pr) + (1 — cos(k))(QrQ—r + Q Q%))

El cual al sustituir por (2.42)) y (2.43) se obtiene:

1/2wy, (a,jak + agay +ata_g + a_kafk)

Utilizando la relacion de conmutacion en la ec. (2.41)) en el segundo y cuarto término,

se obtiene que el Hamiltoniano puede ser escrito como:

H="> w(afar+1/2) (2.45)

Se puede observar que el Hamiltoniano solo dependen de los vectores de onda posi-
tivos. El término a; a; es llamado como el operador para nimero de bosones en el

estado k.

Si se especifica el estado ® por los valores propios de ocupaciéon ny, entonces la

ecuacion de Schrodinger es:

HO = E® = () ngwy)® (2.47)

Un incremento de uno en n; corresponde a la excitacion un fonén de energia wy. Las

transformaciones inversas para P, y (J; en términos de los operadores escalera son:

Py =i(wp/2)"? (af —a_y) (2.48)

Qr = (2wp) ™ (ax + at)) (2.49)

De esta manera se puede volver a la coordenada g¢,:

5 1/2 ‘ A
=3 (i) (o o) 250
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Donde h y M fueron restaurados. Los modos de vibracion cuantizados son idénticos

a los modos de vibraciéon en un sistema descrito clasicamente.
2.3. Propiedades Térmicas del Sélido

En esta seccion se consideran las propiedades de transporte de los sélidos uti-

lizando como base la descripcion de la interacciéon de los fonones en el cristal.

2.3.1. Densidad de Estados
2.3.1.1. Densidad de Estados en 1 dimension

La densidad de estados de un sistema es el niimero de estados por cada intervalo

de energia o frecuencia. Esto es:

_dN
 dE

Donde N representa la cantidad de estados y E la energia. Para simplificar los

D(E) (2.51)

calculos y dar una idea general del calculo de estados se considera el caso mas simple,
una dimension. Esto es una linea de longitud L con N particulas de separaciéon a
entre cada una.

Se considera un medio como no ligado, es decir, los atomos no estan fijos en
una posicion definida. Esto requiere que la solucién sea periddica sobre una larga

distancia L. Esto significa que la soluciéon debe cumplir:

us(sa) = us(sa+ L) (2.52)

Esta condiciéon de frontera puede ejemplificarse al considerar una linea de N dtomos
que se unen en sus extremos, formando asi un anillo circular. La soluciéon es de la

forma:

uy = u(0)eKaewxh) (2.53)

La solucion para la parte espacial tienen forma sinusoidal, es decir, puede ser sen(sKa)
6 cos(sKa). Se puede observar que para que esto cumpla el argumento de las funcio-

nes tiene que ser miltiplo de 27, los valores permitidos para K, depende del ntimero
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de atomos ().

K=n—=n— (2.54)

Se consideran valores negativos de K debido a la simetria del problema, al hacer eso
se acotan los valores de K, estos son:
27 4 6T N
K=0+—, +—, +—, ..., —
) L ) L ) L Y ) L

El dltimo valor permitido N7 /L no considera el valor negativo debido a que solo esta

(2.55)

permitido para la funcién coseno. Con esto se obtiene que existe un modo por cada
atomo, los cuales pueden ser positivos y negativos, con un intervalo de AK = 27 /L
entre valores sucesivos de K. El ntimero de modos por unidad de rango K es de L /27
entre —w/a < K < 7/ay 0 fuera de este rango. Se llega entonces que el niamero de

modos por unidad de rango de frecuencia para una polarizaciéon dada es:

D(w)dw = ——dw (2.56)

Donde dw/dK puede encontrarse de la relacion de dispersion.

2.3.1.2. Densidad de Estados en 3 dimensiones

Las condiciones de frontera sobre un cubo de N3 celdas primitivas de lado L

deben cumplir:

P (Eert Kyy+Kz2) _ oi(Ke(2+L)+Ky(y+L)+ Kz (2+L)) (2.57)
Donde:

27 A7 N«
—_ ... —
L’ L7 L

De modo que existe un valor de K por volumen (27/L)3. El ntimero total de modos

K,=K,=K,=0, + (2.58)

con vector de onda menor que K es (L/2m)3 veces el volumen de la esfera de radio

N = (%)3 (4”;(3) (2.59)
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Y la densidad de estados seria:

(2.60)

D(w) = (w@) dK

o2 ) dw

2.3.2. Capacidad Calorifica del Fonén

La capacidad calorifica es la razén entre la energia transferida de un cuerpo o
sistema y el cambio de temperatura que experimenta. Para un sistema de volumen

constante se tiene:

C, - (g_g) @2.61)

Donde U es la energia total del sistema y T la temperatura del sistema. Se tiene que
la energia total del sistema esta dado por la suma de todas las energias de los modos

del fonon.

Upet = Y > Ukyp (2.62)
K p

Donde K representa al vector de onda y p el indice de polarizaciéon. Considerando la

energia sin las correcciones de estado base.

Urer = Z Z < Nggp > th’p (263)
K p

Donde < ng, > es la ocupacién térmica en equilibrio de los fonones de vector
de onda K y polarizacion p. La distribucion que a considerar es la distribuciéon de
Planck, la cual se obtiene al considerar la probabilidad de un oscilador de estar en

el estado n, utilizando el factor de Boltzmann.

o—En/kBT

F(E,) = ST (2.64)

n=0 €

La razon de utilizar el factor de Boltzmann(e ®#/*57) es debido a que ésta

representa un factor de peso que determina la probabilidad relativa del estado 7 en
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un multiestado en equilibrio termodindmico.El valor promedio de excitacion de un

numero cuantico de un oscilador es:

Z Se—shw/ﬂ-
s
Z efshw/T
s

Donde 7 = kgT'. Utilizando la serie geométrica.

<n>= (2.65)

doat = — (2.66)

Esto es:

<n>= (2.67)

ehw/T—1

Al sustituir la ec. (2.67)) se obtiene una expresion para la energia total del sistema:

U= Z Z ehijf‘f - (2.68)

La suma sobre los vectores de onda puede sustituirse por una integral al considerar

una densidad de estados D,(w)dw, es decir, los modos del cristal:

th,p
U= Z/de e T (2.69)

2.3.2.1. Modelo de Einstein (Modos 6pticos)

Para este modelo se asume que todos los modos tienen la misma energia wy.

Esto conlleva a que la densidad de estados esté representada por:

D(w) = Né§(w — wy) (2.70)

Al sustituir en la ec. (2.69) e integrar respecto a los modos se obtieneﬂ:

U N (2.71)

ehwo/r -1

2La solucion es para cada tipo de polarizaciéon
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La capacidad calorifica encontrada es:

Faw eh’wO/T
C, = Nkg [ — . (2.72)
T (eh,wo/r _ 1)
Para temperaturas bajas, se observa que T'— 0, esto significa que:
eth/’T >> 1
eth/T 1 =~ ehwo/r
Para bajas temperaturas se tiene entonces:
g \ 2
C%zN@(—ﬁ)emW' (2.73)
T

Para temperaturas muy altas, se tiene que 7' muy grande. Esto es, se considera solo
el término lineal de la expansion:
hwo

ehwo/’r ~14 2
-

Se obtiene entonces para temperaturas altas:

C, = Nkg (2.74)

El fonén optico corresponde a un modo de vibraciéon en el cual los atomos se
mueven de forma opuesta creando un momento dipolar eléctrico, esto regularmente
sucede con los iones opuestos. Se les llama fonones 6pticos debido a que al incidirle un

haz infrarrojo muchos de estos materiales interactiian vibrando de forma transversal.

2.3.2.2. Modelo de Debye (Modos Actsticos)

Para este modelo se asume linealidad en la relacion de dispersion, w = vK.
La simplificaciéon se sustenta por el hecho de que para longitudes de onda gran-
des las frecuencias son pequenas, es decir, tienen un comportamiento inversamente

proporcional. Utilizando la densidad de estados encontrada en la ec. (2.60)).
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by = (L 88
212 ) dw

V. w?

272 3

La condicién que se obtiene al hacer esta simplificacion es que 0 < w < wp, donde

wp es la frecuencia de Debye. Sustituyendo la ecuaciéon anterior en la ec. se

tiene:

3Vh [vP w?
U= —— dw———
2m2y? /0 Ty

El factor 3 que se incluye en la ecuacion representa las 3 ramas de fonones actsticos(2
transversales, 1 longitudinal). En los solidos reales los modos tienen diferentes velo-
cidades, de modo que wp es diferente. En este caso se asume una misma velocidad.
Para resolver la integral de la ecuaciéon anterior se hacen unas simplificaciones:

hw hwp
Searx = —yxrp=—"
T T

3Vh /7T\4 [*P 23
U_27r?v3 (7_1)/0 em—ldm

Se define la temperatura de Debye:

h N 1/3
6 = é (67#7) (2.75)

Se obtiene la siguiente expresion:

T\3 0/T .3
U = 9NksT (—) / Yz
0 g €er—1

El interés es en la capacidad calorifica, por lo tanto se deriva la expresion anterior

respecto a la temperatura.

C, = 9Nk (L 3/@ﬂd (2.76)
v B\ 0 (6;,;_1)23” '

Para resolver la integral anterior de una manera mas simple, se consideran los ca-
sos en el que la temperatura es muy baja y para temperaturas altas. Para bajas

temperaturas:
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T~=0 xp—

T 3 poo x4€x
e N [ _—
Cv 9 kB <9> /0 (ex — 1)2d$

4 3
= TNk (Z) (2.77)

5 0

La ec. (2.77) se obtuvo resolviendo la integral por un método numeérico. Se puede
observar que la capacidad calorifica es proporcional al cubo de la temperatura C, o

T3. Para altas temperaturas se tiene, para 7' muy grande, £ muy pequeiio, esto es:

e =1+x+2%/2+ ..

Considerando hasta el término lineal, los grados mas grandes se pueden despreciar.

T\3 [0/T Az
C, = 9Nk — —d
(9) / (er —12"

T 3 9/T 4
INkp (5) / %dm
0

C, = 3Nkg (2.78)

Q

Se puede observar que en general para 1" bajos Cyey >> Copy, de modo que un
modelo general solo consideraria la capacidad calorifica del modelo actistico. Para
temperaturas altas se observa ge cada rama del fon6én acustico contribuye Nkg a la
capacidad calorifica.

Para concluir, en un soélido real las ecuaciones para obtener la densidad de
estados suelen ser mas complicadas, dado que es necesario considerar la relacion de
dispersion de cada solido. La simplificacion que se hizo en el desarrollo anterior se
bas6 en que la mayor parte de los solidos a frecuencia pequena tienen una relacion
linealmente proporcional al vector de onda, por lo cual se comportan tal como lo
predice el modelo de Debye.

La mayor parte de los aislantes tienen C, o T3, comportandose asi al modelo de

Debye. Para metales, el cual estd dominado por electrones libres, C, o< T.
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2.3.3. Expansiéon Térmica

Para entender la expansion térmica se consideran los términos anarmonicos de
la energia potencial sobre la separacién media de un par de dtomos a temperatura
T. Se toma la energia potencial de los d4tomos con desplazamiento x del punto de

equilibrio, considerando términos de orden superior.

U(x) = ca® — ga® — fa (2.79)

Los coeficientes ¢ g f > 0. El término ctibico representa la asimetria de la repulsion
mutua entre 4tomos, mientras que el término x* representa un acomodo de la vibra-
cion a grandes amplitudes. El motivo de considerar términos de orden superior al

potencial es debido a dos puntos importantes:

= Interaccion entre fonones: Para un potencial proporcional al cuadrado del des-
plazamiento no existe interaccion entre fonones. Los fonones nunca colisionan
entre ellos. En so6lidos reales, donde el enlace entre los atomos no son resortes

perfectos, existe interaccién entre fonones.

= Expansion térmica: Para resortes perfectos, la separaciéon entre los &tomos no
cambia. Para solidos reales, esta separacion si cambia, regularmente aumentan

mientras 7 aumenta.

El desplazamiento promedio esta dado de la forma:

<z >= /OO xP(z)dz (2.80)

o0

Donde P(z) esta representado por el factor de Boltzmann.

e~ U@)/T
P(z) = T T (2.81)
e V@/m — o—(ea?—ga®—fat)/r

_ e—cx2/7'€(g:ﬂ3+fa:4)/7—

Para bajas temperaturas:
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3 4
g$3+fx4)/7_%1+gl' + fz
T

el
fi’ooo dxe—cz2/7' (1 4 gx‘o’-:fw‘l) T

<Tr> = 3 )
S5 dwemesti (14 o)

39T
4c2 + 3fT

Dado que 4c¢* >> 3f7, se puede simplificar a:

39

El coeficiente ¢ es el tinico que queda en la ecuacion, de modo que el término que

domina es la que representa la asimetria de la repulsion entre atomos.

2.3.4. Conductividad Térmica

La corriente de calor en una barra solida esta dada por la siguiente ecuacion:

- _U
JU*AT

Representa la energia por unidad de area. La corriente de calor es proporcional al

(2.83)

gradiente de temperatura, y el coeficiente A es la conductividad térmica.

4T
dx

Se considera un sélido como un gas de fonones diluidos, con velocidad v,, esto

Ju = (2.84)

es en la direccion x. En su posicion inicial la temperatura es de T'(z), en el punto

final T'(x + v,t).

U
U= F(T(x) —T(x + v,t)) (2.85)

p

Donde t es el tiempo promedio de colisiones y NV, el nimero total de fonones.

dr
AT =T(z) —T(z + v,t) = —%vxt
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De modo que:

N, dx

La cantidad de fonones que pasan una unidad de area por unidad de tiempo es nv,,

U= (2.86)

donde n es la densidad de fonones n = N,,/V.

iy = — gﬂv tnv
Ju = Np dili’ T T

Para un medio isotropico < v? >=< 12 > + < UZ > 4 < v? > se puede expresar

como < v? >=3 < v? >, de modo que:

CdT < v? >

A

1C dT

Donde [ es la longitud de la barra. Comparando la ec. (2.87) con la ec. (2.84)), se

obtiene el coeficiente de conductividad térmica.

= —— 2.
A 3Vvl (2.88)
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3. Bandas de Energia

El modelo de los electrones libres da un panorama amplio para describir ciertas
propiedades en los metales. Pero éste modelo no logra explicar las diferencias entre
los metales, semi-metales, semi-conductores y aislantes. En el capitulo anterior se
describieron propiedades de los cristales no metalicos, los cuales pueden ser tratados
de manera més amplia al considerar la teoria de bandas de energia, la cual explica el
por qué los electrones en los cristales estan ordenados en ciertas regiones de energia
en déonde no pueden existir orbitales de electrones ondulatorios. En general el cristal
puede comportarse como un no metal cuando las bandas de energia estan desocu-
padas o llenas totalmente, esto es, ningin electron puede moverse debido a campos

magnéticos.
3.1. Origen de las Bandas de Energia

3.1.1. Modelo del electron libre

Se sabe que en el modelo de una particula libre los valores de la energia estan
distribuidos desde el estado base hasta el infinito de una forma cuantizada. Luego
de resolver la ecuacion de Schréodinger se obtiene la energia de una particula libre en
un caja tridimensional sujeto a las condiciones de frontera. La energia encontrada
en funciéon de los vectores de onda son:

RK?  h?

— = — (K?+ K?+ K? 1
K 2m Qm( e Ayt Z) (3.1)

Esta ecuacion representa la energia de un orbital con vector de onda K. Dada las

condiciones de frontera sobre un cubo de lado L:

2 4w
T

La solucion de la ecuacion de Schrodinger es de la forma:

Kmv Ky7 Kz = 07

Uy (7) = 5 (32)
Donde esta expresion representan ondas planas con momento p = hk.
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El modelo de bandas puede explicarse en forma muy general al considerar una
perturbacion de un potencial periddico causado por los nucleos de los iones. En es-
ta seccién se dard un panorama cualitativo al comportamiento de los electrones en
los solidos. Para explicar fisicamente el origen de las bandas de energia se conside-
ra el problema de un sélido unidimensional de constante de reticula a. Una forma
de comparar electrones libres y electrones en una reticula lineal monoatémica es

comparando la energia respecto al vector de onda.

Figura 7: Representacion grafica simple de las bandas de energia

Eg

€[Energia]
TN TS TN I T T YT T AT T AT YT N T |

€[Energia]
cov b b b b by v

K[vector de onda] K[vector de onda]

(a) Particula libre (b) Reticula lineal monoatomica

Fuente: elaboracion propia.

En la Figura se muestran electrones con una banda de energia entre los

s ) . : .
vectores de onda K = +—, esto es, la primera banda asociada con la primera reflexion
a

T
de Bragg, otras bandas se encuentra a energias mayores +£n— los cuales se encuentran

a
en los punto A. La condicion de Bragg de difraccion, (K + G)? = K2, en una
dimension es:

™

1
K =46 =dn (3.3)

a

Donde G es el vector reciproco. La primera region donde ocurre la primera banda es
. . . ™ ™ . .,
en la primera zona de Brillouin, entre —— y —. La onda dentro de ésta region no es

a” a
una onda propagandose en una direcciéon definida, mas bien, es una onda compuesta
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por dos funciones de onda, una propagandose a la izquierda y otra a la derecha. Esto
m . ., .

es, en los puntos K = +— existe una reflexion de Bragg que hace que la onda se refleje
a

en la direccién contraria. De modo que se tiene una onda estacionaria dentro de esta

region. Una onda estacionaria esta representada por dos ondas de propagacion como

se mencion6 anteriormente, esto es:

U(z) = ¢i(z) + 2(z) (3.4)

La suma de una onda propagandose a la derecha y otra a la izquierda. Se puede

formar dos ondas estacionarias utilizando dos ondas de propagacion:

. x . x
U(+z) = e ate a= QCos(ﬂz)
a
. m . l’

U(—z)=e a —e a= 2isen(7r£)
a

Donde ¥(+x) es una onda estacionaria par y W(—x) es impar.

3.1.2. Origen de las Brechas de Energia

Al comparar la densidad de probabilidad de ambas funciones y compararlos
con los una funciéon de la energia potencial periddica se puede observar el compor-
tamiento de las particulas en el sélido. La densidad de probabilidad de la primera

onda estacionaria W(+x):

p(+) = |V (+2)| x cos®*(rx/a) (3.5)

Se puede observar que existe una mayor probabilidad de encontrar la particula cada
na es decir en la base de un cristal simple, que seria en el ntcleo del atomo. Es decir
se tiene una funcién que apila los electrones alrededor de un i6n positivo centrado

en x = 0, a, 2a,... La densidad de probabilidad de la segunda onda estacionaria
U(—x):

p(=) = |¥(~2)| o sen’(nz/a) (3.6)
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La cual concentra los electrones lejos de los nucleos. Al calcular los valores de expec-
tacion de la energia potencial sobre las tres contribuciones de carga(ntcleo iénico,
electron y particula libre). Se encuentra que la densidad de probabilidad p(+) es
menor que la de la particula libre, p(—) es mayor a la de la particula libre. De modo
que se tiene una brecha de energia entre la densidad positiva y negativa ocasionando

asf una brecha de energfa .

3.1.3. Magnitud de la brecha de energia

Las funciones de onda en las zonas de brillouin son v/2cos(rxz/a) y v2sen(nz/a),

ya normalizadas. Un potencial periédico en el cristal es:

U(xz) = Ucos(2mz/a) (3.7)

Al calcular el valor de la energia de la brecha Ej:

E, = / U()[(U(+a) — U(—))de
E, = U

Se observa que la brecha en las energias no es mas que el coeficiente de Fourier del

potencial periddico del cristal.
3.2. Propiedades Generales de las Bandas de Energia

En esta seccion se presenta la naturaleza de los niveles de energia en funcion

de los vectores de onda utilizando la teoria de perturbacion p'- K.
3.3. Funciones de Bloch

Las funciones de Bloch son soluciones de la ecuacion de Schrodinger. El pa-
norama general que se dio en la secciéon anterior muestra que para una estructura
cristalina se asume un potencial periodico V() que en este momento no es necesario

especificarlo. Se tiene

[(p?/2m) + V (1)K, F) = En (K ) (K, 7) (3.8)
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Los indices n denotan la banda de energia y K el vector de onda. Para establecer
ciertas propiedades de las funciones de Bloch, se expanden estas funciones en ondas
planas. Se tiene que 6”?5"7, donde ffs es un vector arbitrario de la red reciproca,
cumple con la condicion:

iR (PR _ iR (3.9)

Por lo tanto las funciones de tipo e® %)™ gbedecen también el teorema de Bloch,
el cual, hace referencia a las condiciones de frontera de una solucién a la ecuacion de
Schrodinger para un potencial periddico, esto es:

—

U(K, 7+ R;) = BBy (K, 7) (3.10)

Cualquier funcién de onda que cumpla con el teorema de Bloch puede expresarse de

la forma de la ec. (3.10]). Esto es:

U EFE) (FHRy) _ jiK-Ri ji(K+K) 7 (3.11)

Estas funciones son elementos adecuados para la expansion de las funciones de Bloch.

V(K 7) = (27) 23" ba(R + K, )e R (3.12)

Donde (277)7%/2 es un factor de normalizacién. Es conveniente usar la expansion de

las ondas planas para establecer la relacién de ortonormalizacion de las funciones de
Bloch.

=) b;;(K + K)b(7+ K07+ K, — K - K,)

st

Si K y ¢ estan confinadas en el interior de las zonas de Brillouin, estos no pueden
diferir por un vector de la red reciproca. Entonces la tinica contribucién de la expre-

sion es el término con Ky — K; = 0. Si qy K estan en la superficie de la zona de
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Brillouin, el argumento se mantiene, a menos que ¢y K sean puntos equivalentes.

En este caso ¢ = K + K. Se tiene entonces la relaciéon de ortonormalizacion

/ W (K, P)u(q, 7)dPr = 6,u0(7 — K)

Para probar que que las funciones de Bloch son completas se considera:

Esta integral incluye las zonas de Brillouin.

27_(_ Z/ K+Ks d3

La integral sobre la zona de Brillouin y la suma sobre todos los vectores de la red

reciproca es equivalente a integrar sobre todo el espacio K. Se obtiene entonces que:

Z/@/’ (K, 7K = (Qﬂ)—B/e—zK( )3 K
Z/w (K7 EK = 6(F—7) (3.13)

En general, se tiene que las funciones propias de la ecuacién de Schrédinger
para un potencial periddico son el producto de una onda plana multiplicada por una
funcion uk (7) con la periodicidad de la reticula del cristal. Estas funciones pueden
formarse en paquetes de onda para representar electrones propagandose libremente

dentro de un potencial de niicleos idnicos.

3.3.1. Meétodo de perturbaciéon K P

En este apartado se discute la relacion entre la energia y funciones de onda con
los valores del espacio K. Se supone que las bandas de energia y las funciones de
onda se han determinado por algiin proceso para un punto de referencia en la zona
de Brillouin Ky. De manera que se pretende encontrar las bandas y funciones para

un punto vecino K.
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Sea 1, (K, 7) la funcién de onda para un estado en la n-ésima banda en posicion
K en la zona, sea 1;(Ko,T) referente de la j-ésima banda en K. Se escribe un

conjunto de funciones de la forma:

(K, 7) = E-Komy (K 7) (3.14)
Del procedimiento usado para establecer la relaciéon de ortonormalidad y terminar

si las funciones de Bloch son completas, se puede usar para probar las relaciones

correspondientes para y. Estas relaciones son:

/X;;(qj Ak, P)dPr = 6,6(K — §)
Z/X;;(f?,f)xn(f?, K = 57— ) (3.15)

Es facil observar que Xj(l? .7) obedece el teorema de Bloch para un vector de onda

K ya que puede escribirse de la forma

Yol B, 7) = 570, (R, 7) (3.16)

La cual es una funcion periodica. La funcion 1, (K, 7) es expandida en funciones

conocidas x;

Un(K,7) =Y A (K)x; (K, 7) (3.17)
J
Dado que las funciones de Bloch son soluciones a la ecuaciéon de Schrodinger, una

ecuacion para los A,,; es determinado sustituyendo la ec. (3.17) y la ec. (3.14) en la

ecuacion de Schrédinger.

[(2*/2m) + V] ¥u(K,7) = B (K)n(K, 7) (3.18)

RIS Ay (R) [E5(Ro) + (hfm) (K — Ro) - 5+ (12 /2m)(R — Ko)?] w5 (Ro, 7
= By(R)e R0 5, A () (o, 7) (3.19)
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La parte izquierda de la ecuacién muestra una serie de Taylor hasta el término

cuadrado del vector de onda alrededor de Kg.

5, Ang (R [ (Ro) + (hfm) (R — Ro) - i+ (2/2m)(R? — K3)| (o, 7
= Bu(K) 32 Anj (K (Ko, 7) (3.20)
Multiplicando cada lado de la ecuaciéon por el conjugado de la funcién de onda

u}*(fz'g, ) e integrando sobre la unidad de celda del cristal. Utilizando las relaciones

de ortogonalidad se obtiene:

J

S ALE (Ko) + (h/m)(K — Ko) - i+ (R/2m)(K? — K3)]8y

+(h/m) (K — Ko) - ij YA (K) = 0 (3.21)
Donde:
iy = [(2m)°/9) /Q (R, 7) (5 (R, 7)dPr (3.22)

Q) es el volumen de la celda unitaria. De modo que hay una ecuaciéon por cada valor
de la banda de indice [. El indice n en A,; hace referencia a la n-ésima solucion
de la ecuaciéon, de modo que se puede suprimir sin dejar malas interpretaciones. De
modo que esto se reduce a encontrar una solucion no trivial en la ec. , donde
la condicién es que el determinante de la matriz de estas ecuaciones sea igual a cero.

Es decir, diagonalizar la matriz Hj;.

Hj = [E;(Ko) + (h/m)(K — Ko) - ¢

+(722m) (K? — K)]d; + (h/m)(K — Ko) - iy (3.23)

Si muchos estados son incluidos en el Hamiltoniano y si los valores propios son
obtenidos de forma exacta, no hay razén por la que no se puedan encontrar las
bandas de energia en la vecindad de la zona.

El método mas simple para usar la matriz Hj es calculando la masa efectiva,

el cual es una masa aparente de un particula cuando responde a fuerzas externas.
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Sea K — Ky = §s. La energia de un estado en la n-ésima banda en K esta relacionado

con K por:

En(K) = Eq(Ko) + (h/m)3 - frn + (R2/2m)(K? — K3)

La teorfa de perturbacién da una expansion de Taylor de las energias en funciéon de K.
La convergencia de la serie se gobierna por los términos en el denominador. Si éstas
son pequenas, el término de segundo orden sera grande. Bajo estas circunstancias,
es preferible diagonalizar la porcién del Hamiltoniano efectivo, el cual conecta con
los estados degenerados. Considerando solo el primer orden de la perturbacion, se

encuentran los coeficientes A;.

A, = (h/m S P 3.25
) R - B T )

De modo que la expresion de las funciones de Bloch para la parte de la celda periddica

€S:

@nuj([?& F)
Ey(Ko) — Ej(Ko)

(R 7) = (Ko, 7) + (h/m)s- 3"
j#n

(3.26)

Donde 1,(K,7) fue sustituido por u,(K,7). Se considera ahora la situacion en la
que la banda n tiene un extremo en [?0, es decir, el término lineal en § desparece en
la ec. . Esto implica que p,, + hf?o = 0. Los términos de segundo orden son
los que dominan.

Sea s, vy sg las componentes rectangulares de § con respecto a ejes fijos, y

Pnj» las componentes correspondientes de los elementos de la matriz. Se deriva la
ec. (3.24]) dos veces y se obtiene:

m OB, _ m_OF, (3.27)
h2 0s,0s5  h2OK,0Kj '
a B B o
= Sap+ — § 1] 77 (3.28)

siam) EnlFo) = Ej(Ko)
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Se define el tensor reciproco de masa efectiva.

(m/m?) _m_OE,
Mol = 2 9K 0K 5

Donde m es la masa del electron libre. Es posible diagonalizar el tensor de masa

(3.29)

efectiva eligiendo un eje de coordenadas apropiado, si el punto ffo es un punto
general en la zona, la eleccion del eje de coordenadas dependeré del potencial del
cristal. Pero si el punto I?o sucede en un punto de simetria o a lo largo de un eje de
simetria, los ejes pueden ser parcialmente determinados por su misma simetria. En

un eje principal del sistema, las masas efectivas son:

2

2 5]

(m/my)apg =1+ — _ 0 - (3.30)
mj(jz;é:n) En(Ko) — E;(Ko)

Donde «a se refiere a un eje principal. La interaccion del nivel dado con los niveles
menores (E; < E,) tienden a decrecer la masa efectiva, mientras que la interaccion

con niveles mayores tienden a incrementarla.

3.3.1.1. Modelo de dos Bandas

Se calculan los valores propios del Hamiltoniano en la ec. para el caso de
dos bandas, denotados como 0 y 1. Se establece que py = pj, = p. Por simplicidad,
Ko, Ey(Ky) =0, Ey(Ky) = E,, donde Ej es la brecha de energia. Se asume también
que p es isotropico. Se tiene entonces:

o R2K?/2m (h/m)Kp (3.31)
(h/m)Kp E,+ R*K?/2m

Los valores propios encontrados son:

1/2

Eo1(K) = (E,/2) + (RPK?/2m) + [(E2/4 + (B*/m*) K*p’] (3.32)

Se expande la raiz para valores de K pequenos. Se obtiene:
Bo(K) = (RK*)(1—2*/mE,) (3.33)
E(K) = E,+ (R*K?/2m)(1+ 2p*/mE,) (3.34)
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Las masas efectivas son:

(mfm*)e = 1— (20/mE,) (335)
(m/m*); = 1+ (2p*/mE,) (3.36)

En el caso en que E, << 2p*/m, lo que ocurre en muchos semiconductores, las ma-
sas efectivas son iguales en magnitud pero de signo contrario. En este modelo con
una brecha de energia muy pequena, la masa y la banda de energia son directamen-
te proporcionales, esta proporcionalidad es obedecida aproximadamente cuando se

comparan las masas y las bandas de conduccion en Ge y GeAs para K =0.

3.3.1.2. Degeneracion en las Bandas

La degeneracion de los estados puede removerse al considerar una perturbacion,
al menos en una direccion, esto es, al pasar de un punto de mayor simetria a una de
menor, en este caso las bandas se dividen. En general el operador de momento tiene
elementos de la matriz que no desaparecen, solo entre subconjuntos degenerados y
estados de diferente energia. Por lo que la degeneracion se remueve utilizando el
segundo orden de la perturbacion.

Para situaciones en donde las bandas, no estan degeneradas en su totalidad,
se aproximan entre ellas muy cerca a I?o que es el rango de utilidad de la expansion
ec. . La idea es separar los estados considerados en los calculos de la perturba-

cion en dos conjuntos:
= Uno que incluye un niimero pequeno de estados altamente acoplados.

= Contiene los estados que no son incluidos en el primer conjunto y que interac-

tuan débilmente con los del primer grupo.

Se considera el caso donde solo dos estados del primer conjunto. Estos son nombrados
como 0 y 1. De la ec. (3.21]), se define:

e = BE(K)—(h?/2m)(K?— K2) (3.37)
hy = (B/m)(K — Ky) - fi; (3.38)
49



Esta se descompone en dos subconjuntos. El primero con [ = 0, 1

[Eo(Ko) — € + hool Ao + hor A1 + Y _ hojA; =0 (3.39)
7>1

thAO + [El(}?o) — € + hll]Al —|— Z hle] = O (340)
7>1

El segundo conjunto considera los valores de [ mayores a 1. En este caso solo, so-
lo los términos que conectan al estado [ con el estado 0 y 1 son mantenidos. La

aproximacion hecha da como resultado:

[Ef(Ko) — €+ hu] Ay + higAg + hin Ay = 0 (3.41)

Esta ultima ecuacion es sustituida en las ec. (3.39) y ec. (3.40)), se obtiene:

= (hoj)?
EO(K0)+h00+Z- = —€e| A
POL e — Bi(Ko) — hy;
hoihit
+ |hot + >, L A =0 (3.42)
PO e — Bi(Ko) — hy;

hi;h;
th"‘Zj;ﬁOJE 1]_)]0 hu] Ay

- Ej(KO) — 1
+ El(ﬁo) + his Z#O 1 |hi_];‘2 —e| A1 =0 (3.43)
e — Ej(Ko) — hy;

La determinante de la matriz de 2 x 2 de los coef. Ay y Ay nos dan los valores de la
energia. Las soluciones se obtienen utilizando métodos numéricos para el caso que se

este tratando. La generalizacion, es diagonalizar el Hamiltoniano efectivo:

HEl? = (ERo) + (0 [ 2m) (R = Rl -+ (0/m)3 B
(1 jm2) 3, PN i) (3.44)




3.4. Principios Generales de la Expansion de Ondas Planas

En esta seccion se considera un método, de Is muchos que existen, para realizar
los calculos de las bandas de energia usando la ecuacién de Schrédinger con una
funciéon de energia potencial, especificamente utilizando las funciones de Bloch para
una particula expandiéndolos en ondas planas. La ecuaciéon de Schrodinger puede

escribirse en unidades atémicas de la forma:

[_v2 + V<F>]¢n<[?7 F) = En(f())qu)n(f{)’ F) (345>

El cual se refiere al estado del vector de onda K en la banda de energia n. Se
considera V() como un potencial local efectivo que es el mismo para todos los
estados. EL potencial efectivo es una simplificaciéon que se hace para poder proponer
una solucién a la ecuaciéon de Schrodinger en base a funciones de Bloch. En metales
con una estructura de gran simetria es probable que las desviaciones en el potencial
alrededor del &tomo sea considerada como una aproximacion de primer orden en una
representacion esférica. La determinacion de la soluciéon de una ecuacion diferencial
parcial requiere que se especifique las condiciones de frontera. En el caso de un cristal

infinito estas vienen dadas por el teorema de Bloch.

U, (K, 7+ R;) = e KBy (K, 7) (3.46)

Donde R; es cualquier vector en la reticula . Para poder representar el potencial V (7)
con una funciéon de simetria esférica es necesario reemplazar la celda atémica por una
celda de forma esférica, esto es cuando K = 0, para una red de forma cubica. Se usa

la expansién ya mencionada anteriormente:

2 7 L GiRAR)T
(K, 7) =) bu(K,K,) T (3.47)

Donde K es cualquier vector en la red reciproca. La normalizaciéon hecha contiene N

1/2

celdas unitarias de volumen . El factor (NQ)~'/* asegura que cada onda plana sea

normalizada a la unidad en este volumen. Se sustituye la ec. (3.47)) en la ec. (3.45)),
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se multiplica por emiR+E)T o integrando sobre el cristal.

> {[(f? + K,)? — B, (K)]6g + (NQ)™ / ei(KS‘Xf)‘FV(F)d3r} bo(K,K,) =0

(3.48)
El potencial puede expresarse como la suma de N términos idénticos centrados en

cada en el cristal, que se denota como V,

V(i) =Y Vi(F = R,) (3.49)

Se sabe que: (K, — K;) - ﬁu = 2w x n donde n es un entero. La ec. (3.48)) adquiere

la forma:

Donde:

V(K - K,) = = /em—fzs)fvc(md% (3.51)

—

La cantidad V(K es un coeficiente de Fourier del potencial del cristal. Existe una
ecuacion de la forma ec. por cada vector K, de la red reciproca.

Tal y como se hizo en los apartados anteriores, el problema se reduce a buscar
una solucion y las condiciones para el conjunto de ecuaciones homogéneas para tener

una solucién no trivial, es decir:

Det =0

S{IE + B2 = B(B))oy + V(B — B) pbu(K K,)

s

Las raices de esta ecuacion da los valores de las energias permitidas. Una vez obte-

nidas éstas los coeficientes bn([? , [?S) pueden obtenerse facilmente.
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4. Electrones y Fonones

Se presenta el modelo de interaccion entre fonones y electrones, con un Hamil-
toniano perturbado considerando la interacciéon de los ntucleos i6nicos con la nube
electronica. Ademés se consideran ciertas propiedades de los solidos que dependen
de la interaccion entre los electrones y fonones. Las propiedades que son de mayor
interés son las propiedades de transporte, las cuales involucran el flujo de calor y

electricidad.

4.1. Interaccion fonodn-electron

Se describe como se origina la interaccion fonén-electréon, como puede ser cal-
culado. Se comienza tratando de responder la pregunta de por qué se utiliza una
simplificaciéon en el movimiento de los electrones y los nucleos, es decir, por qué son

tratados de forma independiente.

4.1.1. Aproximacion Adiabatica

La independencia entre electrones y ntcleos es debido a que los electrones son
muy pequenos en comparacion con los ntucleos, se mueven mucho mas rapido y son
capaces de seguir los movimientos del nicleo con gran exactitud. Se considera un
sistema de un i6n con masa M y coordenada X (X' . designa la posicién del p-ésimo
i6n) y electrones de masa m con coordenadas 7;. El Hamiltoniano para un sistema

en el que los electrones estan estrechamente ligados con el ntcleo i6nico es:

H = > (hz%) + Z‘/I(XM 2.0

1% v
n? _, e? .
SV Y Y Ui - X 41

Donde V;(X,, — X)) es el potencial entre los iones, U._;(7; — X,,) representa la inter-
accion entre un electréon en 7; y un i6n en X,. De modo que el Hamiltoniano es la

suma de una parte iénica y una parte electronica.

H=H +H, (4.2)
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Donde:

H = Sl (gl ) + T - X (13)

jz v>p

h? e? S
H = E V2 E S E (7 —X 4.4
e [ 2mvz + B |T_‘; _ 7_‘}| + - Ue I(T’L H)] ( )

7

Se incluye el término de interaccion ion-electron en la tltima expresion. La ecuacion

de Schrodinger para electrones en presencia de iones es:

HY(K, X, 7)) = B(K,X)¥(K,X,7) (4.5)

K es el vector de onda total del sistema. Es importante resaltar que la energia
del sistema electronico y la funciéon de onda del estado electrénico dependen de las
posiciones i6nicas. Esta ecuacién no se puede resolver de forma exacta, por lo que se
hace una aproximacion. La funciéon de onda ién-electréon puede obtenerse con respecto
a una funciéon base V.

Sea @ los niimeros cuanticos requeridos para especificar el estado total del

sistema. La funcion de onda es:

®(Q,X,7) =Y x(Q, K X)¥(K, X, (4.6)

La funcién de onda ® debe satisfacer la ecuacion de Schrédinger con el Hamiltoniano

ec. (4.1)).

HO(G.X,7) = c(@)@(q. X R)
Las funciones electronicas son asumidas ser normalizadas para todos los valores de
X y ortogonales respecto a K para una X fija. K es una cantidad discreta por

conveniencia.



Al sustituir la ec. (4.6)) en la ecuacion de Schrodinger ec. (4.1) y luego multiplicar

ambos lados por ‘Il*(I?’, X, ) e integrar sobre el espacio .

> A{lHs + BOR, X + OB K X) } X(@. K. X) = e(@x(@. K. X) (4.7)

El resultado es un conjunto de ecuaciones acopladas por las funciones y. El operador
C(K',K,X) tiene la forma

. I L Lo Lo
C(K' K, X) =5 [ V(K X.7) SIVRU(K, X, ) + 2V, 0 (K, X, 7) - V,]dF
%

(4.8)
En la aproximacion adiabatica, el término de acople C (1? ) K , X ) es ignorado para
considerar la independencia de la nube de electrones. De modo que la ec. indica
que los niveles de energia del sistema de iones son determinados al solucionar la

ecuacion de Schrodinger.

[Hr+ B(K, X)(@, K, X) = (Qx(Q, K, X)

El término F (X , X ) serfa representado como la contribucion de la energia potencial
del sistema i6nico. Esto implica que la energia potencial depende del estado de los
electrones. Esta dependencia no es muy fuerte bajo condiciones normales. El término
C (I? ) K , X ) acopla diferentes estados de la reticula i6nica, e involucra transiciones
entre diferentes estados electrénicos. Los elementos de la matriz para transiciones

simultaneas en la reticula y el sistema de electrones son:
M@ R.G.R) = [ (@R DCE R OGR SR (19

4.1.2. Formulacién de las Bandas de Energia para la interaccién

fonon-electrén

La desventaja del método anterior es que las funciones bases dependen de
las coordenadas de los iones. Se considera ahora fijar el conjunto de estados base,

es decir volverlos independientes de las coordenadas del i6n. Para hacer esto se
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hacen ciertas idealizaciones, primero, las posiciones de los iones sufren pequenas
oscilaciones; segundo, se hace la aproximacién para un solo electron. Esto supone
que las bandas de energia E, (k) y ¥, (k, 7) son conocidas. Sea V(7 — Xu) la energia
potencial del electréon en 7 en un campo de iones en X Ly sea X w= Ru + 4, donde

R,, es la posicion de equilibrio y %, el desplazamiento atémico. Se considera el caso

de un cristal monoatémico, es decir un solo &tomo en cada celda unitaria.

V(F—X,)=V(F—R,) -, -VV(F—R,) + ..

La perturbacion en el cristal esta dada por el término:

= i@, -VV(i-R,) (4.10)

Esta perturbacion crea transiciones entre los estados del electron, los elementos de

la matriz de transicion se define de la siguiente manera:

Moty = [ 0(E V(@ e (4.11)

En el capitulo 2 se dio un caso especial para la relacion de dispersion en un cristal.
En general, las relaciones de dispersiéon pueden encontrarse utilizando la matriz di-
némica, la cual, no es mas que un grupo de coeficientes que relacionan las constantes

elasticas del cristal con la frecuencia de oscilacion de la base, esto es:

WA (F)ua(F) = 3 Dag(R)us(F) (1.12)
B

Donde u, es la ecuacion de onda, w es la frecuencia de oscilacion y D,s(k) es la

matriz dindmica. Esta matriz dindmica se define como:

Daﬁ,/d(l;) = (MKMA)A/Q Z ¢aﬁ,m,j>\€iﬁ(éj7&) (4.13)
R,—R;
Donde ¢ son las constantes elasticas que se consideraron en el capitulo 2 y M es la

masa de la respectiva particula que interactiia. De modo que la expresion para el
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desplazamiento atémico en término de los operadores de creacion y aniquilacion es:

1/2 . =
Wz@%ﬁ Sl 2@ D (D)) + e T Ra )] (414)

Jp
Donde 7 es el ntimero de celdas unitarias en el cristal, 7 denota la rama del espectro
del fonén, e’(p) es el vector propio para un estado vibracional de vector de onda p'y

la rama 7, a;L y a; son los operadores de creacién y aniquilacion del fonén, las cuales

se presentaron en el capitulo 2. Sustituyendo ec. (4.10) y ec. (4.14)) en la ec. (4.11)),

se obtiene los elementos de la matriz

Mg = —(h/nM)Y*> "9 (k — q) - Col(k, @)w; (k — §))7*[a;(k — §) + af (7 — k)]
(4.15)
Donde:

cmaa—njﬁmaavwmw@afr (4.16)

Si k — ¢ esta fuera de la zona de Brillouin, esta debe corregirse utilizando otro vector
reciproco apropiado para los limites considerados. en el caso mas simple, la funcion

de Bloch se sustituye por una onda plana de la forma:

wn(lg, 7) = U—1/2€¢E-F

Donde U es el volumen del sistema y V(E — ¢) es la componente de Fourier del

potencial i6nico V(7). Se tiene entonces:

Culk.d) = (/D= [ VT,
= i(k—qQV(k—q (4.17)

Donde la expresion de C,; se obtuvo integrando por partes. En el limite de la
simplificacién se observa que los elementos de la matriz M son proporcionales a
e (k —q) - (k — ). Esto indica que los eigenvectores paralelos a (k — ¢) contribuyen

al sistema.
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Utilizando la ec. se puede llegar a un expresion para la interaccion fonén-
electron utilizando el método de la segunda cuantizacion. La cual supone que ¢ ya
no es solo una funciéon de onda, si no méas bien un operador de campo, con la cual
se puede estudiar un grupo de particulas idénticas. Sean c:(lz), cn(E) los operadores
escalera para un electron con vector de onda k en la banda n. Estos operadores

siguen las reglas de anticonmutacion de los fermiones, es decir:

en (R)e(@) + (@) (k) = 6udk

Se introducen los operadores de campo ¥(7) , 17 (7).

() = 3 v, F)Cul) (4.18)

De igual manera se define el conjunto de valores D,; ; , de lo ya antes expuesto se

obtiene:

Dot (k. @) = = (A/2M)"* (w;(k — 7))V (k — @) - Cpu(k, ) (4.19)

Ya con esto se puede escribir el Hamiltoniano para el sistema fonon-electron:
o= [ 04OVl (4.20)

=n '/ ZjnlkG[Dnl,j(E + G, k) (k + G)e(k)a;(G)

— -, —

+Dp (k= G, k) (k — G)a(k)al (G))] (4.21)

j
Donde G es el vector de onda dado por el fonon. La interpretacion simple es que los
iones vibran rigidamente, con un potencial creando un potencial mientras se mueven.
Esto da como resultado que la distribuciéon de electrones se distorsione alrededor del
atomo, el cual no se considera por fines practicos. De cualquier manera la ec. (4.21])

es valido para fines fenomenologicos.

4.1.3. Deformacion del Potencial

En el caso limite en el que los fonones con longitud de onda es larga comparada

con el espaciamiento de la reticula, el cambio de energia puede ser escrito utilizando
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la teoria de elasticidad. Al utilizar los conceptos de esfuerzos en el cristal se puede
encontrar el cambio de energia en los estados del electron, la deformacion de potencial

es

-

SEn (k) = €ap(n, k)Yag (4.22)
af

Donde Y, es el tensor de esfuerzo, e,g es el tensor de deformacion del potencial.
La derivacion la ec. para el caso de un esfuerzo independiente de la posicion
adquiere un forma muy simple. Mientras el esfuerzo sea lineal, el cambio en los
niveles de energia seré proporcional al esfuerzo. Los esfuerzos de interés son los que
presentan la simetria del cristal. El procedimiento que se usaré consiste en despreciar
la posible dependencia de €,4 sobre el vector de onda E, esto es valido en situaciones
donde estéan los vectores de onda estan restringidos a una pequena porciéon de la
zona de Brillouin, como en un semiconductor. De modo que la ec. adquiere la

forma:

-

SEL(K) = CuA (4.23)

Donde ¢, es un coeficiente y A es la dilatacion del solido. F se interpreta como
la funciéon de energia potencial de un electrén que expresa la dependencia sobre el
volumen del atomo en la region del electron, es de notar que este procedimiento es
valido solo para variaciones débiles o para longitudes de onda largas. Se sabe que la

energia de Fermi € en el caso de la particula libre en un metal es:

ep = (h2/2m) (372 N/V)?/3 (4.24)

Se considera ahora el cambio en el volumen de la regiéon que contiene N electrones

en 0V. El cambio de la energia de Fermi es:

8€F
551:' = WM/
— 2/3(cx/V)OV

= —2/3epA (4.25)

Donde A = §V/V, se puede observar entonces que:
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C= —2/38F

La interaccion de la deformacion del potencial puede expresarse en términos de los
operadores de fonén consistentes con la ec. (4.21)). Sea ), el vector de desplazamiento

para un elemento de volumen localizado en R,,. La dilatacion es:

A=V-i,

t,, puede ser interpretado como el vector de desplazamiento atémico y usando

la ec. (4.14) con R, = 7" como una variable continua, de modo que:

=, o)
A(P)i(h/2nM)> S [plT] x [€77a;(5) — e T a ()] (4.26)

w Lwi” (D)
En este caso V), es sustituido en la ec. (4.21) y esta es de la forma:
V, = C,A(T) (4.27)
Los elementos de la matriz que se obtiene del proceso son(utilizando la notacion de
Dirac)
(k| 77y = [ B ()

Donde un(lg, ) es periodica en la celda unitaria. Esto puede escribirse de la siguiente

manera.:

(057 1) =3 sy, / (P, 7P

Es decir se multiplica el nimero de celdas en el cristal por la contribucién de cada
celda a la integral. Dado que ¢’y k son muy cercanos, dado que estédn en la zona de

Brillouin se tiene que :

77/ uZ(E,F)ul(@ F)d3?" ~1
Q
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El error que se obtiene al hacer esta aproximacion es del orden |k — %, el cual
se asumira despreciable, se tiene entonces el Hamiltoniano de la interaccion fonon-

electréon con un potencial perturbado :

)
+D,j(—K)c (k — K)ey(k)af (K)) (4.28)

Donde:

1/2
Dni(K) =i K-eW(K

4.2. Apantallamiento Dieléctrico

Se hacen los calculos de la interaccion fonon-electron en metales simples, el
cual incluye el efecto de respuesta de los electrones libres a las oscilaciones ionicas.
El punto fundamental es el reajuste de los electrones para reducir la interacciéon
efectiva con los iones que vibran. Se inicia con una perturbacién en el potencial
i6nico 0V () causado por el desplazamiento de los iones. Esto produce cambios en la
distribucion electronica, especificamente en el potencial 0V, (7). La interaccion V), que
debe incorporarse en la ec. es la suma de 0V; y 0V,; el cual es la interaccion
total a la que los electrones responden. El cambio en la funciéon de onda 5wn(E, T)
producido por el potencial mencionado, es determinado usando la perturbaciéon de

primer orden, el cual es:

(Iq| OV V, |nk)
E,(k) — E(q)

La distorsién de las funciones de onda de los electrones crea un cambio en la densidad

Sepn (K, ) = Z (7, 7)

electronica que se denota por dp

ZN )[n(, 7) + 040 (B, 7)[* = [0n (k, 7))

Donde N, (k) es el nimero de ocupacién del estado |nk). Utilizando solo el primer

orden en 91, se tiene:

61



dp(F) = ZNn@)[w,’;awnwwzwn] (4.29)

: QaloVioVeln) ok oVioVeli) .\ o
Z Z{ El((j) Vi, + En<E)—El(Cj) ¢lwn} ( )

La ecuacion se simplifica al intercambiar los indices mudos nk con lg en el dltimo

término.
sp() = 3 DB =M@ v vk i (431)
nk,lq n(k) Z(CD
Usando la ecuacion de Poisson:
V26V, = —(e?/ey)dp (4.32)

Donde ¢ es la permitividad eléctrica en el vacio. La representacion dV,(7) puede

representarse en el espacio de Fourier.

Z SV,(F+ K)ePHE)T (4.33)

Donde K, es un vector de la red reciproca. Se puede expresar de forma similar los

elementos de la matriz:

(Il 6Vy [nk) = Y (Iq| PRI |nk) 6Vi (5 + K,)

S
Se sustituye la ec. ., ec. -, ec. - y la ec. - se multiplica por

Aok y se integra sobre el volumen que contiene 7 celdas de volumen 2:

— e2 — N, (l;) — Nl(q)
V.p+K;)=—@p+ K 2e no
(P ) ny (P i)éo th’lq E.(K)— E(q9

x S (lg| PRI |nk) (nk| e FTEOT|1g) x [§Vi(F+ K,) + 0Va(F+ K,)](4.34)

Se tiene un conjunto de ecuaciones lineales que determinan 6V, en términos de dV;.

Se puede escribir en la forma matricial se puede escribir como:

[ — FI§V, =6V, (4.35)
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En donde las filas y columnas estan indicadas por los vectores de la red reciproca I?S

y K, I es la matriz unitaria. Se tiene entonces que:

Vy = 8V + oV, = [I)(I - F)]aV; (4.36)

La matriz I — F' serd nombrada como la funcién matricial dieléctrica k:

ks (D) = k(P + Ky, P+ Ky) (4.37)

De modo que esto puede ser expresado como :

Vo + Ki) = >[5 ()0 Vi(i+ Ko) (4.38)

s

Con esta constante se obtiene una relacion de proporcionalidad entre V,, y V7 por
un factor de k. El proceso es analogo a la polarizacion de un dieléctrico.

La ec. puede ser usada para reconstruir la perturbaciéon en el potencial
en el espacio 7, el cual es obtenido de la ec. .

Vo @) S I () wtsnse ™7 x 0V (54 K, ) PR (4.39)

p7s7w
Donde se introduce K, = K, — K.. La presencia de k~(p) altera la dependencia de la
posicion del potencial efectivo. Examinando el caso limite cuando k puede expresarse
explicitamente. En el caso limite las funciones de Bloch Q/Jn(E,F) son reemplazadas

por una onda plana.

<l(1| el P T |nk> = 5q,Ks+p+k

La matriz dieléctrica se convierte en miltiplo de la matriz unitaria

K(P) = k(5 + K;)d (4.40)

En donde:

- ke (4.41)

Usando la ec. (4.40) en la ec. (4.38):

o) =1 e XZN(K)—N(k:



- SVi(p+ K
V(5 + Ky = DI R
k(P + Ki)

Es importante notar que la diferencia esencial entre la funcion dieléctrica de un
metal y un semiconductor es respecto a la longitud de onda, en el caso del metal es
para longitud de onda larga.En un semiconductor, los estados ocupados y vacios son
separados por una banda de energia, Se vera que al separar los estados por bandas el
denominador de la ec. nunca desaparece, adicionalmente, los elementos fuera
de la diagonal (respecto al indice de la banda) desaparecen ﬁ—l—l? s S€ aproximan a cero.
De modo que « tiende al infinito cuando p'tiende a cero. En metales, los estados vacios
estan junto a los estados llenos. En este caso, se considera los elementos diagonales,

que son cercanos a 1 cuando p tiende a cero. Usando la ec. (4.41)) y usando:

E(k)—Ek+K) = —K-V,E(k)
N()—N(k+K) = —K-ViN(k) = —Z—gk VLE(R) (4.42)

La tltima igualdad es debido a que N es s6lo dependiente de la energia. A T = 0°K,
dN/dE es la funcion delta, se tiene.

K(K) =14 (2/QeK?)G(Ep) (4.43)

Donde G(EF) es la densidad de estados en la energia de Fermi, el cual es la energia
del nivel mas lleno en el estado base de un sistema de electrones, Se observa que /-i([? )
tiende a infinito cuando K tiende a cero. Se considera ahora el apantallamiento de

una carga puntual ge que produce el potencial

qe?

SV(K) = = 4.44

(F)= 2o (4.44)
La perturbacion en el potencial es de la forma:
2

vV, = a (4.45)

60[?2 + €2G(EF)Q
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Esta expresion es valida para K pequena. Como se puede apreciar en K = 0 el

potencial no tiende al infinito. En el espacio de posicién se tiene:

Vy(r) = (qe*[Ameor)e™ (4.46)

Donde A\? = €2G(EFr)/eof2. Los célculos pueden hacerse ahora usando una estructura

de banda realista, F = 7]22. Sea

N(k) — N(k +
S(K) = (-1 — —
o - SRR

_ N (k)
= @/ Zk: E(i+ ) — E(F)

20 ) N (k)
- (2n) / ! kE(E + K) — E(k) (447)

Donde ) representa el volumen de la celda unitaria. La integral puede resolverse
utilizando la simetrfa esférica con K como eje polar. Sea x = cos¢gy, y se incluye el

factor 2 para el espin.

871} ke dx
K) = S —
S(K) (27?)37/ 1 K24+ 2Kk
Q kr K +2k
_ 4.4
2%27K/0 kel ln(K = (4.48)

3 4k2 — K2 2kr + K
Sl iy Y el B
4Fr 4kp K 2kr — K

(4.49)

Donde se ha usado la relacion para un electron libre en un dtomo Q&3 = 372z, donde

z es el niimero de valencia. La funcion dieléctrica es:

K(K) =1+ (e2/egK2Q)S(K) (4.50)

Cuando K tiende a cero, s(K) se aproxima a 3z/2Ep. Esto es consistente con la
ec. dado que la densidad de estados en la energia de Fermi para un gas de
electrones es precisamente ese valor. Si se forma dV;(K), la K-ésima componente
de Fourier de la energia potencial de un electrén en un campo iénico de carga ze,

llamado —ze?/ K¢, sigue de la ec. (4.45)) que en el limite para K pequetio
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, —2z0
lme_mV;,(K) = G(EF) = —2/3EF

El cual es el mismo resultado obtenido usando el método de dilataciéon ya antes

mostrado.
El resultado puede completarse al considerar valores de K mucho mas grandes
al introducir al potencial coulombiano un pseudopotencial que represente el efecto del

nticleo. Sea la K-ésima componente de Fourier de un pseudopotencial i6nico U, (K)

—ze? S,

oV = I?TEO + Upsp(K) (4.51)
La parte coulombiana ya incluye la contribucion de la distribuciéon uniforme de carga

negativa. De modo que:

—ze2 /oK% + Uy (K)

V(R) = _ (4.52)
1+ (/e K2Q)S(K)
En el limite considerando valores de K pequenos
L —2/3Ep + NK2U,,,(K
V(R) = —23Er + 1) (4.53)

1+ NK?
Se trato la interaccion entre electrones de una manera simple. Se asumi6é que ca-
da electréon es independiente de su movimiento, excepto por un campo promedio

producido por otros electrones.
4.3. Renormalizacién de la Masa

Una consecuencia importante de la interacciéon fonén-electron es el cambio de la
masa efectiva de los electrones. Este efecto es mas notorio en la superficie de Fermi,
aparentemente esto es en gran parte por los diferentes resultados en los célculos de
la masa efectiva en las bandas de energia y los resultados experimentales. Se usa la
teoria de perturbacion para encontrar el cambio en la energia de un estado de Bloch
En(/g) de segundo orden en la interaccion fonén-electron.Se utiliza el Hamiltoniano en
la ec. con una sola banda de energia. Con el segundo orden de la perturbacion,
se considera la emision virtual y absorcién de un fonén por un electrén. Se consideran

bajas temperaturas, en el cual todos los nimeros de ocupaciéon de los fonones son

cero, de modo que la emision debe preceder la absorcion. Se presenta en la figura
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En a) el vector de onda del fonén ¢ es emitido por un electron de estado de vector
de onda k y absorbido subsecuentemente. En b) se ve una emision de un electron
en un estado de vector de onda k — ¢ dejando un vacio en ese estado, que después

aniquila el electrén inicial con la reabsorcion del fonon.

Figura 8: Diagramas de emisiéon y absorcion de un fonén

K
k 3 k
q

(a) Proceso directo de contribucion de energia al

electron.

Kk q
%

(b) Proceso de contribucion de energia de

intercambio al electron.

Fuente: elaboracion propia.

Las contribuciones de estos diagramas son:

2 —JIE E(k - q) fIE(k - )
Di( =
Z| 7|{ E(k)— E(k— @) — hwy(@)  B(k— ) — huy(@) — B(F }
Donde f[F] es la funcion de distribucion de Fermi.

1
JIE] = e(E-m/ksT 4 |

(4.55)

Donde p es el potencial quimico. La energia de un electrén es entonces e(E), donde:

L o 1 fIE(F - )
“(B) = BE+2_1D:(@) {EU%)— B - —hu @ E(— ) — huy(@) E<>}
(4.56)
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Esta ecuacion da la energia de un electron en un estado de vector de onda k en la
interaccion fonon-electréon en segundo orden de la perturbacion. El primer término
en la ec. da inicio a un cambio en la energia que varia lentamente en funcién de
k. Se esta interesado en las energias cercanas a la energia de Fermi, pero existe una
tendencia que se cancele al acercase a la superficie de Fermi desde abajo y arriba.

El segundo término da un corte en la energia de Fermi, esto se puede observar en la
figura [9]

Figura 9: Efecto de la interaccion fonén-electron en una banda de energia

Banda
Renormalizada

Banda
sin perturbar

K

Fuente: Quantum Theory of Solids, Callaway.

Se ignora el primer término y se hace énfasis en el segundo término de la
ecuacion. La densidad de estados, en un medio isotrépico, es proporcional a |Vie|™.
La contribucién dominante proviene de la funciéon de distribucion de Fermi en el
segundo término. La derivada de esta funcién es muy parecida a la forma de una
funcion delta de Dirac, de modo que para estudiar el comportamiento cerca de la

superficie de Fermi se hace una aproximacion.

r Z |D 67)|2271wg@ka[ (k— )]
Vka’:“ k
"= ~ Bk~ ) ~ [y (@)

Vie(k) = ViE(k)[1 — a(k)] (4.57)
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Una forma simple de obtener a(k) se obtiene al introducir una aproximacion, reem-

plazando 6, E(k — §) por 6,E(k) e integrando sobre los estados:

0 dsy__|D; k—K)[?
P Z / ik k) (4.58)
IVE( k:’ hwj(k — k)
De modo que, para el primer orden en «, la densidad de estados modificada G g(E)

esté relacionada con la densidad de estado Gy para F cercano a Ef por:

Gr(E) = Go[l + @] (4.59)

Donde @ es el promedio de « sobre la superficie de energia constante. Este incremento
en la densidad de estados puede interpretarse como un cambio en la masa efectiva

por un mismo factor que la energia.

my = mg[l + & (4.60)

Donde m{ es la masa ordinaria de la banda. La ec. es adecuada para realizar
calculos numéricos para distintas geometrias en los cristales, sin embargo es necesario
recordar la naturaleza de la aproximacion considerada, la cual se basa en gran parte
al gas de electrones. Para estimar los ordenes de magnitud envueltos en los calculos,
se expresa & como:
M2
a = M (4.61)
haw

Donde D son los elementos promedios de la matriz fonon-electrén y hiv es la energia

promedio del fonén. La aproximacién para D usando la deformacién del potencial

es:
D= 2/3(L)1/2(w/vS)EF (4.62)
2Mw
Donde M es la masa del i6n de la reticula y v, es la velocidad del sonido. De modo
que :
2FEp
= s ErGo(E
& M2 F o( F)

S
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G = (2)3)EF (4.63)

2
mus;

Para un metal con electrones libres, como el Sodio el valor de & = 0.5.
4.4. Fendémenos de Transporte

En esta seccion se presenta el estudio de la conduccion de calor y electricidad
por electrones en los cristales. Para describir las propiedades de los materiales se
hace uso de la ecuacion de Boltzmann, esto para desarrollar la teoria de transporte
empezando con el modelo de un solo electron. Esta ecuacion es usada para referirse a
cualquier ecuacion cinética que describe el cambio de una cantidad macroscoépica en
un sistema termodinamico. Se asume que el sistema puede ser descrito en términos
de las funciones de Bloch para una sola particula. El espin queda implicito en la
distribuciéon que se usa, la cual especifica el nimero de electrones en un estado.

Se considera un volumen AV pequeno comparado con el tamano del cristal,
pero grande para albergar una gran cantidad de electrones. Este volumen esta ubi-
cado en 7. El nimero de electrones con espin o, de la banda n y vector de onda en

un rango d*r es especificado por la funcién f(m(l;, 7). Esto es:

AV o
S fen (B YR

Se hace énfasis en una sola banda y se restringe el sistema a uno sin magnetizacion,
de modo que el indice del espin puede eliminarse.

En presencia de campos externos, la funcién de distribuciéon cambia por los
electrones que se mueven acelerados por el campo. De modo que la funciéon de distri-
buciéon depende de la posiciéon, tal como ocurre cuando un gradiente de temperatura
ocurre, esto ocasiona una tendencia de que los electrones se difundan, es decir, la
concentracion de electrones se distribuye en el volumen. Otro efecto que altera la
distribucion es la dispersion, la interaccion entre electrones e impurezas, fonones. De

modo que el cambio de la distribucion respecto al tiempo es:

<E) tot B (E) cam " (E>d1f i (a)dis (464)

El proceso de dispersion contrarresta los efectos de difusion y del campo externo, tal
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como se observa en la ec. (4.64]). Las representaciones explicitas de cada contribucion

Son:

af . dE . € = R —
(E)Cam = —a . ka = ﬁ(E +vU X B) . ka (465)

Donde ¢ es la carga del electron, Eesel campo eléctrico, U es la velocidad del electron.
Los campos (E y E) causan un cambio en el vector de onda del electron.
of

(%)W = —i(k) - Vof = =(@(F) - VT) (4.66)

-,

Donde T es la temperatura y 0(k) es la velocidad del paquete de ondas centrado en
k. De la ec. (£.64) se tiene entonces:

B} B} i 0
—%(E+17><B)-ka+17-VT%: (a%) (4.67)
dis

Dado que los electrones y fonones en el sistema estan acoplados, se suma a la ecuacion
la distribucion de fonones n; (g, 7). Similarmente esta especifica el nimero de fonones

en la rama j de vector de onda ¢ en el volumen AV'.

. on;
U;(q) - VT (—]> (4.68)
8t dis
Para la mayor parte de los calculos de las propiedades electronicas se asume que
la distribucion del fonén esta en equilibrio térmico. Se asume que el término de

dispersion en la ec. (4.67)) se ha especificado y que la ecuacion de Boltzmann ha sido

resuelto. La densidad de corriente eléctrica j es encontrada por:

j=—(e/4Ar) / 3(k) f(k,7)dk (4.69)

Se incluy6 el factor 2 para las direcciones del espin. De igual manera el flujo de calor

Se expresa Ccomo.

Q = (1/47%) / E(R)w(k) f(k,7)dk (4.70)

El problema principal es encontrar una representacion adecuada para (0 f /0t) g;s

en la ec. (4.67). Para encontrar esta representacion, se supone la funcion W(¢, l;),
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la cual especifica la razon a la cual el proceso de dispersion transfiere electrones del
estado |¢) al estado |k). La razén de cambio de f(k) debido a la dispersion es la
diferencia entre las razones en las que los electrones son dispersados en |k) de otros
estados y la razon en que estos son dispersados de |k). El primer proceso requiere

que (k| esté vacio y (q| esté ocupado, y de forma inversa para el segundo proceso.

G%P) =S {W@R@L - FE) - WEQFRL-F@)) (1)
dis q
Esta expresion se inserta en la ec. . El resultado es una ecuacion no lineal para
la funcién de distribucion.

Usualmente la soluciéon de la ecuacion de Boltzmann involucra campos externos
pequenos y gradientes de temperatura pequenos. En estas situaciones, la funcion de
distribucién difiere solo por un pequeno valor de la funciéon de Fermi, que depende

de k solo por la energia y se denota como:

- - 1
folR) = RB(R)) = < (4.72)
Se define una funcién auxiliar f; y ¢ en la relacion:
B, B, , L dfe(R
FER = o)+ A7 = B + o, Do)
= folk) — (ksT)~ (k) fo(k)(L — fo(k)) (4.73)

En el cero absoluto, dfy/dE es una delta de Dirac. ¢ se espera que sea una funcion

suave, es decir continuamente diferenciable.

S W@ R @0~ foB)] — wE OB - fo@]} =0

q

Ya que Vj, fo(E) = ho(k)dfo(K)/dE, el término menor que envuelve el campo magné-

tico contiene f;. La ecuacion anterior es satisfecha si la funcion:

P(g,k) = W(Z, k) fo(D[L = fo(F)]
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Es simétrica, es decir P(q, k) = P(k, ). Se obtiene entonces de la ec. (4.67).
7 fo = dfo € > = df1
k) - (VI'-—= —eE— | — -v(k) x B-Vifi = | — 4.74
() (VT B8 ) — 2tk x B Vs = (5 (4.74)
El término que involucra el campo magnético en ec. (4.74]) es de mayor orden de

magnitud que el eléctrico y el gradiente térmico. Se puede escribir:

O — w0/ T) /0T + BT/ 4B
Se obtiene entonces:
3R (B4 T, (1T + (E/T)VT) D = [0/ (e/I(E) x B-Vilfy (4.75)

Se hace una simplificaciéon en el término de dispersion:

(%{) _ (%—{) - > PR, 0lo(h) - (@) (4.76)

Se coloca la ec. (4.76)) en la ec. (4.74]), se obtiene una ecuacion integro-diferencial
que determina f; en funcién de E y VT con coeficientes de B. De modo que las
expresiones para la densidad de corriente eléctrica y el flujo de calor se expresan en

forma general.

w

> {Sgﬁ)(é) [Es + (T/e)0(1/T) [ dg] + Si?(é)(l/T)aT/axﬁ} (4.77)
f=1

3

Qo = D {S35(B)Es + (T/e)0(u/T) /0s) + S(B)(1/T)OT/0xs ) (4.78)
B=1

a vy [ representan las componentes cartesianas. En conclusion, el objetivo en la
teoria de transporte es obtener los tensores Saﬁ(z') para i = 1,2, 3,4 considerando el

material respectivo.
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5. Pares de Cooper

Un electron libre en una estructura cristalina perfecta se propaga libremente
sin ninguna atenuacién. Sin embargo, la periodicidad perfecta del cristal se destruye
por la vibraciéon térmica de los atomos. Esta desviacion de la periodicidad causa
que la funciéon de onda del electron tenga cierta probabilidad de ser reflectada o
dispersada. Dado que el electrén interacttia con los atomos que vibran, la interacciéon
es una interaccion fonon-electron. En 1950 Frohlich predijo que la interaccion fonon-
electron provee un mecanismo para una atraccion débil entre dos electrones . En
la figura[10] se muestra como un electron atrae cargas positivas de los iones alrededor
de este, es decir, polariza el cristal. Esto incremente en pequena manera la densidad
de los nicleos positivos en la region donde esta el electron. Otros electrones en la
vecindad son atraidos por la densidad de carga positiva. De modo que los electrones

son atraidos por el movimiento de los iones.

5.1. La interacciéon de Frohlich (fondén-electréon) en el Polarén

En esta seccion se considera el movimiento lento de electrones en un cristal
ibnico, en donde este movimiento tiene como resultado un estado ligado 6 dicho de
otra manera, un sistema en el cual la energia es menor comparada con un sistema
donde no hay interaccion. Se hace especial interés en el Polarén por la forma en que
es modelada, la cual, es muy parecida al acople de los electrones en los pares de

Cooper al describir superconductores de clase I[[]

Se considera el Hamiltoniano de Frochlich:

H = (p*/2m*) + hw Z afag + in~4/? Z V(Q[afe 7 — a,e' 7] (5.1)
q q
En donde

V(@) = (4ma)*[(Fno/q) () 2m " w) "] (5.2)

ITipo de superconductividad normalmente exhibida en metales puros.
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Figura 10: Polarizacion de la base en el cristal

Fuente: elaboraciéon propia.

Donde « es una constante de acople adimensional:

o =

ez [2m*w
~ 87e

1/2
) (k) = (o) (5.3
Un electréon cuya banda tiene una masa efectiva m*, interactiia con un campo des-
cribiendo fonones longitudinales 6pticos con frecuencia w. Las cantidades ko v ko
son las constantes dieléctricas a baja y alta frecuencia. Si « es pequena, el acopla-
miento entre los electrones y la reticula es débil, esto permite utilizar la teoria de
perturbacion ordinaria. Mientras o aumenta el problema se convierte méas complejo
y métodos especiales son necesarios. En el limite de o muy grande el problema se
puede abordar utilizando un método variacional simple, es decir, buscar funciones

que minimicen o maximicen el valor de las cantidades que dependan de esa funcion.

5.1.1. Acoplamiento Débil

Se calcula la contribucion de energia del sistema del polarén y su masa efectiva

en el acoplamiento débil usando la teoria de perturbaciéon ordinaria. Se considera un
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sistema que no interacttia donde los electrones tienen energias 50(/;) — 22 /2m*. Los
estados del sistema pueden ser caracterizados por el vector de onda del electron y el
namero de fonones presentes en los diferentes modos: De modo que (k, ¢| indica que
el electrén tiene un vector de onda k y un solo fonén en ¢. A T' = 0 K, no hay fonones
presentes en el estado base del los estados del sistema. Esto cambia cuando se incluye
sistemas que interacttian. Para encontrar la energia del electréon en la interaccion
es necesario considerar la emision de un fonon de vector de onda ¢ seguido por su
reabsorcion. De modo que el estado inicial es |k, 0), el estado intermedio es |k — ¢, q).

El primer orden de la perturbacién desparece de modo que se tiene:

_’ E Z ‘ —4q, Q|Hmt’k OH (54>
) — eo(k — ) — hw

Donde H;,; esta dada por:

Hjpy = in~ V2 Z V((j)[a;e(_i‘jﬂ — a,e' 7] (5.5)

q
El cual es el término de interaccion de un electréon en un sistema de fonones. V(q)

esta dada por:

V(@) = (4ma)*[(Fno/q) (/2" w) "] (5.6)

El valor de los elementos de la matriz es solo V(§). Se obtiene:

V(P

—2k - 7+ @+ 2m*w/h

e(k) = eok) — (2m" /1Pn) Z

La sumatoria puede sustituirse por una integral de la forma usual.

G N | o 5.7

2mrw —2k -+ ¢* + 2m*w/h)

Se escoge k como eje polar, y se integra sobre los angulos. Esto es:

¢ + 2m*w/h + 2kq
q% + 2m*w/h — 2kq

e(k) — eo(K) = —(hwa/7)(2m*w /h)/? / (dq/2kq) In {
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El limite superior de la integral es q,,, el cual es el radio de la esfera de volumen
igual a la zona de Brillouin, pero con convencion se hace que el limite superior tienda
al infinito y la diferencia sea despreciada. Ademas, se requiere que £(k) — go(k) sea
solo para valores pequenos de k, dado que la aproximacién para la masa efectiva
en el Hamiltoniano de Frohlich es valido para valores de k pequenos. Se expande el

logaritmo, reteniendo solo los primeros dos términos:

In[(1+2)/(1 —x)] = 2(z + 1/32%)

Donde z = 2kq/(q*+2m*w/h), la integral se resuelve de manera simple. El resultado

obtenido es:

e(k) = —ahw + (R2/2m*)(1 — 1/6a)k> (5.8)

La energia del estado de la banda de menor energia (k = 0) es reducida a —ahw, y

la masa efectiva se incrementa. La masa efectiva en presencia de la interaccion es:

My, = m*(1+1/6a) (5.9)

El resultado de la ec. (5.9) es un tanto inesperado, indica que el resultado de la
teoria de perturbacién puede tener un alto rango de validez. Los valores de « son

encontrados experimentalmente para diferentes tipos de cristales.

5.1.2. Acoplamiento Fuerte

El acoplamiento débil corresponde a frecuencias altas, de tal manera que la
polarizacion de la reticula puede seguir facilmente el movimiento del electréon. Por
otro lado, el acoplamiento fuerte implica frecuencias bajas, por lo que se puede decir
que el electrom es el que sigue el movimiento de la reticula. El electron pasa a estar
ligado en un pozo de potencial. Se utiliza un método variacional en donde la funcién

de onda se asume es:

Uo(F— X, X) = QF — X)®(X) (5.10)

—

Donde 7 es la coordenada del electron. La funcion (77— X) es una funcién de onda

de un estado ligado para un electréon centrado en un punto X. Este punto puede
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ser considerado como el centro del pozo de potencial en donde el electron queda
atrapado. La funcién ® describe el estado del campo de polarizacion de la reticula.
Evidentemente, todas las posiciones de X deben dar resultados equivalentes, esto
es un defecto al asumir la funcién en la ec. la cual no es invariante ante

traslaciones. Esto se resuelve considerando una funcién mas complicada:

—

W(k,7) = (1/V)/d3Xe"E'XwO(F— X, X) (5.11)

En donde V' es el volumen del sistema y v esta dado por la ec. ((5.10)).

Se procede a determinar la energia de enlace del polarén. Se busca el valor

esperado de la energia, el cual estd expresado por:

< E >= (| Hp |®) (5.12)

Donde Hpg es el Hamiltoniano reducido en donde las coordenadas electréonicas han

sido integradas:

Hp = / O (7= X)) (72 2m ™) Q. (F— d3r+hw2a agtin” W‘Zv DU (@at —F(@ag

(5.13)
Donde

q*) _equ/|Q |2 zqyd3 (514)

El Hamiltoniano reducido es una funcién de las coordenadas del oscilador ¢. Como
se mostro en el capitulo 2 las coordenadas del oscilador armoénico pueden resolverse
al introducir los operadores de creacién y aniquilacion. En este caso el oscilador

armonico esta desplazado por lo cual se introducen unos nuevos operadores b, y b;“:

0w = b= VOO 515
af = bq*+—ivhﬂf /(f) (5.16)
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Introduciendo la ec. ((5.15)) y ec. (5.16]) en la ec. (5.13)) se obtiene:

fr= /Q*(gj)(ﬁz/Qm*)Q(gj)d?’y +hw) by =t Y VA@I(@OF/hw (5.17)

Dado que los valores propios de b:{bq son enteros positivos o cero, el estado de la
menor energia debe corresponder a un valor propio cero para esta cantidad (por
cada ¢). La ec. (5.17)) es independiente de X. Dado que @, estd normalizada para

toda X, se tiene que el valor esperado de la energia es:

< E>= /Q (7 2m")2 ZV@’)|fcj)|/hw (5.18)

Usando la ec. (5.14]) en esta nueva expresion, de manera que se vea la dependencia

de €2 de forma aparente. La suma es convertida a una integral de la forma usual:

< B> [ @@y (ahw /2020 [ @@l [@0EP [ @
(5.19)

El resultado obtenido es:
Qy
<E>:/Q*( ) (p2)Qd>y — ahw(h/2m* w 1/2/d3 /d3 % (5.20)

Se asume un valor para (%):

Q) = [28m*w/mh)>/ e Bm w/mg? (5.21)

El resultado que se obtiene para el valor esperado de la energia es:

< E >= —(a?/3m)hw (5.22)

También se obtiene /2 = (a/3)(2/7)/2. Se puede observar que la energia de enlace

en este limite es proporcional a a?
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5.2. Interaccion indirecta electrén-electron por fonones

Se considera el primer orden de la interaccion fonon-electron de la ec. (4.28),

la cual puede representarse de la siguiente manera:

Heph = ZZ Dycty crlag—a’,) = Z H) op (5.23)
kq k
Tal como se mencion6 en el capitulo anterior, ¢t y ¢ son operadores fermionicos (elec-
trones) y a™, a son operadores bosonicos (fonones). D es una constante, elemento
de matriz dindmica. El primer orden de H,;_p;, involucra la dispersién de electrones
y la resistividad eléctrica; el segundo orden hace referencia a la energia y al acopla-
miento entre dos electrones. El acoplamiento es una interaccion indirecta a través de
un campo de fonones. Un electron polariza la reticula, el otro interactta con la po-
larizacion. El Hamiltoniano total de electrones, fonones, y la interaccion entre estos

€S:

H= Z Wea ag + Z excicr + 1D Z ChrqChlag —a’,) (5.24)
q kq

Se hace una transformacion canénica para obtener una nueva representacion

del Hamiltoniano, esto es:

H=e¢"He = Hy+ 1/2[Hepn, S] + ...

Donde los valores de la matriz S esta dado por:

n| He—pn [m
(0] ) = L oot 1)
Donde E, # E,,. Para obtener el acoplamiento efectivo de electréon-electron es conve-
niente obtener los elementos de la matriz sobre el operador de fonones, pero dejando
los operadores de fermion explicitamente mostrado. Se considera el sistema de fono-
nes en el cero absoluto, de modo que n y m se refieren al estado del fonén vacio.

De modo que el resultado a obtener es independiente de la excitacion de fonones. Se

tiene entonces:
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1
1,510y = —iD + 5.25
e - (5.25)

. 1
(0] S]1,) :ZDESQEQEW_& (5.26)
k

"+q T Wy

Se obtiene entonces:

_ 1 1
H = Ho—i—l/QDzchzurqck/cZ_qck ( ) (527)

paler Ek —Ek—q — Wq  Ep + Wy — Epraq

Reorganizando los términos de los fonones, se intercambia k y k' y reorganiza los

operadores: la suma de los términos en ¢ y —q es:

4w
VDRSS i

q kk' q
De modo que la interaccion electron-electron puede expresarse como:

w
Hy_oq =D Z Z E ! g R R Ch (5.28)

q ki TR Ek—q)? — W]
La interaccion electron-electron es atractiva para energias |ex1, — x| < wg; es repul-
siva de otra manera. Incluso en la region atractiva la interacciéon es opuesta por la
repulsion coulombiana, pero para valores suficientemente grandes de la constante de
interaccion D la interaccion del fonén es dominante. Por simplicidad se asume que

en superconductores la atraccion dominante es cuando:

EFr —Wp < €k (529)
Ektq < Ep +Wp (530)
Donde wp es la energia de Debye, la mayor parte de los fonones en estado funda-

mental estdn cerca del limite de Debye. La region repulsiva de la ec. ((5.28)) no es

de gran interés, por lo que se ignora la parte repulsiva del Hamiltoniano, en forma
simplificada se tiene la ec. (5.28)):

H"=-V Z Z g o Ch (5.31)

q kK
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Donde se suma solo sobre ¢ lo que satisface las ec. ((5.29) y ec. (5.30); V' es tomado

como una constante positiva.
5.3. Par de electrones ligados en un gas de Fermi

Leon Cooper fue el primero que sugiri6é que las propiedades inusuales de ciertos
materiales es el resultado de interacciones atractivas de los electrones en un gas de
Fermi [3]. El resultado mas importante que se encontro6 llevo directo al analisis de
los estados de superconductores en la teorfa BCS [1]. Es necesario resaltar que los
calculo hechos por Cooper no son en si una teoria de la superconductividad. La teoria
BCS toma en cuenta el problema de varios electrones, el cual es mas complejo que
el problema del par de electrones.

Se consideran dos electrones, con espin antisimétrico. La funcién de onda para

el par es, en unidad de volumen:

W (kky; 17) = iR Fitka d2) (5.32)

Se introducen las coordenadas de centro de masa y las relativas:

WKk XT) = B X+Fa) (5.35)

La energia cinética del estado es :

Ep = (1/m)(1/4K? + k?)

Por conveniencia se examina solo los estados con K = 0, de modo que ky = k,
ko = —k. Esto es, los estados de un electréon estan incluidos en pares +k. Se agrega

al Hamiltoniano la interacciéon entre electrones:

2
p 2 Wy + +
H=—+D Cl. CrCr_ C 5.36

m Zq:%;(gk_gk—q>_wg k+qk qu ( )
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Se busca una funcién de onda de la forma:

X&) = gre™ =" gpett ek (5.37)
k k

Si A es el valor propio, (H — A\)x(Z) = 0, tomando los elementos de la matriz:

/ dve M@ (1~ \) Y guel @5 = (5.38)

Con g, = k*/m

(e = Nge+ Y gu (b, —k| Ha_a [k, —K') = 0 (5.39)
k/

Donde

k=K +q
Si p(e) es la densidad de estado de dos electrones k y —k por unidad de rango de

energia, se tiene:

(E—AM@%+/@5M5M@U@Uﬂde>=0 (5.40)
Donde:

<6| Hel—el |€/> = -V

El término negativo es debido al estado ligado que se forma. V' es positivo. Para un
rango de energia +wp de un electron relativo a otro; fuera de este rango no existe
interaccion. Supoéngase que el paquete de ondas en la ec. esta construida para
estados de un solo electréon por encima del mar de Fermi entre ep y ep +wp, 0 entre
kr y k., donde k,, esta definido como:

1

%(kfn—k%) =&n — & = Wp

Entonces de la ec. ([5.40)) se obtiene:

2em

(e~ Ngle) =V / 0/ p(e)g(e") = C (5.41)

2ep
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Donde C' es una constante independiente de €. De modo que:

C

9(€) = — (5.42)

Sobre un rango de energia muy pequeno es posible reemplazar p(¢’) por una constante

pr, el valor en el nivel de Fermi, De modo que:

1 Zm e
pFV N /2€F e —=A

Esto da como resultado:

2U}D

A:ewww_l

(5.43)

Donde Ay = 2ep — A, Ao es el valor propio del estado menor. Este es la energia
de enlace del par con respecto al nivel de Fermi. Se encontré que para V' positivo
(interaccion atractiva)el sistema baja su energia excitando el par de electrones por

arriba del nivel de Fermi.

5.4. Superconduccién en el modelo BCS

El fenémeno de superconductividad juega un importante papel en la descripcion
de los fendmenos de transporte en los solidos. Existen teorfas que describen en buena
manera esta propiedad, pero estos modelos no son completos. En la secciéon anterior
se discuti6 la formacion de los pares de Cooper en un gas de Fermi. La teoria BCS
de la superconductividad toma los pasos esenciales de la derivaciéon para dar una
teoria microscopica completa de la superconductividad, esto al construir una funcion
de onda en el estado base en el cual todos los electrones forman pares ligados . De
este modelo se ha podido calcular las propiedades de superconductores en equilibrio

y obtenido con gran concordancia con los experimentos.

5.4.1. Estado fundamental de Superconduccién

Se considera el estado fundamental de un gas de Fermi en presencia de la
interaccion ec. ((5.31)). Se escribe el Hamiltoniano completo con la energia e, (Energia

de Bloch para un electron) referida al nivel cero de Fermi. Es decir, un nivel energético
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en equilibrio termodinamico.

H= Z excior —V Z c:urqc:chkck/ (5.44)
Los indices del espin son omitidos. En las operaciones con ¢; y cj ocurren multi-
plicaciones por #1, de acuerdo con el nimero par o impar de los estados ocupados
que anteceden al estado j. La alternacion de los signos en estas operaciones son de
gran importancia para el estado fundamental de superconduccion. El término de in-
teraccion en el Hamiltoniano conecta un niimero grande de conjuntos de ntmeros
ocupados, es decir, conecta configuraciones casi degeneradas. Si todos los términos
en la ec. son negativos, se obtiene un estado de menor energia, tal como el
mostrado en los Pares de Cooper. Dado que existe una alternacion de signos, se
pueden encontrar configuraciones tanto positivas como negativas de los elementos de
la matriz V. El resultado de los pares de Cooper dan una sugerencia de como debe
realizarse la seleccion.

Es posible generar estados coherentes de baja energia al trabajar con un sub-
conjunto de configuraciones de los cuales de como resultado elementos de la matriz
de interaccion negativos. Esta propiedad estd asegurada para V positiva en el Ha-
miltoniano de la ec. si los estados de Bloch estan siempre ocupados solo por
pares. Si un miembro del par es ocupado en cualquier configuraciéon, entonces los
otros miembros son también ocupados. La interaccién en si conserva el vector de on-
da, de modo que se enfoca principalmente en configuraciones donde todos los pares
tienen un mismo momento k + & = K , donde K es usualmente 0. Si K es cero, el
par es k y —k.

En el caso del espin, el intercambio de energia usualmente serd menor para
pares con espin antiparalelos que para espin paralelos. Se adopta la convencion en el
que un estado es escrito explicitamente como k para un espin en direccién positiva
y —k para un espin en la direcciéon opuesta. Se supone que ¢, = c_. De lo que se
mencioné anteriormente, es posible trabajar el estado base se se usa el subespacio

de los pares usando el hamiltoniano truncado, es decir, en donde los términos de

interaccion contienen solo una parte de la interaccion de la ec. ([5.31)):

Hred = Z 5k(01—:ck + CtkC_k) -V Z C;cfk,c_kck (545)
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Esta ecuacion es conocida como el Hamiltoniano reducido BCS, el cual es utilizado
solo para el subespacio de pares de estados. El estado base aproximado ®, esta

expresado COIMo:

(I)O = H(uk + Ukc:ctk)q)vac (546)
k

Donde ®,,. es el vacio total; ux y vy son constantes. El nimero total de electrones es
una constante de movimiento del Hamiltoniano, pero el estado ®4 no constante con el
numero de electrones. El modelo BCS ha mostrado que para sistemas macroscopicos
el nimero probable de pares en @ tiene un pico muy pronunciado cerca del valor

promedio, de modo que se usa ®( justo como un ensemble gran candnico.

5.4.2. Calculos termodinamicos

Se procede a calcular la temperatura critica y la entropia del sistema en dife-

rentes fases. Por definiciéon se tiene que la brecha de energia estd dada por:

154

Donde by =< c¢g|c_p > y tal como se mencioné anteriormente, Vi = —V para
ep < € < €p + hw, y cero para otros valores. Se obtiene al sustituir los respectivos

valores y aplicando ciertas propiedades de la delta de Dirac:

V Ay

Donde Ej es la cuadratura entre suma total entre la energia de la brecha y la cinética

de los electrones. Esto es:

Ei = \Je + A2 (5.49)

Dado que se utiliz6 el valor promedio del de Vi, = V, se tiene que no existe depen-

dencia de k. Se tiene entonces la relacién:

1 1 tanh(GE) /2
-y (BEx/2)

— == 5 (5.50)

Vo2
k:/
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Sustituyendo la sumatoria por una integral de estados energéticos se tiene:

1 e 1
=N, /0 degtanh(3¢/2) (5.51)

Se evalia la integral desde & = 0 hasta la energia de Cooper, ¢y = hw,., donde las
transiciones de superconductividad comienzan. Se espera que w, =~ wp la frecuencia
de Debye. Esto debido a la dependencia en la formacion de Cooper con los fonones

existentes en el material. Es facil observar que al evaluar la integral se obtiene:

kpT. ~ 1.13hw.e~Y/NoV (5.52)

Esta es la temperatura critica en la cual un material empieza a comportarse como

un superconductor. Para un estado superconductor con la funcién de Fermi:

1
Ie= 1o (5.53)

La entropia esta dad por:
Sen = =2kp > [(1— fu)ln(1 = fi) + fulnfi] (5.54)

k

5.4.3. Verificacion Experimental

Uno de los experimentos realizados para verificar la teorfa BCS de la super-
conductividad, fue medir la dependencia de la temperatura con la brecha de energia,
ec. . Estas mediciones se realizaron con Indio, Estano y Plomo superconducto-
res.

La teoria predice que al comparar las brechas de energia en el estado base y a dife-

rente temperatura cercana a T:

A(T) T\
N (1 - T) (5.55)

Esto se obtuvo al asumir que el campo de potencial fuera el promedio, tal como
se mostr6 anteriormente. Ademas se asumio que los superconductores estaban aco-
plados débilmente. Es importante resaltar que el modelo BCS no puede explicar el

comportamiento de ciertos materiales, a estos superconductores que no pueden ser
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explicados por el modelo BCS se les llama superconductores no convencionales, un
ejemplo claro es el Aluminio. Se muestra en la figura[T1]la comparacion entre el mo-
delo que se encontr6 y los datos experimentales para ciertos materiales.Se muestra
el comportamiento experimental y tedrico de la brecha de energia en funcién de la
temperatura. La grafica experimental asi como muchos otros datos relacionados con

los resultados experimentales de la teoria BCS pueden encontrarse en el trabajo de
Giaver y Megerle [5].

Figura 11: Grafica de comparacion de superconductores convencionales
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5.4.4. Comentarios finales acerca de la teoria BCS

La idea bésica de la teoria BCS es relativamente simple. Se ha discutido como
el mar de Fermi es inestable cuando se forma un solo par de Cooper debido a la
interaccion atractiva que se forma. De modo que es de esperarse que la energia
del electron sea reducida por la condensacion de muchos pares. Esta condensacion
sigue hasta que la energia de enlace, de un par adicional sea cero. Para resolver este
problema, la teorfa BCS asume que solo la interacciéon entre los pares de Cooper

proviene mediante el principio de Pauli, esto es, limitando los estados en el que los
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dos electrones que interactian, que forman el par, puedan ser dispersados.

El par en si, esta compuesto por dos fermiones de espin opuesto el cual puede
ser considerado como una sola entidad (una nueva cuasi-particula con espin entero)
que obedece la estadistica de Bose-Einstein. De modo que, a 0K todos los pares
de Cooper estan en el mismo estado cuéntico con la misma energia aun cuando los
electrones en los pares sean dispersados continuamente entre electrones de estados

individuales con momento en el rango Ak = mwp/hkp .
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CONCLUSIONES

La cuantizacion de las ondas vibracionales es perfectamente representado por
los operadores escalera bosonicos, por lo que se llega a la conclusion que el

cuanto de energia vibracional del sistema es un fonén, el cual es un boson.

Los fonones son de gran importancia en la descripcion de la conductividad
térmica y eléctrica, asi también en base al modelo de Debye se logra predecir
valores experimentales de la capacidad calorifica de ciertos elementos a tempe-

raturas muy bajas prediciendo asi valores mostrados por Dulong y Petit.

La teoria de bandas de energia estaba basado en las propiedades de simetria
del cristal, la cual al ser analizada por la mecanica cuantica se establece un
potencial peridédico en el Hamiltoniano de la ecuacién de Schrédinger. La so-
lucién de esta ultima estéd dada por las funciones de Bloch que relacionan el

vector de onda con los valores de energia en las bandas.

La teoria de bandas logra explicar propiedades de transporte de energia en los
semiconductores, la cual depende de la distribucién de los electrones presentes

en cada banda de energia.

Los fonones al interactuar con los electrones en un cristal crea un interacciéon
entre electrones de forma indirecta, esto es, dispersando electrones. Esto se
logra al polarizar la reticula de cristal de forma que otro electréon interactua
con la reticula creando un acoplamiento de electrones para valores de energia

cercanos a la frecuencia de Debye y repulsivos para otros valores de energia.

La energia de enlace de los electrones en un par de Cooper corresponde a un
valor menor que la energia de Fermi, lo que implica un estado ligado, lo que

crea que el espin del sistema sea entero correspondiente a un boson.
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RECOMENDACIONES

Segiin nuevos estudios el acoplamiento de los electrones en un par de Cooper
es muy general, dado que no dependen exclusivamente de la interacciéon fonoén-
electron. De manera que se sugiere el estudio de nuevos mecanismos de forma-
cién de pares de Cooper que concuerden con los resultados experimentales de
la teoria BCS.

Introducir a los estudiantes de la carrera en fisica a las areas afines de la materia
condensada con un curso de fisica de estado s6lido de manera mas formal, es

decir, utilizando directamente mecanica cuantica.

Comparar la teoria BCS de la superconductividad con la teoria propuesta por
Ginzburg-Landau, para comprender de mejor manera la diferencias entre el

punto de vista macroscopico y microscopico de la superconductividad.

Estudiar los métodos para calcular las bandas de energia por la solucién de
la ecuacion de Schrodinger incluyendo un potencial determinado, dado que el

tema es muy amplio y existen muchos métodos.
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