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PREFACIO

En el 2005 me presentaron formalmente a la «Reina de las Matematicas». Suce-
di6 en los cursos de preparacion para la Olimpiada Iberoamericana de ese ano. Antes
de ello, apenas habia vislumbrado fugazmente su magnificencia, en un problema de
la Olimpiada Internacional con el que me tropecé mientras lefa un libro en el colegio:
Hallar todas las parejas (a,b) de enteros positivos que cumplan la ecuacién a? = b
Pude hallarlas todas, pero no tenia la mas minima idea de como asegurar que no
existian otras. En los cursos de olimpiadas aprendi aquello que me faltaba, y grande
fue mi emocién al completar la prueba que me habia eludido. Desde entonces quise

ser un tedrico de numeros.

Con el pasar del tiempo heredé, junto con otros, la responsabilidad de prepa-
rar a los jovenes talentosos de Guatemala. En el 2010, Hugo Garcia —otro de los
catedraticos olimpicos— y yo nos encontrabamos fabricando el examen de seleccion
para la Olimpiada Iberoamericana de ese ano. Nuestro antiguo profesor, Pedro Mora-
les, habia propuesto el problema de hallar todas las soluciones enteras de la ecuacion
2?2 — y? = 304. Hugo y yo lo modificamos, sustituyendo 304 por n, y exigiendo que
se determinara el conjunto de valores de n para los cudles existiera una solucion. A
pesar de su apariencia inocente, me percaté de que el problema tenia el germen del

trascendentalismo. Asi nacié mi interés por las formas algebraicas.

e

A menos que usted sea un experto en Teoria de Numeros, no es prudente que
comience la lectura sin tener lapiz y papel a la mano. Los documentos cientificos, y
especialmente los de indole matemaética, no pueden ser leidos como se lee una revista.
Con la (poca) experiencia que he tenido en el mundo de las matemadticas, me he
afianzado en el uso de dos tacticas que recomiendo combinar, para obtener mejores
resultados. La primera es «el avance cauteloso», en el cual no se prosigue con la lectura

de un parrafo sin asegurarse de entender a cabalidad los anteriores. La segunda,



«la comprension retrospectivar, consiste en saltarse partes complicadas o engorrosas,
intentar adquirir una perspectiva mas amplia del tema, para luego regresar al pasaje
oscuro viéndolo bajo una nueva luz. Por ejemplo, si su algebra esta oxidada, la seccion
2.2 podria ofrecer cierta resistencia. Recomiendo leer las definiciones y los enunciados
de las proposiciones, poner especial atencién a la tabla VI|y al ejemplo de la pagina

[45] dejando de ltimo la «lectura cautelosa» de las demostraciones y argumentos.

Habiendo hecho las advertencias pertinentes, como acostumbro en mis escritos,
quisiera ahora discutir un punto particular de este documento. La distribucién de
las referencias bibliograficas en el texto es muy irregular, varias secciones no tienen
ninguna. Esto no es aleatorio, sino que obedece a la forma en la que fueron redactadas
las distintas partes del texto. Casi todo el material de los capitulos 2,3 y 4 es original,
a excepcién del argumento que se usa para probar el lema [7] en la pagina [71]—que es
una amalgama parafraseada de las demostraciones de Euler y Legendre— junto con

otros resultados debidamente citados, sin su demostracién.

Por supuesto, no soy el primero en discutir estos problemas. Hice mi mejor es-
fuerzo por darle crédito a los autores originales, aunque esto no siempre fue posible.
Después de descubrir las cerraduras de la seccién [4.1] llevé a cabo la busqueda ru-
tinaria de precursores y pude determinar que una ha sido conocida por al menos 60
anos, mas desconozco los detalles de su historia. Esta y cualquier otra omision, en lo

que respecta a la autoria, fueron totalmente inintencionadas.

El primer capitulo juega el doble papel de introduccién y recordatorio de los
temas clave en la Teoria de Nuimeros elemental. Es recomendable investigar las demos-
traciones y aplicaciones de cualquier teorema que le resulte desconocido, de entre los
incluidos en dicho capitulo. En el segundo, se introduce el tema principal comenzando
por la terminologia, que en parte es de elaboracién propia, para desarrollar formal-
mente el tema en los capitulos 3, 4 y 5, que contienen el material mas interesante.
Quiero cerrar este (ya bastante largo) preambulo desedndoles un viaje placentero en
uno de los inexplorados parajes de la Teoria de Niimeros, cuyos misterios hace apenas

4 siglos comenzaron a descifrar los mas grandes matematicos de la historia.
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a,b,c)
a,b,c)

—~

q(z,y)

LISTA DE SIMBOLOS

Significado

Cambio ligero de tema dentro de una seccion.

Clase de equivalencia de ¢ respecto de ~.

Composicién de representaciones empleando la cerradura C.
Congruencia, se lee “a es congruente con b en el médulo m”.
Conjunto de los niimeros complejos.

Conjunto de los nimeros enteros.

Conjunto de los niimeros enteros positivos.

Conjunto de los nimeros naturales (se incluye al cero).
Conjunto de los nimeros reales.

Conjunto de los nimeros representables por q.

Conjunto vacio.

Cuantificador universal, se lee para todo.

Cumple las condiciones (utilizado en tablas de exhaustion).
Determinante de la matriz M.

Diferencia de conjuntos.

Divisibilidad, se lee a es divisor de b.

Equivalencia de formas cuadraticas (representabilidad).

Equivalencia propia de formas cuadraticas.

Fin de una demostracion.

Fin de una solucién o ejemplo.

Forma auto-composicién de ax? + by + cy?.

Forma cuadratica binaria az?+ bry + cy® (énfasis en coeficientes).

Forma cuadrética binaria ax? + bzy + cy? (énfasis en variables).

v



MCD(m, n)

MCM(m, n)

Forma cuadratica diagonal con coeficientes (a;).

Forma primitiva asociada a q.

Forma que se obtiene de q al cambiar el signo del término cruzado.
Grupo de clases de formas con discriminante A.

Implicacion.

Infinito.

Matriz diagonal con entradas (a;) en la diagonal principal.
Maximo comun divisor de m y n.

Maximo elemento del conjunto numérico S.

Minimo comun multiplo de m y n.

Minimo elemento del conjunto numérico S.

Negacion proposicional.

No cumple las condiciones (utilizado en tablas de exhaustién).
No pertenencia.

Nuimero de representaciones de n en la forma (a, b, c).

Numero de representaciones independientes de n en la forma
(a,b,c).

Plano hiperbdlico (forma z? — y?).

Pertenencia.

Producto de los términos 7' que cumplen las condiciones C'. Si los
términos son a;, siendo las condiciones 1 < 7 < k, esto es, los
términos de una sucesién finita, escribimos Hle a;, o bien ﬁ a;.
Residuo cuadratico, se lee a es residuo mddulo |b|. -

Si, y sélo si.

Simbolo de Hilbert de ® (a, b, —1) en p.

Simbolo de Legendre de a en p.

VI



N

(ai>1§i§n

(ai)ien

Subconjunto propio o igual.

Sucesion finita de los términos a;, con ¢ variando de 1 hasta n, es

lo mismo que un vector o una n-ada ordenada.

Sucesion infinita de los términos a;, con ¢ variando en N.

Suma de los términos T que cumplen las condiciones C'. Si los

términos son a;, siendo las condiciones 1 < 7 < k, esto es, los

k

términos de una sucesién finita, escribimos S5, a;, o bien 3 a;.

i=1

Sustitucion, o mapeo de elementos bajo una funcién dada.

Tal que (para conjuntos en forma descriptiva).

Transformacion T aplicada a un elemento especifico.
Unidad en €x.
Valor absoluto.

Vector de variables (z1, ..., z,).
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RESUMEN

En este trabajo de graduacion se estudian las formas cuadréticas binarias res-
tringidas al anillo Z de los enteros, o bien al campo Q de los nimeros racionales. Se
demuestra que, para ciertos coeficientes, el conjunto de nimeros que se obtienen al
recorrer con las variables todo su dominio es cerrado bajo el producto. Mas especifi-
camente, se describen los conjuntos de numeros representables por algunas formas
cuadraticas particulares en términos de los primos que los componen, haciendo uso
de la relacién de congruencia. Con esto, se abre paso al estudio de las distintas iden-
tidades de cerradura que poseen algunas formas. También se trata el problema de
la cantidad de representaciones distintas que un nimero posee, bajo ciertas formas

cuadraticas, poniendo énfasis en el caso de los niimeros primos.

Se concluye el tema de las formas cuadraticas en los enteros con algunos ele-
mentos de la teoria general de las cerraduras, donde se generalizan ciertos conceptos
estudiados en los capitulos anteriores. Especificamente, se determinan cerraduras se-
mejantes a las de Brahmagupta, pero validas para toda forma cuadratica ménica en
una de sus variables. Después de esto, expandiendo el estudio a Q, se describen los
teoremas fundamentales de la teoria de formas racionales. También se pone de ma-
nifiesto la utilidad de dicha teoria para resolver problemas de representabilidad que

tratan sobre enteros.
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OBJETIVOS

General

Plantear y, siempre que sea posible, resolver problemas de caracter general,
relativos a la representabilidad de nimeros mediante formas cuadraticas binarias,

poniendo énfasis en los que versen sobre las identidades de cerradura asociadas.

Especificos

1. Presentar las técnicas basicas empleadas para la resolucion de problemas tedrico-

numéricos de la indole descrita en el objetivo general.

2. Determinar los conjuntos de nimeros representables por formas cuadréticas

especificas, como lo son 2% — 2, 22 + 2, 22 + zy + >

3. Encontrar funciones que describan la cantidad de representaciones que posee

un numero en las formas cuadrdticas anteriores.

4. Plantear identidades de cerradura de la mayor generalidad posible, respecto a
los coeficientes de las formas. De ser posible, obtener cerraduras validas para

todas las formas monicas.

D. Identificar interrelaciones entre los problemas planteados, especialmente al va-
riar la estructura algebraica subyacente o al colapsar los resultados generales

en casos particulares.

6. Hallar nexos entre éstos y otros problemas conocidos de la Teoria de Numeros.
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INTRODUCCION

Una forma cuadrdtica binaria es un polinomio homogéneo de segundo grado en
dos variables, esto es, una expresién del tipo: az? + bxy + cy?, donde a,b, ¢ son los
coeficientes, en tanto que z, y son las variables. Habiendo fijado los coeficientes, se dice
que un numero n es representable en la forma cuadratica anterior, si existen soluciones
x,y dentro de alguna estructura algebraica de interés, para la ecuacién n = ax? +
bxy + cy?. El estudio de las formas cuadraticas en el marco de la Teoria de Niimeros
ha suscitado numerosos descubrimientos en varios campos de las matematicas, y de

la ciencia en general.

Una cerradura es una identidad algebraica que permite verificar que el producto
de dos numeros representables en una forma dada es también un ntmero represen-
table. No todas las formas cuadraticas poseen cerraduras, y este fenémeno es un
indicador de la complejidad que tiene el problema de decidir cuando una forma repre-
senta a un numero dado. El interés primordial del documento serd éste, el problema
de la representacion, y en segundo lugar la intrincada teoria de las cerraduras, bus-
cando siempre conectar los resultados clasicos y conocidos con las investigaciones de
vanguardia. La mayoria de las demostraciones son propias, aunque algunos de los

problemas planteados sean conocidos.
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1. MARCO TEORICO

1.1. Antecedentes

El problema de la representacién de ntimeros mediante formas cuadraticas ha
interesado a los matematicos desde épocas muy remotas. Las identidades de cerradura
para los nimeros de la forma x? + y2, conocidas como identidades de Brahmagupta-
Fibonacci:

{ ( + u?)(v* + w?) = (tv — uw)® + (tw + uv)? (1.1)
(1 + @) (0 +w?) = (tv + ww) + (tw — wv)? |

aparecen por primera vez [11] en los escritos de Diofantoﬂ y son un caso especial

(n = 2) de la identidad de Lagrangeﬂ la cual se puede apreciar a continuacion:

(Z az) (; bi) - (; akbk>2 ST Y (b — b

k=1 i=1 j=i+1

1 n n
i=1 j=1
Las identidades de Brahmagupta-Fibonacci indican que si dos ntimeros pueden

ser escritos como suma de dos cuadrados, entonces el producto de ellos también.

Dichas identidades son equivalentes a la propiedad de los nimeros complejos que

!Diofanto de Alejandria (2077 — 2917), algunas veces llamado «El Padre del Algebra», fue
un distinguido matematico griego de la Escuela de Alejandria, y autor de la serie de libros titulada
“Aritmética”. En el estudio de las ecuaciones con variable entera, su aporte fue tan significativo para
su tiempo, que hoy en dia a ese tipo de ecuaciones se les denomina ecuaciones diofantinas, y a su
estudio, el Andlisis Diofantino.

2Joseph-Louis Lagrange (1736 — 1813) fue un matemadtico y astrénomo nacido en Turin, quien
vivié parte de su vida en Prusia y parte en Francia. Hizo invaluables contribuciones al Anélisis, la
Teoria de Numeros y la Mecénica Clasica, y fue uno de los fundadores del Calculo Variacional. En
Teorfa de Nimeros, Lagrange fue el primero en probar que las ecuaciones de Pell: 22 — ny? = 1,
poseen soluciones no triviales en enteros, para cada valor de n que no sea un cuadrado perfecto.
Demostré ademas el teorema de Wilson, y el teorema que dice que todo natural es suma de cuatro
cuadrados. Desarroll6 una teoria general sobre las formas cuadraticas binarias.
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indica que el producto de los mdédulos de dos complejos es igual al moédulo de su
producto. Lo anterior es evidencia del lugar preponderante que ocupan las identidades
de cerradura en la teoria; asimismo, es una muestra de que las formas cuadraticas

estan interconectadas con numerosas ramas de la matematica.

En el estudio de la representatividad de niimeros mediante formas cuadraticas
es central el problema de cudles primos se pueden escribir en la forma z? 4 ny?. El

mismo Brahmaguptaﬂ encontrd identidades de cerradura generales:

{ (2 + nu?) (v + nw?) = (tv — nuw)” + n (tw + uv)* (1.2)

(12 + nu?) (v* + nw?) = (tv 4+ nuw)® + n (tw — ww)?

Este problema, y la Teoria de Formas Cuadraticas en la que desemboca, tuvieron
su origen en ciertos teoremas de Fermatﬁ quien en 1654 mostrd, entre otras cosas,
que todo nimero primo de la forma 8n + 1 es representable en la forma z? + 2.
Muchas de las demostraciones de Fermat se perdieron, si es que existieron realmente,
y el notable matematico Leonhard Eulexﬂ se tomo la tarea de reconstruirlas. En 1749,
Euler probd, no sin muchas dificultades, que un primo es representado por la forma
2% + 3% si, y sélo si, al dividir el primo entre 4 no deja residuo 3. La demostracién
de un teorema andlogo para la forma 22 + 3y? le tomé una buena parte de su tiempo
productivo, en un periodo de 30 anos, hasta que se sintié satisfecho con el argumento

[9, 136]. Tales estudios lo llevaron a descubrir la reciprocidad cuadrdtica.

3Bramagupta (598 — 668) fue un matematico y astrénomo hindi, famoso por numerosos resul-
tados algebraicos y geométricos. Fue el primer matemadtico en dejar por escrito reglas para utilizar
el cero y ntimeros negativos. En su tratado “Brahmasphutasiddhanta”, propone soluciones a ecua-
ciones diofantinas lineales y cuadraticas, férmulas para calcular > ;_; ky >ory k3 en términos de
> p_1 k, e incluso algunas relaciones de recurrencia para generar soluciones a ecuaciones de Pell,
mediante el algoritmo de Euclides o, como €l le llamaba, el «pulverizadors.

4Pjerre de Fermat (16017 — 1665), jurista y matemadtico francés, fue uno de los principales
matematicos de la primera mitad del siglo XVII. Descubrié el Calculo Diferencial antes que Newton
y Leibniz, fue cofundador de la Teoria de Probabilidades junto con Blaise Pascal, y descubrié el
principio fundamental de la Geometria Analitica, independientemente de Descartes. Sin embargo,
es mas conocido por sus aportaciones a la Teoria de Numeros, y en especial por el famoso «uiltimo
teorema de Fermat».

°Leonhard Euler (1707 — 1783) fue un matematico y fisico suizo conocido por sus aportes al
Célculo, el Anilisis, la Mecanica Clasica, la Teoria de Nimeros, la Optica y la Astronomia. FEuler
es posiblemente el cientifico méas prolifico de la historia, solamente equiparable a Gauss. Laplace
inmortalizé el espiritu diddctico de Euler en la frase: «Leed a Euler, leed a Euler. El es el maestro
de todos nosotros».
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Gaussﬂ fue el primero en atacar de manera sistemética el problema general,
muchas de sus definiciones siguen vigentes hoy en dia. Su Teoria de Géneros resuelve el
problema para un conjunto grande, pero ultimadamente finito, de formas cuadraticas.
Las leyes de reciprocidad cubica y bicuadratica expanden el conjunto pero siguen

fallando en el caso general.

Poco después, la Teoria Analitica de Formas Cuadraticas comenzé a proveer
resultados mas interesantes, por ejemplo el teorema publicado por Jacobﬂ en 1834,

transcrito a continuacion.

Teorema de Jacobi. El niumero de maneras de escribir un entero positivo k como

suma de cuatro cuadrados estd dado por

8 Zm 8 veces la suma de todos los niumeros m € N,
T){‘k tales que m es divisor de k y 4 no divide a m.
m

Tal resultado se obtiene de estudiar los coeficientes de Fourier de ciertas funcio-
nes denominadas Theta, que se asocian a las formas cuadraticas. Este teorema es una
muestra de la universalidad de los conceptos en la Matematica, de como no puede

existir una rama totalmente independiente de las demas.

La Teoria de Cuerpos de Clases de Hilbert resuelve finalmente el problema [9].
Sin embargo, los métodos que se emplean para demostrar los teoremas de Hilbert
estdn fuera del rango fijado para este trabajo de graduacién. Empleando técnicas
méas elementales se estudiaran algunas partes del problema, buscando siempre que el

material permanezca accesible al mayor nimero posible de personas.

6Johann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) fue un matemético, astrénomo, y fisico alemén
que contribuyé significativamente en muchos campos, incluida la Teoria de Numeros, el Analisis,
la Geometria Diferencial, la Estadistica, el A,lgebm7 la Geodesia, la Teoria Electromagnética y la
Optica. Es, sin lugar a dudas, uno de los mateméaticos mas influyentes de todos los tiempos, al punto
de ser considerado «El Principe de las Matematicas».

"Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 — 1851) fue un matemético alemén considerado por muchos
como el més apasionado maestro de su tiempo, y uno de los méas grandes cientificos de su generacion.
Uno de sus mayores logros fue su teoria de las funciones elipticas. También es conocido por sus
contribuciones a la Mecdanica, las Ecuaciones Diferenciales, y a la Teoria de Nimeros.
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1.2. Fundamentos de la Teoria de Numeros

La divisibilidad es uno de los bloques de construccion basicos de la Teoria de
Numeros antigua y moderna. Hoy en dia se estudian sus generalizaciones a conjuntos
numéricos mas extensos que los naturales o enteros. Por ejemplo, se tiene a los enteros
cuadraticos, de suma importancia en la Teoria de Ntimeros, y entre ellos a los enteros

gaussianos. Se describira aqui la relacion de divisibilidad en su forma tradicional.

1.2.1. Divisibilidad elemental

Definicién (divisibilidad). Dados a,b € Z, se dice que a divide a b, y se escribe a | b,
si existe ¢ € Z tal que ac = b. Si a | b, a es llamado divisor de b, y b es llamado

maultiplo de a.

La relacién de divisibilidad no debe confundirse con la operacion de division.

a | b es una proposicién que puede ser verdadera o falsa, en tanto que § es una

operacién cuyo resultado es un numero.

Definicién (combinacion lineal). Dados a,b € Z, se dice que ¢ € Z es una combina-
cion lineal de a y b si existen m,n € Z tales que ¢ = an 4+ bm. En otras palabras, la

suma de un multiplo de a con un multiplo de b es una combinacion lineal de ellos.

Propiedades. Sean a, b, c € Z, la divisibilidad cumple:

) a |0,y en particular 0 | 0

o 0Ola = a=0

. 1|a

o ala (reflexividad)
o alb, blc = alc (transitividad)
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o alb = ac|be

o alb = a|be (caso especial de la transitividad)
o ac|be, c#0 = a b (simplificacién)
. alb, alc = albm+cnVm,neZ (combinaciones lineales)
o alb, b#0 = |a| < |b]

o alb, bla = la| = |b| (antisimetria atenuada)

Ahora se prosigue con el estudio de los nimeros primos, tomando la pista de
Euclidesﬂ y su lema [12], con el propdsito de enunciar el teorema de factorizacién
unica. Al igual que en el caso de la divisibilidad, la demostracién de la factorizacion
unica puede ser llevada a cabo en estructuras algebraicas mas generales: los dominios

de factorizacion unica, que son ampliamente estudiados en el Algebra Abstracta.

Definicién (divisor comin y multiplo comin). Dados a,b € Z, a un entero d’ se le
llama divisor comin de a y b siempre que d' | a y d'|b. Andlogamente, a un entero

m’ se le llama maltiplo comin de a y bsi a|m' y b|m'.

Definicién (maximo comun divisor). Dados a,b € Z, no ambos cero, el maximo
entero d del conjunto de divisores comunes es llamado mdximo comun divisor. Para

denotar al maximo comun divisor se emplean las siguientes notaciones:
d= (a,b) d = McD(a, b)

Definicién (minimo comin multiplo). Dados a,b € Z, ambos distintos de cero, el
minimo entero m del conjunto de multiplos comunes positivos es llamado minimo
comun maultiplo. Para denotar al minimo comuin multiplo se emplean las siguientes
notaciones:

m = |a, b m = MCM(a, b)

8Euclides de Alejandria (3257 AC — 2657 AC) fue un matemadtico griego conocido como
«El Padre de la Geometria». Es el autor de “Los Elementos”, libro que encapsula el conocimiento
matematico de la antigua Grecia, y que por dos milenios sirvié de guia para la formacién de nuevos
matematicos, tanto en conocimiento como en rigor. Muchos de sus resultados teérico-numéricos son
precisamente aquellos que exponemos en la seccién actual.
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Propiedades. Sean a,b,c,m € Z. El maximo comun divisor y el minimo comun

miultiplo cumplen las siguientes propiedades:

° vcm(a, b) = Mo (b, a) (conmutatividad)
MCD(MCD(a, b), ¢) = MCD(a, MCD(b, c)) o

. MCM(MCM(a, b), ¢) = MCM(a, MCM(b, ¢)) (asociatividad)

e nen(a,b) = nen(fal, )

MCD(ma, mb) = m MCD(a, b) .
. MCM(ma, mb) = m MCM(a, b) (homogeneidad)

o |ab| = McD(a, b) MCM(a, b)

Las propiedades justifican el uso de la notacién MCD(a, b, ¢) sin prestar atencién
al orden y, en general, para cualquier cantidad finita de nimeros. Las definiciones
originales de MCD y MCM también se pueden expandir a una cantidad infinita de

numeros aunque, en el caso del MCM, podria no existir.

Teorema (algoritmo de la divisién). Dados a,b € Z existen q,r € 7 unicos, llamados

cociente y residuo respectivamente, tales que a = gb+r, donde 0 <r <b.

Corolario (iteracién del algoritmo de Euclides). Sia,b € Z, r es el residuo dado por

el algoritmo de la division, entonces

McCD(a, b) = MCD(a — b, b) McCD(a, b) = MCD(r, b)

Definicién (primo). Se dice que un entero p > 0 es primo si tiene exactamente

cuatro divisores en los enteros (dos positivos y dos negativos).

Definicién (primos relativos). A dos enteros a, b se les llama primos relativos si

MCD(a, b) = 1.
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Lema de Bézout. Dados a,b primos relativos, existen s,t € Z tales que as+bt = 1.

Lema de Euclides. Si p es primo y p divide al producto de dos niimeros, entonces

p debe dividir a alguno de ellos (o ambos).

Lema (Euclides generalizado). El lema de Euclides permanece vdlido en el contexto

mds amplio de primos relativos, esto es, si MCD(c,a) =1 y c | ab, entonces c | b.

Teorema Fundamental de la Aritmética. 5i n es un entero mayor que uno,
entonces existen pi,po,...,Pr Primos positivos distintos entre si, unicos, con p; <

Po < ...< pg Yy existen aq, s, ...,q enteros positivos unicos, tales que

k
N N ) ap o
n=pips®-pt =
=1

es decir, n tiene una factorizacion unica en primos positivos.

El teorema fundamental permite, entre otras cosas, demostrar que existen infi-
nitos primos, tal y como lo hace el propio Euclides en la proposicién 20, tomo IX, de
“Los Elementos”. También permite expresar los valores del MCD y MCM en términos

de los primos que componen a los niimeros en cuestion.

Corolario. Sean a,b € Z, con factorizaciones en primos dadas por
k ! k m

o (1) (1) o= (102 (11
i=1 i=1 i=1 i=1

donde los primos p; son comunes a ambos niumeros, en tanto que los primos no

comunes de a,b son los q;,r; respectivamente. Entonces se tiene que

McD(a, b) H min{a,fi}

MCM(a, b) H mix{a, B} H g HT;BZ
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1.2.2. Congruencias

La notacion de las congruencias es de mucha utilidad para describir los conjuntos
de numeros representables por formas cuadraticas, motivo por el cual es importante
estar familiarizado con ella. Tal vez sea la similitud entre manipular congruencias y
resolver ecuaciones lo que facilita la soluciéon de problemas de divisibilidad, cuando
se utiliza esta notacion. Fue nada menos que Gauss quien, en su obra magistral
“Disquisitiones Arithmeticae”, introdujo las congruencias [I5: Sec. 1], empledndolas
en el engrandecimiento de la teoria que habia sido edificada ya por Fermat, Euler,
Lagrange y Legendre, entre otros. Cuando «El Principe» habla, los stibditos prestan

atencion.

Definicién (congruencia). Sean a,b,m € Z. Se dice que a es congruente con b en el
modulo m, y se escribe a = b (méd m), si, y sélo si, m | (a — b). Cuando se manejan
varias congruencias del mismo médulo, usualmente se escribe (méd m) una tnica vez

al final de la proposicién o el sistema.

Definicién (clase de equivalencia). El conjunto {z : x = a (mdd m)} es llamado
clase de equivalencia de a, y es denotado con el simbolo @. A manera de ejemplo, en
el médulo 4, la clase de equivalencia del 3 es {...,—9,—5,—1,3,7,11,15, ...} = 3.

Propiedades. Si a,b,c,d, m,n € Z, entonces se tiene que:

o a=a (méd m) (reflexividad)
o a=b = b=a (méd m) (simetria)
. a=b b=c = a=c (méd m) (transitividad)
o a=b = a+n=b+n (méd m)

° a=b = na=nb (méd m)

o a=b c=d = ac=bd (méd m) (multiplicatividad)
) a=b c=d = a+c=b+d (méd m) (aditividad)
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° a=b n>0 = a"=b" (méd m)
o a=b (méd m), a=b (méd n) <= a=b (méd mcMm(m,n))
Definicién (sistema completo). Al conjunto de enteros {as,as,...,a,} se le llama

sistema completo de residuos médulo n si para cada entero z existe un unico indice

j, entre los nimeros del 1 al n, que cumpla
a; =z (méd n)

esto es, en el conjunto {ay,as,...,a,} existe exactamente un representante de cada

clase de equivalencia médulo n.

Definicién (inversos). Dados a,m € Z, se dice que b € Z es el inverso de a en
el médulo m si ab =1 (méd m). Extendiendo la terminologia, se dice que b es el
inverso de @. Si a posee un inverso, se dice que a es invertible y frecuentemente se usa

el simbolo a~! para representarlo.

Corolario. El niumero a es invertible en el modulo m si, y solo si a, m son primos

relativos. El conjunto de numeros invertibles es cerrado bajo el producto.

Definicién (sistema reducido). Al conjunto {aj,as,...,a,} se le llama sistema re-
ducido de residuos médulo n, si MCD(a;,n) = 1 para cada indice i; ademads, para
cada entero z tal que MCD(z,n) = 1, existe un unico indice j, entre los nimeros del
1 al r, que cumple

a; =z (méd n)

esto es, cada entero invertible en el médulo n es equivalente a uno y sélo uno de los

elementos del conjunto.

Pequeno Teorema de Fermat. Sean p un primo y a un entero cualquiera, en-

tonces a? = a (méd p). Si a,p son primos relativos, entonces a?~' =1 (mdd p).

Teorema de Wilson. p es un nimero primo si, y sélo si, (p—1)! =p—1 (méd p).
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Definicién (solucién). Sim € Z y P(x) es un polinomio con coeficientes enteros, no
constante, en la variable x, a la expresién P(z) =0 (mé6d m) se le llama congruencia
polinomial. Si el grado de P(x) es 1,2,3,4,..., a la congruencia se le llama lineal,
cuadratica, cibica, cuartica, ..., respectivamente. Se dice que a € Z es una solucion
de la congruencia polinomial si P(a) =0 (mdd m). En tal caso, también se dice que

a es solucion de la congruencia, y que la congruencia polinomial es soluble.

Nota. La congruencia polinomial es una proposicién abierta y, por lo tanto, se le
asocia un conjunto solucion, que es el conjunto de valores que la hacen verdadera.

Una congruencia lineal es soluble si el coeficiente de = es invertible.

1.3. Reciprocidad cuadratica

El teorema de reciprocidad cuadratica consta de dos proposiciones suplementa-
rias y una ley principal. Algunos casos particulares del teorema pueden ser deducidos
de los teoremas de Fermat. Guiado por estos teoremas, Euler fue capaz de demostrar
uno de los suplementos y conjeturar la ley principal [26: p. 5], mas no logré demos-
trarla. Euler fue uno de los mateméaticos mas brillantes de la historia, pero si alguien
merece el titulo de genio entre los genios, ese es Gauss. A los 21 anos de edad y sin
dar muestras de esfuerzo o dificultad, Gauss completé el rompecabezas que habia

mantenido entretenidos a los sabios de Europa por casi dos siglos.

1.3.1. Fermat y Euler

En este documento se tomara la misma ruta que fue trazada por los grandes de
la Teoria de Numeros. La meta a la que se dirigian fue la de encontrar un mecanismo
para verificar cudles congruencias cuadraticas son solubles; el primer paso fue dado
por Fermat con su «Pequeiio Teoremas. Este indica que a?~! = 1 (méd p), siempre
que a sea primo relativo con p, esto es, cuando a Z 0 (mdéd p). Si p es un primo

(p—1)/2

. 1 <,
impar, entonces ’5~ es un entero. De ello se deduce que a es una solucién de la

10
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2 =

congruencia cuadratica x (méd p). Esto es senal de que deben considerarse las

congruencias cuadraticas sin término lineal, en particular las de médulo primo.

Definicién (residuo cuadratico). Sean r,m € Z tales que m # 0,McD(r,m) = 1.
Se dice que r es un residuo cuadrdtico en el médulo m, si la congruencia a? = r
(méd m) tiene una solucién para la variable z. De lo contrario se dice que 7 es un
residuo no cuadrdtico. También se dice que la clase T es un residuo cuadrético (pues
cada elemento lo es). Si r = 0, se tiene que x = 0 es solucién, pero los elementos de

0 constituyen un caso trivial y generalmente no se consideran residuos cuadraticos.

Es bastante obvio que si a es una solucién para la congruencia x> = r (méd m),
entonces —a también lo es, y si el modulo es un primo impar, entonces estas dos
soluciones son incongruentes siempre que r Z 0. Aunque en un médulo compuesto
no se puede asegurar nada, en médulos primos impares es posible demostrar que este
tipo de congruencias tiene, o bien dos soluciones, o ninguna.

p—1

Lema. Sea p un primo impar. Existen 5= residuos cuadrdticos, en el mddulo p,

dentro del sistema reducido de residuos {1,2,...,p —1}.

Ya se hizo una excepcion con las congruencias, se abandonara nuevamente el
orden cronoldgico para introducir la notaciéon de Legendre, que ayudara a aclarar las

propiedades encontradas por Euler mientras estudiaba los problemas de Fermat.

Definicién (simbolo de Legendre). Sean p un primo impar, a un entero cualquiera.

El simbolo de Legendre de a respecto de p esta definido por

a 1 sia#0,y aesun residuo cuadratico (maéd p)
(—> =4 —1 siaesun residuo no cuadratico (méd p)
p 0 sia=0 (mdd p)

Dos de las propiedades més importantes del simbolo de Legendre son precisa-
mente los suplementos del teorema de reciprocidad, que se estudiaran en la siguiente
seccion. Por el momento, se enuncian otras proposiciones de interés tedrico en las que

p es un nimero primo.

11
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Propiedades del simbolo de Legendre:

e a=b (médp) — (§)=(§)

. a,beZ = (a_b) = (E) (é) (multiplicatividad completa)
p p b

° F, = (g) (méd p), donde F), es el p—ésimo nimero de Fibonacci.ﬂ

La definicién dada para el simbolo no es aquella que planteé el propio Legendre.

(p—1)

El lo hizo en términos de expresiones del tipo a /2, y la equivalencia de estas dos

definiciones radica en el siguiente resultado.

Criterio de Euler. Sean p un primo impar, a € Z primo relativo con p. Entonces

(E) =" (méd p)

b

Como se habia mencionado anteriormente, Euler llegé mas alld, enunciando in-
cluso la ley general, aunque admitié no haber sido capaz de demostrarla. Se debe
recordar que Euler no disponia ni de la notaciéon de congruencias, ni del simbolo de
Legendre, motivo por el cual su variante es algo engorrosa [26: p.3-5|, pero, tradu-
ciéndola a la notacién moderna, se obtiene la siguiente proposicion, que es equivalente

a las versiones de Legendre y Gauss.

Ley de Reciprocidad (enunciado de Euler). Sean p, q dos primos impares distintos.

° Sig=1 (méd 4), entonces (}) =1 < (£) =1.

p=+b® (méd 4q), donde b es

) Sig=3 (méd 4), entonces () =1 =
1 ( ) ( ) un entero impar, MCD(b, q) = 1.

p

9 Esta propiedad del simbolo de Legendre es utilizada en tests de primalidad. Los nimeros de
Fibonacci, llamados asi en honor al mateméatico Leonardo de Pisa, quien también era conocido
como «Fibonacci», conforman una sucesién numérica definida recursivamente mediante la siguiente
férmula: Fy, 4o = Fy 11+ F, paran € N, usando los valores iniciales Fy = 0, F; = 1. Para la propiedad
del simbolo de Legendre, interesan los de indice primo.

12
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1.3.2. Legendre y Gauss

Al haber observado que o = +1 (mdéd p), Legendre [26: p.6-8] establece
un listado de 8 teoremas, en los que emplea las letras a, A para representar primos
congruentes con 1 en el médulo 4, y las letras b, B para primos congruentes con 3 en

el mismo médulo, como se puede apreciar en la tabla] 1]

Tabla 1. Clasificaciéon de residuos segiin Legendre
Teorema Hipétesis Conclusion
I b " =1 (méd a) a"""* = +1 (méd b)
11 " =1 (méd b) bV = —1 (mdd a)
111 a7 =41 (méd A) A" = 41 (méd a)
IV " " =1 (méd A) A = 1 (méd a)
A a" ™" =41 (méd b) b = 41 (méd a)
VI b = —1 (méd a) a" ™" = -1 (méd b)
VII b = 41 (méd B) B =1 (méd b)
VIII bV = —1 (méd B) B =41 (méd b)

Fuente: LEMMERMEYER, Franz. Reciprocity laws. p. 6-8.

Habiendo enunciado las proposiciones que deseaba probar, intenté hacerlo basan-
dose en un lema de su autoria que, lamentablemente, no permite demostrar todos los

casos planteados.

Lema (Legendre). Sia, b, c € Z son primos relativos a pares tales que no todos tienen
el mismo signo, y si las congruencias u*> = —bc (méd a),v? = —ca (méd b), w?* =
—ab (méd ¢) son solubles en las variables u,v,w respectivamente, entonces la ecua-

cion ax® + by? + cz? = 0 tiene una solucién no tm’viam en enteros, para x,, z.

10FEn este caso, no trivial significa que no todas las variables se anulen en la solucién.
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Seccion 1.3. Reciprocidad cuadratica

Ajeno a los descubrimientos de Legendre, Gauss primero demostro las proposi-
ciones suplementarias, luego establecié algunos casos especificos, a partir de los cuales
conjeturé la ley general y, finalmente, la probd con todo rigor empleando induccion
fuerte [15: Art. 108-144].

En “Disquisitiones Arithmeticae”, lo bautizé como teorema fundamental, pero
al conversar con amigos lo llamaba «teorema dureo». En el mismo libro elabor6 una
tabla con los ocho casos de Legendre, pero le agregd seis generalizaciones a niimeros
compuestos. No satisfecho con esto, continué estudiandolo a lo largo de su vida, desde
otras perspectivas, y llevo a cabo ocho demostraciones distintas. En dos de ellas hizo
uso de lo que llegé a ser conocido como el «lema de Gauss», que ahora constituye el

fundamento de las demostraciones mas simples.

Suplemento 1. Si p es un primo impar, entonces se puede decidir si —1 es residuo

cuadratico, en el modulo p, mediante la siguiente regla: (_71) = (—1)p=1/2

Suplemento 2. Si p es un primo impar, entonces: (1%) = (—1)@*-1/8

Lema de Gauss. Sean p un primo impar, a € Z primo relativo con p. Considere el
conjunto de enteros {a, 2a,3a,. .., p%la}, y sus respectivos representantes dentro del
sistema reducido de residuos {1,2,...,p — 1}. Sea n el nimero de esos representantes

que sean mayores a 5, entonces (%) = (=1)".

Ley de Reciprocidad (enunciado de Gauss). Sean p, q primos impares distintos. Se

consideran dos casos:

SAS)

o g=1 (méd 4) = (

SHS]

)
)

(»)
(5)

. ¢=3 (méd 4) = (

SHES]

Legendre noté que no es necesaria la divisién en casos, pues se puede expresar el
teorema en una tunica ecuacion. Hoy en dia, el enunciado de Legendre es el mas comun
en la literatura, y el mecanismo por medio del cual se lleva a cabo la demostracién

usualmente hace uso del lema de Gauss para establecer la igualdad.
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Capitulo 1. MARCO TEORICO

Ley de Reciprocidad (enunciado de Legendre). Sip, ¢ son primos impares distintos,

()

Nota. Las fracciones en el exponente estan multiplicadas, pero nunca se colocan entre

entonces

paréntesis, para no confundirlas con simbolos de Legendre. Este convenio es aplicado
de manera general cuando se trabaja el tema de la reciprocidad cuadratica en Teoria

de Numeros.

1.3.3. Moddulos compuestos y aplicacién

Para obtener un criterio que permita decidir cuales congruencias cuadraticas
poseen soluciones se necesita, ademas de los resultados previos, un mecanismo que
permita analizar mdédulos compuestos en términos de los primos que los dividen. El

primer paso es sencillo y directo.

o e s . ., . k o
Proposicién 1. Sean r € Z, y n compuesto con factorizacion prima n = [[;_, p;".
Entonces se cumple que la congruencia x> = r (méd n) tiene solucion si, y sélo si,
las congruencias x> =r (méd pi*) tienen solucidn, para cada indice i € {1,... k}.

Aqui se ve la necesidad de considerar al primo 2, que habia sido excluido desde
el inicio de la seccion. Las reglas para la solubilidad en médulos potencia de primos

son las siguientes.
Proposicion 2. Todo niumero es residuo cuadrdtico en el modulo 2. En el mddulo 4,

los residuos cuadrdticos son 0,1. Si el mddulo es 8, o cualquier otra potencia de 2,

los residuos cuadrdticos son los nimeros de la forma 4*(8t + 1), y los miembros de 0.

Proposicion 3. Sean p un primo impar, k € Z*. Un nimero a € Z, primo relativo

con p, es residuo cuadrdtico (méd p*) si, y sélo si, es residuo cuadrdtico (méd p).

15



Seccion 1.3. Reciprocidad cuadratica

Proposicién 4. Con las hipdtesis de la proposicion anterior, el nimero p'a (donde
i € Z%) es residuo cuadrdtico médulo p*, si, y sdélo si, se cumple alguna de las

siguientes condiciones:

° 1> k.

° i es par y el nimero a es un residuo cuadrdtico médulo p*.

Ahora, se pondra en practica todo el arsenal tedrico de la seccién, para decidir

si algunas congruencias especificas poseen solucion.

Ejemplo 1. Determine la solubilidad de la congruencia z? = 39 (méd 600).

Solucién. Puesto que 600 = 23 - 3 - 52, en virtud de la proposicién 1 se tiene que la

congruencia serd soluble si, y sélo si, cada una de las siguientes congruencias lo es:

=39 (méd 23)
=39 (mdd 3)
?=39 (méd 5?)

Las soluciones no tienen por qué ser iguales entre si, basta con que existan.
Eligiendo representantes para 39 que sean menores a los moédulos, se obtienen las

siguientes congruencias:

8
Il

7 (méd 23)
72 0 (mdéd 3)
14 (méd 5%)

no
11l

La segunda congruencia es obviamente soluble pues 0 es residuo cuadratico en
todo médulo. La tercera congruencia tiene médulo potencia de primo, y 14 es primo
relativo con éste, asi que es soluble sélo si 14 es residuo cuadratico modulo el primo
base que es 5. Como 14 = 4 (mdd 5), y 4 es residuo cuadrético en ese mddulo,
entonces la tercera congruencia es soluble. Sin embargo, el trabajo hecho en estas dos
congruencias es inutil, pues la primera de ellas no es soluble por la proposicién 2] y,

por lo tanto, la del enunciado original tampoco. <
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Ejemplo 2. Determine la solubilidad de la congruencia z? 4+ 3z =7 (méd 23).

Solucion. Esta congruencia es de un tipo distinto a las encontradas anteriormente, el
coeficiente de su término lineal es no nulo. Se usara el método de la completacion de
cuadrados, con la salvedad de que no es la fraccion % la que se elevara al cuadrado
para sumarla a ambos miembros, sino la expresién 3 -27!. Esto puede hacerse ya que
el modulo es impar, asi que 2 si posee inverso, que en este caso se puede tomar como
12 o cualquier otro elemento de su clase. Sumando 36% = 13% a ambos miembros de

la congruencia se obtiene:

22+ 32 =7 (méd 23) es soluble

22+ 32 +132 =7+ 132

( )

( ) es soluble
(x+13)2 =74 169 (mdd 23) es soluble

( )

( )

mod 23

(N

(z +13)> =176 (méd 23) es soluble

(x+13)* =15 (mdd 23) es soluble

En algunos pasos se han sustituido nimeros por equivalentes menores al médulo.
Si ahora se toma w = z + 13, se tiene una congruencia atacable con reciprocidad

cuadratica via el simbolo de Legendre.

(5)- () )

Ahora, como 23 = 3 (mdéd 4), de la ley de reciprocidad (enunciado de Gauss) se

() ()= () (5)

Buscando representantes positivos para —23 en los médulos 3 y 5 se obtienen

(5)(5)-G)6)

Y aqui es claro que 1 es residuo cuadratico médulo 3, pero 2 no lo es para el médulo

5, de donde
(@) -cnen-os = (3)--

17
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Seccion 1.3. Reciprocidad cuadratica

Asi que, una vez mas, se tiene que la congruencia original no es soluble. En la
tabla[ 1] se ha llevado a cabo un anélisis exhaustivo, con el cual es posible verificar el

resultado obtenido anteriormente. <

Tabla II. Insolubilidad de z2 + 3z = 7 (méd 23)

77 z? + 3x residuo (méd 23)
0 0 0
1 4 4
2 10 10
3 18 18
4 28 )
5) 40 17
6 54 8
7 70 1
8 88 19
9 108 16
10 130 15
11 154 16
12 180 19
13 208 1
14 238 8
15 270 17
16 304 d
17 340 18
18 378 10
19 418 4
20 460 0
21 504 21
22 550 21

Fuente: elaboracién propia.

Para cerrar la seccidn, en la tablg ITl se puede apreciar la reciprocidad cuadrati-
ca en todo su esplendor. Los cuadros claros corresponden al primer caso de la ley
(enunciado de Gauss), y puede verse en ellos una simetria perfecta respecto de la
diagonal principal. Los cuadros oscuros son el segundo caso, y muestran antisimetria.

La leyenda explica el significado de los simbolos R y N, usados por Gauss.
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Caracter cuadratico de los primos menores que cien

Tabla III.

Bezzrzzzzz8zz2caeezrzzaeczc«R
Bzczcezzzzzzzzenzzeceecz]=
HE-BE--BE-8- -B8 -2 -5EE -8l - -
HE-EE--BE-H- -EE -8 -8 -0 -
H:zzzzzazzcczzzzacaezz-=
BE-CE--BE-8- -EE -2 -2l - Bl -
BE-EE--E8-8- -B8 -8 - 08 - B -
BEEEE B R EEEEEEE EEEREEEEEE
EE-EE- -EE-8- -E8 -1 -58 -8 -
HBzzcccezzegzezecdrzzzzz2zz2¢
EE-EE--B8-8- -El -5 -E8 - B -
HE-EE- -EE-2- 1B -8 -6E -8E -
Blzczzzzzezccdezzeczzszxz2
Bczceczzzzzz]Jrzrezzecczxz
HE-EE- -EE-1- -BE -8 - 588 -5 -
< ElEEEEEEE EEEEE = S = ===
HE-EE--EN-B--EE-8-88 -8 -
HE -EBE - -lE-E - -B -5 - B - Bl -
BEE B E BN R BB E B EEEE R EEEE
EEEE RN R EEEE R E EEEEEEEEEE
EE-EN--BE-8- -08 -8 -88 -8 -
BE-BE - -EE-E - -BE -5 - Bl - B8 -
BHBzPzczzczeegzezz2z2eezrzezd
EN - BE - - BE -8 - - BE - B - B - BE -
BEREEREHREHBEEEBEEBEHEBEEER
o

R NNRNNNNNIRNNRIRIRDNIRNNRR

p no es residuo cuadratico en el médulo q.

N:

p es residuo cuadratico en el médulo q.

R:

p=qg=3 (mdd 4).

Cuadros oscuros:

Fuente: elaboracién propia.
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1.4. Analisis diofantino

Cualquier ecuacion algebraica, ya sea que involucre una o mas variables, es
llamada ecuacién diofantina o diofantica, si se restringe la bisqueda de soluciones a
los niimeros enteros, o bien a los naturales. Como se habia mencionado en la seccion
de antecedentes, ellas deben su nombre a Diofanto de Alejandria, pero su estudio se

remonta a la escuela pitagérica y ain mas atras.

Aunque en el presente documento interesan exclusivamente las ecuaciones dio-
fantinas polinomiales, esto no implica que el tema de estudio sea simple. El ma-
tematico aleman David Hilbert, en el ano 1900, present6 un listado de 10 problemas
en la conferencia del Congreso Internacional de Mateméticos, celebrada en Paris. Poco
después fue publicado un listado extendido con un total de 23 problemas, que fueron
llamados «los problemas de Hilbert». La resolucion de ellos se convirtié en la meta

de los matematicos del siglo XX. El décimo problema decia:

Encontrar un algoritmo que sea capaz de determinar la existencia de soluciones

para cualquier ecuacién diofantina polinomial con coeficientes enteros.

El teorema de MatiyasevichF_r] en conjuncién con el trabajo hecho por otros
mateméticos, permite concluir que es imposible construir tal algoritmo [28]. Hilbert
se hubiera sorprendido mucho si hubiera vivido lo suficiente como para enterarse de
la solucion; el propio Matiyasevich demostrd posteriormente que la respuesta sigue
siendo negativa ain si se restringe a ecuaciones con 9 variables. En referencia al

primer teorema de incompletitud de GédelF_Z] en el cual las proposiciones verdaderas

UYuri Matiyasevich (1947 — %) es un matemadtico y cientifico computacional ruso. En 1964
gand una medalla de oro en la Olimpiada Matemédtica Internacional (IMO) celebrada en Moscu.
Desde 1995 ha sido profesor de la Universidad Estatal de San Petersburgo, y algunos anos después
comenzo a dirigir la olimpiada de matematicas de la ciudad.

2Kurt Friedrich Gédel (1906 — 1978) fue un matemético, filésofo y logicista austria-
co/americano. Es mejor conocido por sus dos teoremas de incompletitud, publicados en 1931. El
primero y méas famoso de ellos dice: “En todo sistema axiomadtico recursivo auto-consistente, su-
ficientemente poderoso como para describir la aritmética de los naturales, existen proposiciones
verdaderas que no pueden ser demostradas a partir de los axiomas.” También demostré que la
hipotesis del continuo y el azioma de seleccion son independientes de la Teoria de Conjuntos.
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pero indemostrables no parecen del todo relevantes a la teoria, puede obtenerse una

versiéon mas fuerte de incompletitud a partir del trabajo de Matiyasevich:

Correspondiendo a cualquier axiomatizacién consistente de la Teoria de Nimeros,
uno puede construir, de manera explicita, una ecuacién diofantina polinomial
sin soluciones, tal que su insolubilidad no pueda ser demostrada dentro de la

axiomatizacién dada.

Este resultado trajo como consecuencia que los matematicos modernos dirigieran
sus esfuerzos a la busqueda de métodos aplicables a ciertas familias de ecuaciones,
en lugar de a todas ellas. Tal es el caso del ultimo teorema de Fermat, que trata
sobre una familia de ecuaciones polinomiales, o bien, una sola ecuacion exponencial.
A continuacién se presenta una lista de ecuaciones diofantinas famosas. Las letras
x,1, 2z son variables enteras, n, m variables naturales, y las otras letras son constantes

dadas. Entre paréntesis estd escrito el tipo de ecuacion.

o ar +by =c diofantina lineal general (lineal binaria)
o %+ =22 pitagdrica (cuadratica ternaria)

. A Ramanujan-Nagell (exponencial)

. "yt =2" ultimo teorema de Fermat (exponencial)
. -y =1 Catalan-Mihailescu (exponencial)

. 22 —ay? = +1 Pell-Fermat (cuadratica binaria)

o =14 % : Erdés-Strauss (polinomial ternaria)

La ecuacién de Erdés-Strauss es equivalente a 4zyz = n(zy + 2z + yz), y es
por esto que es clasificada como polinomial, aunque usualmente no se escribe de esta
forma. Por tener términos con tres variables sin exponente, se trata de una ecuacién
ctbica (se suman los grados). Las palabras binaria, ternaria, cuaternaria, 5-aria, 6-

aria, etc. corresponden al niimero de variables presentes en una ecuacién polinomial.

Definicién (solucién). Sea P(xy, o, ..., x,) = 0, una ecuacion diofantina polinomial

n-aria, con coeficientes enteros. A una n-ada de ntmeros enteros que satisface la
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ecuacion se le llama solucion individual. La solucion completa es el conjunto de todas
las soluciones individuales. En ocaciones, algunas variables se restringen a valores
naturales, debido a sus aplicaciones tedricas, y se exige la misma condicién sobre sus

soluciones.

Definicién. Un problema diofantino es un sistema de ecuaciones diofanticas inde-
pendientes, en el cual se tiene una cantidad de ecuaciones estrictamente menor a la

cantidad de variables (sistema sub-determinado).

A manera de ejemplo, la ecuacién z2 + y? = 25 es, por sf sola, un problema
diofantico, pues se trata de una ecuacion con dos variables. Una solucién individual
es (3,4), que se puede sustituir en lugar de (x, y) para obtener la igualdad. La solucién

completa esta dada por el conjunto
§ = {(=5.0),(=4,-3), (~4,3), (=3, -4),(-3,4),
(07 _5)7 (07 5)7 (37 _4)7 (37 4)7 (47 _3>7 (4> 3)7 (57 O)}

Las técnicas para resolver problemas diofanticos son, como seguramente se ima-
ginara el lector, muy distintas a aquellas empleadas en la variable real, que se aprenden
en la escuela. Ademds de que el sistema no esté determinado, tienen la complicacion
inherente a los problemas que versan sobre nimeros primos. Hoy en dia, hay dos
métodos de aplicacién mas o menos general: el favorito de Fermat, descenso infinito;

y una técnica basada en congruencias, el andlisis local.

1.4.1. Ecuaciones elementales

El tipo de ecuacion diofantina mas basico que existe es la ecuacion lineal general
binaria. La primera solucién completa, de la que se tenga conocimiento, fue propuesta
por Brahmagupta. Dicha soluciéon se obtiene mediante una técnica semejante a la
utilizada para resolver ecuaciones diferenciales, la superposiciéon de soluciones. Basta
con hallar una solucion individual, para generar de ella todas las demas. Y esa primera

puede ser hallada mediante el algoritmo extendido de Euclides.
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Teorema (algoritmo extendido de Euclides, método recursivo). Sean a,b € Z, y
suponga que a > b. El mdximo comun divisor de ellos puede ser hallado mediante el

siguiente procedimiento.
° defina ro := a,ry :=b.

° aplique el algoritmo de la division a los niumeros anteriores para hallar el co-
ciente qo y el residuo ro = 1o — qor1. Note que se ha expresado a ry como

combinacion lineal de los niumeros ro,71.

° (paso iterativo) aplicando el algoritmo de la division a r;_o,1;_1, obtenga el co-
ciente q; y el residuo r; = r;_o—q;ri_1. Fxprese a r; como combinacion lineal de
a,b, mediante sustituciones y simplificaciones. Repita este paso incrementando

el valor de i hasta llegar a un indice n tal que r,, = 0.

° El maximo comun divisor es r,_1, y en el proceso ha sido expresado como

combinacion lineal de a,b.

Nota. Este teorema permite demostrar el lema de Bézout, que fue mencionado al
principio del capitulo. Ademas de hallar el maximo comin divisor de dos nimeros,
este procedimiento permite hallar inversos de un niimero moédulo el otro, siempre que

sean primos relativos.

Teorema (solucién de la ecuacién lineal). La ecuacion diofantina lineal ax + by = ¢
tiene solucion si, y solo si, MCD(a, b) | c. En tal caso, dividiendo cada término de la
ecuacion entre MCD(a, b), se obtiene la ecuacion equivalente: a'x+b'y = ¢, en la cual
McD(d',b') = 1. El algoritmo de Euclides permite encontrar una solucion indiwvidual

(0, Y0), y la solucidn completa estd dada por S = {(xo+ V'k,yo — d'k) : k € Z}.
Ejemplo. Resolver la ecuacion 805x + 350y = 70

Solucion. Primero note que MCD(805, 350) = 35 es divisor de 70, por lo que la ecuacién
es soluble. Témese la ecuacion equivalente %x + %y = %, o bien, después de
simplificar, 23x + 10y = 2. Ahora se procedera mediante el algoritmo extendido de
Euclides. Tomando ry = 23,7, = 10 se pueden comenzar las iteraciones, que estan

desplegadas en la tablg TV]
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Tabla IV. Solucion de una ecuacién diofantina lineal
1 q; T ri = Ti—1 + (—qi)Ti—2
0 — 23 -

1 - 10 -

2 2 3 3=(1)23+(-2)10

3 3 1 1=(1)10+ (-3)3

4 3 0 -

Fuente: elaboracién propia.

Aqui debe notarse que, puesto que 1 fue escrito como combinacién lineal de 3
y 10; y 3 es combinacion lineal de 23 y 10; entonces 1 también puede escribirse como

combinacion lineal de 23 y 10, sustituyendo una de las ecuaciones en la otra:
1= (1104 (=3)3 = (1)10+ (—3)[(1)23 + (—2)10] = (—3)23 + (7)10

en donde se ha operado algebraicamente como si el 23 y el 10 fueran variables. Esto
muestra que (—3,7) es solucién de la ecuacién 23x+10y = 1. Si se duplican los valores
de la solucién, se obtiene al par (—6,14), que es solucién de la ecuacién 23z + 10y = 2

y, por la equivalencia, también es solucién de la original. Empleando estos valores:
Ty = —6 Yo = 14

a = 23 b =10

la soluciéon completa de la ecuacion 805x + 350y = 70, de acuerdo al teorema previo,
estda dada por S = {(—6 + 10k,14 —23k) : k€ Z}.

e

Otra ecuacién de suma importancia en la teorfa, es la pitagérica: 22+1y% = 22. A
las soluciones individuales (a, b, ¢) se les llama ternas pitagdricas. Si MCD(a, b, c) = 1,
se dice que la terna pitagorica es primitiva, en tanto que si una de las variables
se anula, es llamada trivial. Cualquier terna puede ser obtenida de una primitiva

mediante escalamiento (multiplicar cada coordenada por una cierta constante).
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Hay infinitas ternas primitivas, y el escalamiento les asocia una familia de
triangulos rectangulos semejantes. El conjunto 7' de todas las ternas pitagéricas pue-
de describirse como la interseccién del cono descrito por la ecuacién de Pitagoras,
con la cubicula de enteros Z3, dentro del espacio R3. La cubicula es el subconjunto
del espacio conformado por todos los puntos de coordenadas enteras. Creando una
proyeccion de T" al plano zy (borrando la z de cada terna), se observa una asombrosa
regularidad, y la presencia de curvas y rectas sobre las cuales la densidad es mayor,

como puede apreciarse en la figurg 1]

Figura 1. Distribucion de las ternas pitagoricas

20000 = r N v e ey o ]

1000} =

—1000r 3.2

—2000f R AT Ry T NN
200 ~1000 0 1000 2000

Al

Fuente: elaboracién propia, mediante Wolfram Mathematica 8.
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Las rectas eran algo esperado, pues corresponden a las familas generadas por una
misma primitiva. Las curvas (que resultan ser parabolas), por el contrario, constituyen
una sorpresa grata e inexplicable, cosa comun en la Teoria de Numeros. En cuanto a
cémo hallar todas las soluciones, se cuenta con el siguiente teorema, fruto del esfuerzo

de varios sabios griegos, inmortalizado en “Los Elementos”.

Teorema (férmula de Euclides). Dados m,n € Z* uno par y el otro impar, tales que
m > n,MCD(m,n) = 1, se cumple que

a=m?—n? b= 2mn, c=m?+n?

conforman una terna pitagorica primitiva. Mds aun, para cualquier terna pitagorica

(a,b,c) € N3 existen m,n 1nicos, tales que la terna es generada por ellos.

1.4.2. Descenso infinito y analisis local

El descenso infinito es un tipo particular de demostracién por contradiccion que
se basa en dos propiedades de los naturales, el hecho de que N es un conjunto bien
OTdenCLdOH y que para cada elemento de N hay sélo una cantidad finita de naturales

menores que él.

El descenso infinito es utilizado para demostrar que, para cada elemento n de un
conjunto A C N, no se cumple una propiedad p(n) determinada, esto es, proposiciones
del tipo Vn € A,—p(n). Se supone la existencia de un elemento que cumple con la
propiedad, y se utiliza para generar otro, estrictamente menor, que también la cumple.
El principio de induccién matematica garantiza la existencia de una sucesion infinita
y estrictamente decreciente de naturales que cumplen la propiedad, lo cual es absurdo.

La conclusion es que ningun elemento de A puede cumplir la propiedad.

El método fue empleado sistematicamente por Fermat para justificar la inso-

lubilidad de muchas ecuaciones diofantinas, al menos si uno esta dispuesto a confiar

13A un conjunto S se le dice bien ordenado, si posee un orden tal que cualquier subcojunto no
vacio de S tiene un elemento minimo.
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en su palabra, pues la mayoria de sus demostraciones no llegaron a la actualidad.
No importando cual sea el caso, es innegable la utilidad del descenso infinito en la
Teoria de Nuiimeros; matematicos renombrados del siglo pasado, como Mordell y Weil,

lo utilizaron en algunos de sus resultados mas famosos.

Ejemplo. Demuestre que la ecuacién diofantina w? + 2 = 3(y* + 2?), no posee

soluciones a excepcion de la trivial (0,0,0,0).

Demostracion. Supdéngase entonces que una solucién no trivial (a,b, ¢, d) existe, tal
que ninguna coordenada es negativa. Esta condicion no implica pérdida de la gene-
ralidad, pues todas las variables estan elevadas al cuadrado, asi que la ecuacion es
invariante a cambios de signo de las variables. El tamano de la solucién estarda dado
por la suma a+b+ c+d. Ahora bien, 3 | 3(c? +d?), por lo que 3 | (a? +b?). Se puede
revisar facilmente mediante congruencias que esta condicién implica 3 | a y 3 | b.
Esto quiere decir que existen e, f € Z*, tales que a = 3e,b = 3f, con e, f menores

que a, b, respectivamente.

Sustituyendo en la ecuacién se obtiene (3e)? + (3f)? = 3(c? + d?), de donde
3(e* + f?) = ¢* + d*. Es inmediatamente verificable que (c, d, e, f) es otra solucién no
trivial de la ecuacién, de tamano estrictamente menor, con coordenadas no negativas.
Por induccién existirian infinitas soluciones, en sucesién decreciente, generadas por

este procedimiento. Se concluye entonces que la solucién inicial no puede existir.

El descenso infinito era ya conocido por los matematicos griegos. Hipaso, en el
siglo V antes de Cristo, lo empleé para demostrar que v/2 es un nimero irracional. Esto
no deberfa ser una sorpresa, pues si v/2 fuera un nimero racional, como 7, entonces
el par (a,b) serfa una solucién individual de la ecuacién diofantina z? = 2y?. El
ejemplo que fue dado arriba es una generalizacién del teorema de Hipaso, por lo que

sus demostraciones siguen las mismas pautas.

Note que este tipo de problemas admite una interpretacién en geometria analiti-

ca. Teoremas como el de Hipaso indican que una cierta curva, superficie o, de manera
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mas general, una vam’edad]ﬂ no pasa por ningin punto tal que todas sus coordenadas
sean enteras, salvo el origen. Resolver problemas diofantinos es hallar la interseccion

de variedades en R™ con la reticula de los enteros Z".

e

La otra técnica de amplio espectro es el andlisis local. Consiste en estudiar
una determinada ecuacién en cada modulo primo, intentando identificar restricciones.
Posteriormente se estudia en modulos potencia de primos y, finalmente, se intenta

construir una solucién al problema original, encajando las obtenidas en cada modulo.

Definicién (local vs. global). Dada una ecuacién diofantina P(xq,...,z,) = 0, don-
de P es un polinomio de coeficientes enteros, considérense las congruencias asociadas
P(zy,...,2,) =0 (méd m) variando a m en el conjunto de los naturales. Una n-ada
ordenada (ay,...,a,) € Z", que satisfaga la congruencia para un m especifico,ser4 lla-
mada solucion local individual en el modulo m de la ecuacién original. También se le
dice asi a la n-ada de las clases de equivalencia (ar,...,a,), como es costumbre. El
conjunto de todas las soluciones locales individuales en un modulo fijo m, serd lla-
mado solucion completa local en el modulo m. En contraposiciéon, las soluciones de la
ecuacion diofantina se consideran globales. Note que una solucién global debe ser so-
lucién local en todo médulo, pero es muy frecuente que soluciones locales de médulos

especificos no sean globales.

Ejemplo. Hallar la solucién completa de la ecuacién 12x + 5y% = 7.

Solucion. Se desea elegir primos que resulten relevantes en la construccién de solucio-
nes. Usualmente es una buena idea comenzar el estudio con los primos que aparecen
explicita o implicitamente mencionados en la ecuacion, que en este ejemplo son: 2,3, 5
y 7. En el médulo 2, el término 12z se anula, y la ecuaciéon se reduce a la congruen-
cia y> =1 (méd 2), que implica que y debe ser impar. En el médulo 5, después de

simplificar, resulta x = 1 (mdd 5), que ofrece otra restriccién. Sin embargo, no es

4Una variedad algebraica es el conjunto de soluciones de una ecuacién en un espacio definido,
y estd emparentado con la variedad topoldgica, que generaliza el concepto de curva (1-variedad) y
superficie (2-variedad) a cualquier ndimero de dimensiones y posiblemente espacios distintos a R™.
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necesario continuar el estudio, pues en el médulo 3 se obtiene y?> = 2 (mdd 3), que
es imposible ya que 2 no es residuo cuadratico en ese modulo. Al no existir una solu-
cion local en un médulo, tampoco puede haber solucién global. En otras palabras, la

solucién completa (global) es @, el conjunto vacio. <

Para poder reunir las soluciones locales en una global, siempre que ésta exista
y haya una cantidad finita de modulos tutiles, se puede usar el «teorema chino del
residuo». El enunciado de este teorema aparecio en el libro “Sun Zi suanjing”, escrito
por Sun Zi en el siglo IIT d. C. El matemético hindi Aryabhata fue el primero en

describir lo que podria tomarse como una demostracion de este resultado.

Teorema chino del residuo. Suponga que (n;)i1<i<i es una sucesion de k nime-
ros enteros, primos relativos a pares. Entonces, para cualquier sucesion de enteros

(ai)1<i<k, existe A € Z, tal que A es solucion del sistema congruencias

T
T

a; (méd ny)
as (méd no)

r=a, (mod ny)

Mds atn, cualquier otra solucion B es congruente con A en el modulo N, donde
Tk
N =TTz na

M

Los ntimeros racionales se completan en los niimeros reales, rellenando los agu-
jeros que quedan especificados por la métrica euclz’dianaﬁ Sin embargo, al utilizar
distintos tipos de métrica es posible obtener “completaciones” esencialmente diferen-
tes. Tal es el caso de los ntimeros p-adicos, que estdn directamente emparentados
con el analisis local, pues éstos fueron creados con el proposito de implementar las

herramientas de las series de potencias en el &mbito de las congruencias.

15Una métrica es una funcién que define una distancia abstracta en cierto conjunto. La métrica
mds comun en R” es la euclidiana (o Pitagérica) que describe la nocién usual de distancia.
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El analisis local s6lo devuelve condiciones necesarias para la existencia de solu-
ciones, pero, en algunas ocasiones, la existencia de soluciones reales y p-adicas para
cada primo p, resulta ser condicién suficiente. En esas circunstancias puede deter-
minarse la soluciéon completa a través de este método, y se dice que la ecuacion
satisface el principio de Hasse, el cual es de especial utilidad en el estudio de las

formas cuadréticas en los racionales (capitulo [5)).

1.4.3. La ecuacion de Pell-Fermat

La ecuacién 22 — ny? = 1, donde n € Z* no es un cuadrado perfecto, es llama-
da ecuacién de Pell-Fermat, o simplemente, ecuacién de Pell. Leonhard Euler atri-
buyé equivocamente su soluciéon a John Pell cuando, en realidad, sélo contribuyé a
que se hiciera piblica [33]. El primer europeo en resolverla completamente fue Lord
Brouncker. Cambiando el signo de uno de los miembros: 22 — ny? = —1, se obtiene
la llamada ecuacion de Pell negativa. De manera general, el conjunto de ecuaciones
que se obtienen de fijar los valores de a,b,c € Z en az® + by* = ¢, es conocido como
la familia de ecuaciones tipo Pell. Esta familia es de suma importancia en la Teoria
de Numeros, y estd emparentada con el tema central del documento. En lo que sigue

se hara referencia exclusivamente a la ecuacion original.

La ecuacion de Pell-Fermat habia sido estudiada extensivamente en India, va-
rios siglos antes del nacimiento de Fermat, comenzando con Brahmagupta, quien
encontré un método recursivo para generar la solucion completa a partir de una
fundamental. Bhaskaram fue probablemente la primera persona en resolver el pro-
blema general, mediante el método llamado chakravala, en el siglo XII [35: p. 72-76].
Hermann Hankel se refiere a este método como «el logro més grande en la Teoria

de Numeros antes de Lagrange» [23: p. 337]. Soluciones individuales a problemas es-

6Bhaskara II (1114 — 1185) fue un matemadtico y astrénomo hindi. Entre sus contribuciones més
importantes a la Matematica se cuentan: una demostracién del teorema de Pitagoras; la solucién de
algunas ecuaciones cuadraticas, ctiibicas y cuarticas en mas de una variable, en enteros y en reales;
conceptos primitivos de Calculo Diferencial e Integral, como la nociéon de derivada, las derivadas
de funciones trigonométricas y el teorema de Rolle; desarrollé también la Trigonometria Esférica;
adelantandose en varios de estos temas a los matematicos europeos por cinco o mas siglos.

30



Capitulo 1. MARCO TEORICO

pecificos eran conocidas ya por los pitagoricos de Grecia, y es posible que Arquimedes

tuviera conocimientos mas profundos del problema general [27].

Definicién (solucién fundamental). La solucién individual (zq,y;) de la ecuacion de
Pell 22 — ny? = 1, que minimice el valor de z en el conjunto de las soluciones, es

llamada solucion fundamental.

Teorema (solucién completa de la ecuacion de Pell). Una vez hallada la solucion fun-
damental, las demds soluciones (xy,yy) pueden ser halladas recursivamente mediante

las siguientes formulas:

Tht1 = 12k + NY1Yk, Ye+1 = T1Yk + N Tk

Asi que todo lo que hace falta es un método para hallar la soluciéon fundamen-
tal. Para lograr este propdsito es necesario desarrollar algunas herramientas tedricas

previamente.

e

Una representacion como fraccion continua para el nimero a, es aquella que se
obtiene mediante el siguiente proceso iterativo: Se escribe a = [a] + I, donde |a] es
la parte entera de a (se obtiene al truncar todos los decimales), y = es el reciproco
de la parte fraccionaria (lo que fue truncado). Luego, = se expresa como una suma
semejante. El procedimiento se detiene si una parte fraccionaria se hace cero, de lo

contrario sigue indefinidamente. Como ejemplo se muestra abajo la expansion de 7.

7+

15 +

1+

292 +
1+
1+
1+

2+...

31



Seccién 1.4. Andélisis diofantino

Si se detiene el procedimiento después de una cantidad finita k& de pasos, y se
hace caso omiso de la parte fraccionaria que corresponde, el niimero racional obtenido
(al simplificar la expresion) es una buena aproximacién del original, y es llamado k-
éstmo convergente. De manera general, una fraccién continua es una expresion del

tipo

1
as+ ———
ay + .

Donde la sucesién (a;) puede ser finita o infinita. En cualquiera de los casos, ag es
un entero cualquiera, en tanto que todos los deméas términos son enteros positivos. El
k-ésimo convergente se representa mediante la notacién compacta |ag; ay, as, . . ., axl,

y si la fraccién continua fuera infinita, puede representarse con [ag; ay, as, . . ..

Definicién (irracional cuadréitico). Un nimero § es llamado irracional cuadrdtico si
es irracional, y es solucién de una ecuacién cuadrética az?®+ bz +c = 0 con coeficientes

a,b, c enteros y discriminante A positivo, donde A = b? — 4ac.

Nota. Por la férmula cuadratica, todo irracional cuadratico se puede escribir de la

forma & = %ﬁ, donde P,Q) € Z, y A no es cuadrado perfecto.

Euler demostré que si € tiene una fraccién continua infinita periddica, entonces
¢ es un irracional cuadratico [14]. Lagrange probé el converso [10], esto es, que todo
irracional cuadratico tiene fraccién continua infinita periddica, y que la expansién
comienza a repetirse cuando uno de los a; tome como valor el doble de ag. Este

fragmento de teoria es de utilidad en virtud del siguiente teorema.

Teorema. En referencia a la ecuacion de Pell x* —ny? = 1, la solucion fundamen-
tal es un convergente de la fraccion continua de v/n = [ag;a1,az,...]. El k-ésimo

convergente fl—i puede ser hallado recursivamente mediante las siguientes formulas:

gk = Opgr—1 + gr—2 hi = aghi—1 + h—2
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haciendo uso de los valores iniciales:
go = ao, ho =1
g1 = apay + 1, hi =ay

Este procedimiento puede ser usado hasta que el convergente i—’; corresponda a una

solucion (gx, hi) de la ecuacion de Pell, y esa serd la solucion fundamental.

Ejemplo. Describir la solucién completa de la ecuacién z? — 7y* = 1.

Solucion. Los pares (a, b) que resuelven la ecuacion son convergentes ¢ del niimero V.
Es necesario determinar la fraccién continua de /7 para comenzar las recurrencias.
Haciendo uso de una calculadora (o el método numérico que prefiera) se obtiene la
aproximacién /7 ~ 2,645751311065. La parte entera es ag = |v/7| = 2, en tanto
que la parte fraccionaria restante es aproximadamente 0, 645751311065, con lo que su
reciproco f7+[\ﬁj es cercano a 1,54858377035. Luego a; = {ﬁ*;bﬁd = 1. Se procede
de esta forma hasta que uno de los a; valga 4 (el doble de ag). No hace falta avanzar
mucho, pues a4 = 4, y la secuencia 1, 1, 1, 4 se repite periddicamente, lo que se denota
por
2;1,1,1,4] = [2;1,1,1,4,1,1,1,4,1,1,1,4,.. ]

que en formato amplio es:

V= 2+ !

1+

1+

1+
4+

1+
1+
1+

1
4+...

Al hacer esto, es recomendable utilizar una gran cantidad de decimales, para
evitar que el redondeo iterado cause algin error en el calculo de los a;. Ahora se
determinan los valores iniciales correspondientes a los primeros dos convergentes,
mediante las formulas dadas en el teorema anterior. Las demas iteraciones se presentan
en la tabla V1
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e Jgo = Ag = 2 ho =1
valores iniciales { g1 = apay +1=3 hy = ay =1
Tabla V. Convergentes de la fraccién continua de v/7
k ag gk hy, g,ﬁ - 7hi = Cg
0 2 2 1 -3
1 1 3 1 +2
2 1 5 2 -3
3 1 8 3 +1
4 4 37 14 -3
5 1 45 17 +2
6 1 82 31 -3
7 1 127 48 +1

Fuente: elaboracién propia.

A los ¢, se les llama aprorimaciones tipo Pell, en referencia a la familia de
ecuaciones. Se podria detener el proceso al obtener el primer +1 en esa columna, que
corresponde a la solucién fundamental (z1,y1) = (8,3), pero continuando algunos
pasos mas se evidencia el hecho de que todas las soluciones aparecen eventualmente
en la tabla anterior. Ahora sélo se tiene que aplicar el teorema de la solucién completa,
que aparece en la pagina para generar el resto. La primera de ellas resulta ser:
(12,92) = (22 + Ty?, 2x1y1) = (127,48), como era de esperarse al inspeccionar la fila
de la tablaen la que k =7. &
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2. FORMAS CUADRATICAS:
ESTUDIO PRELIMINAR

2.1. Definiciones iniciales

Definicién (forma cuadrética). Se le llamard forma cuadrdtica a cualquier polinomio
homogéneo de grado 2 en cualquier nimero de variables. De acuerdo a la cantidad
de variables que posea, se le agregard al nombre anterior la palabra binaria, ternaria,
cuaternaria, quinaria, etc. y de manera general, se dird que es n-aria si posee n € N

variables.

Nota. Vale la pena recalcar que, para que un polinomio sea considerado una forma
cuadratica, debe ser homogéneo. Esto quiere decir que todos sus términos poseen, o
bien, una variable al cuadrado, o bien, el producto de dos variables distintas. Asi, por

ejemplo, la expresién 2 + 3x + 2 es un polinomio cuadrético, pero no una forma.

Definicién. Se dice que una forma cuadratica es natural, entera, racional o real, si
sus coeficientes pertenecen al conjunto N, Z, Q o R, respectivamente, y el dominio de
sus variables estd restringido al mismo conjunto. En ocasiones no se especificara el
conjunto numérico en cuestién, sino que simplemente serd denotado por S (en es-
te documento sélo se permitira que S represente a alguno de esos cuatro conjuntos,
poniendo especial atencién a los casos Z y Q). En tales circunstancias, a la forma
cuadratica que cumple las condiciones de arriba con respecto al conjunto S, sera lla-

mada S-forma cuadrdtica, y S es su conjunto subyacente.

Definicién (representabilidad). Se dice que s € S es representable por una S-forma
cuadratica si existen valores en S que puedan sustituirse por las variables de la S-
forma, de manera que ésta tome el valor s. Dado A C S, se dice que la forma es
universal en A si puede representar a todos los elementos de A. Si A = S, en lugar

de decir universal en S, se le llama simplemente universal. Si representa a casi todos
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los elementos de S, a excepcion de un conjunto finito D, se le llama cuasi-universal,
y a D, su conjunto de deficiencia. Si la cardinalidad de D es d, se dice que la forma

cuasi-universal es de déficit d.

Definicién (forma diagonal). Se dice que una forma cuadratica es diagonal si no

posee términos cruzados, esto es, términos que tengan dos variables.

Nota. No hay Z-formas cuadraticas unarias, binarias o ternarias que sean universales

2 es universal, y a este

en N. Lagrange demostré que la N-forma 2% + y? + 22 + w
resultado se le llegd a conocer como «el teorema de los cuatro cuadrados». Ramanujan
encontré todas las N-formas diagonales que sean universales, de las cuales hay 54 en

total [8]. En el apéndice [B] en la pagina , se encuentra el listado de Ramanujan y

de todas las N-formas diagonales cuasi-universales que tengan déficit 1 6 2.

Ejemplos.

( forma: 3a?

tipo: unaria

diagonal: st

posibles S: N,Z,QoR

un representable: si S = N, 12 es representable ya que 12 = 3(2)?
[ universal: no; en N, Z y Q no representa al 2, y en R, al —5
( forma: 207 + sy — Yy + 2w

tipo: cuaternaria

diagonal: no

posibles S: QoR

un representable:

un representable:

universal:

518 =Q, —F =2(3)* + 5(3)(6) —1<6 24 (0)(-2)

[ universal: si, se puede tomary =z =0, w =1,z €S
( forma: 2% — 2

tipo: binaria

diagonal: si

posibles S: 7Z,Qo R

SiS=7,9=(-5)?— (4)
en el caso S =7 no representa al 6; si S =R, es facil
probar que es universal; en Q se vera mas adelante
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Las formas cuadraticas son de central importancia en numerosas ramas de la
Matematica, como lo son la Teoria de Ntimeros, el Algebra Lineal, la Teoria de Grupos,
la Geometria Diferencial, la Topologia Diferencial, y la Teoria de Lie, por mencionar
algunas. En Algebra Lineal, una forma cuadratica es una generalizacién del producto
punto de vectores y, como tal, se le puede asociar una matriz, lo que explica la
terminologia de forma diagonal, cuya definicion la hace corresponder a una matriz
diagonal [25].

En lo que resta del documento se estudiaran las formas cuadraticas binarias, en
tanto que los demas tipos jugaran un papel secundario. Enfatizando esa disposicion, se
haran ocasionalmente algunas definiciones que son exclusivas de las formas binarias.
Si no se especifica el nimero de variables en el discurso, se asume que son dos. Un
convenio semejante serd aplicado con el conjunto subyacente, en los capitulos 3 y 4
serd Z, y en el 5, serd Q, a menos que se especifique lo contrario. La mayoria de los

resultados de este capitulo aplican para cualquier S.

M

Dada la matriz simétrica M = (b% bf) con a,b,c € S, a M se le asocia biyec-

tivamente una S-forma cuadratica, denotada q;;, definida por

i (2,1) = (2,7) (,,72 b/Q) (3) — aa® + by + ey (2.1)

C

Gauss colocé b en lugar de °/5 en la matriz M, lo cual explica por qué para
él las formas cuadréticas tenfan que ser expresiones del tipo ax? + 2bxy + cy?. En
este documento se optara por un camino ligeramente mas general, permitiendo que
el coeficiente del segundo término también pueda ser impar (en el caso de nimeros
enteros o naturales). Esta diferencia desaparece cuando el conjunto subyacente es

Q, R, C o cualquier otro campo en que 2 posea inverso multiplicativo.

Si no resultan de interés las variables de la S-forma cuadratica az? + bxy + cy?,
sino solamente los coeficientes, se le representa con el simbolo (a, b, ¢). Por el contrario,

si se quiere especificar las variables de dicha forma, se le denota por q(z,y).
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Definicién (representacion). Si s,&,n € S, se dice que (£,7n) es una representacion

de s en la S-forma q(z,y) si se cumple que q(&,7) = s.

Nota. Las variables x,y no pertenecen a S, solo cuando se valia la forma cuadratica
en numeros de S es que se generan elementos representables. Pueden existir muchas
representaciones para un mismo nimero s, pero, si existe al menos una, entonces el
niumero es representable. E1 nimero cero siempre tiene al menos una representacion,
a saber (0,0), a la que se le llama la representacion trivial. Puede, sin embargo, tener

otras, dependiendo de la forma en cuestién.

La manera de generalizar la definicién anterior a S-formas n-arias es bastante
obvia: una representacion es una solucién de la ecuacién que iguala la forma cuadrati-
ca n-aria con el nimero s. En el caso en que S = N o S = Z, la ecuacion anterior es

diofantina, y lo aprendido en el marco tedrico puede ser de utilidad.

2.2. Sobre la busqueda de cerraduras

Definicién (cerradura homogénea). Sea q = (a,b,c¢) una S-forma cuadrética. Por

tdentidad de cerradura homogénea se entiende una igualdad algebraica del tipo

q<t’ U’) ) q(v,w) = q(Xv Y) (2'2)

donde X,Y son polinomios cuadraticos homogéneos en las variables ¢, u, v, w, cuyos
coeficientes estan en S. Al miembro izquierdo de la igualdad, una vez expandido y
expresado como polinomio homogéneo de grado 4, se le representa simbdlicamente

con (a,b,c), o bien Q(t,u,v,w), y es llamado forma auto-composicion de q.

Note que las identidades de cerradura aseguran que el producto de niimeros re-
presentables es otro niimero representable en la forma dada. Muchas formas cuadrati-
cas poseen cerraduras, mas no todas. También existen cerraduras que no son ho-
mogéneas, es decir, en las cuales X, Y no son polinomios cuadraticos homogéneos. En

el capitulo 4 se ahondara en estos detalles.
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Notacién. Sea z un término de grado 4 en las variables ¢, u, v, w, con coeficiente 1.
El coeficiente de z en el polinomio Q serd denotado por Q., o bien (a,b,c)),. En el
caso de que z sea de grado 2, se escribird X, Y, para representar los coeficientes de

z en los polinomios X, Y.

Nota. A partir de este capitulo se usaran de manera sistemaética las variables ¢, u, v, w
en referencia a identidades de cerradura homogéneas, por lo que la notacién anterior

sera consistente. Asimismo, las letras a, b, ¢ siempre representaran constantes.

Ejemplos. Las dos ecuaciones de Brahmagupta-Fibonacci son cerraduras ho-
mogéneas para la forma (1,0, 1), en tanto que las identidades de Brahmagupta
son cerraduras para cualquier forma del tipo (1,0,n). Considérese ahora la forma
(1,3,2). Su forma auto-composicién es el polinomio que se obtiene de expandir la

expresion (12 + 3tu + 2u?)(v? + 3vw + 2w?), y resulta ser
Q(t, u, v, w) = t*v* + 3t?vw + 2t*w* + 3tuv? + Ytuvw + 6tuw? + 2u*v* + 6uvw + du*w?

Con base en ello se han calculado algunos de los Q. posibles. De entrada se nota que
no aparece ningin término que tenga variables al cubo o a la cuarta potencia, asi que

si se solicita el coeficiente de uno de esos términos, automaticamente vale cero.

. Q22 = 2
. Quzow = 6
. Qizp = 0

J Q2 =0

L Qtuvw =9

e

Si se quiere encontrar una identidad de cerradura homogénea para una S-forma
determinada, entonces X,Y deben ser polinomios homogéneos cuadraticos en las va-

riables ¢, u, v, w. Los polinomios més generales que cumplen los requisitos son

X = hit? 4 hou® + hav? + hqw? + hstu + hgtv + hotw + hsuv + houw + hygvw
Y = kqt? + kot + ksv? + kqw? + kstu + kgtv + kqtw + ksuv + kouw + kijgvw
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donde los h;, k; son constantes del conjunto subyacente. Supéngase momentaneamente

que hy # 0, k; # 0. Delimitando la atencién al término 2 se tiene
X = hit* + ... (otros términos sin #2), Y = kit* + ... (otros términos sin t?)

Al sustituir estos polinomios dentro de la S-forma q(z,y) = (a, b, ¢), después de

expandir la expresion se obtiene lo siguiente:

QX Y) =a(hit* + .. )2 +o(ht? + .. ) (Bt 4. ) 4 c(kt? + .. )2
= ahjt" + bhikit"* + ckit" + ... (otros términos sin 4)
= (ah? + bhik, + ck?)t* + ... (otros términos sin t*)

Notese aqui que ésos son los tinicos términos en los que la variable ¢ aparece elevada
a la cuarta potencia y, puesto que t* no aparece en Q, entonces su coeficiente debe
anularse, pero eso es equivalente a exigir que (hq, k1) sea una representacion no trivial

del cero en la forma (a, b, c). Eso demuestra el siguiente criterio.

Lema 1. Sila S-forma (a, b, c) no tiene representaciones no triviales de cero, entonces
todas sus identidades de cerradura homogéneas (Ec. , st hubiera alguna, son tales
que los polinomios X, Y cumplen Xp = 0,Y2 = 0, y lo mismo si se cambia t por

cualquiera de las otras tres variables u, v, w.

Toca el turno de investigar los términos del tipo t3u, t3v, t3w, pero los cdlculos

podrian volverse engorrosos. Eso inspira el siguiente convenio notacional.

Notacién. Al sustituir en la S-forma q(x,y) las letras x,y por dos polinomios cua-
lesquiera X,Y que sean homogéneos cuadraticos en las variables t, u, v, w; y después
de expandir y simplificar, se obtendra un polinomio homogéneo de grado 4, que se
representara con el simbolo Q. Si z es un término de grado 4 en las mismas variables,

entonces Q, representara el coeficiente del término z en el polinomio Q.
Advertencia. Si se quisiera considerar multiples opciones para los polinomios que

sustituyen a z, y, entonces la notacion anterior es ambigua. Por ese motivo, a lo largo

de todo el documento se estudiara una tnica sustitucién a la vez.
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Escolio 1. Una sustitucion de (z,y) por un par de polinomios (X,Y), en la S-forma
cuadrdtica q, da origen a una identidad de cerradura homogénea si, y solo si, Q, = Q.

para cada término z de cuarto grado, en las variables t,u, v, w.

Con la ayuda del conveniente simbolo O, se ampliara el estudio a todos los
términos con la variable ¢. Las conclusiones a las que se lleguen serdn vélidas para

otras variables por la simetria.

v X = hit? + hstu + hgtv + hytw + . .. (otros términos sin t)
Yy Y = kit? + kstu + kgtv + kstw + . .. (otros términos sin t)

Sustitucion {
9(X,Y) = Q=aX? 4+ bXY +cY?
= a(hit* 4+ hstu + hetv + hotw + .. .)*+
b(hit* + hstu + hetv + hetw + .. ) (kyt* + kstu + kgtv + krtw + .. )+
c(kit? + kstu + ketv + krtw + .. )3

Identificando las multiplicaciones apropiadas, se obtienen los coeficientes

Qt3u = 2ah1h5 + bhlk’g, + bh5k1 + 201{311{35
Qt3v = 2ah1h6 + bhlkﬁ + bh6k'1 + 26]{71]{?6
Qtifw = 2ah1h7 + bhlk‘7 + bh7l€1 + 26k1/€7

Ninguno de estos términos aparece en Q, asi que sus coeficientes se anulan, por el

escolio . Junto con la ecuacién correspondiente para t*, se tiene el siguiente sistema:

( ah? + bhik + ck? =0
2ahyhs + bhyks + bhsky + 2ckiks = 0
2ahihg + bhikg + bhgky + 2ckikeg = 0

| 2ahihy + bhyks + Dhrky + 2¢kik7 = 0

(2.3)

las dltimas tres equivalen a exigir que los pares (hs, ks), (hg, k¢), (h7, k7) sean solucio-
nes de la ecuacion (2ah; + bky)x + (bhy + 2ck;)y = 0, en las variables (z,y). Una vez
maés aparecen representaciones de cero en una forma, sélo que esta vez es lineal (se

permite que sean triviales).
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Se podria seguir derivando condiciones sobre los coeficientes de los polinomios
X, Y, para que X;2 # 0, Y2 # 0, o para alguna otra variable, mas ya se ha establecido
que depende de la representabilidad de cero en distintas formas. Por otro lado, el
autor de este documento ha sido capaz de encontrar identidades de cerradura que
cumplan X2 # 0, pero sélo para ciertas formas cuadréticas triviales (capitulo 4).

Esto sugiere restringir un poco mas la definicién de cerradura.

Definicién (cerradura cruzada). Una cerradura homogénea es cruzada si sus polino-
mios X,Y no poseen variables al cuadrado, sino tinicamente términos cruzados. De

manera explicita, se exige que X, Y sean polinomios del tipo
hitu + hotv + hstw + hauv + hsuw + hgvw

donde los h; son elementos del conjunto subyacente de la forma cuadratica.

Definicién (cerradura reducida). Se dice que una cerradura homogénea es reducida

si los polinomios X, Y son del tipo
hitv + hotw + hauv + hquw

En la practica, siempre se usard la sucesién (h;) para los coeficientes de X, y (k;)

para los de Y.

Ahora se estudiaran las cerraduras cruzadas, y se quiere analizar los posibles
valores de los coeficientes de X,Y para que se generen los términos de Q. Esto se
puede hacer comparando los polinomios Q y Q, y por ese motivo lo primero que se

necesita es expandir la expresiéon general de Q para una S-forma (a, b, c).

Q = (at® + btu + cu®)(av® + bvw + cw?)
= a*t*v? + abt*vw + act*w?+ (2.4)
abtuv? + b*tuvw + betuw? -+

acu®v? + beutow + Autw?

Finalmente se tienen los requisitos para enunciar el resultado principal de esta

seccion, el cual serd de utilidad al estudiar las formas (1,0,1) y (1,1, 1), en el siguiente
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capitulo. En lo que resta del documento, cuando se diga representacion de cero, se

hace referencia de manera casi exclusiva a las no triviales.

Teorema 1. Si cero no es representable (excepto trivialmente) en la S-forma q, en-

tonces toda cerradura homogénea de q es reducida.

Demostracion. Note que el lema [1| de la pagina 40 con las definiciones mas recientes,
postula que si g no representa a cero, entonces sus cerraduras homogéneas son cru-
zadas; hace falta demostrar que resultan ser reducidas. La prueba es sencilla, y sigue
los mismos lineamientos que los de dicho lema. Suponga que X,Y son polinomios

homogéneos cuadraticos que sélo poseen términos cruzados:

X = hitu + hotv + hstw + hyuv + hsuw + hgow
Y = kitu + kotv + kstw + kguv + ksuw + kgow

Céntrese la atencion en los términos que poseen a la variable ¢t en X, Y’; esto
porque se desea calcular los coeficientes de términos de Q, que tengan a t? con otras

letras. Al sustituir (z,y) — (X,Y) en q = (a, b, ¢) se obtiene

Q = a(hltu + hgtv + hgtw + .. )2—|—
b(hltu + hgt’U + hgtw + .. )(k‘ltu + k’gt’U + k‘gtw + .. )+
c(kytu + kotv + kgtw + .. .)?

El término t?u? se puede generar en X? al multiplicar hitu por si mismo; en el
producto cruzado XY, se genera al multiplicar hitu con kitu; en tanto que en Y2, se

produce al multiplicar ktu consigo mismo. De lo anterior se puede deducir
Q2,2 = ah% + bhiky + Cl{?%

De manera analoga, al fijarse solamente en los términos de X,Y que posean
a la letra v, puede calcularse el coeficiente de v?w?, que resulta ser Q2,2 = ah +
bheke + ck2. Esto fue hecho porque los dos términos que se deben anular en XY
para que la cerradura sea reducida son tu y vw. De acuerdo a la ecuacion , los
respectivos coeficientes en Q son cero, pues no aparecen. Esto quiere decir que los

dos calculados también deben ser cero. Lo anterior se traduce en que (hq, k1), (he, k)
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sean representaciones de cero. Pero la forma ¢, de acuerdo al enunciado, no posee
representaciones de cero, asi que la tnica opcién es la trivial. De ello se deduce que
hy =k =0, y también hg = kg = 0, y esto es precisamente lo que se necesitaba para

que la cerradura fuera reducida. [J

Para futura referencia, la tablg VI muestra una comparacién de los coeficientes
de los polinomios Q y @, cuando se consideran las sustituciones de la cerradura

reducida, esto es, cuando X, Y son

X = hytv + hotw + hsuv + hquw
Y = kitv + kgtw + ksuv + kjuw

Tabla VI. Q. versus Q, para cerraduras reducidas de (a, b, c)
z Q. Q.
t2v? a* ah? + bhiky + ck?
t2ow ab 2ah1hy + b(hika + hoky) + 2cky ko
t2w? ac ah3 + bhoky + ck3
tuv? ab 2ah1hs + b(hyks + hsky) + 2cki ks
o 2 2a(hihy + hohsg) + b(hiky + haky + ...
. hoks + haks) + 2c(kiky + koks)
tuw? be 2ahahy + b(hoky + haks) + 2ckaky
u?v? ac ah? + bhsks + ck3
wow be 2ahshg + b(hsky 4 hyks) + 2cksky
u?w? c? ah? + bhyky + ck?

Fuente: elaboracién propia.

Las dos lineas marcadas con puntos suspensivos deben interpretarse como una
Unica expresion algebraica. La tabla sera de utilidad pues muchas de las formas de

interés no representan al cero y, en consecuencia del teorema anterior, todas sus
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cerraduras homogéneas seran reducidas. Aun cuando el cero sea representable en la

forma, todas sus cerraduras que si sean reducidas se regirdn por la tabla] VI]

Ejemplo. Hallar todas las cerraduras homogéneas de la Z-forma q = (1,0, 2).

Solucion. Primero note que en el polinomio 2 + 2¢2, ninguno de sus términos puede
tener valor negativo. Lo minimo que pueden valer individualmente es cero, y sélo
se logra si cada variable toma el valor 0. En consecuencia, la tinica representacion
del cero es la trivial, para cualquier S. Esto quiere decir que el teorema 1] aplica vy,
por lo tanto, las unicas cerraduras homogéneas que puede poseer son las reducidas.
Valuando a = 1,b = 0, ¢ = 2 en las igualdades Q, = Q., cuyos miembros estan dados

en la tabla anterior, resulta el siguiente sistema de ecuaciones.

(1= h?+ 2k} (R-1)
0= 2h1h2 + 4]€1k2 (R—2)
2 = h3+ 2k3 (R-3)
0= 2h1h3 + 4]61]63 (R—4)
0= 2(h1h4 + hzhg) + 4(l€1k4 + kag) (R—5)
0= 2h2h4 + 4]€2]€4 (R—6)
2 = h3 + 2k3 (R-7)
0 = 2hshy + 4ksk, (R—8)
| 4=h2+ 282 (r-9)

Un sistema de ecuaciones que se origine mediante este método serd llamado
sistema de ecuaciones de las cerraduras reducidas, lo cual explica el R que aparece en
la etiqueta de las ecuaciones. En el caso en que S = Z, las primeras tres ecuaciones
conforman un problema diofantino, al igual que el dltimo bloque de tres. Cada solu-
cién (hy, ha, hs, hy; k1, ko, ks, kq) del sistema completo corresponde a una identidad de

cerradura reducida.

La ecuacién R-1 exige que (hq, k1) sea una representacién del nimero 1 en la
forma q. Si ky fuera distinto de cero, entonces el miembro derecho seria mayor que
1, puesto que el conjunto subyacente es Z. Entonces, las tnicas representaciones

de la unidad en la forma q son (1,0) y (—1,0). Eso implica hy = 1,k = 0. De
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razonamientos semejantes en las ecuaciones R-3,R-7 y R-9 se obtienen valores para
las otras incognitas: hg = 0, ko = +1,hg =0, k3 = 1, hy = 2, k4 = 0. Se procedera a
sustituir dentro del sistema anterior a aquellas que valgan cero, y simplificar lo que
resulte, para aclarar el panorama. Algunas de las ecuaciones se trivializan, asi que se

omitirdn en el nuevo sistema.

1="n? (s-1)
1=k2 (s-2)
0=nhihs+ 2k2k‘3 (5-3)
1=k3 (s-4)
4=h3 (s-5)

Las ecuaciones S-1, -2, 8-4, S-5 permiten las mismas opciones que descritas pre-
viamente, en tanto que la ecuacién s-3 es el criterio que permite diferenciar cuéles
de esas opciones son validas (La s en las etiquetas es por tratarse de una simplifi-
cacién del sistema anterior). Note que, para los valores obtenidos antes, se cumple
que |hyhg| = |2koks|, ast que lo tnico que se necesita es que esos dos términos tengan

signo distinto para que se anulen y cumplan el criterio s-3.

Si se clasifican las cuatro incégnitas en dos conjuntos {hy, ha} v {ko, k3}, lo que
se necesita es que la cantidad de ntimeros negativos que haya en el primer conjunto
tenga una paridad distinta a la cantidad de negativos del segundo conjunto. También
se puede hacer una tabla con las 2¢ = 16 maneras de elegir los valores de estas cuatro
incognitas, y valuar esas opciones en el criterio, descartando las que no den cero. De

cualquier forma, se obtienen las siguientes ocho soluciones del sistema R.

+1,0,0,4+2;0,+1, —

0)  (4+1,0,0,42:0,—1,+1,0
+1,0,0, 20+1+10)

,0)

,0)

)

100+20+1+10)

+1,0,0, — ,0)
1,0,0, 20+1 )

100+2O

(
(
(
(— 1,0,0, — 1+10

(
(=
(=
(=

Hay que recordar que esas soluciones indican los coeficientes de los polinomios

X,Y para las cerraduras Q = Q. Es precisamente por eso que se divide cada solucion
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con un punto y coma central, los primeros cuatro coeficientes son de X, y los restantes,

de Y. Las ocho cerraduras que se forman con esas soluciones son:

o (12 + 2u?) (v? + 2w?) = (tv + 2uw)? + 2(tw — uv)?

. (12 + 2u?) (v + 2w?) = (tv + 2uw)? + 2(—tw + uv)?

o (12 + 2u?)(v* + 2w?)

(tv — 2uw)? + 2(tw + uv)?

o (12 + 2u?)(v* + 2w?)

(—tv 4 2uw)? + 2(tw + uv)?

o (12 + 2u?)(v* + 2w?) = (tv — 2uw)? + 2(—tw — uv)?

. (1% + 2u?) (v? + 2w?) = (—tv + 2uw)? + 2(—tw — uv)?

° (1% + 2u?) (v? + 2w?) = (—tv — 2uw)? + 2(tw — uw)?

o (12 + 2u?) (v? + 2w?) = (—tv — 2uw)? + 2(—tw + uv)?

Estas son las tnicas cerraduras homogéneas que posee la forma (1,0, 2). Note
que entre ellas estan las dos que se obtienen de la identidad de Brahmagupta cuando

setoman=2. <

El caso S = N merece especial consideracion ya que, al estudiar las cerraduras
de alguna N-forma cuadratica particular para ciertos valores de las variables t, u, v, w,
puede suceder que alguno de los polinomios X, Y tome un valor negativo. En algunas
ocasiones es posible elegir distintas cerraduras para distintos valores de las variables,

asegurando que los polinomios siempre tomen valores positivos.

Siempre que una forma posea cerraduras, existirdan en el listado completo al-
gunas que se pueden deducir trivialmente de otras. En el ejemplo anterior se podria
sustituir el polinomio X por su negativo, y asi deducir la pentltima cerradura a
partir de la primera. Este es precisamente el tema que se estudiard a continuacion,
con el cual comienzan a establecerse relaciones entre las cerraduras y las distintas

representaciones que posee un mismo nuimero.
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2.3. Transformaciones y simetrias

En el contexto actual, una transformacion es un mapeo que sustituye algunas
variables por otras, o bien por una expresion que depende de otras variables. Pre-
viamente se hizo la sustitucion de las variables x,y por los polinomios X,Y, que
dependian de t, u, v, w; eso constituye un ejemplo de transformacién. Si se representa
con el sfmbolo T ,se puede escribir T (z,y) = (X,Y). Si el objeto matematicd] O; se
convierte en O, al sustituir todas las instancias de x por X, y las de y por Y, se usa
la notacién Oy SN O,, que se lee: “ Oy se transforma en O, bajo la accién de T77. En
particular se tiene que ¢ N Q. Se usara la misma notacion con cualquier otro tipo
de transformacién. Para hacer méas concisas las definiciones, se emplearan solamente

las variables xz,y para escribir todas las formas cuadraticas binarias.

Definicién. Una transformacion simétrica es cualquiera de las ocho transformaciones

que aparecen en el siguiente listado.

o Tilzy) = (z,y) (identidad)
o Talwy) = (—z.y) (reflexién de )
o Tilzy) = (z,—y) (reflexién de )
e Tizy) = (-z,—y) (reflexién doble)
o Tilzy) = (y,2) (intercambio)
e Tolzy) = (y,—2)

e Ti(z,y) = (-y,z)

L4 %(x7y> = (_y7 —l’)

Nota. A partir de T3 v T5 se pueden obtener las deméas mediante la composicién, cuyo

sfmbolo es o. En el apéndice [C] se incluye una tabla con todas las composiciones.

LEl término objeto matemdtico engloba varios conceptos. En este documento se limitard a: expre-
siones algebraicas, vectores cuyas coordenadas son expresiones, matrices cuyos registros (entradas)
son expresiones, y a igualdadades entre objetos de la lista previa.

48



Capitulo 2. FORMAS CUADRATICAS: ESTUDIO PRELIMINAR

Definicién (simetrias). Parai € {1,2,...,8}, se dice que la forma cuadrética q(z, y)
es simétrica respecto a T;, si q R q. El conjunto de simetrias de q, denotado &,
es el que incluye todas las 7; con respecto a los cuales la forma q sea simétrica. El

numero de simetrias de q es la cardinalidad de este conjunto.

Volviendo a emplear el ejemplo de la seccién anterior, la forma q(z,y) = x*+2y>
es simétrica respecto a Ti,7Ta, T3, T4. Por ende, su nimero de simetrias es 4. Para
tener variaciones de lenguaje, también se dice que q posee 4 simetrias. Asi, las formas
22 +2zxy+y?, 22 +y?, 32 +2xy+ 5y poseen 4, 8 y 2 simetrias, respectivamente. Es facil
probar que el nimero de simetrias sélo puede tomar estos tres valores, considerando

las relaciones de las 7; mediante composiciones.

También se puede hablar de transformaciones simétricas aplicadas a las identi-

dades de cerradura. En tal caso, se hace aplicando las reglas de transformacién al par
(X,Y), en lugar de a (z,y).

Definicién (equivalencia de cerraduras). Se dice que dos identidades de cerradura
de la S-forma q son equivalentes, si una se convierte en la otra mediante alguna
transformacioén simétrica que pertenezca a S;. Si dos identidades no son equivalentes,

también se dice que son independientes.

La relacién anterior es simétrica, reflexiva y transitiva, por lo que su nombre
es merecido. Al tratarse de una relacién de equivalenciaﬂ induce una particién en el
conjunto de las identidades de cerradura de una forma dada. De cada clase de equi-
valencia puede tomarse un representante arbitrario, y con ellos se tendra el maximo
namero de identidades independientes entre si que pueden seleccionarse. Retornan-
do nuevamente al ejemplo, para x? + 2y? se pueden tomar por representantes a las
dos identidades de Brahmagupta, y ese es el maximo nimero posible de identidades
independientes. Recuerde que el nimero 1 tenia también sélo dos representaciones
distintas (note que aqui si se cuentan las transformaciones simétricas por separado).

Esto no es una mera coincidencia, como se vera en los capitulos posteriores.

2Para una exposicién del concepto de relacién en Teorfa de Conjuntos, consultar [17].
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Si se desea aumentar la complejidad de las transformaciones, el siguiente paso
l6gico son las lineales. Una transformacion lineal binaria es aquella que sustituye a las
variables x,y por formas lineales binarias, es decir, polinomios homogéneos lineales
en dos variables. Con frecuencia, después de aplicar la transformacién, se sustituyen
las nuevas variables por las mismas x, y, para cumplir el convenio que se hizo de usar

soOlo estas variables al escribir formas.

La transformacién lineal T (z,y) = (2z,x — y) convierte a las Z-formas z? +
y?, 222 + 3wy, ba® —xy +y? en bx? — 2xy +y?, 142 — 62y, 1922 + 32, respectivamente.
La clase més general de transformacién que convierta formas cuadréticas en formas

cuadraticas es ésta, la de las transformaciones lineales.

2.4. Matrices, discriminantes y determinantes

Como habia sido dicho, una forma cuadratica posee una representacion matri-
cial. Las transformaciones lineales también pueden ser identificadas con matrices, de
manera que al multiplicar dicha matriz con un vector de variables se obtenga el vector
resultado de la transformacion, y también se puede operar de cierta forma la matriz de
la transformacién con la matriz de una forma cuadratica, para obtener la de la forma
en la cual se convierte. Si 7 es una transformacion tal que T (z,y) = (ax+ Sy, yr+9y),

donde «, 3,7,0 € S, entonces T se identifica con la matriz My = ( g), ya que el

«
v
producto de dicha matriz con el vector de variables transpuesto (3 ), es igual a la

trasposicion del resultado que se obtiene al aplicar 7 al vector de variables.

(O‘ B)(x):(ax+6y)<—ML+(am+ﬂy,7x+5y) (2.5)

v 9 y YT + 0y

El problema que experimentado al trabajar con matrices es que las inversas no
siempre estan restringidas al mismo S sobre el cual se defini6 la transformacion lineal.
Por ejemplo, una matriz con registros enteros puede tener una inversa en términos de
nimeros racionales. En lo que sigue, no se considerara el caso S = N, y de los otros

tres s6lo Z presenta este problema. Esto conduce a hacer la siguiente definicion.
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Definicién (unimodular). Se dice que una matriz cuadrada cuyas entradas estan en
7. es unimodular si es invertible, y su inversa también tiene entradas enteras. A las

transformaciones lineales asociadas también se les llama unimodulares.

Lema 2. Una matriz cuadrada M con entradas enteras es unimodular si, y solo si,

su determinantd| det(M) es igual a +1 o -1.

Demostracion. Note que, empleando la expansién en cofactores, se puede deducir
que el determinante de una matriz con entradas enteras es un entero. Supdéngase
primero que la matriz M es unimodular, luego su determinante es un entero dis-
tinto de cero (por ser invertible) y su inversa también tiene determinante entero,
pues sus entradas pertenecen a Z. Recordando ahora que, si A, B son matrices, en-
tonces det(A) det(B) = det(AB), se deduce que det(M)det(M 1) = det(MM~1) =
det(]) = 1, donde I es la matriz identidad cuyo tamafio es el de M. Como el producto
de los enteros det(M), det(M 1) da 1, entonces cada uno de ellos es un divisor de 1

y, por ende, cada uno debe ser igual a 1 o —1.

Ahora, por el contrario, supéngase que det(M) = £1. Calcilese la inversa me-
diante la matriz de cofactores C, haciendo uso de la expresion M~! = WC' . Los
cofactores son iguales en valor absoluto a determinantes de matrices menores que
tienen entradas enteras y, por lo tanto, cada cofactor es un entero. Si cada entrada
es dividida entre +1 seguira siendo entera, asi que la inversa tiene entradas enteras,

como se queria. [

En particular, para matrices de 2 x 2, se puede escribir la inversa en términos

de los cofactores y el determinante asi:
-1
a 1 o —p
R 2.6
(75> 045—67(—7 04) (26)

Teorema 2. Si se aplica una transformacion unimodular a una Z-forma cuadrdtica
q1 = (a1,b1,¢1) y se obtiene la forma qa = (ag, ba, ¢2), entonces los discriminantes de

ambas formas son iguales, esto es, b? — 4dajc; = b3 — 4daycy.

3Para refrescar los conceptos del Algebra Lineal, se recomienda [25].
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Seccién 2.4. Matrices, discriminantes y determinantes

Demostracion. Recuerde que, si q = (a,b,c) es una forma cuadrética, entonces su
. . b/2 4, <,
matriz asociada es M, = < b72 é ), segun la ecuaciéon 1D Note que

B a b/2| ¥\ .,
—4det(Mq)——4‘b/2 . ‘——4(@0——)—() — dac

Asi que el discriminante de una forma es multiplo del determinante de su matriz. Se
probard que el determinante se conserva bajo transformaciones unimodulares. Con-
sidérese la transformacién 7 (z,y) = (ax + By, yx + dy), donde |ad — 5| = 1, o bien,
(det(M7))* = 1. Se desea expresar M,, en términos de My, y My. Trasponiendo el
primer miembro de la identidad se obtiene

@) (4 3 ) = (et e+

Esto, en conjuncion con la propia ([2.5)), indica que

e (53) (o ") (5 3) ()

(az + By, yx + dy) ( b?/12 5142 ) ( ii j_ ?yy )

(z.9) ( b2 b ) (5)

La ultima igualdad se da precisamente por la definicién de qs. Comparando el primer
y ultimo miembros de la cadena de igualdades, y sabiendo que cada forma cuadratica
estd asociada con una unica matriz, se deduce que MM, My = M,,, donde M7 es

la traspuesta de My
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Aplicando la funcién det(-) a ambos lados de la ultima ecuacién se obtiene

det (MM, M7) = det(M,,) =
det(M7) det(My, ) det(M7) = det(M,,) =
det(M7) det(M,,) det(My) = det(M,,) =
det(M7)? det(My, ) = det(My,) =
(1) det(My,) = det(M,,) =

det(M,,) = det(M,,)

Que era lo que se queria probar. Ahora, basta multiplicar por —4 cada miembro para

obtener la igualdad de los discriminantes. [

Las matrices unimodulares no solamente son ttiles en la transformacién de
formas cuadraticas, también se pueden usar para generar representaciones para ciertos

numeros. Como ejemplo de ello se tienen las siguientes tres matrices unimodulares.

1 -2 2 1 2 2 -1 2 2
2 -1 2 2 1 2 -2 1 2
2 =2 3 2 2 3 -2 2 3

En 1963, F. J. Barning demostro que el conjunto de todas las ternas pitagoricas
primitivas se puede organizar en forma de un arbol [5]. Comenzando con la terna
fundamental (3,4,5), de cada terna se pueden obtener otras tres diferentes, como
resultado de multiplicar por cada una de las tres matrices de arriba, tal como puede
apreciarse en la figure 2, Todas las ternas aparecen en el arbol exactamente una vez
(Véanse los problemas |§| al [12| en el apéndice @[)

H. Lee Price encontré un trio de matrices alternativo que logra el mismo trabajo,
aunque los arboles generados organizan las ternas siguiendo un esquema distinto [32].
Note que cada terna pitagorica es una representacion de cero en la forma cuadratica

2

ternaria a2 + y? — 22, asf que las matrices unimodulares estdn fntimamente ligadas

con el problema de la representabilidad, en mas de una manera.
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Figura 2. Arbol ternario pitagorico

(9,40,41)
(105,88,137)
(91,60,109)
(105,208,233)
(297,304,425)
(187;84,205)
(95,168,193)
(207,224,305)
(117,44,125)

(57,176,185)

. (377,336,505)
(299,180,349)
(217,456,505)
(697,696,985)
(459,220,509)
(175,288,337)
(319,360,481)
(165,52,173)

(51,140,149)
(275,252,373)
(209,120,241)
(115,252,277)
(403,396,565)
(273,136,305)
(85,132,157)
(133,156,205)
(63,16,65)

(7,24,25)
(5,12,13) (55,48,73)

(45,28,53)

(39,80,89)

(34,5 (21,20,29) (119,120,169)

(77,36,85)
(33,56,65)

(15,8,17) (65,72,97)

AN VA

AAAANNAAN

(35,12,37)

En la teoria de grafos, un drbol ternario es aquél en el que cada rama se subdivide en
tres. Las soluciones se generan a partir de la fundamental (3,4,5), aplicando en cada
paso las matrices de transformacion de Barning. Se le invita a buscar patrones en los
nimeros conforme se recorre un camino especifico. Como fondo se tiene un fractal que,

por casualidad, también es llamado drbol pitagorico.

Fuente: elaboracién propia.

Definicién. A una S-forma cuadratica n-aria es llamada definida positiva si todo
numero representable por ella es no negativo, y si el cero sélo tiene la representacion
trivial. Analogamente se definen las formas definidas negativas. Una forma es definida
si cae en alguna de las dos clasificaciones anteriores. Si existen otras representaciones

para cero, entonces se reemplaza la palabra definida por semidefinida.
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Capitulo 2. FORMAS CUADRATICAS: ESTUDIO PRELIMINAR

Considérese una forma cuadrética q = {(a, b, ¢) cuyo discriminante A es negativo.

Multiplicando la forma por 4a se obtiene:

4aq(z,y) = 4a’2® + 4abry + dacy?
= 4a’2? + dabzy + b*y* + dacy® — b?y?
= (2az + by)* — (b2 — 4ac)y?

= (2ax + by)? —

( )
= (2az + by)* + |A|y —
( )?

4aq(z,y) = (2ax + by)* + |Aly?

Note que el miembro derecho es no negativo, y sélo puede ser cero si (z,y) =
(0,0). El miembro izquierdo debe cumplir lo mismo. En base a ello se concluye que, si
a es positivo, entonces q no puede ser negativa, en tanto que si a es negativa, entonces

g no puede ser positiva. Esto prueba el siguiente resultado.

Teorema 3. Sea q = (a,b,c¢) una S-forma cuadrdtica con discriminante A < 0. Si

a > 0, entonces q es definida positiva. Si a < 0, entonces q es definida negativa.

Nota. a = 0 no puede darse mientras A < 0.

Escolio 3. Siq es una S-forma cuadrdtica con discriminante negativo, entonces todas

sus cerraduras homogéneas son reducidas.

Para verificar la validez del escolio, se debe tener en cuenta el importante teo-
rema [I], de la pagina 3] Se suspenderd por ahora el desarrollo tedrico para analizar
algunas formas representativas, las cuales ejemplificaran varios conceptos fundamen-
tales. Se destinara todo el capitulo 3 a esta tarea. Después de recibir iluminacion a
través de ese estudio intuitivo, en el capitulo 4 se ahondara en el tema de las cerra-

duras.
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3. Z-FORMAS: ENFOQUE INTUITIVO

Para cada una de las Z-formas que se estudiaran a lo largo de este capitulo, se
intentard responder a tres preguntas fundamentales: ;Cuantas cerraduras indepen-
dientes tiene? ;Qué nimeros son representables? ;Qué puede decirse acerca de la

cantidad de representaciones distintas que posee un nimero dado?

La busqueda es de patrones o similitudes. También se quiere identificar dife-
rencias y los motivos por los cuales se presentan. La informaciéon a recabar sobre
las cerraduras ahora serd de utilidad en el capitulo 4 donde se dard una clausura

provisional al problema de la existencia de cerraduras.

3.1. La forma z2? — y?

La forma q(z,y) = x? — y* tiene discriminante A = 4, as{ que el teorema
no es aplicable. De hecho, la forma tiene infinitas representaciones de cero, del tipo
(£,€). También puede representar niimeros positivos y negativos. Es, por tanto, una
de las formas que comtunmente son conocidas como indefinidas. Tampoco se dispone
del teorema (1| de la pagina Se tienen limitaciones en cuanto a herramientas pero,

afortunadamente, es una de las formas con discriminante positivo mas simples.

3.1.1. Cerraduras

La forma auto-composicién (1,0, —1), también simbolizada por Q, es el polino-

mio que se obtiene al expandir el producto:
Q= (1 —u*)(v? — w?) = t*? — t*w? — u*v? + vPw? (3.1)
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Seccién 3.1. La forma z* — y?

Considérense los polinomios cuadraticos homogéneos en las variables t, u, v, w,
de la mayor generalidad posible, que puedan ocupar el papel de X, Y en las cerraduras.
Es necesario hacerlo, pues podria haber cerraduras homogéneas no reducidas. Aun

asi, el objetivo es demostrar que no existen.
X = ht? + hou® + hyv? + hgw? + hstu + hgtv + hetw + hguv + houw + hygvw
Y = kit? + kot + ksv? 4 kqw? + kstu + kgtv + krtw + kguv + kguw + kigvw

Se aparejaran las variables de la siguiente forma: ¢ con v, u con w. Suponga que existe
una cerradura que no es cruzada. Por el argumento usado para demostrar el lema
de la pégina [40] para esa cerradura alguno de los pares (hq, k1), (ho, ko), (hs, ks) y
(hy, k4) es una representaciéon no trivial de cero. Cada uno de esos pares corresponde
a uno de los coeficientes Qu, Qu1, Q,1, Q,¢, de manera respectiva. Si (hy, ki) es una
representacion no trivial de cero, entonces se estudiara a la variable ¢ y a aquella con

la que fue aparejada, v. Los demds casos son analogos.

Se procedera de manera semejante a la usada para derivar el sistema de ecuacio-
nes (2.3), de la pagina , aunque aqui importan solamente los términos que tengan

de manera exclusiva a las variables ¢, v.
X = hit* + h3v® + hgtv + . .. (otros términos sin ¢ o sin v)

Y = kyt? 4 kgv® + kgtv + . .. (otros términos sin ¢ o sin v)

Sustituydnse en la forma (1,0,—1) para formar Q. Luego de ello, se deben

calcular los coeficientes de los términos t, t3v, t2v2, tv3, v?, y compararlos con (3.1

Q(X,Y) = Q = (ht® + hgv? + hetv + ...)% — (kut? + ksv? + kgtv + .. .)?

Qu = Qu h%_k%:O
Qt3v = Qt% hihe — kike =0
Qt2v2 = Qt2v2 — 2h1h3 + h% — 2k1k3 — kg =1
Qtv3 = Qtv3 h3h6 - k3k6 =0
Qp1 = Qua h:—ki=0
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Capitulo 3. Z-FORMAS: ENFOQUE INTUITIVO

Teniendo en cuenta que Vr € Z, r*> = r (méd 2), considérese el sistema local-

mente en ese modulo.

hl = ]{31
hth = klkﬁ

he = 1+kg (méd 2)
hghﬁ = k?3]€6

hs = ks

Han sido eliminados los términos que tenian coeficiente 2, que es equivalente a 0
en este modulo. La tercera congruencia indica que los niimeros hg, kg son de distinta
paridad. Sélo serd necesario lo anterior, aunque se puede obtener un poco mas de
informacion usando este modulo, por ejemplo, empleando todas las congruencias se

puede concluir que los nimeros hq, hs, k1, k3 deben ser pares.

Ahora, olvidando el analisis local y regresando otra vez a las ecuaciones, se
desea inspeccionar la existencia de soluciones globales. La primera ecuacién implica
|h1| = |k1|, y como (hi,k;) es una representacién no trivial de cero, entonces puede
dividirse entre k; la segunda ecuacién, con lo que resulta |hg| = |kg|, lo que contradice

el hecho de que sean de distinta paridad.

La contradiccién se origina en la suposicién de que (hy, k) es una represen-
tacion no trivial de 0. Otras contradicciones semejantes se deducen para los pares

(ha, ka), (hs, k3) v (hg, k4). Esto prueba el siguiente resultado.

Lema 4. Todas las cerraduras homogéneas de (1,0, —1) son cruzadas.

Se pretende fortalecer el lema, mostrando que no solo son cruzadas, sino redu-
cidas. Para tal propdsito, considérense los polinomios cruzados X, Y generales, con el

objetivo de demostrar que hq, hg, k1, kg se anulan.

= X = hitu + hotv + hstw + hauv + hsuw + hgvw

sustitucion { Y Y = k’ltu + kzt'U + k;3tw + k‘4u’l} + k5uw + k’6U’UJ
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Seccién 3.1. La forma z* — y?

Q — X2 . Y2
= (hytu + hotv + hstw + hyuv + hsuw + hgvw)?—
(kytu + kotv + kstw + kyuv + ksuw + kgvw)?

Los coeficientes de t>u?, t*uv, t*v? deben equivaler a los de (3.1]).

Qt2u2 = Qt2u2 h% — k% =0
Qt2uv == QtQuU :> h1h2 - kle — O
Qt2v2 - Qt2v2 h% — l{?% =1

La tercera ecuacién indica que (hg, ko) es una representacién de la unidad en la
forma (1,0, —1). Si se factoriza (hs —k3)(ha+ ko) = 1, es evidente que hay dos posibles
opciones: que ambos paréntesis valgan 1, o bien, que ambos valgan —1. Cada opcion
devuelve una solucién, asi que las tinicas dos representaciones de la unidad son (1, 0)
y (—1,0). En ambos casos se tiene ky = 0, y si se sustituye este valor en la segunda
ecuacion se revela que h; tiene que anularse, ya que hy = £1. La primera ecuacién
implica que k; se anula en tal caso. La prueba de que hg, kg también se anulan es

analoga. La conclusién a la que se llega es el:

Teorema 4. Todas las cerraduras homogéneas de (1,0, —1) son reducidas.

En vista de lo anterior, se puede hacer uso de la tabld VI para generar el sistema

de ecuaciones de las cerraduras reducidas, sustituyendo los valores de los coeficientes
a=1,b=0,c=—1.

~

1 = W—kK (rR-1)

0 = 2hyhy — ks (R-2)

-1 h3 — k2 (R-3)

0 2h1h3 — 2k‘1]€3 (R—4>

0 2(h1h4 + h2h3) — 2(1{311{34 + k2k3) (R—5)

0 2hohy — 2koky (R—6)

-1 h% — k32 (R-T)

0 = 2hghy — 2ksky (R-8)
(1 = h?l - kz (R-9)
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Las ecuaciones R-1, R-9 implican que (hq, k1), (ha, k4) son representaciones de
la unidad, lo que implica que k; = 0,ky; = 0. Cambiandoles de signo, R-3, R-7 di-
cen lo mismo de (ko, hs), (k3, hs), y asi, hs, hg se anulan también. Sustituyendo las 4

incognitas que se anulan en el sistema, y descartando las ecuaciones que se trivializan

se obtiene
1 = n? (s-1)
1 = k3 (s-2)
0 = hihs — koks (S—?))
1 = k3 (s-4)
1 = h? (s-5)
Se tiene que |hihy| = |koks|, v asi, para que s-3 se cumpla, en el conjunto {hq, hy},

la cantidad de negativos tiene que tener la misma paridad que en {ks, k3}. Hay 8

opciones en total.

(+1,0,0,+1;0,+1,+1,0) (+1,0,0,—1;0,+1,—1,0)
(—1,0,0,—1;0, +1 +1,0) (+1, ~1;0,—1,+1,0)
(+1,0,0,+1, ,—1,-1,0) (—1,0, 0 +1;0, +1 —1,0)
(=1,0,0,—1;0,—1,—1,0) (=1,0,0,41;0,—1,+1,0)

La forma 22 — y? tiene cuatro simetrias (71, 72, T3, T1), asi que hay dos clases de
equivalencia de cuatro elementos. Cada columna de arriba es una clase de equivalencia,
y puede tomarse la primera solucién de cada una como representante. Recuerde que
esta forma posee dos representaciones distintas de la unidad, y ahora resulta que tiene

exactamente dos cerraduras independientes!T]

. (t? — u?)(v? — w?) = (tv + ww)? — (tw + uwv)?

. (12 — u?)(v? — w?) = (tv — uw)? — (tw — uv)?

3.1.2. Representabilidad

Se resolverd el problema de la representabilidad en la forma z? — 3? mediante

dos métodos totalmente diferentes, cada uno con sus ventajas y desventajas.

LCada clase de equivalencia de cerraduras es interpretada como «una cerradura independiente».
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Teorema 5. La Z-forma (1,0, —1) representa a todos los impares y a todos los mailti-

plos de 4. No son representables los numeros congruentes con 2 en el modulo 4.

Primera demostracion. Se quieren los valores de n para los cuales existan soluciones
de la ecuacién diofantina 22 — y?> = n. El camino que se seguird ahora es el que

resulta mas natural, factorizar e intentar derivar condiciones sobre n.

(z—y)z+ty)=n

Lo primero que se observa es que 2y =0 (méd 2) — x4+ 2y =z (mdd 2) —
r+y=x—y (mdd 2), asi que los dos factores poseen la misma paridad. Si ambos son
impares, entonces n sera impar; por el contrario, si ambos son pares, n sera multiplo
de 4, aunque no es seguro que represente a todos. Como no es posible que los factores
tengan distinta paridad, entonces n # 2 (mdd 4). Falta demostrar que si representa

a todos los demds ntimeros. Considérense los dos casos:

I.  (n esimpar). En este caso, los nimeros n+ 1, n— 1 son pares. Como n se puede

factorizar trivialmente como 1 - n, se puede exigir:

r—y=1
rT+Yy=n
y esperar que, con un poco de suerte, una idea tan simple pueda funcionar.

Resolviendo el sistema para las variables x, y resultan las soluciones

n—+1 n—1

T Ty Y=

y son enteras pues, como habia sido dicho, los numeradores son pares. En con-

n+l n—1

7 s ) es una representacién de n en la forma (1,0, —1), siempre

secuencia, (
que n sea impar. Normalmente existen varias otras representaciones, pues la

eleccion de como factorizar a n fue arbitraria.

II. (n es maltiplo de 4). Ahora, n es de la forma 4m para algin m € Z. Se quiere

usar la misma idea, pero ahora se exige que:
T—y=2
T+y=~2m

62
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Las soluciones del sistema son

r=m+1, y=m-—1

n
4

nado (% +1,%7 — 1) es una representacion de n en la forma (1,0, —1), siempre

que obviamente son enteras también. Como m = %, se cumple que el par orde-

que n sea multiplo de 4. [J

Sequnda demostracion. Ahora el enfoque estara centrado en los bloques de construc-
cién del nimero n, sus factores primos. Gracias a que existen identidades de cerradura,
si se mostrase que el nimero 4, el 8, y cualquier primo impar son representables en la
forma (1,0, —1), entonces cualquier nimero que se pueda formar como producto de
ellos también lo serd, y el conjunto de niimeros constructibles mediante estas multi-
plicaciones corresponde al del enunciado del teorema: los impares y los muiltiplos de
4. El 8 es necesario para aquellos miltiplos de 4 cuya factorizacién en primos posea

al 2 elevado a una potencia impar (que debe ser mayor que 1).

La diferencia entre esta demostracién y la anterior es mas sutil de lo que parece,
pues se pueden usar las mismas representaciones halladas previamente. Para los pri-
p+1 p-—1

mos p impares, se tiene que (T’ T) es una representacion. La representacion del 4

es (2,0) yladel 8es (3,1). O

3.1.3. Cantidad de representaciones

Interesa ahora estudiar el nimero de representaciones distintas que un entero
dado posee en la forma (1,0,—1). Se puede verificar facilmente que el nimero 9,
por ejemplo, tiene 6 representaciones, a saber: (3,0),(—=3,0), (5,4),(=5,4),(5,—4) y
(=5, —4). Tendria 8 representaciones si el cero pudiera tener ambos signos, y las
transformaciones simétricas las agruparian en 2 clases de 4 representaciones cada
una. Si se limita exclusivamente a las representaciones que no se obtengan de otras
mediante transformaciones simétricas, se tienen iinicamente dos «independientes», en

el sentido en el que fue tomada esa palabra para las cerraduras, que son: (3,0) y (5,4).
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Definicién. La funciéon que cuenta la cantidad de representaciones del nimero n en
la Z-forma cuadrética q(x,y) = (a, b, ¢) serd simbolizada por (a, b, ¢) R(n). Si se desea
la cantidad de representaciones independientes, esto es, eligiendo una de cada clase
simétrica, se escribird (a,b, c) R(n). Si se sobreentiende de cudl forma cuadratica se

habla, se escribird solamente R(n) y R(n).

Ya fueron especificadas todas las representaciones de 9 en la forma 2% — y?, con

la nueva notacién se puede escribir:
R(9) =6 R(9) =2

Seria interesante hallar férmulas generales para cualquier n. Las irregularidades que
se manifiestan con el primo 2 para esta forma cuadratica hacen necesario que se

examinen por separado los mismos casos considerados anteriormente.

I. (n es impar). Considérese un n positivo, pues la otra posibilidad es andloga.
. k : . s .

Suponiendo que n = [[,_; p;" es la factorizacién en primos de n, donde los p;

son primos impares, y los «; son las potencias positivas respectivas, se buscan

todas las soluciones de la ecuacién diofantina
(z—y)(z+y)=n (3.2)
Definiendo X =z —y,Y = x + y, la ecuacién se convierte en
XY =n (3.3)

Note que, despejando las variables z, y, sus valores quedan determinados por

Y +X
-—=,

Y -X
)

T

Y

Se tiene que z es el promedio de los nimeros X, Y, mientras que y es una
medida de la separacién entre ellos. Esto hace evidente que, si al par (X,Y) se
le asocia el par (z,y), el mapeo definido por esta asociacién es biyectivo, pero se
debe exigir que X, Y tengan la misma paridad, para que los valores de x, y sean

enteros. Esta condicion ya se habia manifestado en la secciéon anterior, y fue el
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motivo por el cual se tuvo que usar una prueba diferente para el segundo caso
de la primera demostracion dada. Lo que esta propiedad significa aqui es que la
cantidad de soluciones (x,y) de la ecuacién es la misma que la cantidad de
soluciones (X, Y") de (3.3)), tales que los nimeros X, Y tengan la misma paridad.

Ahora bien, la ecuacién (3.3 es simplemente una factorizacién de n en
dos factores. Una vez se elijan los primos y potencias respectivas que conformen
al numero X, los que sobren de la factorizacion en primos de n determinaran
el valor de Y. En otras palabras, el niimero de soluciones de es igual a la
cantidad de divisores (positivos o negativos) de n que puedan reemplazar a X.
El ntmero Y sera el divisor complementario, es decir, aquél que multiplicado
por X devuelva n. En el caso que se esta considerando no se presentan proble-
mas con la paridad, pues todo divisor de n tiene que ser forzosamente impar.

Esto sera problematico en el caso de los multiplos de 4.

De la Teoria de Numeros elemental se sabe que el nimero de divisores
positivos de n = Hlepf"', esta dado por Hle (a; + 1), esto es, el producto
de todos los exponentes aumentados en una unidad.ﬂ Por ejemplo, el ntimero
360 = 2%-3%-5 tiene (34 1)(2+ 1)(1+ 1) = 24 divisores positivos. Como en
este contexto interesan también los divisores negativos, se debe multiplicar por

2,y asf se llega a la conclusién de que el nimero de soluciones de (3.2)) es
k
(1,0,~1) R(n) = 2] [ (e + 1)
i=1

(n es maltiplo de 4). En este caso, la factorizacién en primos del nimero n
serg 28+2. Hle p;*, donde los p; son primos impares, los a; son sus respectivos
exponentes positivos, y el exponente de 2 es 8 + 2, donde [ es no negativo. Se
le suma 2 para asegurar que 4 sea divisor de n. La prueba es idéntica al caso
anterior, excepto que de las f+42 veces que aparece el primo 2 en la factorizacion

de n, es obligatorio asignarle al menos 1 a cada factor del producto XY, pues

2La expresion «se sabe», se refiere a las férmulas de las funciones aritméticas, especificamente a

00, también conocida como d, o como 7. Se puede consultar el libro de Andrews [3], pdgina 82, para
una demostracion.
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deben tener la misma paridad. Los [ restantes se pueden asignar libremente,

como puede hacerse con las «; copias del primo p;. Se tiene entonces que
k
(1,0,~1)R(n) =2(8+1)- [] (s + 1)
=1

Se consideraran ahora las representaciones independientes. Se verifica que la
forma (1,0, —1) tiene 4 simetrias, asi que las representaciones se agrupan en cuartetos.
Las unicas excepciones son aquellas en que una variable se anule, como sucedié con
el 9 en el ejemplo inicial, lo cual sélo sucede con los cuadrados perfectos, o bien, con
los negativos de cuadrados perfectos, segin sea x o y la que se anule. Esto indica que,
si n es positivo, se deben dividir entre cuatro las férmulas anteriores, excepto cuando
es cuadrado perfecto, en cuyo caso se le debe sumar 2 (para completar ficticiamente
el cuarteto que se volvié pareja) y luego dividir entre 4. También se debe ejercer el

mismo cuidado con los niimeros n que sean el negativo de un cuadrado perfecto.

Lo tnico que falta agregar, es que el cero posee infinitas representaciones del tipo
(&,€), donde £ es cualquier entero. Todos los argumentos anteriores quedan resumidos

en el siguiente teorema.

Teorema 6. Sea n un entero distinto de cero. Si n es impar, suponga que la facto-
rizacion en primos de su valor absoluto es HZ L pit. Sin es maltiplo de 4, dividalo
entre 4, y suponga que la factorizacion en primos de |4| es Hl | pit. Entonces el
numero total de representaciones y el numero de representaciones independientes de

n en la forma x* — y? estdn dados por las férmulas siguientes.

k

R(n) =2 Hl(ai +1)

VR

k
14+ ] (as + 1)) st £n es cuadrado perfecto
=1

N = | —

.
I

e

(a; +1) en cualquier otro caso
1

66



Capitulo 3. Z-FORMAS: ENFOQUE INTUITIVO

En particular, de la wltima formula se desprende que todo primo impar posee
una unica representacion independiente. No existe minguna representacion para los

numeros n que sean congruentes con 2 en el modulo 4. El caso faltante es:
R(0) = o0 R(0) = oo

Nota. En los casos 1, +4. hay que considerar la factorizacion en primos de 1, que no
) ) )
posee ningun factor. En consecuencia, el nimero k de primos presentes es cero. En
. . 0 . .
al circunstancia, los productos [ [._, (a; correspondientes deben siempre tomarse
tal t | duct _ +1 dientes deb t

como el neutro de la multiplicacién, que es 1.

Las representaciones independientes son tratadas con menor frecuencia en la
literatura. Para visualizar su comportamiento se presenta la gréfica de R(n), para los
primeros 1000 enteros positivos, en la figurd 3| La envoltura poligonal de la gréfica
ha sido coloreada en el fondo, para apreciar mejor la curva de incrementos (linea
punteada), que quizds es de orden logaritmico o incluso menor. La densidad de las
capas horizontales decrece conforme R se incrementa, con ligeros aumentos en los

valores pares de R.

Figura 3. Gréfica de (1,0, —1) R(n)

10} S
_),,o~’ﬂﬂ‘ﬂ’
8 /,.0—’“”-H' . .. .
6 ’.o”::o .. . e ® o se o0 se |9 o sems o[eee o |0
n”: . . = e . . . . . [
4+ »-/:- m o ses| sesmo s om 96 somen we 5| 09 wee | (s0me wms sosiomm @os || @ (s smes omme oo me
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2r . mene oame
0 200 400 600 800 1000

Fuente: elaboracién propia, mediante Wolfram Mathematica 8.
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3.2. La forma z2 + y?

Para la forma (1,0, 1), la biisqueda de cerraduras se simplifica, pues su discri-
minante A = 0% — 4(1)(1) = —4 es negativo, y asi, el escolio [3 de la pagina [55| puede
ser aplicado. Como consecuencia de ello, todas sus cerraduras homogéneas cumplen

con el sistema de ecuaciones tipo Q, = Q,, que se genera a partir de la tabla VI]

3.2.1. Cerraduras

Se seguirda una ruta diferente a la de los sistemas con los que se habia lidiado
anteriormente, ya que no hay ecuaciones que se trivialicen. Se dividird el sistema en

tres bloques separados, de esta manera:

1 = R2+k2 (R-1)

bloque t? 0 = 2hihy + 2kiks (R-2)

1 = h3+k2 (R-3)

0 = 2h1h3 + 2]{71]{73 (R—4)

sistema bloque tu 0 = 2(hihg+ hohg) 4+ 2(kiky + koks) (R-5)
0 = 2hohy + 2koky (R—6)

1 = h+k3 (R-7)

bloque u? 0 = 2h3h4 + 2k3k4 (R—8)

1 = hi+k3 (R-9)

Los bloques t? y u? son independientes, ya que no comparten variables. Adema&s
de esto, son andlogos, es decir, si se conocen las soluciones de uno, se sabran las

soluciones de ambos. El bloque tu es el que le da cohesion al sistema.

Problema. Hallar todas las soluciones enteras del bloque t2.

Solucion. Las ecuaciones R-1 y R-3 aseveran que (hi, ki) y (ho, k2) son representa-
ciones de la unidad en la forma 2% + y2. Es facil probar que sélo existen 4 de ellas:
(1,0),(—1,0),(0,1),(0,—1). Ahora sélo se debe verificar cudles parejas de represen-

taciones cumplen con la ecuacién R-2.
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En la tablg VII] se han desglosado todos los casos. Se le llama ezhaustion menor
porque ésta verifica solamente el bloque #2. Se usaran las soluciones que se obtengan
para llevar a cabo una segunda revisién que abarque los tres bloques y, generalmente,

esta segunda exhaustiéon es mas larga.

Tabla VIL. Exhaustién menor de las cerraduras de (1,0, 1)

(hl, kl) (hz, kz) h1h2 + klkz solucién
(+1,0) (+1,0) +1

(+1,0) (—1,0) —1 .
(+1,0) (0,41) 0 v
(—1,0) (+1,0) —1

(—1,0) (0,-1) 0 v
(0,41) (+1,0) 0 v
(0,+1) (—1,0) 0 v
(0,+1) (0,+1) +1

(0,41) (0,—1) —1

(0, -1) (+1,0) 0 v
(0,—1) (—1,0) 0 v
(0,-1) (0,+1) -1

(0,—-1) (0,-1) +1

Fuente: elaboracién propia.

Se pudo haber razonado de esta forma: puesto que cada representacion de la
unidad tiene exactamente una coordenada cero, y ya que la ecuacion R-2 basicamente
indica que el producto escalar de las dos representaciones es cero, se deben elegir
aquellos pares de representaciones que tengan al cero en posiciones alternas, y éstos
son los ocho que han sido marcado en la tabla anterior. La exhaustion fue elaborada,
sin embargo, para introducir el método que sera necesario en la siguiente seccion,

cuando se analice la forma (1,1,1). <
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La exhaustién mayor consiste en tomar esas ocho soluciones (hy, ho, k1, ko) del
bloque #? y, recordando que también son soluciones (hs, hy, k3, k4) para el bloque u?,
formar las 64 parejas posibles y revisar cudles de ellas cumplen con el bloque tu. Este
procedimiento es demasiado largo para llevarlo a cabo en el cuerpo del documento,
pero puede ser hallado en el apéndice , en la pagina . La forma (1,0, 1) posee
las ocho simetrias posibles, asi que las soluciones halladas con este procedimiento se
deben agrupar en clases de equivalencia de ocho elementos cada una. Hay dos clases,
que corresponden a las dos columnas siguientes, y de cada una de ellas se puede tomar

por representante la primera solucién.

(+1,0,0,—1;0,+1,+1,0) (+1,0,0,+1;0,+1,—1,0)
(+1,0,0,—1;0,—1,—1,0) (+1,0, 0 +1;0,—1,+1,0)
(—1,0,0,+1;0,+1,+1,0) (=1,0,0,—1;0,+1,—1,0)
(=1,0,0,+1;0,—1,—1,0) (— 1, ~1;0,—1,41,0)
(0,+1,+1,0;+1,0,0,—1) (0, +1, 1,0,+1 0,0,+1)
(0,41,41,0;—1,0,0,+1) (0,+1,-1,0;—1,0,0, —1)
(0,—1,-1,0;+1,0,0, —1) (0, —1, 1,0,+1,o,0,+1)
(0,—1,-1,0;—1,0,0, +1) (0,—1,+1,0;—1,0,0, —1)

Las cerraduras independientes vuelven a coincidir con aquellas provistas por
Diofanto hace casi dos milenios. Es posible, sin embargo, agregar algo a lo dicho por

él: la exhaustion prueba que no existe otra cerradura para la forma (1,0, 1).

. (2 + u?) (v? + w?) = (tv — uw)? + (tw + uv)?

. (t? + u?) (v? + w?) = (tv + vw)? + (tw — uv)?

Basandose en los resultados previos podria creerse que todas las formas poseeran
solo dos cerraduras independientes, pero esta pista es falsa y serd desmentida por
el andlisis de la forma 22 + zy + 32, en la préxima seccién. El esquema que si se
rompio en este punto es que anteriormente se habian encontrado el mismo nimero
de representaciones de la unidad que de cerraduras independientes, pero la forma
22 + y? representa al uno de cuatro maneras diferentes, que es el doble del niimero
de cerraduras. La mejor conjetura, por el momento, es que eso se debe a que también
posee el doble de simetrias. Y estos analisis s6lo aplican a las formas que puedan

representar a la unidad.
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3.2.2. Representabilidad

Lema 7. La forma cuadrdtica x® + y* representa al primo p si, y sélo si, p no es

congruente con 3 en el modulo 4.

Fermat declaré tener una demostracién mediante descenso infinito en una carta
escrita al padre Mersenne, fechada el 25 de diciembre de 1640, por lo cual es llamado
ocasionalmente «el teorema navideno de Fermat». Leonhard Euler escuch6 hablar de
éste y otros resultados de Fermat via su correspondencia con Goldbach. En 1730,
Euler le escribe diciendo que el «teorema de los cuatro cuadrados de Fermat» (el
mismo que fue mencionado al hablar de formas universales) le parece sumamente
elegante. El se sentfa atraido por la belleza intrinseca de este tipo de proposiciones,
pero mas ain, por la ausencia de pruebas. La suerte estaba echada, Euler decidié no

cejar hasta obtener las demostraciones que Fermat dejé solo en promesas.

La parte de sdlo si es muy facil de argumentar, basta notar que los residuos
cuadraticos en el médulo 4 son 0 y 1, y ninguna de las cuatro posibles sumas de ellos
es congruente con 3. Para p = 2 se tiene 2 = 12 + 12, El verdadero reto es demostrar
que todos los primos congruentes con 1 poseen representaciones. Se puede probar que
existen inifitos primos congruentes con 1, y también infinitos primos congruentes con
3, en el médulo 4 (Véanse los problemas [21] al 24| del apéndice @[) Lo anterior indica
que elaborar una larga lista de representaciones no sera de mucho beneficio, salvo por
la posibilidad de obtener inspiracion de ella. No, se necesita un método general que

permita construir la representacién para cualquiera de ellos.

Euler descompone su demostracion en dos partes: descenso y reciprocidad. La
primera parte consiste en probar que si un primo impar p divide a un nimero n
cualquiera, que sea representable en la forma z? + y?, entonces p también es repre-
sentable. Euler envio este resultado por correo a Goldbach en 1747. La carta también
incluia una descripcién incompleta de lo que faltaba demostrar. Dos anos después
completo la segunda parte, que dice: si p es congruente con 1 en el médulo 4, enton-

ces divide a algiin entero n que es representable en la forma x? + y2. Para el presente
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texto, se seguiran de cerca las ideas de Euler, pero empleando un enfoque moderno.

Se dividira la prueba en cinco pasos, con el propdsito de facilitar su lectura.

Paso 1. El conjunto S de los niimeros representables por la forma x*-+y? es cerrado

bajo el producto.

Demostracion. Las identidades de Brahmagupta-Fibonacci prueban que el producto

de dos elementos de S es también un elemento de S. O

Paso 2. Sin es un entero representable, y p es un primo, divisor de n, que también

es representable, entonces el cociente % también serd representable.

Demostracion. Suponga que n = a® + b?, p = ¢ + d?; se quiere hallar una representa-

a?+4b2
c2+d?

n — a’p debe ser multiplo de p, al ser una combinacién

cion como suma de dos cuadrados para el nimero (que es un entero, porque p

es divisor de n). Note que c?

lineal de multiplos, y puede ser factorizado asi:
n —a*p = (a® + b*) — a*(* + d*) = b’ — a*d® = (bc — ad)(bc +ad)  (3.4)

Luego, puesto que p | (bec — ad)(bc + ad), por el lema de Euclides debe dividir
a alguno de los factores. Supéngase primero que divide a (bc — ad). Empleando la

segunda identidad de Brahmagupta-Fibonacci, se puede escribir
(a® 4+ b*)(c* + d*) = (ac + bd)* + (bc — ad)?

Cada factor del miembro izquierdo es divisible entre p, entonces el producto es
divisible entre p*. También (bc — ad)? es divisible entre p. Otra vez, por la propiedad
de las combinaciones lineales, p* debe dividir a (ac + bd)?. Esto quiere decir que la
ecuacion anterior puede ser dividida entre p? y los términos resultantes serfan enteros.

Como p? = (¢? + d?)?, al dividir se obtiene

a’® + b? ac+ bd\ > be — ad\?
02+d2: 2+ 2 + 21 &2 (3.5)

que es la representacion buscada, pues cada fraccién es un entero. Si p dividiera al

otro factor, es decir, a (bc + ad), se puede elaborar un argumento similar, empleando

la otra identidad de Brahmagupta-Fibonacci. [
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Paso 3. 5% un ndmero representable n es divisible entre un entero m que no puede

n
m

ser escrito como suma de cuadrados, entonces el cociente * posee algun factor que

tampoco es representable.

Qg

;> entonces

Demostracién. Suponga que la factorizacion en primos de I es Hle P
n = m[[r, p®. Sicada p; es representable en la forma (1,0, 1), entonces se podria
dividir de manera sucesiva la expresién anterior entre cada uno de ellos (repitiendo «;
veces a cada p;) vy, por el paso 2, los cocientes obtenidos serfan todos representables,
hasta llegar al propio m, que también deberia serlo. Esto contradice la hipétesis hecha
sobre m, por lo que resulta ineludible que al menos uno de los p; no puede ser escrito

como suma de dos cuadrados. [

Paso 4. Sia,b son primos relativos, entonces todos los factores de n = a* + b* son

representables en la forma (1,0,1).

Demostracion. Aqui es donde se necesita el descenso infinito. En este paso se considera
un m que sea factor de n. Mediante el algoritmo de la divisién (empleando un cociente

ligeramente mayor al usual, de ser necesario) se puede escribir
a=qgm=*c b=gmtd (3.6)

donde ¢, d son enteros no negativos tales que ninguno de ellos es mayor a 4. Sustitu-

yendo estas expresiones en la definicién de n se obtiene
n=(gmEc)?+(pmEd?=gm?£2gme+c+gGm? £2¢md+d> = Am+c* +d°

Aqui, A es el numero que queda después de extraer el factor comtin m a todos los
términos que lo poseen explicitamente en la férmula anterior. Puesto que ¢ + d? =
(n — Am) es una combinacién lineal de multiplos de m, se concluye que m | ¢* + d2.

Sea r tal que
A4+ d*=rm (3.7)

Si ¢, d no fueran primos relativos, entonces MCD(c, d) no puede dividir a m, de
lo contrario, por (3.6), MCD(c, d) dividirfa simultdneamente a los nimeros a, b, que
segtin el enunciado son primos relativos. Como (MCD(c,d))? | ¢ + d?, forzosamente

(McD(c,d))? | . Esto quiere decir que cada término de la ecuacién (3.7) puede ser
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dividido entre (MCD(c, d))?, y seguirfan siendo enteros. Haciendo tal divisién se obtiene
una expresién del tipo e? + f2 = sm, donde e, f son primos relativos, y s estd acotado
por la siguiente desigualdad.

Sm:€2+f2§62+d2§(%)24_(%)2:17%2:>8§

B m

N [=

Si ¢, d fueran desde un principio primos relativos, entonces pueden ser usados
directamente, en lugar de obtener los nimeros e, f. Ahora bien, si m no pudiera ser
escrito como la suma de dos cuadrados, entonces, por el paso 3, existe un factor de s
que tampoco es representable, llamesele moy. Note que my < s < %m. Un argumento
andlogo puede ser fabricado en el cual se reemplazan todas las instancias de m por
mg, originando un mg. Este mecanismo, iterado indefinidamente, genera un descenso
infinito, pues cada m; es menor en tamano que el anterior, pero todos ellos son
positivos. Claramente esto es imposible, asi que m tiene que tener una representacion

como suma de dos cuadrados. U

Paso 5. Todo primo de la forma 4k + 1 es suma de dos cuadrados.

Ser de la forma 4k + 1 significa lo mismo que ser congruente con 1 en el médulo
4, asi que éste es el paso final. Antes de llevar a cabo la demostracion, es menester

familiarizarse con un teorema de Lagrange.

Teorema (méximo numero de raices). El nimero de soluciones de una congruencia
polinomial de grado g en el mdodulo p primo, elegidas de entre el sistema completo de

residuos {0,1,2,...,p— 1}, es a lo sumo g.

Este teorema se sigue del hecho de que los enteros en un médulo primo confor-
man un campo, y un polinomio de grado g definido sobre un campo tiene a lo sumo
g raices. Es el andlogo en congruencias del teorema fundamental del Algebra para
los reales. Se puede consultar casi cualquier libro de Algebra Moderna, por ejemplo,

Hernstein [19], para investigar la teoria subyacente de este teorema.

Demostracién del paso 5. Por el pequeiio teorema de Fermat se sabe que 2** = 1

(mdd p), para cada z € Z que sea primo relativo con p. Restando 1 de ambos lados y
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factorizando la diferencia de cuadrados que resulta, se tiene la congruencia polinomial
(3.8) en la variable z, que posee 4k raices distintas (soluciones en el sistema completo

de residuos), pues la clase del cero es la tinica que no anula al polinomio.

(2% 4+ 1)(2* —1) =0 (mdd p) (3.8)

2k —1 =0 (méd p) tiene a lo sumo 2k raices, debe haber

Como la congruencia z
residuos dentro del sistema completo que no anulen al factor (2% — 1). Sea r uno de
ellos, entonces p no divide a (72* —1), y como 0 < r < p, se deduce que r, p son primos
relativos. Pero r si es raiz de , asi que p debe dividir al otro factor, a (r?* 4 1).
Como este factor es una suma de cuadrados, el paso 4 aplica y se concluye que p es

representable en la forma z? + 4% O

Teorema 7 (representabilidad). Un nimero n es representable en la forma (1,0, 1)
si, y solo si, ningun primo congruente con 3 en el modulo 4 aparece elevado a una

potencia impar en la factorizacion en primos de n.

Demostracion. Supéngase primero que n es representable, v sea n = a? 4 b* su repre-
sentacién. Note que (MCD(a, b))? es divisor de n, asi que es posible dividir cada término
de la ecuacién entre ese factor, para obtener una expresién del tipo m = ¢® 4 d?, don-
de ¢, d son primos relativos. La divisién entre (MCD(a,b))?, que transforma n en m,
conserva la paridad de los exponentes de la factorizaciéon en primos de n, con la po-
sibilidad de que algunos de ellos se hayan convertido en cero, pero solo si eran en un
principio pares. Todos los primos con exponente impar siguen estando presentes en
m. Por el paso 4, todos estos primos deben ser representables, y ya se ha probado que
ningiin primo congruente con 3 en el médulo 4 lo es, asi que ninguno de ellos podia

tener originalmente un exponente impar.

Ahora supéngase que todos los primos congruentes con 3 en el médulo 4, que
aparezcan en la factorizacién en primos de n, lo hacen con exponente par. Sea r el
maximo cuadrado perfecto que sea divisor de n. Se tiene que r posee una represen-
tacion trivial en la forma (1,0,1) (anulando una de las variables). Ademas, por el

paso 5, todos los primos congruentes con 1 en el médulo 4 son representables. Sean
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P1, P2, - - -, Dk los primos que tienen exponente impar en la factorizaciéon de n (todos
ellos son congruentes con 1). Usando las representaciones de r y los p; se puede cons-
truir una para n, ya que n = rpips ... pg. Lal construccion se lleva a cabo mediante

alguna de las identidades de Brahmagupta-Fibonacci (o ambas). [

3.2.3. Cantidad de representaciones

Sea C una identidad de cerradura para la forma q = (a, b, ¢). Si los nimeros f, g
tienen las representaciones (f1, f2), (g1, 92), respectivamente, al proceso de construir
una representacion (n, ny) para el nimero n = fg, a través de la cerradura C aplicada

a (f1, f2), (g1, g2), se le lamaré composicion de representaciones, y se denotara por

(f1, f2) [¢] (g1, g2) = (1, m2)

Por ejemplo, para la forma (1,0, 1), si C; representa la primera de las identidades de

Brahmagupta-Fibonacci, se puede escribir:

(2,5) 1] (11,3) = (22 — 15,6 + 55) = (7,61)

Es importante tener presente que las transformaciones simétricas pueden ser
aplicadas tanto a representaciones como a cerraduras. Se evitaran los paréntesis al
transformar cerraduras, esto es, se escribird [7:¢], en lugar de . La interrelacién
de las transformaciones simétricas con la composicién de representaciones es intrin-
cada, tal como lo muestra la siguiente identidad, que puede ser probada mediante un

sencillo calculo.

Ta2(f1, fo) (91,92) = (f1, f2) 73(91792)

Es razonable suponer que las representaciones de un niimero compuesto n en la
forma (1,0, 1) se pueden obtener mediante la composicién de las representaciones de
sus factores. Se vera que, al menos para algunos factores, es verdadero. Identidades
como la anterior hacen pensar que probablemente no sea necesario usar las ocho

cerraduras, sino que basta con una sola, o tal vez una de cada clase, por ejemplo
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las de Brahmagupta-Fibonacci. Al menos, mediante el paso 2, se puede asegurar que
si el nimero posee divisores congruentes con 1 en el médulo 4, entonces todas sus
representaciones se pueden obtener de ciertos niimeros menores que lo dividen. En el
listado generado por todas las composiciones habra repeticiones, pero al menos ofrece

un método para encontrarlas a todas.

Lo que falta es determinar el niimero de representaciones que poseen los bloques
de construccion basicos: un bloque por cada primo de la forma 4k+1, y un sélo bloque
conformado por el resto de la factorizacion. El primer paso es hallar el nimero de
representaciones que tienen los primos. El 2 tiene 4 representaciones que pertenecen
a la misma clase, es decir, R(2) = 4,R(2) = 1. Los teoremas que se enuncian a

continuacion se encargan del resto.

Teorema 8 (unicidad de representacion). Si p es un primo tal que p =1 (méd 4),
entonces R(p) = 8, R(p) = 1. En otras palabras, p tiene una tnica representacion,

salvo transformaciones simétricas.

Demostracion. La igualdad R(p) = 8 se sigue inmediatamente de R(p) = 1, asi que
s6lo se mostrard la segunda. Supéngase que (a, b), (¢, d) son dos representaciones del
primo p, tales que a,b,c,d son enteros positivos que cumplen a < b,d < ¢ (este
orden es conveniente para la demostracién). Como p es divisor de si mismo, es posible
argumentar que p divide a (bc — ad)(bc + ad), ya que puede tomarse n = p en (3.4)).
Debido al orden elegido, cada uno de estos factores es un entero positivo y, como p

es primo, debe dividir a alguno de ellos. Note que
plbctad =
p<bct+ad =

a’ + b < be+ad, A+ d*<be+ad

Sumando las dos desigualdades anteriores, y pasando todos los términos al

miembro izquierdo resulta
@’ F2ad+d+V F2bc+c* <0 =
(aFd)?+(bFc)? <0
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Y la ultima desigualdad sélo puede darse si cada cuadrado se anula. Como los nimeros
a, b, ¢, d son todos positivos, el signo F debe ser negativo, y entonces, el hecho de que

se anulen los cuadrados implica que las representaciones son equivalentes. [l

Lema 9. S el numero representable m es compuesto y tal que todos sus factores pri-
mos son congruentes con 3 en el modulo 4, entonces m posee una unica representacion

independiente, y cuatro en total.

Demostracion. Cada uno de los factores primos de m debe estar elevado a una po-
tencia par, asf que m es un cuadrado perfecto, témese m = (2, y una de sus represen-
taciones es ((,0). Sea (£,n) una representacién cualquiera de m en la forma (1,0, 1),
luego £2+n? = (2, de donde (£, 7, () es una terna pitagérica. Dicha terna no puede ser
primitiva, de lo contrario &, serian primos relativos, y por el paso 4 de la pagina 73],

los factores primos de m deberian ser representables, lo cual constituye un absurdo.

Dividase la terna entre MCD(,n), para obtener la terna primitiva correspon-
diente (&0, 10, (o). Note que (&, 10) es una representacién para el nimero mg definido
por m Si hubiera un primo que fuera divisor de my, ese primo seria divisor de
m y, por lo tanto, serfa congruente con 3 en el médulo 4. Como MCD(&y,70) = 1, el
mismo paso 4 aplicado a mg implica que éste no puede tener divisores primos. Por la
definicién de mq se deduce que la terna original era trivial, esto quiere decir que en la
representacion (£,7), una de las componentes se anula, y todas las representaciones

de ese tipo son transformaciones simétricas de (¢,0). O

Teorema 9. Sin = 2%-m, donde m es como en el lema anterior y o € Z™, entonces

n posee una representacion independiente y cuatro en total.

Demostracion. Sea (£,n) una representacion de n como suma de dos cuadrados, tal

que &,n € N y ordénense de forma que & > n. Es necesario que &, 7n tengan la misma

paridad, para que £2 4+ n? = n sea par, como en el enunciado. Lo anterior justifica la

existencia de a,b € N tales que (£,7) = (a + b,a — b). Como n € N, se tiene a > b.
n

Se propone que (a,b) es una representacion para el nimero %, una que cumple los

78



Capitulo 3. Z-FORMAS: ENFOQUE INTUITIVO

mismos criterios de orden: a > b, y signos: a,b € N, que cumplia (£, 7). La prueba de
esta propuesta radica en la siguiente férmula, en la que (a® + b*) ocupa el papel de

%,y que puede ser verificada por simple expansion.

2(a* + %) = (a+b)* + (a — b)?

La eleccién inicial de orden y signos para (£,7) se hace con el propésito de pre-
cisar un unico elemento de cada clase de representaciones. El procedimiento anterior
puede iterarse, y con cada repeticion el nimero n pierde otro factor 2, hasta que queda
solamente el nimero m. Segtin el lema anterior, m solamente posee la representacion
independiente (1/m,0), y esta unicidad se transmite paso a paso en las iteraciones,

hasta alcanzar al namero n. O

Los teoremas [§ y [0 son esos bloques de construccién que fueron mencionados
al principio, y a partir de ellos se pueden fabricar todas las representaciones de un
nimero compuesto, mediante la composiciéon. Cabe senalar que se puede obtener una
demostracion alternativa para el ultimo teorema si se aplican las iteraciones de dos

en dos, forma en la cual resultan mas naturales:
4a®>+b*) =2[(a+b)*+(a—b)?=(a+b+a—b?+(a+b—a+b)?=(2a)+ (2b)*

Para llevar a cabo la primera iteracién doble, el nimero n debe ser tal que « sea
mayor o igual a 2, ya que cada iteracién divide a n entre 4. Estudiando la ecuacion
2%m = £2 4+ n? localmente en el médulo 4, se concluye que &, 7 son pares en este caso,

n

y asi pueden tomarse (£,7) = (2a,2b), donde (a, b) es una representacion para j

Este procedimiento se debe subdividir en casos, segin la paridad de a. Uno
de ellos requiere como paso final el lema [9} El otro exige una representacién de 2m.

Como m es un cuadrado perfecto, eso sugiere estudiar la ecuacion diofantina
2y? = 2% + 2?

Note que las soluciones son ternas (z, y, z) tales que sus cuadrados estan en progresién

aritmética, pues al despejar y? se tiene que este cuadrado es el promedio de los
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otros dos. En el capitulo 5, en la seccién sobre la forma 2% + 32, se investigard cémo
generar todas las soluciones de dicha ecuacién. Ese conocimiento puede ser utilizado
para completar este esquema de demostracién, verificando que 2m tiene una unica
representacion independiente. Como dato curioso, se puede probar que las sucesiones

aritméticas de cuadrados mas largas son precisamente las de tres términos.

e

En otro orden de ideas, si lo que resulta de interés es el nimero de representacio-
nes, aunque no se especifique cuales son, Jacobi encontré una férmula muy interesante
para calcularlo, mediante el estudio de una funcién eliptica que él propuso. Aqui se
enuncia su teorema sin demostracion, pues las técnicas requeridas escapan del marco

propuesto inicialmente.

Teorema de Jacobi. Si d;(n) representa la cantidad de divisores de n que sean

congruentes con i en el modulo 4, entonces

(1,0, 1) R(n) = 4[di(n) — d3(n)]

Una manera alternativa de escribir este resultado es la siguiente. Si n tiene una

factorizacion en primos como la siguiente

k 0
n = 290 sz‘ai H qi%’i
=1 =1

donde los p; son primos congruentes con 1 en el moédulo 4, en tanto que los ¢; son
congruentes con 3; entonces la cantidad de representaciones de n como suma de dos
cuadrados estd dada por

k

(1,0, ) R(n) = 4] (s +1)

i=1
Por ejemplo, si n se factoriza como 27-3*- 5772133, primero se revisa que los primos
de la forma 4k + 3 tengan exponente par, y luego se usan los exponentes de los de la

forma 4k + 1 para hallar el niimero de representaciones: R(n) = 4(9+1)(3+1) = 160.
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También resulta sumamente interesante estudiar el comportamiento global de
R(n) en términos de su valor promedio. Cuando un conjunto de niimeros es infinito,
existen varias formas de definir un promedio aritmético, la mas natural de ellas es la

suma de Cesdro.

Definicién (suma de Ceséro). Sea (a;);ez+ una sucesién de nimeros reales. La n-
ésima suma parcial de Cesdro s, esta definida por s, = %Z?:l a;, es decir, s, es el
promedio de los primeros n términos de la sucesién. Se puede considerar una nueva
sucesién conformada por las sumas parciales de Cesaro (s,)nez+. Si ésta es conver-
gente, entonces su limite S es llamado suma de Cesdro de la sucesién original. En
simbolos, se tiene que S = 71113()10 [% > ai}, siempre que el limite exista.

Gauss demostré que la suma de Cesaro de la sucesion (ﬁ(z) )ieZ . existe, y vale
7. Este resultado se hace un poco menos sorprendente si se considera que la ecuacién
diofantina 2% + y? = n describe a los puntos de coordenadas enteras en una circun-
ferencia centrada en el origen, que tiene radio y/n. En la prueba, sin embargo, se
requiere més rigurosidad. Bésicamente, se debe probar que > | R (i) es una aproxi-
macién al drea del circulo de radio \/n, que mejora relativamente conforme n crece.
Dicha suma calcula el niimero de puntos reticulares, es decir, puntos con coordenadas

enteras, que hay en el interior o borde de la circunferencia mencionada.

El problema de determinar, en términos de n, una férmula para el niimero
de puntos reticulares en el circulo llegé a conocerse como «el problema del circulo
de Gauss». El demostré que el error al aproximar el drea del circulo de radio /n,
mediante la suma > ¢ R(i), es menor o igual a 21v/2n + 2, en valor absoluto
(véase el problema [25|en el apéndice D). En otras palabras, Gauss encontré una cota
de error del orden de n'/? para esa aproximacién. Dividiendo entre n se puede inferir

que la n-ésima suma de Cesaro de la sucesién (R(z) ) se aproxima al limite 7, al

i€Zt
menos a una rapidez del orden de n~'/2, explicitamente dada por

ﬂ—%iﬁ(i) g%ﬁﬂ% (3.9)
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Segun las fuentes consultadas, la mejor cota de error conocida es del orden de
n~131/416 "y fue propuesta por Huxley [21] en el 2003. En la ﬁgur se ha marcado
marcado con lineas punteadas la cota que se deriva del trabajo de Gauss, en tanto
que las curvas continuas representan una tentativa cota del orden de e~ In/3 para la

rapidez con que la sucesion de sumas parciales de Cesaro se aproxima al limite 7.

Figura 4. Sumas parciales de Cesaro de (1,0,1) R(n)

: n
0 100 200 300 400

Fuente: elaboracién propia, mediante Wolfram Mathematica 8, Inkscape y Geogebra 4.

3.3. La forma z? + zy + y2

Para usar el método de las exhaustiones, el paso inicial es determinar todas las
representaciones de la unidad. En esto hay notar que la forma es simétrica respecto
a Ti,T1,Ts v Ts. Considérese entonces la ecuacién diofantina z? + zy + 3> = 1.
Los casos en que = vale 0 o 1 devuelven de manera trivial las representaciones
(0,1),(0,-1),(1,0),(1,—1), y aplicindoles las transformaciones simétricas resultan
dos nuevas: (—1,0),(—1,1). Se demostrard que estas seis representaciones son las
Unicas, para ello suponga que ninguna de las variables vale 0 o 1. Las variables

deben tener signo distinto, de lo contrario la expresién x? + xy + y* serfa mayor
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que 1. Sin pérdida de la generalidad, asuma |z| > |y| > 1. En tales circunstancias,

2?2 + a2y +y? > a? — 22 4+ y? = y? > 1, asf que no hay otras soluciones.

3.3.1. Cerraduras

Como la forma (1,1, 1) tiene discriminante negativo, todas sus cerraduras son
reducidas. Una vez mds se recurre a la tabla] VI para generar el sistema de las cerra-

duras, desglosado en los bloques 2, tu y u?. Inmediatamente después se lleva a cabo
la exhaustién menor del bloque t2, en la tabla VIII

( 1 = hi+hik+Fk (R-1)
bloque 12 1 = 2h1h2 + hle + hgkl + 2/{31/{32 (R—2)
1 = h% + hokq + ]{fg (R—3)
1 = 2h1h3 + h1k3 + hgk'l + 2/{31/{33 (R—4)
sistema bloque tu L = 2(hha+haohs) + hika + haki+
4 hgk?g + h3k’2 + 2(k1k4 + k?gk‘g) (R—5)
1 = 2hohs + hoks + hake + 2koks (R—G)
1 = W2+ hks + k2 (R-7)
bloque u2 1 = 2h3h4 + h3k4 + h4k‘3 + 2]€3k54 (R—8)
\ 1 = hi+ hska+ k3 (R-9)
Tabla VIII. Exhaustién menor de las cerraduras de (1,1, 1)
(hl, kl) (hz, kg) 2h1h2 —|— h1k2 + hzkl —|— 2k1k2 solucién
(+1,-1) (+1,-1) +2
(+1,-1)  (+1,0) +1 v
(+1,-1) (-1, 0) -1
(+1,-1) (—1,41) —2
(+1,-1) (0,41 -1
(+1,-1) (0,-1) +1 v

continda
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2h1h2 —|— hlkz —|— hzkl —|— 2k1k2 solucién
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Fuente: elaboracién propia.
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Las doce soluciones marcadas en la exhaustién anterior, también pueden ser

utilizadas en el bloque u?,

por lo que hay 144 maneras de elegir soluciones para

ambos bloques. La exhaustiéon mayor (Apéndice A.2), revisa cuéles de esas opciones

son soluciones (hy, ho, hs, ha; k1, ks, ks, k4) para el sistema global. Sobreviven éstas 24,

que pueden ser agrupadas en seis clases:

(+1,4+1,+1, 0;—1, 0, 0,+1) (+1,+1, 0,+1;-1, —-1)
(=1,—1,—1, 0;+1, 0, 0,—1) (=1,—-1, 0,—1;+1, 0+1 +1)
(-1, 0, 0,+1;+1,+1,+1, 0) (-1, 0,—1,—1;+1,+1, 0,+1)
(+1, 0, 0,—1;—-1,—1,—-1, 0) (+1, 0,+1,+1;-1,—1, —-1)
(+1,4+1, 0,+1; 0,—1,+1, 0) (+1,+1,+1, 0; 0,—1,—1,—1
(-1,-1, 0,—1; 0,+1,—-1, 0) (—=1,—-1,-1, 0; 0,+1,+1,+1
( 0,—1,+1, 0;+1,+1, 0,+1) ( 0,—1,—1,—1;+1,+1,+1, 0
( 0,+1,—1, 0;—1,—-1, 0,-1) ( 0,+1,+1,+1;—1,—1,—1, 0
(+1, 0,+1,+1; 0,+1,—1, 0) ( 0,+1,4+1,+1;+1, 0, 0,—1)
(-1, 0,—1,—-1; 0,—1,+1, 0) ( 0,-1,-1,—-1;-1, 0, 0+1)
( 0,+1,-1, 0;+1, 0,+1,+1) (+1, 0, 0,—1; 0+1 +1 +1)
( 0,—1,+1, 0;—1, 0,—1,-1) (-1, 0, 0,+1; 0,— -1)

Tomando la primera solucién de cada clase como representante, se tienen las

siguientes seis cerraduras independientes:

(8 + tu + u?) (v? + vw + w?) =

tv + tw + uv)? + (tv + tw + uv)

tv + tw + uw)? + (tv + tw + uw)(—

tv + tw + uv)? + (tv + tw + uv)

(=
)
)
(=
)

tv + uw) + (—tv + uw)?

(—tw 4+ uv) + (—tw + uv)?

tw — uv — uw) + (—tw — uv — vw)

tv + uv + vw)? + (tv + v + ww) (tw — wv) + (tw — uv)?

(
(
(tv + tw + vw)? + (tv + tw + uw
(
(
(

tw + uv + uw)? + (tw + uv + vw) (tv — vw) + (tv — uw)?
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Aqui se observa nuevamente que la cantidad de cerraduras independientes es la
misma que el nimero de representaciones de la unidad. Es una agradable sorpresa
el encontrarse con seis cerraduras, pues pone de manifiesto propiedades interesantes.
Algunos pares de cerraduras comparten totalmente un polinomio homogéneo, tal es el
caso de (Ca) y (Cs), que comparten al polinomio (tv+uv+wuw), mientras se identifique

a éste con su negativo.

Si se dibuja un grafo con los nombres de las cerraduras como vértices, uniendo
dos de ellos con una arista cuando compartan un polinomio homogéneo, se obtienen
dos tridngulos separados. Ademads de esto, las cerraduras se transforman en otras
haciendo intercambios de variables. Por ejemplo, (C;) se convierte en (Cs) al hacer el

intercambio ¢ <> u. La figurg 5| resume todas las relaciones halladas al analizarlo.

Figura 5. Multigrafo de las cerraduras de (1,1,1)

Comparten un
polinomio homogéneo

t— u,
Ve w

t—u

Fuente: elaboracién propia, mediante Geogebra 4.
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3.3.2. Representabilidad

Lema 10. Si un nimero n puede ser escrito en la forma x + 3y?, entonces también
puede ser escrito en la forma x® + xy +y%. Sin es miltiplo de 4, entonces el recipro-
co también es vdlido, esto es, si n se puede escribir en la sequnda forma, entonces

también en la primera.

Demostracion. Sea T la transformacién definida mediante

(z,y) = (X,Y)
X =2
Y=x—-y

La identidad z? + 3y* = (2y)* + 2y)(z —y) + (r — y)* = X* + XY + Y? muestra
que la transformacién T convierte representaciones (z,y) de la forma (1,0,3), en

representaciones (X,Y'), correspondientes a la forma (1,1, 1).

Para la segunda parte, mediante un analisis en el médulo 4 se concluye que z,y
deben ser pares, para que 22+ zy+y?* sea miltiplo de 4. La identidad 4(2®+xy+y?) =
(22)% + (22)(2y) + (2y)? = (22 +y)? + 3y?, es todo lo que se necesita para inspirar la

definicion de una transformacion analoga. [

Como se ha dicho anteriormente, Euler extendié los métodos para sumas de dos
cuadrados, logrando abarcar la representacién de primos en la forma z? + 3y%. Su

esfuerzo queda resumido en el siguiente resultado.

Teorema de Euler (primos de la forma z? + 3y?). Un primo p es representable en

(1,0,3) si, y sélo si, p no es congruente con 2 en el mddulo 3.

La técnica es la misma que la usada en la seccién anterior, pero ponerla en
practica en este nuevo contexto conlleva nuevas dificultades, hay que tomar en cuenta

que a Euler le tom6 varios anos completar la prueba. También es un poco mas larga,
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asi que solo se senalara el camino que se debe seguir para llevarla a cabo, por motivos
de espacio y también porque no aporta nada radicalmente nuevo al arsenal de méto-
dos. Se recorreran con Fuler los pasos clave, y luego se retornara al tema principal,
que es la forma 2% + xy + y?. Antes de ello, una definicién més se hace necesaria por

el frecuente uso.

Definicién (representacién propia). Si (a,b) es una representacién del nimero n en
una forma cuadratica q, tal que MCD(a, b) = 1, se dice que (a, b) es una representacion

propia de n en esa forma.

Bosquejo de la demostracion. La prueba se desglosa nuevamente en dos proposiciones
principales, descenso y reciprocidad, que se demuestran siguiendo los mismos pasos

empleados para la forma 22 + 2. En lo que sigue, p es un primo impar arbitrario.

Descenso: Si p divide a un nimero n que posee una representacién propia en la

forma x? + 3y?, entonces p también es (propiamente) representable.

Reciprocidad: Si p = 1 (mdéd 3), entonces p es divisor de algin n que es propia-

mente representable en la forma z% + 3y2.

Los pasos 1 al 4 de la demostracién de Euler para (1,0,1) serviran de guia
para fabricar una prueba del descenso. Deben emplearse ahora las identidades de
Brahmagupta correspondientes, y utilizar el médulo 3 en lugar del 4, estas diferencias
son faciles de notar. Lo que puede constituir una complicacién mas sutil, es que el
primo 2 no es representable, y por ello se exige que p sea un primo impar. Esto es
problemético en el paso 3, en el que se debe considerar un m impar, y se tiene que

generar un factor de =, también impar, que no sea representable.

En el paso 5 se necesita ingenio para lograr la modificacion. Suponiendo que
p =3k + 1, donde k£ € N, el siguiente polinomio es jugara el papel de aquél que fue
empleado en la congruencia (3.8) de la pagina [75]

4z — 1) = (F = 1) (22" + 1)2 +3-1?) (3.10)
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Se emplea una vez mas el pequeno teorema de Fermat, y el teorema de Lagrange
sobre la cantidad de raices de una congruencia polinomial, para deducir que existen
numeros que anulan al segundo factor en el médulo p. Pero este factor es la repre-
sentacién propia de algin nimero en la forma (1,0, 3), asi que puede concluirse via

el paso 4, al igual que antes. [

Teorema 10. Un primo p es representable en la forma x® + xy + y?* si, y sdlo si, p

no es congruente con 2 en el modulo 3.

Demostracion. Primero nétese que 3 = 12 + 1 -1 4 12, En virtud del lema (10 y el
teorema de Euler, lo tinico que falta probar es que los primos congruentes con 2 en
el modulo 3 no son representables. Basta una inspeccion local de todos los casos en
dicho médulo para concluir que la congruencia z? + xy + y*> = 2 (méd 3) no tiene

soluciones y, por lo tanto, estos primos no tienen representacién. [

Los argumentos de la seccién anterior pueden ser modificados y resulta que, para
que un numero compuesto sea representable en la forma (1,1,1), no debe aparecer
en su factorizacién en primos uno que sea congruente con 2 en el médulo 3, elevado
a una potencia impar. La cantidad de representaciones es algo que también puede
ser estudiado siguiendo los lineamientos que ya se han presentado. Se omitiran estos
detalles para pasar a otros temas que resulten mas atractivos, puesto que tratan sobre

conceptos que aun no han sido tocados.

Para cerrar el capitulo cabe decir que los métodos expuestos pueden ser usados
en el estudio de una familia pequena pero importante de formas cuadraticas. Entre
los resultados adicionales que pueden obtenerse, vale la pena mencionar el caso de las
formas de Pell (1,0, —d), donde d es un nimero natural que no es cuadrado perfec-
to. Puesto que estas formas poseen infinitas representaciones de la unidad, segin lo
expuesto en el marco tedrico, entonces tienen también infinitas cerraduras indepen-
dientes. Las exhaustiones se convierten en un método sin fin, que continia generando
cerraduras conforme se emplean nuevas representaciones. Varios patrones interesantes
pueden ser senalados en la frecuencia y distribucion de las soluciones del sistema de

las cerraduras reducidas (Véase el problema [26] apéndice D).
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Se ha empleado en numerosas ocasiones el método de exhaustion en la generacion
de cerraduras para formas cuadraticas especificas. La pregunta de si todas las formas
cuadraticas poseen al menos una cerradura se responde negativamente, ofreciendo un
contraejemplo. La forma 2z% + 3y* puede representar al niimero 2, pero es incapaz
de representar al 4, y en consecuencia no posee ninguna cerradura (homogénea o de
otro tipo). De inmediato se observa que es una forma cuadratica en la que la unidad

no posee representaciones.

Podria entonces atribuirse la inexistencia de cerraduras a la mencionada ausen-
cia de representaciones para la unidad, pero otro contraejemplo viene a desmoronar
la hipotesis que se habia manejado de que el nimero de cerraduras tiene que estar
ligado con la cantidad de representaciones del 1. La forma 222 + 3zy + 4y? es incapaz

de representarlo, pero posee una cerradura independiente, que es

(2% + 3tu + 4u?)(20* + 3vw + 4w?) =
2(2tw + 2uv + 3uw)? + 3(2tw + 2uv + 3uw)(tv — 2uw) + 4(tv — 2uw)?

No se debe tomar tan a pecho lo anterior. Es perfectamente posible que, para las
formas que si representen a la unidad, exista alguna relacién algebraica entre la can-
tidad de cerraduras independientes, la cantidad de simetrias que posea la forma, y el
nimero de representaciones que posee la unidad (véase la ultima seccién del capitulo,
y el problema apéndice D). Por otro lado, se demostrard mas adelante que todas

las formas que representan a la unidad poseen al menos una cerradura.

Independientemente de ello, un buen punto de partida para la busqueda de
cerraduras generales de una familia de formas cuadraticas, es exigir que todos los
miembros de la familia representen a la unidad. La identidad de Brahmagupta es un
ejemplo de lo que se busca, correspondiente a la familia { (1,0,n) : n € N}, pero se

pretende mayor generalidad.

91



Seccion 4.1. Formas mdénicas en una de las variables

4.1. Formas monicas en una de las variables

Las formas del tipo (1, b, c) o, equivalentemente, (a,b, 1), son llamadas formas
monicas, pues esa palabra se usa para designar polinomios cuyo coeficiente principal,
respecto a alguna de sus variables, es 1. Sin pérdida de la generalidad, considérese
unicamente el tipo (1,b,c). Todas las formas ménicas tienen, por lo menos, dos re-
presentaciones de la unidad: (1,0) y (—1,0). En lo que sigue se modificara el método
de exhaustién para que opere en expresiones algebraicas que dependen de b y ¢, en
lugar de nimeros fijos. Deliberadamente se menguara su alcance para obtener una
cantidad finita de evaluaciones por realizar, pues no es preciso encontrar todas las

cerraduras generales para las formas ménicas, sino por lo menos una.

La primera suposicién es que la cerradura general —si ésta existe— es reducida,
lo cual es razonable pues todas las encontradas anteriormente son de esta clase. Ahora
bien, el plan es considerar expresiones del tipo pia + pob + psc = py + pob + psc
para que ocupen el lugar de cada coeficiente h;, k; en las exhaustiones. Un polinomio
homogéneo lineal es lo mas simple que se puede probar, ademas de esto, las cerraduras
de Brahmagupta cumplen con el criterio, cosa que da esperanza. Para fijar ideas,
se usara el sfmbolo u' cuando se trate de un coeficiente h;, haciendo coincidir el

superindice con el subindice. Para los coeficientes k; se usara /%, esto es
hi = pi + psb + phe
ki = v + vib + vic
Parece poco probable que los coeficientes i, v tengan valores distintos a 1,0, —1,
pues las cerraduras generales deben colapsar en las de Brahmagupta cuando se tome
b = 0. También, si se exige b = ¢ = 1, deberian convertirse en algunas de las 24
cerraduras de la forma cuadréatica (1,1,1), que no involucran coeficientes mayores

que 1, o menores que —1. Esta ultima condicién logra limitar la busqueda a una

cantidad finita de evaluaciones: jsolamente son 32!

Afortunadamente, las ecuaciones R-1, R-3, R-7, R-9 (ver abajo) del sistema de

cerraduras reducidas sélo involucran dos coeficientes cada una, y son independientes
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de las otras, asi que puede aplicarse la exhaustion a cada una de ellas por separado.
Aun asi, se trata de la considerable cantidad de 729 evaluaciones por cada ecuacion.

Sin embargo, es posible hacer una suposicion adicional que simplifique el trabajo.

Se asumira que para cada h;, al menos dos de las tres /Jé» se anulan, y lo mismo
para los k;. La evidencia a favor la constituyen nuevamente las cerraduras que han sido
halladas previamente. De lo contrario, algunos de los coeficientes h;, k; podrian tomar
valores mayores en valor absoluto que 1 en las formas (1,0, —1),(1,0,1),(1,1,1), a
menos que se den condiciones especiales en los signos de los u, v, que son engorrosas de
traducir a un algoritmo para que una computadora lleve a cabo los célculos. Asi que se
trabajara con la iltima suposicion, y si esto fallara, debe retornarse a las exhaustiones
mas largas. jSe ha reducido el trabajo a 49 opciones por ecuacién! con la esperanza de
que sean suficientes. Para contextualizar, el sistema de ecuaciones de las cerraduras

reducidas para una forma moénica es

( 1 = hi+bhiky + cki (R-1)
bloque t? b 2h1 hg + b(hl k’Q + hgl{?l) + 2Cl€1]€2 (R—Q)
¢ = h3+bhoks + ck3 (R-3)
b = 2h1h3+b(h1k’3+h3k’1)—FQCl{lk’g (R—4)
sistema < bloque tu b* = 2(hhathohs) +b(hkthakit
hoks 4+ hska) + 2¢(k1ky + koks) (R-5)
be = 2h2h4+b(h2k’4+h4]€2) +2Cl€2/€4 (R—G)
¢ = hj+ bhsks+ ckj3 (R-7)
bloque u? be = 2hzhy+b(hsky+ haks) + 2cksk, (R-8)
\ ¢ = hi+bhyky + ck} (R-9)

En la tablg IX] se llevan a cabo las 49 evaluaciones, en las que se han omitido
los subindices de los h;, k;, para poder emplear la misma evaluacion en las cuatro
ecuaciones R-1, R-3, R-7 y R-9. As{ por ejemplo, el par (h, k) que resuelva a R-3 se de-
berd interpretar como (hq, ko). Posteriormente se evalia cudles combinaciones resuel-
ven R-2 y R-8, completando la exhaustién que fue apodada «menor» anteriormente,

y por ultimo se realiza la exhaustion «mayor», esto es, la del bloque tu.
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Tabla IX. Primera exhaustién algebraica para (1, b, c)
h k h? 4+ bhk + ck? R-1 R-3 R-7 R-9
0 0
0 1 c v v
0 —1 c v v
0 b bc
0 —b bc
0 c c?
0 —c c3
1 1 v
1 1 1+b+c
1 -1 1—b+c
1 b 1+ 0%+ b2
1 —b 1 -0+ b%c
1 c 1+ bc+
1 —c 1—bc+c?
—1 1 v
—1 1 1—b+c
—1 —1 1+b+c
-1 b 1—0* + b%c
-1 —b 1+ 0%+ b
-1 c 1—bc+c?
-1 —c 1+ bc+
b b?
b 1 20 4 ¢
b -1 c v v
b b b + 0 + b3c
b —b b? — b + b3c
b c b2 + b%c + ¢
b —c b2 —b?c+c3
contintia
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h k h? + bhk + ck? R-1 R-3 R-7 R-9
—b 0 b?
—b 1 c . v v
—b -1 262 + ¢
—b b b? — b + b
—b —b b+ b3 + b
—b c b2 —bic+c3
—b —c b2 + b’c+ 3
c 0 c? v
c 1 ¢+ bc + c?
c -1 c—beH+c?
c b 2b%c 4 2 - - : -
c —b c? . . . v
c c 2+ bc®+ ¢
c —c 2 —bc®+c3
e 2 v4
—c 1 c—be+c?
—c -1 ¢+ be+ c? .
—c b c? : : : v
—c —b 20%c + ¢?
—c c 2 —bct+c3
—c —c c? +bc? 4 ¢

Fuente: elaboracién propia mediante Wolfram Mathematica 8.

La tabla anterior se interpreta de la siguiente manera. Si el par (h, k) toma,
por ejemplo, los valores (b, —1), entonces el cheque en la columna R-7 indica que las
expresiones siguientes son candidatas para (hs, k3).

hy = pi} + p3b + pze = (0) + (1)b + (0)c
ks = U2+ vdb+ vdc = (—1) + (0)b + (0)c

Ahora, en la table X] se verificara cudles parejas de soluciones de R-1 y R-3 cumplen

con R-2, y justo después se llevara a cabo una revisiéon analoga para R-8.
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Tabla X. Segunda exhaustién algebraica para (1, b, c)
hq kq ho ko 2h1hy + b(hiks + hoky) + 2cki ko R-2
1 0 0 1 b v
1 0 0 —1 —b
1 0 b —1 b v
1 0 —b 1 —b
-1 0 0 | —b
-1 0 0 —1 b v
—1 0 b —1 —b
~1 0 —b 1 b v
hs ks hy ky 2hshy + b(hsky + haks) + 2cksky R-8
0 1 c 0 be v
0 1 c —b —be
0 1 —c 0 —be
0 1 —c b be v
0 -1 c 0 —be
0 -1 c —b be v
0 -1 —c 0 be v
0 -1 —c b —be
b -1 c 0 be v
b -1 c —b —b% + 3bc
b -1 —c 0 —be
b 1 —c b b® — 3be
—b 1 c 0 —be
—b 1 & —b b® — 3be
—-b 1 —cC 0 be v
—b 1 —c b —b3 + 3be

Fuente: elaboracién propia mediante Wolfram Mathematica 8.
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Hasta el momento no ha fracasado el método, pues la tabla anterior muestra
cuatro soluciones (hy, k1, ho, ko) para el bloque 2, y seis soluciones (hs, k3, hy, k4) para
el bloque u2. Se dispone entonces de 24 candidatos (hy, ki, ho, ko, hs, k3, ha, ks) para
soluciones globales, y falta revisar si alguno de ellos cumple con el bloque tu. Dicha
revisién es llevada a cabo en la tablg XI. Nétese que si existiera en la tabla alguna
solucion al sistema, se deben reordenar las variables, colocando las h; al principio del
octeto y dejando las k; al final, para tenerlas en el formato que se ha manejado hasta

ahora, y que se traduce inmediatamente en las cerraduras.

Tabla XI. Exhaustién algebraica final para (1, b, c)

hi ki hy ks hsy ks hy ky R-4 R-5 R-6 v
1 0 0 1 0 1 c 0 b 4c bc .
1 0 0 1 0 1 —c b b b? be v
1 0 0 1 0 -1 c —b —b —b? —bc
1 0 0 1 0 -1 —c 0 —b —4c —bc
1 0 0 1 b —1 c 0 b b? be v
1 0 0 1 —=b 1 —c 0 —b —b? —be
1 0 b -1 0 c b b? be v
1 0 b —1 0 1 —c b b 2b% — 4c b3 — 3bc
1 0 b —1 0 -1 c —b —b —20* +4c  —b® + 3bc
1 0 b —1 0 -1 —c 0 —b —b? —be
1 0 b —1 b —1 c 0 b 4c bc
1 0 b —1 —=b 1 —c 0 —b —4c —be
-1 0 0 -1 0 c 0 —b —4c —bc
-1 0 0 -1 0 —c b —b —? —be
-1 0 0 -1 0 -1 c —b b b? bc v
—1 0 0 —1 0 -1 —c 0 b 4c bc
—1 0 0 —1 b —1 c 0 —b —b? —be
—1 0 0 —1 —b 1 —c 0 b b? be v
contintia
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hi ki hy ks hsy ki3 hgy k4 R-4 R-5 R-6 v
-1 0 =b 1 0 c 0 —b —b? —be

-1 0 —b 1 0 —c b —b —2b% +4¢  —b® + 3be

-1 0 —=b 1 0 -1 c —b b 2b% — 4c b3 — 3bc

-1 0 —b 1 0 -1 —c 0 b b? be v
-1 0 —b 1 b —1 c 0 —b —4c —bc

-1 0 —b 1 —b 1 —c 0 b 4c be

Fuente: elaboracién propia mediante Wolfram Mathematica 8.

iSe han producido soluciones! No serd necesario realizar una exhaustiéon mas
completa. Como todas las formas (1, b, ¢) poseen en comin dos simetrias, se pueden

aparejar las soluciones de la siguiente manera.

1, 0, 0,—c; 0, 1, 1, b)
(=1, 0, 0, ¢; 0,—1,—1,—b)

(1, 0, b, ¢; 0, 1,—1, 0)
(=1, 0,—=b,—c; 0,—1, 1, 0)
(1, b 0, ¢; 0,—1, 1, 0)
(—1,-b, 0,—c; 0, 1,1, 0)

Podrian existir otras cerraduras generales para las formas monicas, pero éstas
son las unicas tales que los coeficientes de sus polinomios homogéneos en las variables
t,u,v,w son monomios en las constantes a, b, c de la forma, de coeficiente 1. Las

cerraduras independientes son:

(12 + btu + cu®) (v? + bvw + cw?) =

. (tv — cuw)? + b(tv — cuw) (tw + wv + buw) + c(tw + uv + buw)? (M)
. (tv + buv + cuw)? + b(tv + buv + cuw) (tw — uv) + c(tw — uv)? (My)
o (tv + btw + cuw)?® 4 b(tv + btw + cuw)(—tw + wv) + c(—tw + uv)? (M3)
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Parece extrano encontrar tres cerraduras independientes para todas las formas
monicas, cuando las formas del tipo (1,0, n), que son mdnicas, poseen solamente dos.
La razén de ello es que la palabra «independientes» cambia de significado conforme
se reduce la cantidad de formas cuadraticas consideradas. Asi, las cerraduras My y

M3 colapsan en una sola cuando se toma b = 0.

Anteriormente se habia observado que las cerraduras de la forma (1,1,1) se
organizaban en trios en mds de una manera (Figura 5). Con la familia ménica, una
vez mas, el nimero tres juega un papel importante, sin embargo, no es el caso que
la ternaridad de la familia sea la responsable de las relaciones expuestas en el grafo.
Las cerraduras M, My, M3 se convierten respectivamente en Cg,Cs,C3, al tomar
b= c = 1. Aqui no se visualiza ningtin patrén obvio. Las formas ménicas en la otra
variable, (a,b,1), poseen también tres cerraduras, pero éstas no se transforman en
las C; restantes al tomar a = b = 1, sino que corresponden a las cerraduras Cy, Cs, Cs,

aumentando el misterio.

4.2. Otras cerraduras

La tricerradura de Arnol’d-Aicardi, que se discutird mas adelante, revelara al
menos una parte del enigma. Aun asi, el esquema general que organiza la intrincada

estructura de las cerraduras permanece oculto en su propia complejidad.

4.2.1. Formas de discriminante nulo

Este tema se incluye en el documento no tanto por su importancia, como por
motivos de completitud. El propdsito es poner de manifiesto un extrano tipo de ce-

rraduras posiblemente exclusivo de la familia de formas con discriminante nulo.

Definicién (forma cuadrado perfecto). Se le llamara Z-forma cuadrado perfecto a

cualquier miembro de la familia { (a?, 2ab,b?) : a,b € Z}.
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Se puede demostrar facilmente que una Z-forma cuadratica binaria es una Z-
forma cuadrado perfecto si, y sélo si, su discriminante vale cero (la necesidad es casi
inmediata, la suficiencia requiere un argumento simple). Muchos autores descartan
las formas cuadrado perfecto por motivo de su trivialidad. Aqui se rescindird de tal
convenio porque dichas formas poseen cerraduras no homogéneas, y esto es algo que

merece ser examinado con mas detalle.

Sean a, b enteros dados. Como su nombre lo indica, una forma cuadrado perfecto
se puede factorizar de la siguiente manera: a*x? + 2abry + b*y* = (ax + by)?. Todas
ellas son cerradas bajo el producto. En virtud de la ecuacién (2.2)) de la pagina

sus cerraduras homogéneas son expresiones del tipo
(at + bu)*(av + bw)* = (aX + bY)?

en la cual X,Y son polinomios cuadraticos homogéneos en las variables t, u, v, w. Si
se multiplican bajo el cuadrado los factores del miembro izquierdo de la ecuacion,
se pueden fabricar facilmente cerraduras homogéneas, factorizando los coeficientes

comunes a, b. Esto se puede hacer de varias maneras, una de ellas es
[(at + bu)(av 4 bw)]?* = [a*tv + abtw + abuv + b*uw]? = [a(atv + btw) + b(auv + buw)]?

donde X = atv + btw, Y = auv + buw. Ahora, recordando la forma en la que se
generan todas las soluciones de una ecuacion diofantina lineal, es valido sumarle a
X y Y expresiones que se cancelen mutuamente al expandir. Sea F' = F(t,u, v, w)
cualquier funcién (no tiene que ser un polinomio), entonces la siguiente también es

una identidad de cerradura:
(at + bu)*(av + bw)* = [a(atv + btw + bF) + b(auv + buw — aF)]?

La expresion anterior engloba cerraduras homogéneas no reducidas, e incluso
cerraduras no homogéneas. En referencia al escolio [3] de la pagina [55] la cerradura
anterior es evidencia de que no existe un teorema general que asegure lo mismo para
todas las formas cuadraticas. Ain si se descartan aquellas que son cuadrado perfecto,
la prueba podria resultar muy elusiva debido a irregularidades como la anterior. Es
un problema abierto el de determinar la existencia de cerraduras no reducidas para

formas cuyo discriminante sea no nulo (véase el problema , apéndice @[)
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4.2.2. La tricerradura de Arnol’d-Aicardi

Segun se vio anteriormente, no todas las formas cuadraticas son cerradas bajo
el producto. De hecho, la evidencia numérica senala que la mayoria de las formas, en
el sentido de la densidad, poseen esta insatisfactoria caracteristica. En sus escritos,
Vladimir Arnol’dﬂ llamé formas perfectas a aquellas que si poseyeran la propiedad de
cerradura, aunque el término fue utilizado por Voronoi a principios del siglo XX, con
un significado distinto [I]. Después de realizar unos cuantos miles de ejemplos numéri-
cos, Arnol’d conjetur6 que todas las formas poseen una caracteristica asombrosa que
él bautizé «la propiedad del trigrupo». El observé que todas las formas parecian

cumplir que el producto de tres niimeros representables también es representable.

Una tricerradura de una forma cuadrdtica q(z,y) = (a,b,c) es una identidad

algebraica del tipo
q(ff’, S) q(t,U) ‘C](U,U]) :q(X,Y) (41)

donde X, Y son polinomios ciibicos homogéneos en las variables 7, s, t, u, v, w. Todas
las tricerraduras no triviales conocidas hasta ahora son tales que el vector (X,Y") de-
pende trilinealmente de los vectores (r, s), (t,u), (v, w). Al igual que con las cerraduras
ordinarias, el nombre se aplicard también a conjuntos de identidades correspondien-
tes a familias de formas. La matematica Francesca Aicardi encontré una tricerradura
asociada a la familia mas general posible, la compuesta por todas las formas cuadrati-
cas, con lo cual demostro la conjetura de Arnol’d. Ya conociendo la identidad hallada
por Aicardi, ésta puede ser demostrada por una simple expansion, al igual que las

cerraduras encontradas previamente para las formas ménicas.

'Vladimir Igorevich Arnol’d (1937 — 2010), nacido en la Rusia soviética, fue uno de los
matematicos més prolificos de nuestros tiempos. A la edad de 19 afios, mientras era estudiante de
Andrey Kolmogorov en la Universidad Estatal de Mosci, Arnol’d demostré que cualquier funcién
continua de varias variables puede ser construida con un nimero finito de funciones de dos variables,
resolviendo de manera parcial el décimo tercer problema de Hilbert. Es considerado el fundador de
la Topologia Simplética y en el 2006 se reporté que poseia el indice de citacién més alto de Rusia.
También es recordado por su sentido del humor. Por ejemplo, al inicio del ano en su seminario,
cuando acostumbraba formular nuevos problemas, dijo en una ocasién: «Hay un principio general
que dice que un hombre estupido puede hacer preguntas tales que ni siquiera cien sabios serian
capaces de contestar. En conformidad con este principio, permitanme formular algunos problemas».
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Teorema 11 (trigrupo). Toda Z-forma cuadrdtica binaria posee la propiedad del
trigrupo, esto es, el conjunto de numeros representables es cerrado bajo el producto

de trios de ellos.

Demostracion. Sea (a, b, ¢) una Z-forma arbitraria. En referencia a la identidad (4.1]),

se pueden definir los polinomios X, Y mediante:

X = artv — csuv + cstw + cruw + briw

Y = aruv + astv + bsuv + csuw — artw

Ahora bien, sustituyendo estos polinomios en (4.1]) y expandiendo ambos miembros se
obtienen dos expresiones de 52 términos cada una, entre las cuales se puede verificar
la identidad. [J

Si se deseara encontrar polinomios X, Y correspondientes a una cerradura para
las formas monicas, sin fraccionar ingeniosamente el sistema mostrado en la pagi-
na [93| para llevar a cabo exhaustiones mas pequenas, sino que se intentara resolver
simultaneamente las nueve ecuaciones, los calculos tomarian aproximadamente una
hora y media, haciendo uso de una computadora de dos ntcleos tal como la empleada

para escribir este documento.

Para lograr lo mismo con la tricerradura, la exhaustion se llevaria a cabo en mas
de 500 aﬁosﬂ asumiendo que no se agotara la memoria, cosa que puede ser evitada con
un cédigo cuidadoso. Si se dispusiera de 1000 computadoras de 24 nicleos, el mismo
calculo se podria llevar a cabo en dias. En vista de ello, el método es aplicable, aunque
no es del todo practico en términos del poder computacional actual. Por supuesto,
haciendo uso del ingenio, los cadlculos son mucho més accesibles, al igual que en el caso

de las formas ménicas, cuyo tiempo de ejecucién se reduce a menos de un segundo.

Arnol’d indica que la tricerradura puede ser empleada para demostrar algunas
proposiciones interesantes relativas a la existencia de cerraduras para familias de for-

mas [4]. Por ejemplo, si una forma q representa al nimero 1, entonces se puede tomar

2Calculo hecho con base en los resultados del comando Timing[] de Mathematica 8, aplicado a
un pequeno fragmento de la exhaustién. Procesador: Intel Core 2 Duo @ 2,93GHz.
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(r,s) como una representacién de la unidad, y la tricerradura (4.1)) se transforma en

una cerradura convencional. Esto demuestra la siguiente proposicién.

Corolario 11. Toda forma cuadrdtica que represente a la unidad es perfecta, esto
es, la multiplicacion de dos niumeros representables en dicha forma también es repre-

sentable.

Aicardi también encontrd una forma matricial de representar a las férmulas para
X, Y propuestas en la demostracién del teorema [I1] Segin la descripcién dada en la
pagina , a cada forma cuadrética q = (a, b, ¢) se le asocia biyectivamente una matriz

b/2
q, como fue planteado en ([2.1]). Si se emplean dos vectores distintos en el producto,

M, = ( y bé 2). Esta matriz puede ser empleada para describir a la forma cuadratica

en lugar de una forma cuadratica se obtiene una forma bilineal simétrica 28,. Para
fijar ideas, dados dos vectores variables x = (x1,23), ¥ = (y1,%2), la forma bilineal

simétrica asociada a la forma cuadratica q actia sobre ellos asi:

By(x,y) =x My y' = (21, 72) <b72 b/z) (yl)

C Y2

= az1y1 + 3(21y2 + 22y1) + 2y

Ahora bien, bautizando r, t, v, X a los vectores (r, s), (t,u), (v,w), (X,Y) respec-
tivamente, entonces la tricerradura se puede escribir como: q(r) - q(t) - q(v) = q(X),

y la férmula matricial hallada por Aicardi es:

X =B,(r,t)v+B,(t,v)r —B,(v,r)t (4.2)

Esta formula es sumamente interesante debido a la antisimetria originada por el
ultimo signo negativo. Si se intercambian ciclicamente los vectores r, t, v se producen
tres tricerraduras distintas. Este hecho, y la propia estructura ternaria de la tricerra-
dura, son causas de las agrupaciones en trios que fueron observadas previamente en
las cerraduras de las formas ménicas. Aun asi, quedan varios problemas sin resolver,

quiza el mas grande de ellos sea el de determinar si existen otras tricerraduras.
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4.3. Otros resultados clasicos e investigaciones modernas

Esta seccion se fundamenta en el documento escrito por A.G. Earnest y Robert
W. Fitzgerald, que se intitula Multiplicative Properties of Integral Binary Quadratic
Forms [13], publicado en el 2009, y el ensayo no publicado Composition and Bhar-
gava’s Cubes, escrito por Florian Bouyer del Instituto Matematico de Warwick, en el
2012. Se incluyen estos temas con el propdsito de ofrecer una vista panoramica del

trabajo que se ha hecho en la teoria de cerraduras, durante los tultimos anos.

Para obtener una mejor apreciaciéon de estos avances, se debe introducir un
concepto cuya menciéon ya ha sido postergada demasiado: la composicion Gaussiana.
A lo largo de la seccidén, con el término forma se hara referencia exclusiva a Z-formas
binarias cuadraticas no degeneradas, esto es, aquellas tales que su discriminante es no
nulo, aunque algunos aspectos aplican también a formas degeneradas. Se enunciaran
varios resultados sin ofrecer demostracion, algunos de los cuales pueden ser hallados

como problemas en el apéndice [D]

Notacion. Si q es una forma, Z(q) denotard el conjunto de ntiimeros enteros repre-

sentables mediante q. A la forma (a, b, ¢) se le llama primitiva si MCD(a,b,c) = 1.

4.3.1. Composicion de formas

Muchos opinan que la composiciéon gaussiana es un verdadero tour de force, un
logro dificilmente igualable para la humanidad, incluso tal vez para el propio Gauss. Si
se quisiera hablar apropiadamente de ella se necesitaria un libro completo, asi que se
limitara el discurso para abarcar algunas generalidades. Una definicién fundamental

para el tema es la del concepto de equivalencia propia.

Definiciéon (tipos de equivalencia). Se dice que dos formas f,g son equivalentes,
denotado § ~ g, si existe una transformacién unimodular 7 (ver seccién [2.4]) que

: - y T :
convierta una en la otra; o, en la notacién de la seccién , tal que f — g. Si la
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matriz asociada a 7T tiene determinante 1, entonces se dice que la equivalencia es

propia, y es denotada por < en tanto que si fuera —1, se dice que es impropia.

Es facil probar que ~ y £ son relaciones de equivalencia. La clase de equivalencia
(propia) de f bajo < serd denotada por [f]. La definicién de cerraduras reducidas dada
en la seccién 2.2 puede ser escrita en términos de aplicaciones bilineales: Una cerradura

reducida para la S-forma ¢ es una expresion del tipo

q(t) - q(v) = q(o(t,v))

donde o : S? x S? — S? es un operador bilineal fijo, y la igualdad se cumple pa-
ra cualquier par t,v de vectores en S?. La imagen de (t,v) bajo o, al considerar
las componentes de los vectores t, v como variables, es el par (X,Y) de polinomios

homogéneos que ya son familiares.

La brillante idea de Gausﬂ fue la de considerar expresiones como la anterior,
pero que relacionen a varias formas cuadraticas simultaneamente, en lugar de una sola.
Es decir, identidades como la siguiente, en la cual §, g, h pueden ser formas iguales o

distintas:
f(t) - a(v) = b(o(t,v))

Alrededor de esta expresion nacié una teoria intrincada cuyos resultados tienen de
profundidad lo que carecen de fama, al menos en este pais. Hablando burdamente, la
composicion gaussiana consiste en la busqueda de una forma que represente a todos
los nimeros que se obtienen de multiplicar nimeros representables por otras dos

formas. La definicién exacta es la siguiente.

Definicién (composicién gaussiana). Dadas dos formas f y g, se dice que la forma §
es una composicion gaussiana de fy g si existen formas bilineales X, Y tales que:
f(t,u) - glv,w) = h(X(t,u;v,w),Y(t,u;v,w)) Vt,u,v,w € Z
hiks — k1hy = §(1,0)
hiks — kihs = g(1,0)

30tros matemadticos, notablemente Lagrange, dejaron implicito en sus estudios algunos aspectos
de la composicion, pero Gauss fue el primero en entender su profundidad y estudiar sus intercone-
xiones con la representabilidad.
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Las ultimas dos condiciones hacen referencia a los coeficientes de las formas bilineales,
al expresarlas como polinomios homogéneos: X (¢, u; v, w) = hitv + hotw + hguv +

hyuw, Y (t,u;v,w) = kitv + kotw + kzuv + kquw.

Nota. En formato vectorial, o(t,v) = (X (t,v),Y(t,v)) es el operador bilineal del
que se hablaba antes, donde t = (¢,u), v = (v,w). El cambio de notacién consiste

en un isomorfismo entre Z* y Z? x Z2.

La definicién dada por Gauss no es facil de utilizar, pues no provee una forma
de computar las composiciones. Dirichletﬁ propone una alternativa, con la ventaja
de que ofrece una férmula explicita para b, pero su método requiere que las formas
a componer cumplan ciertas condiciones. Afortunadamente, el método de Dirichlet
puede ser modificado para operar sobre cualquier par de formas que posean el mismo
discriminante. Antes de enunciar la férmula modificada, se presenta un lema que

resulta de utilidad al momento de aplicarla.

Lema 12. Sean § = (a1,b1,c1), g = (az,bs,ca) dos formas cuadraticas de dis-

bl;bz) = e (Note que by, by deben tener la

criminante A, y suponga que MCD(ay, as,
misma paridad para que las formas posean el mismo discriminante). Entonces existe
un entero B tinico (méd 242 tal que:

B=b (méd 22)

B=b, (méd 22)

B?=A (méd 1472)

Definicién (Composicién de Dirichlet). Sean f, g, B como en el lema anterior, enton-
ces la composicion de Dirichlet de |y g, denotada fo g, es la forma:

- <a;§”2 B, —QQ(BZ_A)>

4@1 a9

4Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859) fue un matemdtico aleman que
ofreci6 contribuciones notables a la Teoria de Ntumeros y la teoria de las series de Fourier. A él se le
atribuye la definicién formal moderna de funcién. Tras graduarse, fue profesor en las universidades
de Breslau, Berlin y Gotinga, en donde ocup6 la catedra dejada por Gauss tras su muerte. Su primera
publicaciéon comprendié un fragmento de la demostracion para el caso n = 5 del «ultimo teorema de
Fermat», que fue completada por Legendre, quien era uno de sus revisores. Después de completar
su propia prueba, logré resolver también el caso n = 14.
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bibo+A

Nota. B también se puede calcular mediante la férmula B = n, %anQ%—f—ng, =,

donde los nimeros ni, ng, n3 se eligen como una solucion particular de la ecuacion
b1+

diofantina nia; + nqas + nBsz — e.

Se puede mostrar que si f,§, g, g son formas cuadraticas con el mismo discri-
minante A, todas definidas positivas o todas indefinidas, tales que f < f v g L g,
entonces fog ~ f o g, por lo que no es ambiguo escribir [f] o [g] = [b], en ese
caso. Ahora bien, restringiendo la atencién a formas primitivas, es posible obtener el

siguiente resultado.

Teorema 12. Si f, g son formas primitivas de discriminante A, entonces existen

DN ., . .- . . . . + 4 + A
formas §, g, también primitivas y con el mismo discriminante, tales que f ~ §, g ~ @,
y que la composicion de Dirichlet o g equivale propiamente a una composicion

gaussiana de f con g.

En virtud del teorema anterior, usualmente no es necesario especificar de cual
tipo de composicion se habla. El hecho de que la composiciéon de dos formas primitivas
es también una forma primitiva (cerradura del producto, problema (38| del apéndice
@ fundamenta la consideracién de los otros axiomas de grupo. Al menos, cuando
A < 0, el conjunto de las clases de equivalencia (propia) de formas primitivas de un
discriminante fijo A, es un grupo abeliano finito denotado por €, cuyo elemento
unitario [e¢] es la clase de las formas que representan al nimero 1 (problemas al
[42)). Finalmente, el elemento inverso de [(a,b,c)] es [(a, —b, c)]. Lo que es realmente
sorprendente es que Gauss llegara tan lejos en sus estudios antes de que existiera la

nocion formal de grupo algebraico.

Recordando que las matrices, arreglos cuadrados de ntimeros, estan ligadas a
las formas cuadraticas en mas de una manera, no parece extrano plantearse si existen
arreglos cibicos que también guarden alguna relacién con ellas. Barghavaﬂ se ins-

pir6 en esta pregunta para replantear la composiciéon de formas empleando los ahora

®Manjul Bhargava (1974 — %) es un matematico canadiense de ascendencia hindd, conocido
principalmente por sus contribuciones a la Teoria de Numeros. Asesorado por Andrew Wiles, reci-
bi6 su doctorado de Princeton en el 2001, por su trabajo en las leyes de composiciéon. También es
famoso por su demostracion simple del teorema 15, que dice que una Z-forma cuadratica n-aria tal
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llamados cubos de Bhargava, y sus estudios lo han llevado a encontrar 14 nuevas re-
glas de composicion hasta la fecha. Como se vera mas adelante, sus ideas permiten

demostrar algunos conceptos clave en la teoria de cerraduras.

4.3.2. Resultados recientes en la teoria de cerraduras

Haciendo uso de la composicién, Earnest y Fitzgerald llevan a cabo una de-
mostracion muy simple de la propiedad de trigrupo, aunque ésta no ofrece ninguna
tricerradura. Parte del hecho siguiente, que se deduce del teorema [12] con facilidad:

si f, g son dos formas primitivas, entonces

20 2(9) ={fg:f€2().9€ 2(g)} C 2(h)

donde h es cualquier forma en la clase [f] o [g]. Como la eleccién de b es irrelevante,

se puede denotar por Z([f] o [g]) al conjunto de la derecha.

Siq = (a,b,c), la forma (a, —b, c) es representada con el simbolo q° y, puesto

que q(z, —y) = 4(z, ), es claro que F(q) = Z(q). Luego

que no es otra cosa que la propiedad del trigrupo, observando el primer y tltimo
miembros. La demostracion se extiende facilmente a formas q = (a, b, ¢) no primitivas,
si se aplica la propiedad anterior a qo, tomando q = ¢qg, donde ¢y es primitiva y

q = MCD(a, b, c).

Como habia sido dicho anteriormente, el estudio sistematico de las formas per-

fectas, es decir aquellas que poseen cerraduras, fue iniciado por Arnol’d. Poco después,

que su matriz asociada tiene todas sus entradas enteras, es universal si, y sélo si, representa a los
nimeros del 1 al 15. La complicada demostracion original se debe a Conway, entre otros.
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Aicardi y Timorin investigaron varias condiciones vinculadas a las formas perfectas.
Hicieron varias conjeturas que ellos y otros matematicos demostraron o refutaron

posteriormente. El resultado principal para formas primitivas es el siguiente.

Teorema 13. Sea q una Z-forma cuadrdtica primitiva de discriminante A. Las si-

gquientes condiciones son equivalentes:

a)  2(q) es cerrada bajo el producto.
b)  [al == [a] o [a] o [a] = [¢].
c)  Existen o, 3,7,0 € Z tales que q = {a?® — 3, ay — 35,7* — af).

d) Eriste un operador bilineal o : Z* x Z* — 7* tal que:

q(t) - g(v) = q(o(t,v)) Vt,v € 77

Contribuciones a la demostracion. (b) = (c) puede ser demostrado haciendo uso de
una caracterizacién de la composicién dada por Bhargava en el 2004. Aicardi conje-
turé que (a) implica (c) en ese mismo ano. La equivalencia de (a) con (b) fue demos-
trada por Earnest y Fitzgerald en el 2007, y en esa misma publicacién demuestran (b)
= (¢) y (¢) = (d). Esta tdltima implicacién se sigue del mapeo o(t, u;v,w) = (X,Y)
dado por las formas bilineales X (¢, u; v, w) = atv + ytw + yuv + fuw, Y (t,u;v,w) =

—d0tv — atw — auv — yuw. Finalmente, (d) = (a) es ulteriormente trivial. <

Aicardi y Timorin dicen que q admite un pareo normado entero si cumple (d).
Segun la terminologia del segundo capitulo, esto es la existencia de una cerradura
homogénea reducida. En palabras de Earnest, q es multiplicativa, parametrizable o
normada si cumple (a), (c) o (d) respectivamente. Puesto que la prueba de que (c)
implica (d) no depende del hecho de que q sea primitiva, se concluye que las siguientes

implicaciones permanecen validas en el caso general:
q parametrizable = ¢ normada = ¢ multiplicativa

Las conjeturas de Aicardi y Timorin estaban enunciadas para el caso general,

es decir, para formas no necesariamente primitivas. Las principales son:

Conjetura 1. (Aicardi, 2004) q multiplicativa => q parametrizable.
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Conjetura 2. (Aicardi y Timorin, 2007) q multiplicativa = q normada.

Una vez mas, Earnest y Fitzgerald resuelven los problemas. Ellos comentan que
la forma (4, —2,12) es multiplicativa pero no es parametrizable (problema [43)). En
cuanto a la segunda conjetura, ésta resulta verdadera. Para verificarlo, ellos suponen
que q = qqo como antes, y prueban que ambas condiciones son equivalentes a una

tercera, que consta de una disyuncion:

1€ 2(0) V qe 2([a0)?)

Ademas de estos resultados, numerosas generalizaciones se han efectuado, para
incluir formas n-arias, e incluso para formas cubicas, cuarticas o de grados mayo-
res. Sin embargo, vale aclarar que ninguna teoria es tan rica como la de las formas
cuadraticas. Segun se ha investigado para este documento, no se conocen generaliza-
ciones de las tricerraduras, pero si se han hecho progresos en generalizar la propiedad

del trigrupo.
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5.1. Generalidades

Asi como sucedio6 con el Analisis Diofantino, el estudio de las formas cuadréticas
comenzoé en los enteros, pero, a finales del siglo XIX, se observé que al permitir que
las variables tomen valores racionales se obtiene una teoria mucho mas satisfactoria.
De hecho, empleando campos como conjuntos subyacentes, en lugar de anillos como
Z., se consiguen resultados semejantes. Mucho del trabajo reciente se ha concentrado

en éstas y otras generalizaciones.

Las definiciones iniciales se plantearan en el contexto general de las formas
cuadraticas n-arias pues, como se vera mas adelante, lo aprendido sobre ellas permi-
tira explicar mas facilmente algunas propiedades de las formas binarias. Se usara siem-
pre x = (z1,...,2,) como el vector de las variables usadas por las formas; x = (x,y)
para las binarias y (x,y, z) para las ternarias. No importando cudl sea el conjunto

subyacente, se distinguen dos tipos basicos de problemas.

Problema homogéneo o isotrépico: Determinar si existen &1, ...,&, € S, no todos
ellos cero, tales que q(&1,...,&,) = 0. Una forma cuadrética g tal que la ecuacién
q(x) = 0 tenga una solucién no trivial serd llamada isotrdpica. Si sélo posee la solucién

trivial, la forma sera llamada anisotropica.

Ejemplo: Las formas sumas de cuadrados 2% + ... z2 son todas anisotrépicas en cual-
quier subcampo o subanillo de los reales. Obviamente, este no es el caso si S = C. Por

otro lado, la Z-forma > — ny? es isotrépica si, y sélo si, n es un cuadrado perfecto.

Problema inhomogéneo: Dado un entero n, determinar si la ecuacién q(x) =n

posee una solucién en S. Este es el que anteriormente habia sido conocido como
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problema de representacion. Usualmente este problema se extiende a hallar el conjunto

2(q) de los nimeros representables.

En general, y especialmente en los enteros, los problemas inhomogéneos son con-
siderablemente mas dificiles que los homogéneos. Uno de los motivos es que, aunque
inicialmente se plantee un problema homogéneo en Z, éste puede ser resuelto en Q

gracias al principio de equivalencia que se enuncia a continuacion.

Principio de equivalencia homogénea. Sea ¢(x) una forma de grado k. Entonces
la ecuacién q(x) = 0 tiene una solucién no trivial en Z si, y sélo si, tiene una solucién

no trivial en Q.

Demostracion. La prueba es sencilla. Por supuesto, toda solucién en Z es también una

solucién en Q, asi que lo inico que se debe probar es la necesidad. Supdngase entonces

que existen 2—117...72—: € Q, no todos cero, tales que q(‘;—ll,...,‘;—:) = 0. Tomando
M = mcoMm(by,...b,), v recordando que las formas son polinomios homogéneos, se

puede multiplicar ambos lados de la ecuacién por M* para obtener:

—

Mrq(, ... 4e)
q(ME, ..., M)

b1

0
0

y ésta tltima, es una solucién en enteros. [

Las formas ¢ no tienen que ser cuadraticas para que los problemas definidos
anteriormente tengan sentido, pero tienden a ser extremadamente dificiles cuando el
grado es mayor que 2, ain en los racionales. Por ejemplo, en el siglo XIX, Sylvestexﬂ y
otros mateméticos conjeturaron que un primo p es representable en la forma 22 + o3,
para un par (z,y) de nimeros racionales, si p =4,7,8 (mdd 9). Una prueba para las

primeras dos opciones fue anunciada por Noam Elkies en 1994, pero nunca la publico.

!James Joseph Sylvester (1814 — 1897) fue un matematico inglés, famoso por sus contribu-
ciones a la Teoria de Numeros y la Combinatoria, y por ser uno de los fundadores de la Teoria de
Invariantes. Acuné varios términos actualmente en uso, como grafo, totiente, perpetuante y discri-
minante. La Real Sociedad de Londres le otorgd la medalla Copley y la medalla De Morgan, sus maés
importantes reconocimientos en el ambito cientifico.
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Posteriormente, en el 2009, Dasgupta y Voight publicaron un resultado mas débil: p
es representable si p = 4,7 (méd 9) y 3 no es un residuo cibico en el médulo p.
Retornando a la discusion sobre los problemas, conforme el grado aumenta arriba del

3, todavia menos es sabido sobre el caso inhomogéneo [7].

5.1.1. La representacién matricial y la diagonalizacion

Se ampliara el enfoque momentaneamente para incluir formas cuadraticas n-
arias con n > 2. De esta manera se pueden establecer algunos resultados mas genera-
les. Lo que sea dicho aqui no sélo es valido cuando el conjunto subyacente sea QQ, sino
también para cualquier otro campo que no tenga caracteristica 2. En este contexto,

conviene bautizar los coeficientes de las formas n-arias segun el siguiente esquema:

q(z1, ..., 2n) = Z ;T

1<i<j<n

A cada forma cuadratica se le puede asociar una tinica matriz simétrica M, tal
que q(x) = xMyx', donde la prima denota trasposicién. Con la notacién de arriba

para q, los coeficientes m;; de la matriz asociada estdn dados por:

mg;; = Q45, sie :j

mgj = GTJ> sii#j
Para las Z-formas, resulta problematico que las entradas no siempre son todas enteras,
pero esto no es ningin problema en Q. En el contexto matricial, la equivalencia ~ que
fue definida anteriormente se puede reformular de la siguiente manera: Dos formas
g1, 92 son equivalentes si existe una matriz invertible My tal que M,, = MyMq, M.
También se dice que las matrices M, , My, son equivalentes. La matriz M7 debe tener

entradas en Q, y corresponde a una transformacién lineal 7 de las variables, que

posee coeficientes racionales.

Como se habia visto, la condiciéon para que una matriz sea invertible en Z es que

su determinante valga +1 (matrices unimodulares). En Q no se tiene esta restriccion,
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basta con que el determinante no se anule. Naturalmente, esto implica que las clases
de equivalencia son mas amplias. Esta consideracién es muy significativa, pues se
pueden encontrar representantes muy simples para las clases de formas. Segun el
Algebra Lineal, toda matriz simétrica puede ser diagonalizada mediante un cambio
apropiado de coordenadas, como puede apreciarse en el teorema[l4] cuya demostracién

puede encontrarse en cualquier libro de esta materia.

Notacién. El simbolo ® (ay,...,a,) representard a la forma cuadratica diagonal
a1z + ... + a,r?. El nombre es apropiado porque la matriz asociada también es
diagonal, y serd denotada por D(ay,...,a,). Cuando no haya necesidad de especificar

el valor de n, se puede escribir simplemente © (a;) y D(a;).

Teorema 14. Toda matriz simétrica es equivalente a una matriz diagonal, via una

matriz de transformacion My ortogonal, es decir, tal que M%l = M.

Lamentablemente, este tipo de resultados se plantean usualmente en los libros
considerando transformaciones lineales con coeficientes reales, y aqui se necesitan
coeficientes racionales. Sin embargo, hay una manera de lograr la diagonalizacion sin
invocar campos que sean extensiones de aquél que funge como conjunto subyacente,
y la clave radica en uno de los conceptos mas basicos: la completacion de cuadrados.

El procedimiento puede ser explicado mas facilmente mediante un ejemplo.

Ejemplo. Diagonalice la Q-forma cuadratica: 222 — 5y? + 322 + %xy — 6zz + 2yz.

Solucion. Se quiere diagonalizar primero la variable z, para ello es tutil tomar el

coeficiente de 2% como factor comtn, con lo cual se obtiene
2(x% — 27 + 327 + Toy — 3wz + y2)

Si 2% no apareciera en la forma, se puede hacer un cambio de variable como y
(x +y — 2z) para que aparezca. S6lo se debe elegir un término Cruzad(ﬂ que contenga

a x, y sustituir la otra variable por una expresion que dependa de z.

2 Aquellos términos que poseen dos variables.
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Ahora hay que completar el cuadrado simultaneamente para todos los términos

dos que invol En este ejemplo, tales térmi Try, —3xz. Si
cruzados que involucren a x. En este ejemplo, tales términos son jzy, —3rz. Si se
dividen sus coeficientes entre 2, y luego se elevan al cuadrado, los resultados son ‘éZ, 2,
por lo que se deben sumar y restar a la expresién los términos 53y%, 92%. Ademds
de esto, deben ajustarse los términos cruzados que no incluyan a x, en este caso
solamente el término yz. Nuestro propdsito es poder factorizar todos los términos que
involucren a x para expresarlo como un trinomio al cuadrado. Los pasos algebraicos

son, entonces:

2(2* = 3y® + 322 + Toy — Bz 4 y2) =
2@ = 2P + 32+ Ty —Buz+yz + oyt — FY + 27 - 927 =
202 + Jay — 3wz + Fy' + 12°) +yz + (327 - ) + (-3 - )] =

2 209, 2

2[(2* + 2y* + 92° + Tay — 3wz) +yz — 327 — 2y

5
2
3
i
2(a + g7 + 527 + fay — 3vz — Ry2) + (y2 + Fyz) — 127 = 57y
3
4

[\

2 209, 2
< 64 Y

2(—z — gy + 32)2 + %yz — %zQ 23029y2

)
)
2 49 2)]
]
]
]

2(—z — Ly + 32)° + Zyz -

Ahora s6lo es cuestion de hacer la sustitucién (—z — £y + 3z) — w, para com-
pletar la diagonalizacién de la primera variable. Con frecuencia, a w se le rebautiza
llamandole nuevamente x, aunque seria un error pensar que se trata de la misma va-
riable. Con las otras letras se procede de igual modo, pero sin considerar los términos

ya diagonalizados.

El procedimiento descrito anteriormente puede ser aplicado a formas cuadréticas
cuyo campo subyacente es cualquier subcampo de los complejos. En el lenguaje de

las matrices, se puede expresar esta conclusion de la siguiente manera.

Teorema 15. Sea S un subcampo de C, y sea M una matriz simétrica cuyas entradas

estdn en S. Entonces existe una matriz A, cuyas entradas también estdn en S, tal que
AMA' es diagonal.

En contraposicion, si el conjunto subyacente es el de los enteros, no se dispone de

un resultado semejante. Muchas Z-formas cuadraticas no pueden ser diagonalizadas
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sin recurrir a nimeros que no sean enteros. Por ejemplo, la forma cuadratica q(x,y) =
0 s
1/2 0
existe una matriz M7, invertible en los enteros, tal que M7M M7 = D, una matriz

xy tiene la matriz asociada M, = < ), con determinante —}L. Si se supone que

diagonal con entradas enteras, entonces

1
det(D) = det(My) det(My) det(M}) = det(M,)[det(M7)]* = det(M,) = —1

La peniltima igualdad se deduce del hecho que las matrices invertibles en los ente-

ros son precisamente las unimodulares, es decir, aquellas cuyo determinante es +1.

Ahora bien, si una matriz es diagonal con entradas enteras, entonces forzosamente su

determinante debe ser entero. La conclusiéon es que ¢ no es diagonalizable.

5.1.2. La forma x? — y?2, el plano hiperbdlico

Ya se ha hablado mucho de la forma q(x) = 2? — y*> = D (1, —1). Se sabe que
es isotrépica, pues el par (§,&) es solucién de q(x) = 0, para cada £ en cualquier
anillo subyacente. En los enteros, es conocido que no es universal, pues no representa
a los nimeros congruentes con 2 en el médulo 4. Se verd que en los racionales si es
universal, y serda probado de dos maneras distintas. A esta forma cuadratica se le
conoce en la literatura como el plano hiperbolico, y sera denotada por §. La clase de

equivalencia a la que pertenece tiene mucha importancia teorica.

Teorema 16. El plano hiperbdlico $H(z,y) = z* — y* es universal en Q.

Primera demostracion. En la prueba del teorema |5 de la pagina [62] se planted que

(n_+1n_—1

+—, "5) es una representacién en enteros del niimero n, bajo la forma $), siempre

que n sea impar. En el contexto de los racionales no existe la restriccion de paridad, y
se puede verificar inmediatamente que el par ordenado dado puede ser tomado como

representacion de cualquier nimero racional n. [J

Sequnda demostracion. Se recurrird ahora a una forma cuadratica auxiliar de la que
ya se ha hablado brevemente con anterioridad: q(z,y) = zy. q es claramente univer-

sal, pues el par (1,n) es representacién de cualquier n € Q. Lo que se propone es
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diagonalizar ¢ para mostrar que es equivalente a §), con lo que el teorema quedaria
probado. Para esto hay que notar que, aunque q no puede ser diagonalizada en los

enteros, el teorema [15| asegura que es posible hacerlo en los racionales.

Considérese la transformacién (z,y) RN (x,x + 2y), y complétese el cuadrado

para diagonalizar la forma:

0 a(z+2y) = + 20y + 9y —* = (x+9)> — ¢

Ahora se debe anadir la transformacién (z,y) REN (x — y,y). Es facil probar que

ambas transformaciones son invertibles, y asi, g ~ . [

Para cerrar la seccién, se verificara que el problema de la representacién de
racionales mediante Q-formas n-arias se reduce al problema isotrépico, enunciado
que se precisard en el teorema [I7] El puente que conecta ambos conceptos es el
plano hiperbdlico, mediante el siguiente lema que afirma que las formas isotrépicas

«contienen» de cierta manera a ) y son, por lo tanto, universales.

Lema 17. Si q(x) es una Q-forma cuadrdtica n-aria isotrépica, con n > 2, entonces

existe una Q-forma (n — 2)-aria g tal que

q(z1, 9, ..., xy) ~ H(x1,22) + g(T3, ..., Tp)

Se puede obtener inspiracién para demostrar el lema anterior buscando primero
un conjunto completo de representantes diagonales para las clases de equivalencia
bajo ~ del conjunto de las Q-formas n-arias (ver problemas [44| al 49| del apéndice @

Atn si esta bisqueda fracasa, muchos puntos clave son resaltados en el proceso.

Teorema 17. Sea q(x) una Q-forma cuadrdtica n-aria, y sea a # 0 un nimero

racional. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

a)  La forma (n+ 1)-aria q(x) + (—a)z?, es isotrdpica.

b) La forma q representa racionalmente al nimero a.

117



Seccion 5.2. Teoremas fundamentales

Demostracion. Primero se supondra que (b) es cierta. Luego existen zy,...,z, € Q,
no todos ellos cero, tales que q(z1,...,x,) = a, pero entonces se puede reescribir esta

expresion para obtener

q(z1,. .., 1) + (—a)(1)* = 0.

Por el contrario, si se supone que (a) es cierta, deben existir zy,...,T,, T,11 € Q,
no todos ellos cero, tales que q(z1,...,z,) + (—a)z2,; = 0. Si 2,41 # 0, entonces se

. . . . 2 . .7 .
puede dividir la expresion entre x;_; y despejar la a para obtener una representacion:

1 In —
q(x R, )—a
n+1 n+1

Finalmente, si x,.1 = 0, entonces q(x1,...,z,) = 0, en donde no todas las variables
son cero, lo que significa que q es isotropica. Por el lema anterior, q debe contener al
plano hiperbdlico y, por ende, ser universal, lo que implica que puede representar a

todos los racionales, y en particular al nimero a. [

El teorema permite afirmar que si existiera un algoritmo para decidir si una
forma cuadratica n-aria dada es isotropica, entonces también podria emplearse para
decidir si la forma representa a un nimero racional dado. Sin embargo, si el algoritmo
solo funciona para valores de n menores que un natural N fijo, entonces la técnica

seria 1til solamente para problemas de representacién en los que n < N — 1.

5.2. Teoremas fundamentales

Interesa ahora resolver el problema de la representacion para Q-formas cuadrati-
cas binarias. En virtud del teorema[15] s6lo se deben considerar las formas a X2+ bY 2.
Puesto que las variables toman valores racionales, si existiera una representacion para
un numero n € QQ, se podrian ajustar las variables para que posean el mismo deno-

minador, sea z, y asi el problema de la representacion queda resumido en la siguiente

a<§>2—|—b<y>2:n (5.1)

z z

ecuacion:
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Multiplicando ambos lados por 22, y tomando ¢ := —n, tal y como aconseja el teorema

se puede reescribir la ecuacién como:

ar® +by* +cz* =0 (5.2)

No se necesita estudiar las variables z, y, z en los racionales, pero los coeficientes
por el momento si pertenecen a QQ. Mediante transformaciones lineales adecuadas
de las variables racionales originales (X,Y’), se puede convertir cualquier Q-forma
cuadratica en una cuyos coeficientes sean enteros libres de cuadrados. Esto indica que,
si es posible resolver la ecuacién ternaria , considerandola una ecuacién diofantina
con coeficientes enteros, se resolvera también el problema de la representacién de
racionales mediante formas binarias. Esto es precisamente lo que sugieren el teorema

y el principio de equivalencia homogénea.

La solucién de este problema tan fundamental es un legado de Legendreﬂ y
ya fue mencionada previamente en la pagina [13] aunque en esa ocasion fue invocada
debido a su conexion con la reciprocidad cuadratica. Esa conexién y las implicaciones

del lema de Legendre seran discutidas en el resto de esta seccion.

5.2.1. El lema de Legendre

Para enunciar este importante resultado, se introducird primero una notacion

que ayudard a simplificar su redaccion.

Definicién. Dados a,b € Z\{0}, se escribird a [ b cuando a sea un residuo cuadratico

en el médulo |b).

3 Adrien-Marie Legendre (1752 — 1833) fue un matemético francés. Gran parte de su trabajo
fue perfeccionado posteriormente por otros: sus trabajos en las raices de los polinomios inspiré la
teoria de Galois; los trabajos de Abel en las funciones elipticas se construyeron sobre los de Legendre;
parte de la obra de Carl Friedrich Gauss sobre estadistica y teoria de nimeros complementaba la de
Legendre. En 1830 ofrecié una demostracién del iltimo teorema de Fermat para el exponente n = 5,
casi simultdneamente con Dirichlet (1828). Su nombre es uno de los 72 inscritos en la torre Eiffel.
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Proposicién. Sean b,c € Z \ {0}, tales que MCD(b,c) = 1. Entonces se cumple la

siguiente equivalencia: a [1bc <= a [1b, a [ c.

Empleando la definicion dada y el teorema chino del residuo, es muy facil de-
mostrar el enunciado anterior. En cuanto al lema, puede reescribirse de la siguiente

manera.

Lema de Legendre. Sean a,b,c € Z \ {0}, libres de cuadrados, primos relativos a
pares, y no todos ellos positivos, ni todos negativos. Entonces la ecuacion posee

una solucion no trivial en enteros si, y solo si, todas las siguientes condiciones se

cumplen:

° —ablJc
° —bclla
° —ca lJb

Bosquejo de la demostracion. Para probar la suficiencia, se debe analizar localmente
la ecuacién ((5.2)) en los médulos a, b, ¢. Considerando por ejemplo el mddulo ¢, se debe
multiplicar ambos lados de la congruencia por —b y demostrar que x es invertible en

ese modulo; las otras dos condiciones son simétricas.

La necesidad puede demostrarse recurriendo a la versién modificada del lema
de Legendre que se presentara a continuacién, tal y como lo hacen Ireland y Rosen
[22]. Ellos separan los casos a = by a # b, y utilizan para el segundo un argumento
tipo descenso. Como es usual, esta parte de la demostracién es considerablemente

mas dificil. O

Lema de Legendre (versién de Ireland y Rosen). Dados a,b € Z*, libres de cua-
drados, la ecuacion ax® + by? = 2? tiene una solucidn en enteros no trivial si, y sélo

s, todas las siguientes condiciones se cumplen:

° allb
° bla
o —% [ d, donde d = MCD(a, b)
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5.2.2. La ley de reciprocidad de Hilbert

Pete L. Clark [7] senala que el lema de Legendre tiene la siguiente consecuencia:
una Q-forma cuadrética ternaria ® (a,b,—1) tiene una representacién racional (o
entera) no trivial de cero si, y sélo si, existe una representaciéon en R y, para cada

primo p y cada entero positivo a, la congruencia
az® + by* = 22 (méd p*) (5.3)

tiene una solucién no trivial. En otras palabras, existe una solucién racional para el
problema isotropico si, y solo si, existen soluciones locales en cada médulo potencia
de primo (soluciones p-ddicas) ademds de una solucién real. Conforme el valor de a se
incrementa, cada congruencia implica a las anteriores, lo que apunta a reunir todas
esas interrogantes de existencia en una sola para cada primo. Esto motiva la siguiente

terminologia:

Definicién (Isotropia local). Una forma cuadratica q es llamada p-isotrdépica si para
todo a € Z*, la congruencia q(x) =0 (mdd p*) tiene una solucién no trivial. De lo
contrario se dird que q es p-anisotropica. Se dird que q es oo-isotrépica si tiene una

solucién real.

Considerando el caso de las formas © (a, b, —1), para cada primo p y para oo
se formula una pregunta tipo si/no: ;(Es © (a,b, —1) p-isotrépica? Siendo asi, tiene

sentido asociar «si» con +1 y «no» con —1.

Notacién. Para cada primo p, el simbolo [a, b], toma el valor +1 si © (a,b, —1) es
p-isotrdpica, y —1 si es p-anisotrépica. Se define [a, b],, andlogamente. Con frecuencia

se reemplaza la expresién «para cada primo p y para co» con «para p < co».

Con esto, el lema de Legendre puede ser reformulado de la siguiente manera:
D (a,b,—1) es isotrdpica si, y sélo si, [a,b], = 1 para todo p < co. Es claro que la
notacion es muy ventajosa por ser tan compacta. También pone en evidencia propie-

dades que de otra forma serian dificiles de notar, tal como lo muestra Hilbert.
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Teorema 18 (Hilbert).

a) Dados a,b € Z\ {0}, se cumple que [a,b], = +1 para p < 0o, excepto a lo sumo
para una cantidad finita de valores de p.

b)  Dos Q-formas cuadrdaticas © {(a,b,—1) y © (c,d, —1) son equivalentes (racio-
nalmente) si, y solo si, [a,b], = [c,d], para cada p < cc.

¢)  Dados a,b € Z\ {0}, el conjunto finito de valores p para los cuales [a,b], = —1
tiene una cantidad par de elementos.

d) Para cada conjunto finito S de valores de p, que tenga cardinalidad par, existen

a,b € Z\ {0} tales que [a,b], = —1 si, y sdlo si, p € S.

Este teorema resuelve varios problemas de interés. En particular, los incisos (b)
y (d) constituyen un primer avance en el problema de la clasificacién de Q-formas
segun ~, la equivalencia racional (ver el problema , en el apéndice D[) El inciso
(a) asegura que el producto [] . [a,b], estd definido sin ambigiiedad. Finalmente, el
inciso (¢) permite demostrar la siguiente relacién, conocida como la ley de reciprocidad
de Hilbert:

[lab,=1 (5.4)

p<oo

En referencia al lema de Legendre, la ley propuesta por Hilbertﬁ permite omitir
uno de los valores de p en la busqueda de soluciones locales. En particular, se puede
omitir p = oo y obtener el siguiente resultado, que parece dificil de creer: © {(a, b, —1)
es isotrdpica si, y sdlo si, [a,b], = 1 para todo p < co. En otras palabras, la restricciéon
sobre los signos de a, b, ¢ en el enunciado original de Legendre (pagina , que se
traduce en la existencia de soluciones reales (p = 00), es implicada por la isotropia

en cada médulo. También puede notarse que el caso p = 2 no puede deducirse de las

‘David Hilbert (1862 — 1943) fue un famoso matematico nacido en Konigsberg, Alemania.
Se dice que Hilbert fue el ultimo de los grandes matemédticos universales, conocedor de todas las
ramas y disciplinas de la época, hizo importantes contribuciones a todas ellas. Los articulos de
Hilbert incluyen resultados impresionantes en Algebra y Teoria de Niumeros; por ejemplo, resolvio el
problema de Waring mediante métodos del Anélisis Matemédtico. Su trabajo de 1899, Grundlagen
der Geometrie, lo elevé a la fama internacional, porque se basé en una nueva forma de concebir la
naturaleza de los axiomas. Hilbert adopt6 un punto de vista formalista, que lo llevé a plantearse la
tarea de construir una base logica que fundamentara toda la estructura de las matematicas, creando
en el proceso la teoria de la Meta-matematica.
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condiciones sobre residuos cuadraticos propuestas por Legendre, motivo por el cual

él se vio obligado a incluir la condicién para p = oc.

Hilbert también encontré férmulas explicitas para [a, b], en términos de simbolos
de Legendre [20]. Conociéndolas, la relacién (5.4)) es equivalente a la conjuncién de la
ley de reciprocidad cuadratica y sus suplementos. Si p, ¢ son primos impares distintos,

las formulas mas elementales son:

¢ = ()
° [p, qly = (—1)P~Nla=1)/4

Si se toma a = p,b = ¢ en la ecuacién (5.4)), después de simplificar se obtiene la
expresion que le otorga la categoria de ley de reciprocidad (comparar con el enunciado
de Legendre en la pagina [15)):

[ ’q]P[ ’Q]Q[ ’Q]Zzl

5.2.3. Hasse-Minkowski y el principio local-global

El teorema de Hasse-Minkowski es, probablemente, el resultado mas fundamen-
tal en la teoria de las formas cuadraticas. Es una generalizacion para formas n-arias
del teorema de Hilbert. En su forma mas elemental, puede enunciarse de la siguiente

manera:

Teorema de Hasse-Minkowski. Sea q(x) una Z-forma cuadrdtica n-aria. Las si-
gquientes proposiciones son equivalentes:

a)  q es isotrépica (sobre Z o sobre Q).

b) q es isotropica sobre R y, para cada m € Z7F, existen soluciones no triviales

para la congruencia q(x) =0 (moéd m).

Es claro que (a) implica (b). De hecho, en forma contrapositiva se trata del

método conocido como andlisis local, del cual se discutié en la seccion pagina
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28 Lo que es realmente interesante es la necesidad, la cual asegura que si la ecuacién
diofantina q(x) = 0 no tiene soluciones, entonces el anédlisis local es capaz de de-
mostrarlo. En otras palabras, el método es completo para esta familia de problemas
diofanticos, todos ellos estan dentro de su alcance. La tnica modificaciéon que debe
ser hecha es agregar una buisqueda de soluciones reales, que en el caso de las formas

binarias consiste en calcular el discriminante de la forma q.

Hermann Minkowsk{’] demostré este teorema para Q-formas, y Helmut Hassd'|
lo generaliz6 para otros campos y lo redacté en su forma més conocida, que involucra
nimeros p-adicos. Su enunciado no es tan explicito como el del lema de Legendre,
pues este ultimo daba un listado finito de condiciones de congruencias a verificar.
Sin embargo, también es cierto en este contexto mas ampllio que, para cada forma
especifica, existe un conjunto finito de médulos de los cuales depende la existencia de

soluciones.

Atn sin conocer el listado finito de médulos asociados a cada forma cuadratica,
el teorema provee un algoritmo que permite resolver el problema isotrépico para
cualquier forma. Cada uno de los siguientes problemas, para un N fijo, se pueden
resolver en un ntumero finito de pasos:

) Verificar si existe una n-upla (x1,...,x,) = x de ntimeros enteros, con la

restriccién méx; |x;| = N, que cumpla g(x) = 0.

o Verificar si q(x) =0 (méd N) posee sdlo la solucién trivial.

El algoritmo es, entonces, resolver en paralelo ambos problemas para valores de

N que se incrementen progresivamente, hasta que una de las verificaciones resulte

Hermann Minkowski (1864 — 1909) fue un matemaético ruso de origen lituano que desarrollé la
Teoria Geométrica de Numeros. Sus trabajos méas destacados fueron realizados en la Teoria de
Numeros, la Fisica Matematica y la Teoria de la Relatividad. Fue uno de los profesores de Einstein.
En 1907 se percaté de que la Teoria Especial de la Relatividad, presentada por su antiguo alumno
en 1905, v basada en trabajos anteriores de Lorentz y Poincaré, podia entenderse mejor en una
geometria no-euclidiana de un espacio de cuatro dimensiones, desde entonces conocido como espacio
de Minkowski. El vy Hilbert compartieron una profunda amistad.

Helmut Hasse (1898 — 1979) fue un matemético alemdn que trabajé en Teorfa Algebraica
de Numeros, conocido por sus contribuciones fundamentales a la Teoria de Cuerpos de Clases, la
aplicacién de numeros p-adicos a la Teoria de Cuerpos de Clases Locales, a la Geometria Diofantica
(principio de Hasse), y a las funciones zeta locales.
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afirmativa. El teorema de Hasse-Minkowski asegura que exactamente uno de los dos
problemas se resolvera afirmativamente, al menos para las formas cuadraticas, aunque

puede haber multiples soluciones para dicho problema.

Se puede crear un algoritmo semejante para formas de grado superior a 2, pero
éste no es capaz de resolver el problema de la isotropia sin una generalizacién de Hasse-
Minkowski que lo acompane [7]. Asi, resulta natural preguntarse si tal generalizacién
es posible, para formas de grado superior, o incluso para polinomios que no sean
homogéneos, como 2x? + 5y3 — 72°. Pero, como habia sido discutido previamente
(pagina [21]), el resultado obtenido por Matiyasevich dice que no es posible hacerlo
en el caso mas general, asi que se debe aceptar la limitacién a polinomios especificos
0, a lo sumo, familias de éstos. Siempre que para un polinomio se pueda resolver el
problema de isotropia inspeccionandolo en los reales y en cada mdédulo, se dira que el

principio local-global, o principio de Hasse, se cumple para dicho polinomio.

El teorema de Matiyasevich aplica solo a ecuaciones diofantinas, asi que, por
extrano que parezca, aun es posible que exista un algoritmo que determine si una
ecuacion con coeficientes racionales posee o no una solucion racional. Por otro lado,
uno podria pensar que los contraejemplos para el principio de Hasse podrian no ser
tan «regulares» como las formas, que son polinomios homogéneos. Esta manera de
pensar implica albergar la esperanza de generalizar Hasse-Minkowski a formas de
orden superior, pero Selmer [34] niega categdéricamente esta posibilidad, mostrando
que la forma 323 +4y3 + 522 viola el principio de Hasse. Para remarcar la singularidad
del teorema, se puede senalar que, para cada grado arriba de 2, existen Z-formas que

violan el principio.

Regresando al tema de las formas cuadraticas binarias, las condiciones de con-
gruencias que se deben satisfacer segiin el lema de Legendre son restricciones serias,
pero, conforme el nimero de variables aumenta las restricciones se suavizan, hasta
llegar a 5 o mas variables, punto en el cual toda forma cuadratica posee soluciones no
triviales en cualquier moédulo. En otras palabras, el principio local-global se reduce

al siguiente enunciado: Dada una forma cuadrdtica n-aria q, con n > 5, la ecuacion
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q(x) = 0 tiene una solucion entera no trivial si, y solo si, tiene una solucion real no

trivial. Este resultado sorprendente fue demostrado por Meyer [29).

5.3. La forma x2 + y2, sucesiones aritméticas de cuadrados enteros

Para cerrar el capitulo se mostrara explicitamente como la teoria de Q-formas
puede prestar auxilio en la solucion de problemas sobre enteros que originalmente no
parecen estar vinculados a los racionales. Esta idea encaja muy bien con el principio
de equivalencia homogénea y el teorema (17| (pagina .

Si se consideran los primeros cuadrados perfectos: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81,
100, ... Puede apreciarse que tres de ellos estan en progresiéon aritmética: 1, 25 y
49, cuya diferencia comun es 24. Més adelante se encuentra la progresién: 289, 625 y
961. Si X2, Z2,Y? son tres enteros en progresién aritmética, en ese orden, entonces
la diferencia comun devuelve la ecuacién Y? — Z2 = Z2 — X2, o bien X2 +Y? =222,
una ecuaciéon cuasi-pitagorica. Conforme se continiia avanzando en la sucesién de
cuadrados se encuentran otras ternas, y resulta natural conjeturar que existen infinitas
soluciones. Esto se respalda en el hecho establecido de que la ecuaciéon pitagorica

original posee infinitas soluciones, que pueden ser parametrizadas con la férmula de

Euclides (pagina [26)).

Problema. Determinar todas las ternas no triviales de enteros (XY, Z) que satis-
fagan la ecuacién X? + Y2 = 272, De ser posible, parametrizarlas con una férmula

generadora semejante a la de Euclides.

Por la homogeneidad de la ecuacién, si una terna determinada es solucién tam-
bién lo sera cualquiera de sus multiplos, asi que, cuando se conjeturé la existencia
de infinitas soluciones, se pensaba solo en las primitivas. Ademads, a excepcién de la
solucién trivial, se tiene que Z # 0, asi que se puede dividir entre Z? y tomar las
nuevas variables racionales = := %, Y = %, para convertir el problema en uno de

representabilidad en Q. Considérese un par de racionales (x,y) que sea solucién de la
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ecuaciéon x2 + 4% = 2, es decir, un punto racional en el circulo de radio 2 centrado en

el origen. Reescribiendo z,y como fracciones empleando el minimo comin denomi-
X Y
707
X2 7% Y? es una progresién aritmética de cuadrados enteros. Correspondientemente,

nador: se ve que (X, Y, Z) es solucién primitiva del problema original, esto es,

22, 1,9% es una progresién aritmética de cuadrados racionales.

Problema equivalente. Determinar todos los puntos racionales (x,y) en el circulo

22 + 9% = 2. De ser posible parametrizar las soluciones.

La féormula de Euclides emplea dos parametros, primos relativos entre si, para
generar a las ternas. Este tipo de informacién se puede codificar igualmente en una
fraccion reducida, lo que promueve la idea de que, si es posible parametrizar los
puntos racionales del circulo mencionado, bastaria un tinico parametro racional. Esto
se puede hacer de muchas maneras, se empleara una que resulta ventajosa para el
proposito que se tiene. La respuesta del problema se enuncia como un teorema, y en

su demostracion se explica el proceso de parametrizacion elegido.

Teorema 19. Los puntos racionales (£,n) en el circulo x* +y* = 2, a excepcion del

punto (1, —1), estdn descritos por las formulas:

m?—2m —1 _—m?—=2m+1
mi+1l 0 T T w2+l

€=

donde m € Q. El punto (1,—1) es generado tomando el limite cuando m tiende a

+oo. La correspondencia entre m y los otros puntos (&,m) es biunivoca.

Demostracién. El punto (1,1) es una solucién racional de la ecuacién x? + y? = 2.
Considere el haz de rectas que pasan por dicho punto (ver ﬁgura@. Cada una de
ellas, a excepcion de la recta tangente, se intersectan nuevamente con el circulo en un
punto distinto, esto es, los puntos en el circulo y los miembros del haz de rectas estan
asociados biunivocamente. Asimismo, a cada recta le corresponde biunivocamente una
pendiente m € R (a excepcién de la recta vertical, que puede asociarse con m = +00),
asi que puede tomarse m como pardametro. Se quiere saber si, restringiendo m al

conjunto Q, la relacién descrita lo asocia biunivocamente con todos los puntos de
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Seccién 5.3. La forma x* + 42, sucesiones aritméticas de cuadrados enteros

coordenadas racionales en el circulo. Se obtendran primero las férmulas que asocian

los puntos (§,n) en el circulo con el valor de m, y se estudiara después la restriccion.

Figura 6. Parametrizacién de las soluciones de 2 + y? = 2

Fuente: elaboracién propia, mediante Geogebra 4.

Sea (£,m) un punto en el circulo distinto de (1,—1). Si (§,n) # (1, 1), se puede
hallar la ecuacién de la recta y = max + b que pasa por ambos puntos, encontrando
el valor de b en términos de m. Si (§,n) = (1,1), entonces puede tomarse la recta
tangente. En cualquier caso, se obtiene b = 1 — m. Sustituyendo la expresiéon y =
mx 4+ (1 —m) en la ecuacién del circulo, se obtiene una ecuacion cuadratica cuyas

soluciones deben ser 1 y £. La ecuacion es

2 =2+ (mx+1—-m)*>=(m?+ 1)z* +2m(l — m)z + (1 — m)?
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Restando 2 y dividiendo entre (m? + 1) se obtiene

5 2m(1—m)x+m2—2m—1:0
m? +1 m? +1

Una vez mas, las raices del polinomio son 1,&. Por las relaciones de Cardano-Vieta,
el producto de las raices debe ser igual al término independiente. Asi se obtiene la
formula para &. Sustituyendo en la ecuacion de la recta se puede obtener la formula

para n. Estas férmulas son precisamente las del enunciado.

Ahora se procede a la inversa, hallando m en términos de (£, n). La férmula de la

. . 1 , . ..
pendiente entre dos puntos devuelve la relacién m = 1= . Asi, se tienen las siguientes

3
correspondencias entre los puntos del circulo (exceptuando (1,—1)) y el pardmetro

m, que son inversas entre si:

m? —2m—1 —m? —2m+ 1 =Losi (6,m) £ (1,1)
mH( mi+1 | m2+l ) (5’”)H{§—1lsi(g,n)=1,1)

La primera constata que si m € Q, entonces el punto (£,n) correspondiente tiene
coordenadas racionales. La segunda indica que el reciproco también es cierto. La
verificacién del limite cuando m tiende a +o0o es inmediata. Esto demuestra que el

teorema es valido. O

129



130



CONCLUSIONES

Las técnicas fundamentales en la resolucién de problemas de representabilidad
son: el descenso al infinito y el anélisis local. Estas son insuficientes para ana-
lizar el problema general, salvo para conjuntos especificos de formas. Tal es el

caso de las formas cuadraticas.

La Z-forma x? — 3? representa a todos los enteros impares y a los multiplos
de 4. La Z-forma 2 + y? representa a los nimeros tales que su factorizacién
prima no incluya a un primo congruente con 3 en el moédulo 4, elevado a una
potencia impar. Una regla semejante es valida en el caso de % 4 xy + 4%, para

primos congruentes con 2 en el médulo 3.

Todo primo que sea representable en las formas z? — y? y 22 + y? posee una
Unica representacion independiente. Las representaciones para nimeros com-
puestos se pueden encontrar recursivamente en términos de las de sus divisores,

empleando las cerraduras asociadas.

Existen (al menos) tres cerraduras generales para las Z-formas cuadréticas
binarias ménicas en una de las variables (pagina . Existe también una tri-

cerradura general para todas las formas cuadraticas.

La estructura ternaria de la tricerradura se manifiesta en el conjunto de cerra-

duras de la forma 22 + zy + y>.

La ecuacién diofantina pitagérica, y variaciones de ésta, como 22 + y? = 222,
pueden ser resueltas de una manera méas sencilla si se cambia el conjunto
subyacente por Q. Esta simplificacién se observa de manera general en los

problemas de representacion.
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RECOMENDACIONES

Si se desea estudiar el problema de determinar cotas para curvas de crecimiento
de funciones R, se debe profundizar mas en la Teoria de Ntumeros Analitica.
Lo mismo puede ser dicho acerca de la densidad del conjunto de ntimeros n

para los cuales R(n) tenga un valor fijo.

Hace falta encontrar una demostracién general, o un contraejemplo, para la
hipdtesis de que cualquier cerradura homogénea de una Z-forma es reducida,
salvo para las formas que son cuadrados perfectos. De cualquier manera, el

interesado debe enfocarse en las formas de discriminante positivo.

El interesado en determinar un conjunto de representantes diagonales para
las clases bajo ~, de las Q-formas cuadréticas n-arias, debe considerar las
implicaciones del teorema de Hilbert (pdgina , asi como las del teorema
de Hasse-Minkowski.
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A. EXHAUSTIONES MAYORES

Para poder tomar directamente los valores de las exhaustiones menores, se ha co-
locado primero el cuarteto (hy, k1, he, k2) y luego (hs, k3, hy, k). Cuando se encuentren
las soluciones, se deben reordenar para formar el octeto (hq, he, hs, hy; k1, ko, k3, k)

que corresponde a los coeficientes de X, Y en las cerraduras.

A.l. Exhaustién mayor de las cerraduras de (1,0, 1)
0 = hihs+ kiks (R—4)
0 = h1h4 + hghg + k1k4 + kzkg (R—5)
0 = h2h4 + /{32/{34 (R—6)
hl k:l hz kz h3 k3 h4 k:4 R-4 R-5 R-6 soluciéon
1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1
1 0 0 1 1 0 0 -1 1 0 -1
1 0 0 1 -1 0 0 1 —1 0 1
1 0 0 1 —1 0 0 -1 —1 0 -1
1 0 0 1 0 1 1 0 0 2 0 .
1 0 0 1 0 1 -1 0 0 0 0 v
1 0 0 1 0 -1 1 0 0 0 0 v
1 0 0 1 o -1 -1 0 0 —2 0
1 0 0 -1 1 0 0 1 1 0 —1
1 0 0 -1 1 0 0 -1 1 0 1
1 0 0 -1 -1 0 0 1 —1 0 —1
1 0 0 -1 -1 0 0 -1 —1 0 1 .
1 0 0 -1 0 1 1 0 0 0 0 v
1 0 0 -1 0 1 -1 0 0 —2 0
1 0 0 -1 0 -1 1 0 0 2 0 .
1 0 0 -1 0 -1 -1 0 0 0 0 v
-1 0 0 1 1 0 0 1 —1 0 1

contintda
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A. Exhaustiones mayores

solucién

R-6

R-5

kl hz kz h3 k?3 h4 k4

hy

contintda
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APENDICES

solucion

k1 ho ko hs ks hy k4 R-4 R-5 R-6

hy

Exhaustién mayor de las cerraduras de (1,1, 1)

A.2.

2(hyhg+ hahs) + hiky 4 haky + hoks + hgko + 2(k1 kg + koks)

2hihg + hiks + hgky + 2k k3
2hohy + hoky + hake + 2koky

1
1
1

|

solucion

R-5 R-6

-4

ki ha ks hs ks hy ks R

hy

continta
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A. Exhaustiones mayores

solucién

R-6

R-5

kl hz kz h3 k?3 h4 k4

hy

contintda
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solucion

R-6

R-5

kl h2 kz h3 k3 h4 k4

h,

continia
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A. Exhaustiones mayores

solucion

R-6

R-5

kl h2 kz h3 k3 h4 k4

hy

148



B. N-FORMAS DIAGONALES UNIVERSALES Y

CUASI-UNIVERSALES

Para representar a formas cuadraticas diagonales se usara el simbolo ® antes de

la forma. Asi, por ejemplo, D(a, b, ¢, d) representa a la expresién aw?+bx?* + cy? +dz>2.

En este apartado se listan las 54 N-formas digonales universales de Ramanujan, y

también todas las N-formas diagonales con déficit 1 0 2. D es el conjunto de niimeros

que no son representables en la forma dada. Eliminando del listado las variaciones

triviales, Ramanujan exigié a < b < ¢ < d, y aqui se seguira el mismo convenio.

B.1. N-formas universales de Ramanujan

9(1,1,1,1) D(1,1,1,2) D(1,1,1,3) D(1,1,1,4) D(1,1,1,5) D(1,1,1,6)
9(1,1,1,7)  D(1,1,2,2) D(1,1,2,3) D(1,1,2,4) D(1,1,2,5) D(1,1,2,6)
9(1,1,2,7) ©(1,1,2,8) D(1,1,2,9) D(1,1,2,10) D(1,1,2,11) D(1,1,2,12)
D(1,1,2,13) D(1,1,2,14) D(1,1,3,3) D(1,1,3,4) D(1,1,3,5) D(1,1,3,6)
9(1,2,2,2) ©(1,2,2,3) D(1,2,2,4) D(1,2,2,5) D(1,2,2,6) D(1,2,2,7)
9(1,2,3,3) D(1,2,3,4) D(1,2,3,5) D(1,2,3,6) D(1,2,3,7) D(1,2,3,8)
D(1,2,3,9)  ©(1,2,3,10) D(1,2,4,4) D(1,2,4,5) D(1,2,4,6) D(1,2,4,7)
D(1,2,4,8)  D(1,2,4,9)  D(1,2,4,10) D(1,2,4,11) D(1,2,4,12) D(1,2,4,13)
D(1,2,4,14) ©(1,2,5,6) D(1,2,5,7) D(1,2,5,8) D(1,2,5,9) D(1,2,5,10)
B.2. N-formas diagonales cuasi-universales de déficit 1

forma D forma D forma D

D(1,1,1,9) {7} D110 {1} D D(1,1,1,14) {7}
9(1,1,1,15) {7} (1,1,2,15) {14} D D(1,1,2,18) {14}
D(1,1,2,19) {14} (1,1,2,20) {14} D 9(1,1,2,23) {14}
D(1,1,2,19) {14} (1,1,2,20) {14} D( D(1,1,2,23) {14}
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B. N-Formas diagonales universales y cuasi-universales

forma D forma D forma D forma D
D(1,1,2,24) {14} 9(1,1,2,25) {14} D(1,1,2,27) {14} D(1,1,2,28) {14}
D(1,1,2,29) {14} ©(1,1,2,30) {14} ©(1,1,3,7) {6} ©(1,1,3,8) {6}
D(1,1,3,10) {14} D(1,1,3,11) {14} 9(1,1,3,13) {6} ©(1,1,3,14) {6}
9(1,1,3,15) {6} D(1,1,4,5) {3} ©(1,1,4,6) {3} 9(1,1,5,5) {3}
©(1,1,5,6) {3}  ®(1,1,510) {3}  ©(1,1,511) {3}  D(1,1,6,7) {3}
9(1,1,6,8) {3}  ©(1,1,6,10) {3}  ©(1,1,6,11) {3}  D(1,2,2,9) {7}
9(1,2,2,10) {7}  ©(1,2,2,12) {7}  9(1,2,2,14) {71}  D(1,2,2,15) {7}
D(1,2,3,11) {10}  D(1,2,3,12) {10} ©(1,2,3,13) {10} ©(1,2,3,15) {10}
D(1,2,3,17) {10}  ©(1,2,3,19) {10} D(1,2,3,20) {10} D(1,2,3,21) {10}
D(1,2,3,22) {10} D(1,2,3,23) {10} D(1,2,3,24) {10} D(1,2,3,25) {10}
D(1,2,3,26) {10}  ©(1,2,4,15) {14} D(1,2,4,17) {14} D(1,2,4,18) {14}
D(1,2,4,19) {14}  D(1,2,4,20) {14} D(1,2,4,21) {14} D(1,2,4,23) {14}
D(1,2,4,24) {14}  ©(1,2,4,25) {14} D(1,2,4,27) {14} D(1,2,4,28) {14}
D(1,2,4,29) {14}  D(1,2,4,30) {14} ©D(1,2,5,5) {15} ©(1,2,5,11) {10}
D(1,2,5,12) {10}  ©(1,2,5,13) {10} D(1,2,5,14) {10} D(1,2,6,6) {5}
9(1,2,6,10) {5}  D(1,2,6,11) {5}  D(1,2,6,12) {5}  D(1,2,6,13) {5}
D(1,2,7,8) {5}  ©(1,2,7,10) {5}  ©(1,2,7,11) {5}  ©(1,2,7,12) {5}
9(1,2,7,13) {5} 9(1,3,3,5) {2} 9(1,3,5,6) {2} D(2,2,3,4) {1}
9(2,3,4,5) {1} D(2,3,4,8) {1}

B.3. N-formas diagonales cuasi-universales de déficit 2

forma D forma D forma D
9(1,1,1,11)  {7,39} 9(1,1,1,13) {7,28} 9(1,1,1,17)  {7,15}
9(1,1,1,18) {7,15} 9(1,1,1,20) {7,15} D(1,1,1,22) {7,15}
D(1,1,1,23) {7,15} D(1,1,2,22) {14,78} D(1,1,2,26) {14,56}
D(1,1,2,31) {14,30} 9(1,1,2,33)  {14,30} D(1,1,2,34) {14,30}
©(1,1,2,35) {14,30} ©(1,1,2,36) {14,30} ©(1,1,2,37) {14,30}
D(1,1,2,39) {14,30} D(1,1,2,40) {14,30} D(1,1,2,41)  {14,30}
D(1,1,2,43)  {14,30} D(1,1,2,44)  {14,30} D(1,1,2,45) {14,30}
D(1,1,2,46) {14,30} D(1,1,3,16) {6,15} 9(1,1,3,17) {6, 15}
©(1,1,3,19) {6,15} ©(1,1,3,20) {6,15} 9(1,1,3,22) {6,15}
9(1,1,3,23) {6,15} D(1,1,4,7)  {3,35} D(1,1,4,10) {3,7}
9(1,1,5,7)  {3,19} 9(1,1,5,9)  {3,12} D(1,1,5,12) {3,11}
D(1,1,6,12) {3,39} D(1,1,6,13) {3,12} D(1,1,6,14)  {3,12}
D(1,1,6,16) {3,12} 9(1,1,6,17) {3,12} 9(1,1,6,19) {3,12}
D(1,1,6,20) {3,12} D(1,2,2,11) {7,39} D(1,2,2,13) {7,28}

continda
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(7,15}
(7,15}
{10,58}
{10, 26}
{10, 26}
{10, 26}
(14,78}
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{14, 30}
{14, 30}
{10,15}
{10,15}
{10,15}
{10,15}
{10,15}
{10,15}
{5,13}
{5,13}
{5,14}
{5,7}

{5, 7}
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{2,3}

{2,3}
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{1,23}
{1,10}
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{14,301
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{1,13}
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(7,15}
{10, 40}
{10, 26}
{10, 26}
{10, 26}
{10, 26}
{14, 30}
{14, 30}
{14, 30}
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{14, 30}
{10,15}
{10,15}
{10,15}
{10,15}
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{5, 29}
{5,13}
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{5,14}
{5,7}

{5,7}

{2,22}
{2,3}

{2,3}

{1,6}

{1,17}
{1,23}
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C. TABLA DE COMPOSICIONES DE LAS
TRANSFORMACIONES SIMETRICAS

Para encontrar la composicién 7; o T;, se debe buscar en la fila ¢, columna j.
Este grupo no es abeliano, es isomorfo al grupo diédrico del cuadrado: Dihy (véase el

problema , en el apéndice D[)

U 72 72 Tz 7. Ts Te Tz Ts

7

S
=

To T T Ts Ts Te

b
=

7. T2 Te¢ Ts Ts Tr

=1
S

T Tn Ts Tz T¢ Ts

Tr Ts To T2 Tz Ta

N
A
i

Ts T T3 Ta T1 T2

A
A
=

Ts Te¢ T Ti  Ta Ts

=
A
A

Te¢ Ts To Tz T2 T

EEEREREEER
iy
a
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D. LISTADO DE PROBLEMAS

El siguiente es un listado de problemas directa o indirectamente relacionados
con el estudio hecho en el documento. No tiene ningin orden en lo que se refiere a
dificultad o tema.

Problema 1 (caso especial del dltimo teorema de Fermat). Demostrar que la ecua-

4

cién diofantina x* + y* = 2% no posee soluciones en enteros positivos.

Problema 2. Hallar una Z-forma cuadratica n-aria, para algin n en particular, que

no sea cerrada bajo el producto, es decir, que no tenga ninguna identidad de cerradura.

Problema 3. Demuestre que la ecuacién diofantina (22 + y? + 2%) = 4(u? +v? + w?)

no posee soluciones, salvo la trivial.
Problema 4. Hallar todas las cerraduras homogéneas de la Z-forma 2 + 532

Problema 5. ;Coémo se podria generalizar el concepto de cerraduras reducidas a las

formas cuadraticas ternarias, en caso de que existieran?

Problema 6. Encuentre dos enteros representables en la Z-forma 2 4 32 + 22, pero

tales que su producto no sea representable.

Problema 7. Generalice la definicion de transformaciones simétricas a las formas

ternarias. ;Cudntas hay? ;Y para formas n-arias?
Problema 8. Sean a,b € Z", tales que ab | a®>+b*+1. Demostrar que a*>+b*>+1 = 3ab.

Problema 9. Demostrar que si se multiplica una terna pitagérica primitiva por una

matriz de Barning, el resultado es otra terna primitiva.

Problema 10. Demostrar que cada terna pitagérica primitiva aparece exactamente

una vez en el drbol diagramado en la figura 2|

Problema 11. Sean A, B, C' las tres matrices de Barning. Describir los patrones que
se generan en las ternas pitagéricas aplicando A™ a (3,4,5), conforme n varfa en los
naturales. Hacer lo mismo para B™ y C" (agradecimientos a Fabiola Ramirez por su

contribucién).
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Problema 12. Demostrar que los exradios de un triangulo que corresponde a una
terna pitagdrica primitiva, son los inradios de los tres tridngulos que se generan con

las matrices de Barning a partir del tridngulo anterior.
Problema 13. Hallar todas las soluciones en enteros positivos de la ecuacién a® = b.

Problema 14 (IMO 1997, #5). Hallar todas las soluciones en enteros positivos de

.« , 2
la ecuacién a® = b*".

Problema 15 (IMO 1980, Inglaterra #1). Probar que la ecuacién 42 —3x +1 = 2y?

tiene infinitas soluciones en los enteros positivos.

Problema 16 (IMO 1988, #6). Sean a,b € Z", tales que ab+ 1 | a® + b*. Probar

a’+b?
ab+1

que es un cuadrado perfecto.

Problema 17. Hallar todas las cerraduras homogéneas de la forma 2% + 3xy + 4y
Problema 18. Hallar el minimo n para el cual (1,0, —1) R(n) vale 5.

Problema 19. Demostrar que la grafica de (1,0, —1) R(n) no es acotada por arriba,
es decir, que para cualquier m € N existe n € N, tal que (1,0, —1) R(n) > m.
Problema 20. Demostrar la aseveracién contenida en el primer parrafo de la pagina

100, que dice: una Z-forma es una forma cuadrado perfecto si, y sélo si, su discrimi-

nante vale cero.

Problema 21. Probar que si un nimero es congruente con 3 en el médulo 4, existe

un primo, también congruente con 3, que lo divide.

Problema 22. Haciendo uso del problema anterior, demostrar que existen infinitos
primos congruentes con 3 en el médulo 4. Para hacer esto, suponga que existe sélo un
conjunto finito de ellos {p1, po,...,pr} v, considerando el nimero N = 3 + 4 Hle Dis

llegue a una contradiccion.

Problema 23. Sean € Z", y considere el nimero N = (n!)?+41. Sea p el menor primo
que sea un divisor de N. Demuestre que p > n. También demuestre que (n!)P~! =
(—1)#D/2 (mod p).
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Problema 24. Usando el pequeno teorema de Fermat y la congruencia del problema
anterior, concluya que p =1 (mdd 4). Explique por qué motivo el argumento anterior

implica que existen infinitos primos de la forma 4k + 1.

Problema 25. Demuestre la cota de error de la pégina propuesta por Gauss
para la aproximacién del area de un circulo en términos de los puntos reticulares que
encierra. Pista: considere todos los cuadrados unitarios con vértices de coordenadas
enteras tales que al menos uno de sus vértices se encuentre en uno de los puntos

reticulares encerrados.

Problema 26. Hallar 10 cerraduras independientes para la forma de Pell (1,0, —2)

(se recomienda emplear una computadora).

Problema 27. Hallar todos los pares de enteros (a, b) tales que a®+b? divide a a®+b

y también a a + b.
Problema 28. Demostrar la isomorfia mencionada en el apéndice [C|

Problema 29. A cada matriz cuadrada M de tamano n > 1, se le asocia la forma
cuadratica n-aria dada por la expresién xMx', donde x es el vector de variables
, . : .
(x1,x2,...,x,),y X essu transpuesto. Demuestre que esta asociacién no es biyectiva,
ya que dos matrices distintas pueden estar asociadas a la misma forma cuadratica. De
entre todas las matrices que comparten la forma cuadratica con la matriz M, existe

una que es simétrica. Exprese esa matriz simétrica en términos de la matriz M.

Problema 30. Demostrar que un ntimero n posee una representacion propia en una
forma cuadratica q cuyo discriminante es A si, y sélo si, A es un residuo cuadratico

en el mdédulo 4n.

Problema 31. Sea p un primo tal que p = 1 (mdéd 4). Considere el conjunto S =
{fa+bm : abe Z0 < ab< [/p|}, donde m es cualquier nimero que cumpla
m? = —1 (mdd p). Probar que existen (al menos) dos elementos en este conjunto

que son congruentes en el modulo p.

Problema 32. En referencia al problema anterior, si los elementos congruentes son
a1 + bym, as 4+ bam, mostrar que la siguiente es una representacion de p como suma

de dos cuadrados: p = (a3 — az)? + (by — b)%.
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2

Problema 33. Hallar todas las cerraduras homogéneas de la forma z? — zy + 9.

Elaborar un multigrafo como el mostrado en la figure 5] en la pégina [86]

Problema 34. Demostrar que si la Z-forma q representa al niimero n, entonces la

Z-forma nq es perfecta (i.e. cerrada bajo el producto).

Problema 35 (IMO 1981, #3). Determine el maximo valor que puede tomar la
expresién m? + n?, donde m,n son enteros positivos menores o iguales a 1981, que

satisfacen (n? —mn —m?)? = 1.

Problema 36. Sea p un primo tal que 2p — 1 también es primo. Hallar todos los

pares de nimeros naturales (z,y) tales que (zy — p)? = 2 + y*.

Problema 37. Demostrar el lema [I2] de la pédgina [I06, Se puede utilizar la nota de

la pagina siguiente como una pista.

Problema 38. Demostrar que la composicién de Dirichlet de dos formas primitivas

es otra forma primitiva.

Problema 39. Sea a € Z. Demuestre que la Z-forma cuadratica binaria q representa
al nimero a si, y sélo si, q es propiamente equivalente a una forma (a, b, ¢), para algin

par de numeros b, c € Z.

Problema 40. Demuestre que toda Z-forma cuadratica binaria primitiva, definida
positiva, es propiamente equivalente a una forma (a, b, c) que cumple:

|b| <a<c¢ siempre
b>0 si |bj=a osi a=c

Pista: Considere las transformaciones dadas por las siguientes matrices unimodulares

1 n 0 -1
neoh) =00
Qué se puede decir respecto de formas definidas negativas? ;v de formas indefinidas?

Problema 41. Hallar un representante para cada clase de equivalencia bajo ~ del
conjunto de las R-formas cuadréticas binarias. Descartar los casos en los que las
formas binarias se reducen a formas unarias. Hallar Z(q) para cada q que sea un
representante de los hallados. Determinar cudles de los conjuntos Z(q) son cerrados

bajo el producto.
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Problema 42. Demuestre que, si A # 0 es un entero fijo, tal que existan Z-formas

cuadraticas con discriminante A, entonces

a) Existe al menos una forma con discriminante A que representa al ntimero 1.

b) Todas las formas con discriminante A que representan al 1 son equivalentes.

Problema 43. Demostrar que la Z-forma (4, —2,12) es multiplicativa pero no para-

metrizable.

Problema 44. Sea a # 0 un nimero racional. Demostrar que la Q-forma az? — ay?

es equivalente a 2% — 7/2.

Problema 45. Demostrar que la Q-forma cuadrética 2 + y? no representa al 3.

Problema 46. Demostrar que la Q-forma 22 + 3? es equivalente a 222 + 2y y a
5x2 + 5y?, pero no a 32 + 3y?. ;Para qué valores de a € Q se cumple que 22 + y* ~

axr?® + ay*?

Problema 47. Demostrar que la conclusiéon del lema [17| de la pagina [117| es valida

para la forma z? + y? — 222
Problema 48. Demostrar el lema [17| de la pagina [117]

Problema 49 (propuesto). Sea n > 0 un natural cualquiera. Hallar un conjunto
completo de representantes diagonales para las clases de equivalencia bajo ~ de las
Q-formas cuadraticas n-arias; es decir, un conjunto A de Q-formas cuadraticas n-arias
diagonales tal que no hay dos dentro del conjunto que sean equivalentes entre si, y
para cualquier Q-forma q existe g € A tal que q ~ g. El problema se puede fraccionar

enunciandolo para valores especificos de n.

Problema 50 (propuesto). Determinar si existe una relacién algebraica entre el
nimero de cerraduras que posee una forma cuadratica capaz de representar a la
unidad, la cantidad de simetrias que tenga, y el niimero de representaciones de la
unidad que posea. Si r es la cantidad de representaciones de la unidad, ¢ es el niimero
de cerraduras, c¢* es la cantidad de cerraduras independientes, y s, la cantidad de
: ¢ : _ . * __ 4r : *
simetrias, la conjetura propuesta es ¢ = 4r, o bien ¢* = 5 Se permite que r,c¢, ¢

valgan oo, para ciertas formas.
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Problema 51 (propuesto). Determinar si existen cerraduras no reducidas de Z-
formas cuadraticas binarias cuyo discriminante sea distinto de cero. Se debe demos-
trar su imposibilidad o presentar un ejemplo. Se puede plantear el mismo problema
respecto a cerraduras no homogéneas, es decir, aquellas en las cuales se sustituyen
los polinomios X, Y (ver la ecuacién , pagina por funciones més generales con

dominio S y rango contenido en el mismo conjunto.
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