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RESUMEN

La funcién ¢ es una de las funciones mas estudiadas tanto en la rama de la Teoria
de los Numeros como de la del Andlisis de variable compleja. Su importancia radica
en el hecho que permite demostrar propiedades entre los niimeros primos, basandose

en el conjunto de los complejos.

Este trabajo de graduacion utiliza los conceptos de funciones aritmética, nimeros
primos y convoluciones, demostrando relaciones que se dan entre ellos. Se demues-
tra la existencia de un concepto dual al de las funciones aritméticas, el cual es el
concepto de funciones p. Se introduce y trabaja un concepto dual al de convoluciéon
aplicandose para las funciones p, lo que delimita una manera alterna de demostracién
de relaciones entre funciones aritméticas. Al utilizar la teoria desarrollada para las
funciones aritméticas y las funciones p, se demuestra la existencia y se encuentran

las funciones aritméticas que aparecen como numerador en la expansién en serie de

€(2s) () Ps) ¢(2s). ¢ (bs)
G(s) 7 ¢(2s)7 ¢(25)7 C3(s)’ ¢e(ds)?
a,b,c,d € N, s € C, se cumple que el numerador de cada término de su expansion en

se demuestra ademés que para la expresion general con

serie define una funcion aritmética, encontrando la forma general de la misma.
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OBJETIVOS

General

= Brindar al lector teoria de la funcién ¢ de Riemann y sus relaciones con los
nimeros primos y las funciones aritméticas, tanto como de las relaciones entre

las funciones p de dichas funciones aritméticas con la funcién (.

Especificos

1. Mostrar las relaciones entre las funciones multiplicativas, las aritméticas en
general y la expansiéon en serie de razones de la funcién ¢ valuada en distintos

multiplos de un s € C.
2. Mostrar el concepto de funcines p y la dualidad con las funciones aritméticas.

3. Hacer uso de las funciones p y del concepto de multiplicatividad para demostrar

varias de las propiedades de las funciones aritméticas.

4. Desarrollar propiedades de ¢ y expresiones de la misma utilizando el concepto

de funciones p.
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INTRODUCCION

En este trabajo de graduacion se trataran propiedades entre la funcién zeta
de Riemann] y las funciones aritméticas. La funcién ¢ es una funcién de variable
compleja estudiada ampliamente en la actualidad. La misma es definida como una
serie infinita de complejos. A lo largo del presente documento se demostrard como
las funciones aritméticas aparecen al momento de valuar { sobre distintas expresiones

que dependan de s € C dado.

El trabajo de graduacion consta de tres secciones principales: la primera seccion
enmarca un desarrollo tedrico de las propiedades y conceptos relacionados a las fun-
ciones aritméticas. La mayoria de las funciones a utilizar cumplen ser multiplicativas,
propiedad definida y utilizada ampliamente en dicha seccion. Se enlistan y definen las
funciones aritméticas principales, demostrando relaciones entre las mismas utilizadas
posteriormente en el documento. La segunda secciéon muestra un concepto dual al de
las funciones aritméticas, el cual es el concepto de funcion p. Junto con este, se define
la convolucion de funciones aritméticas, la cual es una operacion utilizada tanto en
la segunda como tercera seccion del documento. Se define dicha pareja de conceptos
dado que muchas de las propiedades de las funciones aritméticas son demostradas
utilizando la propiedad de multiplicatividad, aspecto que hace necesario la busqueda
de una manera alterna para poder demostrarlas. La tercera seccion enlista varias de
las relaciones entre el desarrollo en serie de la funcién ¢ y las funciones aritméticas,
definiendo un concepto similar a las convoluciones, ampliandose el uso del concepto a
series. Utilizando las propiedades de las convoluciones en series, se realiza la mayoria
del desarrollo de la teoria que rige los valores de ( para distintos miltiplos de un s € C
dado y las funciones aritméticas que aparecen en su desarrollo en serie, alcanzando

la forma general de las mismas.

Denotada con la letra griega C.

IX






1. Las funciones aritméticas

1.1. Generalidades

Definicién. A toda funcion f : N — C se le conoce como funcion aritmética.

Notacién. Dados m,n € 7Z, denotaremos el mdxrimo comun divisor de m y n

como (m,n), y denotatemos el minimo comin maltiplo como [m,n].

Definicién. Sea f una funcion aritmética y sean m,n € Z:

1. Se dice que f es multiplicativa si

f(mn) = f(m)f(n), Vm,ne€Z: (m,n) =1

2. Se dice que f es totalmente multiplicativa
f(mn) = f(m)f(n), Vm,n € Z

Teorema 1. Sea [ una funcion multiplicativa. Definase a F' como

F(n)=Y f(d), d>0

dn

se tiene que F' es multiplicativa

(1.1)

Demostracion. Sean m,n € Z : (m,n) = 1. De la definicion de F' se sabe que
F(mn) = 4., f(d). Ahora bien, nétese que Vd : dlmn, 3ldi,dy € Z : d =

didy, dilm,ds|n y (dy,ds) =1, debido a que (m,n) = 1. Se tiene

F(n) =Y f(d)=>_ f(didy)

din di|m
dg|n



Dado que (dy,dy) = 1, utilizando el hecho de que f es multiplicativa se tiene entonces

que
= Zf(d1d2) = Zf(d1)f(d2> :Z Zf (di) | f(d2)
di|m di|m da|n di|lm
dg|n dg|n
Zf(dl) Zf(d2) = F(m)F(n)
di|m da|n
se sigue entonces que F'(mn) = F(m)F(n), cuando (m,n) = 1, por lo que F es
multiplicativa. O

Definicién. Sean [ y g dos funciones aritméticas. Se define la convolucion de f

Y g como
=S f@g (5) =1 (5) 9@ (1:2)
dn dln

Teorema 2. St f y g son dos funciones multiplicativas, entonces h = f * g también

es multiplicativa.

Demostracion. Sean m,n € Z : (m,n) = 1. Se tiene:

=Y fld)g (%)

dlmn

Ahora bien, nétese que Vd : dlmn, 3'dy,dy € Z : d = dids, dy|m,ds|n y (dy,d3) = 1,

debido a que (m,n) = 1. Entonces

- s (%) - S s (325) - S rivsonn (7)o (5)

djmn aipm in
:; C%;fdl ( ) Flds)g ( ) C%;nfdl ( ) ;f(dz)g
= h(m)h(n)

De lo anterior se infiere que h(mn) = h(m)h(n) cuando (m,n) = 1, por lo que h es

multiplicativa. O



1.2. Las funciones aritméticas clasicas

Nota. La funcién (¢ se relaciona con varias funciones aritméticas. Inicialmente se
definiran y presentaran las propiedades de dichas funciones aritméticas, para con-

secuentemente mostrar su relacion con la funcion (.

1.2.1. Las funciones 7y o

Definicién. Se definiran las funciones 0 : N — N y7: N — N como

1. 7(n) representa el nimero de divisores positivos de n.
2. o(n) representa la suma de todos los divisores positivos de n

Nota. Utilizando la notacion de la seccién anterior, se debe notar que

(n) =) 1 (1.3)

d|n
on)=> d (1.4)
din
Lema. Sea n = p"p5?---p%m, con py,- -+ ,pm primos distintos. Las funciones T y o
cumplen que
T(n) = (a1 +1)(az + 1)+ (am + 1) (1.5)

ar+1 1 az+1 1 am+1 _ 1
o= (1) () () (16)
p1—1 p2—1 Pm — 1
Demostracion. Nétese que todo d|n tiene la forma

d:pflp,g?,..pﬁlm, Ccon 0 S /BZ S O[,L" parai: 1,.‘. ’m (17)

Se procedera entonces por incisos:



1. Nétese que 0 < 31 < ay. De ello hay a; + 1 posibilidades para el exponente de
p1. Como 0 < 5 < aw, se tiene que hay as + 1 posibilidades para el exponente
de ps. En general, como 0 < (3; < ay, se da que existen «; + 1 posibilidades para
B;. Dado que todos los divisores de n son de la forma descrita en ((1.7)), al usar
el principio de la multiplicacién, se obtiene que hay (a; +1)(ae+1) - -+ (@ + 1)

divisores positivos de n. Entonces
T(n) = (a1 +1)(az + 1) - (am + 1)
2. Considérese el producto

(Ltpr+pi o 4p) U pe+py+ o+ 057) o (L po Py + -+ D0")

Noétese que todos los numeros de la forma pfl p§2 oopPmocon 0 < B; < o para
¢t = 1,---,m se encuentran enlistados en el producto anterior, y solamente

dichos niimeros aparecen en la lista. Se tiene que

o(n)= (L+pi+pi+-+p0") (Lhpe+ps+ - +05%) - (L p + 0l + -+ 1)
pflll-i-l -1 pgéQ-‘rl -1 am+1 1
(m—l)(m—l)”<m—1)

De los incisos anteriores se siguen las propiedades (1.5 y (1.6)) mencionadas. O]

1.2.2. Las funciones [ y u

Definicién. Se definiran a las funciones [ :N — N yu: N — N como

I(n)=n, VneN (1.8)
u(n) =1, Vn e N (1.9)

Nota. A la funcién I definida anteriormente se le conoce como funcién identidad,

y a la funcién u como funcién unidad.

Lema. Las funciones I y u son multiplicativas.

4



Demostracion. Sean m,n € N : (m,n) = 1. Se procederd entonces por incisos:

1. Nétese que I(mn) =mn = I(m)I(n)

2. Noétese que u(mn) =1=1-1=u(m)u(n)

De lo anterior, se tiene que I y u son multiplicativas. [

Corolario 1. Las funciones I y u son totalmente multiplicativas.

Nota. Al utilizar (1.8)) y (1.9)), se puede reescribir 7 y o como

T(n) = Zl = Zu(d)u (%) = (u*u)(n)

dn din
o(n) = Zd = Z](d)u (g) = (I *xu)(n)
din dln
se tiene que
7(n) = (u*u)(n) (1.10)
o(n) = (I*u)(n) (1.11)

Teorema 3. Las funciones T y o son multiplicativas

Demostracion. Nétese que I y w son ambas funciones multiplicativas. De (1.10]) y
(1.11)), se sabe que 7 y ¢ son convoluciones de funciones multiplicativas. Al utilizar

el Teorema [2] se infiere que 7 y o son funciones multiplicativas. [

1.2.3. La funcién v

Definicién. Se define a la funcion aritmética v : N — N como

vy =4 O o=l (1.12)
mosin=pyipy” Pt

Se tiene que v representa la cantidad de primos distintos que dividen a todo natural

mayor a 1.



Teorema 4. La funcién f(n) = 2" es multiplicativa.

Demostracion. Sean m,n € N: (m,n) = 1. Sean
— 71 2 T
m = palpag o 'paJJ
S1 .82

_ s
n=PsPs P,

i . . , . . .
donde pi} pi2 - - pa; ¥y p;}l p;z e p;’z son las factorizaciones en niimeros primos distintos

de m y n, respectivamente. Dado que (m,n) = 1, se tiene

T1 72 S1 52

mn:palpagu.pszﬁlpﬂQ p;’Z

i
donde pq, # pg,, conx =1,---,j,y=1,--- k. Entonces

vimn) =j+k=v(m)+v(n)
por lo que

2u(mn) _ 21/(m)+1/(n) _ 2V(m) i 21/(n)

por lo que se demuestra que 2“) es una funcién multiplicativa. O

Teorema 5. V n € Z* se tiene que

7(n®) =Y 2" = (2" xu) (n) (1.13)

dln

., , . ;i 205
Demostracion. Nétese que si n = pi"p5® - p;”, entonces n? = p*ps®? .. -p; ’, por

lo que
7(n?) = (201 + 1)(2ap + 1) -+ - (20 + 1) (1.14)

Por el otro lado, sea F'(n) = >, 2v[@) Por el Teorema W] se sabe que 2*() es mul-
tiplicativa, por lo que por el Teorema [1| se sabe que F' también es multiplicativa.

Entonces

F(n)=F (p'ps* - p;’) = F (00" ) F (05*) - F (p;”)

= Z ov(d) Z v | ... Z ov(d)

dipy! dlpy” dlp;’



Notese que para p, existen exactamente a; posibles Valore{] de d tales que d|p]* con
d # 1. Se tiene que

o= 20 42ttt 42l =1420

djpy* d=1 a1 veces (d#1)

Argumentando de manera similar para los deméas j — 1 términos, se tiene que en

general para 1 <r < j

Z V(@) = 1 + 2,

dpr”

De ello se infiere que

Z ov(d) _ F(n) = Z ov(d) Z ov(d) | .. Z ov(d)

dln d|p$™ d|p3? dlp;?

= (201 +1)(2as + 1) -+ (20 + 1) = 7 (n?)
lo que se demuestra lo que se deseaba. O

Nota. De la definicién dada para v(n), se sabe que
v(n)= > 1 (1.15)
dl
d primo

Nota. Antes de continuar con el analisis de las funciones multiplicativas, es necesario

establecer un teorema que permitird conocer la naturaleza de su producto.

Teorema 6. Si f y g son funciones aritméticas, entonces su productd| fg también

es una funcion aritmética.

Demostracion. Sean m,n € N : (m,n) = 1. Sea m = p{'ps?---pi, y a la vez sea

n = qlﬂ ! qg 2... g% los productos en factores primos distintos respectivos a m y n. Dado

Los cuales son pi, p?, ... p{t.
2Definiendo a fg : N — C como (fg)(m) = f(m)g(m).
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que (m,n) = 1, se tiene que p; # ¢;, con i = 1,--- ,r, y con j = 1,---,s. NéGtese

ahora que

(fg)(mn) = (fg) (p?1p52 g g -qfs>

f (pi”péw Cplrglgs? - -qfs> g (p(flp? ceplrgtgd? - qf‘*)

f[f (0;") f[f (qu) ljg (Py*) f[g (%f’“)

=

_ ﬁf(pj”)lf[g(pi‘“)] [Hf@f) ﬁg (q’fkﬂ

= |17 (p;"f)] [H(m) (qu)] = [(fg)(m)] [(f9)(n)]

de donde se infiere que (fg)(mn) = [(fg)(m)][(fg)(n)], lo que demuestra que (fg) es

multiplicativa. O

1.2.4. La funcién )\

Definiciéon. Sea la funcion aritmética A : N — N definida como

-1 O£1+Oé2+"'+0<m’ St = poqpaé2 .. -p?nm
A(n)_{ (=1) RN (1.16)

Teorema 7. La funcion A es multiplicativa.

Demostracion. Sean m,n € N : (m,n) = 1. Sean m = p{*---p%, n = qf1~~~qsﬁs
las factorizaciones primas respectivas de m y n. Dado que (m,n) = 1, se tiene que

pi#qj,coni=1---,r, yconj=1---, s Noétese ahora que

A(mn) — )\ <p(1l1 .. p?‘quﬁl e qf7> — (_1)al+“‘+047-+51+“'+ﬁs
— (_1)a1+-~~+ar(_1),6'1+~--+Bs — /\(m)/\(n)

Se tiene entonces que A(mn) = A(m)A(n), cuando (m,n) = 1, por lo que A es multi-

plicativa. O



Nota. La funcién A cumple dos propiedades importantes relacionadas con otras de las

funciones aritméticas, las cuales se presentan a continuacién.

Teorema 8. La funcion \ cumple que

An) = " 2"9\(d) (1.17)

din

Demostracion. Del Teorema 4] y del Teorema [7| se sabe que las funciones 2/¢) y A(-)
son ambas funciones multiplicativas. Al utilizar el Teorema [0] se sabe que la funcién
f definida por

Flm) = 2" A(m)

es una funcién multiplicativa. Aplicando el Teorema [I} se obtiene que la funcién F'

definida por

F(n)=7_ f(d) =) 2"“\d)

dln dln

es también una funcién multiplicativa. Sean entonces n € N, con n = p{'p3?--- por

su factorizacion prima. Se tiene entonces que

> 2N(d) = F(n) = F(py'ps? -+ p27) = F (pi) F (p5?) -+ F (1)

din

_ jg: 2 \(d) jg: D \d)] - jg: 2" D \(d)

djp;! dlpy? dlp"
De las definiciones ([1.12)) y ([1.16)) se sigue que

D 2ONd) = 2N + 20N + 200N ) + -+ 20

dlpy!
= 20(1) + 21 (—=1) 4+ 28 (1) + - - - 4+ 21 (1)
~— N = N
d=1 d=p1 de% d:p(fl
=14+2[-1+1—-14+1+4 -+ (-] = 1, si2log

= (=)™ =A@



De lo anterior se sigue que
> 20N =2 ()
dlpi*
Argumentando de una manera similar para los » — 1 términos restantes, se tiene que
Z 2 DN\(d) = N (p7), conj=1,---,r
dlp?j

De ello se tiene que

D 2 N@) = | Y27 ON@)| | D] 2| - | D] 27N (d)

din dlpy! dlpy” dlpy”
=AM A P2?) - AE) = AT pe® - P = Aln)

lo que demuestra lo que se deseaba. O
Escolio 1. La funcién 2"X(-) es multiplicativa.

Teorema 9. Sea n € N. La funcion A cumple que

1, sin es cuadrado.

> Ad) = (1.18)

dln 0, en otro caso.

Demostracion. Notese que A es multiplicativa, por lo que la funcién f definida por
f(n) =) AMd)
dln

también es multiplicativa. Sean entonces n € N, con n = p{'p3*---p" su descom-

posicion en factores primos distintos. Se tiene entonces que

DN = f(n) = f (PSP pen) = (05 £ (052) - f (p57)

dn
= DM Do MD | [DD Ma)
dlp]? dlps? dlp?™
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Analizando el primer término, se tiene:

> Ad) = A1) + Alpr) + ApF) + -+ ApT)

dlpy?

0, si2fa
=1+(D+1+(-)+ -+ (=) =
1, si2]oy

Argumentando de manera similar para los r — 1 términos restantes, se tiene que

O, SiQ’fOéj
Z)\(d): ,conj=1---,r

dlp’ 1, si2a;

por lo que
1, si2log, 2lag, -+, 2]a,.

SO = F 8 f @05 f () =

djn 0, si2¢taj, para algin j.

de donde se infiere que

1, sin es cuadrado.

> Md) =
din

0, en otro caso.

lo que demuestra lo que se deseaba.

1.2.5. La funcion u

Definicién. Se define la funcion p: N — N como
1, stn=1

p(n) =19 (=17, sin=pips---pr
0, sip*n, para algin primo p

Nota. La funcion p recibe el nombre de funcién de inversién de Mobius.

Teorema 10. La funcion pu es multiplicativa.
11

(1.19)



Demostracion. Sean m,n € N : (m,n) = 1. Sin pérdida de generalidad se puede
suponer que m es divisible por un cuadrado distinto al 1. Por definicién, se sabe que
p(m) = 0. A la vez, dado que m|mn, el mismo cuadrado que divide a m dividirfa a

mn, por lo que p(mn) = 0, de donde se tendria que

p(mn) =0 = p(m) = p(m)p(n)

Supdngase entonces que ambos m y n son libres de cuadrados. Entonces se tiene que al

sern = pips - Pr, M= q1qa, - - , Qs las descomposiciones en factores primos distintos
de m y n, dado que (m,n) = 1, se tiene que p; # ¢;, coni =1,--- ,r, j=1,--- s,
por lo que mn = p1ps -+ - Prqiqe, - - -, qs. De ello se infiere que

p(mn) = (=1)"" = (=1)"(=1)" = p(m)p(n)
demostrando asi lo que se deseaba. O

Nota. Sea p un primo cualquiera, y sea a > 0, € N. Nétese que

1= p(1)
—1 = u(p)
0=p(p?) =p@’)=-=np

Dicha propiedad se utilizara en el siguiente teorema.

Teorema 11. V n € Z* se da que

1, sin=1

S nld) = (1.20)

dln 0, stn>1

Demostracion. Para el cason = 1, la propiedad es evidente. Supéngase que n > 1. Sea
entonces n = py'ps? - - - por la factorizacién prima de n. Ahora bien, por el Teorema
se sabe que p es multiplicativa; utilizando el Teorema [l se sabe que la funcién F

definida como
F(n) = ()
dln

12



es multiplicativa. Utilizando la descomposicién en factores primos distintos de n se

tiene entonces que

> u(d) = F(n) = F (pips> - pr) = F (p7*) F (p3?) -+ F (p27)
d

= > @ | | @ | D ()

dlpy? d|p3? dpy”

Analizando la expresién o p(d), se debe notar que

> p(d) = p(1) + plp) + 1 (p7) + 1 (0°) + -+ + 1 (™)
dlp7?
= 1 4 (-1 4+04+0+--+0=0
d=1 d:p d:p27p3’... ’poé'r

Por lo que Zd\p‘.lj u(d) = 0 para algin 7, si p > 1. Dado que se asumse a n > 1, se
J

tiene que p; > 1, para algun j. De la expresion

S ould) =Y p@d) | D ud)| | D ud)

dln dlpy! dlpy? dlpyr

se sabe que dado que algunosff] de los términos en paréntesis valdran 0, la expresion

> dn #(d) valdrd 0. De ello se infiere que

1, sin=1

> nld) =

d|n 0, sin>1
lo que demuestra lo que se deseaba. O
Nota. La funcién p tiene la caracteristica de relacionar dos funcines multiplicati-

vas como las que se mencionan en el Teorema [I] Se procederd a demostrar dicha

propiedad.

Teorema (Inversién de Mobius). Sean f y F dos funciones multiplicativas que

cumplen la propiedad

F(n) =7 f(d)

dn

3Si no es que todos.
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Entonces

f(n) = (px F)(n) = (F* p)(n) (1.21)

Demostracion. Sea d’ = %. Se tiene entonces que

(wx F)m) = > p(dF (5) =Y n(5) Fd) = (F )

din d'|n
de donde se infiere que (p* F)(n) = (F % p)(n). Ahora bien, ndtese que
SoF () = |ud) [ Do) || =30 Do u (o)
dn din el din [ el3

De lo anterior, se tiene que d|n y e ‘%, lo que implica que 3z € Z : ex = %, por lo
que n = exd. Se tiene entonces que eln y d |% Esto permitira cambiar los subindices

en las sumatorias de la siguiente manera
PDINIOHCIEDS ZM =D | ud
din | elZ eln eln d|Z

Por el Teorema (11| se sabe que Zd‘ﬂ p(d) # 1 tnicamente cuando * =1, ie.,n =e.

Tomando tinicamente dicho casd] se tiene que
2| @ md)| =3 fle)-1=[(n)
eln d\% e=n

De lo anterior se infiere que

> udF (5) = fn)

din

demostrando asi lo que se deseaba. O

Escolio 2. La convolucion es conmutativa.

4Tgnoramos los demds casos dado que Y a2 M(d) = 0.
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1.2.6. La funcién ¢

Definicién. Se define la funcion aritmética ¢(n) como aquella que cuenta los enteros

positivos menores que n que son primos relativos a n.

Nota. A la funcién ¢ se le conoce como Funcién totientd’| de Euler.

Nota. De la definicién, se sabe que para p primo se cumple

¢(p)=p-
dado que todos los p — 1 niimeros anteriores a p son primos relativos con p.

Teorema 12. Para p primo y a > 0 se tiene

¢ (p*) =p* —p* Tt =p° <1 - 1) (1.22)

Demostracion. Nétese que Vn € N: (n,p®) =1, con n < p® se da que p { n. Entonces
basta contar cuantos ntimeros entre 1 y p® son divisibles entre p. Nétese que la lista
de todos los multiplos de p entre 1 y p® es dado por (1)p, (2)p, (3)p,---, (1) p,
de donde hay p®~! multiplos de p, por lo que hay p® — p®~! = p© (1 — %) nimeros
positivos menores a p* que son primos relativos con p®. Por definicion de ¢, se sabe

que ¢ (p*) = p® — p®~1, lo que demuestra lo que se deseaba. [

Teorema 13. Vn € ZT se cumple

n=3"6(d) = (65 w)n) (1.23)

dn

Demostracion. Para poder realizar la demostracion, se clasificaran los nimeros entre

1 y n de la siguiente forma: V d € N : d|n definase el conjunto

Ald)={zeN:1<z<ny (nz)=d}

5Conocida también como Funcién phi 6 Funcién tociente de Euler.
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Noétese que todo z : 1 < z < n cumple pertenecer a algin A(d) (Dado que (z,n)|n,V z)
Ahora bien, nétese que (n, z) = d es equivalente a (%, %) = 1, por lo que cada conjunto

A(d) es equivalente a un conjunto de la forma

B() - frenizvsdy () -1}

Notese que ‘B (§)| =¢ (%) De esto se tiene que

n= 2@ = 3|8 (F)] = X0 (3) - et
djn Gin aln djn

lo que demuestra lo deseado.
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2. Las funciones p

2.1. Fundamentos teodricos

2.1.1. Generalidades

Definicién. Sea f : N — C una funcion aritmética. Para dicha funcion, se define la

funcion f, : R — C como

folz) =) f@")a" (2.1)

donde p es un primo cualquiera.

Nota. La expresién anterior indica que se trabajard con una funcién generadora f, de
f, por lo que no se profundizara en mayor medida sobre la convergencia de f,, para

todos los p primos.

Nota. Para las funciones 7,0, I, u, v, \, u, ¢, existen sus funciones asociadas

Tps Op, ]pa Up, Vp, /\p7 Hp, ¢p

Es necesario establecer algunos teoremas relacionados con las expresiones f, y
encontrar los valores de las expresiones anteriores para poder determinar las relaciones

entre ellas.

Nota. A las funciones f, se les conoce como funcién p de f.

Teorema 14. YV p primo, dos funciones multiplicativas f y g son iguales si y solo si

fp» v gp Son iguales.

Demostracion. Se procederd por incisos:

17



1. (=) Supédngase que f = g. Se sigue entonces que f (p") = g (p"), ¥ p primo y
Vn € N. De ello se infiere que

=> fe Zg " = gy()

2. («) Supéngase que f, = g,. Se sigue que

S Fe " = fola) = gola) =D g (p)a”

de donde se infiere que

D ram =) g)e

Dada la igualdad de series, se tiene que f (p") = g (p"), V p primo y Vn € N.
Al ser m = pi"p5® - - - p2r, por ser f y g multiplicativas, se da que
S (") =g ()
F@e) =9 | _ 1oy DL @5 pr) = 9 (01 g (%) -9 () =
: f(p1 Py ) =g (pyps* - o)
f ) =g
de donde se infiere que f(n) = g(n), Vn € N.

De los dos incisos anteriores, se infiere que f = g si, y sélo si f, = g,. O]

Notacién. FEs necesario tomar en cuenta aspectos de notacion para lo siguiente:

1. La expresion (fg), denotard el producto de funciones f,(x)g,(x).

2. La expresién (f - g), denotard la composicion de funciones f(g),(z)

2.1.2. Las funciones p asociadas a las funciones aritméticas clasicas

Nota. Del célculo, se sabe que Vz € R: |z| <1y Va € R, se da que

a

Zax”:a+aa:+a:c2+ax3+-~-:
n=0

11—z
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A la vez se sabe que

;am”:aw0+;a1‘”—aw0:—a+;am”:—a+1ix
—a(l—z)+a —a+ar+a  ax
N 1—=x N 1—=x C1l—x

de donde se infieren las igualdades

> a
= 2.2

Zam" = (2.3)

1—2z

n=1

Nota. Es importante notar que se restringe a x a cumplir que |z| < 1 para asegurar
la convergencia de la serie. Se mencionan estas propiedades de los valores de las series

geométricas ya que se utilizaran en la siguiente propiedad.

Teorema 15. Las funciones aritméticas cumplen ¥ p primo las propiedades

1

Iy(z) = 1 — (2.4)
uplz) = == (25)
wle) = T— (2.6)
M) = — (27)
ppla) =1~ (2.9
) =~ (29)

Demostracion. Se procederd por incisos:

1. Por definicién se tiene que I(n) =n, Vn € N. De esto se debe notar que

Ip(z) = EO I(p")a" = Zop"x” = Eo(px)" =1 _1px
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mostrando asi que

1
1 —px

Iy(x)

. Por definicion se sabe que u(n) = 1, Vn € N. De esto se debe notar que

de donde se sigue que

v (p) = 0, sia=0
PI=11, sia>0

Utilizando lo anterior en la expansion de serie de v, se tiene que

g

VP(I):ZV(]?”)JJ”IW—F v(p")x :ZMJ?
n=0 n=1 n=1
= 1 l+z—1 T
— 1—2z 1—2z 1—2z
lo que demuestra que
x
vp(x) = 11—

. Por definicién se sabe que

17 Si m = 1
A(m) =
(_1)a1+0¢2+-.-+0w’ cuando m = p?lpgm . 'pgr

de donde se sigue que



Utilizando esto en la serie de A, se tiene

1 1
lo que demuestra que
1
hY —
p(T) 1+x
. Se debe recordar que
1, sia=0
wp®)=¢ -1, sia=1
0, sia>?2
De lo anterior se tiene entonces que
oo o0 0
=S et =p () u () Y pp " =1
n=0 n=2
lo que demuestra que
pp(z) =1—x
. De ([1.22)) se tiene que
=Y 6" = 1+2¢<p">x" — 1+Z(p”—p"—1):v
n=0
> 1 px
= 1— "t =1+ 1——) p”x”—1+<1——>[ }
() (55) %
_pl-pr) P pr p(l-pa)tpir —pr
T p(l—pr)  p(l—pr)  p(l—pa) p(1l — pz)
—px 11—z
T p(l—pr) 1-pz
lo que demuestra que
1—2z

21



Teorema de convolucion de series. Sean f y g dos funciones am’tmétz’caﬂ Y Sea

h funcion aritmética tal que

hy(x) = fp(z)gp(x), Vp primo (2.10)

Entonces h (p™) = (f xg) (p™), Vn € N. El converso también es vdlido.

Demostracion. Sea p un primo cualquiera. Se procedera por incisos:

1. (=) Supédngase que la expresién en ([2.10) es verdadera. Nétese que

I'No necesariamente multiplicativas.
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Ahora bien, nétese que los términos p/ y p"~7 son divisores de p” cuando j =

0,1,---,n. De alli que

2. («<=) Se infiere de la necesidad.

]

Nota. Las propiedades demostradas para las funciones aritméticas clasicas conjunto
al uso del Teorema de convoluciones de series permitird el analisis de propiedades

avanzadas entre las funciones aritméticas

23



2.2. Las funciones p y las funciones aritméticas

Nota. Se procedera a utilizar las propiedades de las funciones p en las funciones

aritméticas.

Teorema 16. Vn € Z" se da que

n——§j¢ = (¢ xu)(n) (2.11)

Demostracion. Se demostrard la propiedad utilizando funciones p. Asumiendo a p

como un primo cualquiera, y n € N.

Noétese que

> o(d) =Y é(du(5) = (@ uw)n)

dn dln
Ahora bien, utilizando las expresiones en (12.5)), (2.9) y (2.4), nétese que

l1—x 1 1
pu— pu— pu— ]
oo = (1) (125) = 1 = B
por lo que, al utilizar el Teorema de Convoluciones de Series, se infiere que
L(p) = (¢ *u) (p?)
donde « € N. Nétese ahora que I (p*) = p® y que (¢ x u) (p*) = 34,0 ¢(d). De ello

pr=1(p") = (¢xu) (p*) =D _ o(d)

d|p™

por lo que, para p primo y a € N se infiere que
ph = é(d)
d|p>

Dado que ¢ es multiplicativa y f(p) = p® también es multiplicativa, se infiere que

para n = p{'py?---p se cumple que
n=plpstepit = | Do d)| [ D sld)]| - | D] ed)]| =D é(d)
d|p;t dlpy? d|pf™ dln
mostrando asi lo que se deseaba. O
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Nota. De la demostracion anterior, se debe mencionar que el uso de las funciones
p permitiran demostrar las propiedades de las funciones aritméticas via el uso de

convoluciones.

Teorema 17. Las funciones pu y A cumplen que

1, sin=1

(1 *X) (n) = (2.12)
0, sin>1

Demostracion. Se procedera a demostrar utilizando funciones p, con p un primo

cualquiera. Nétese que
2 (n) = p(n)u(n) = |u(n)|,¥n € N
Utilizando lo anterior en ({2.8]) se tiene que como
pp(x) =1 —x = p(1)a’ + p(p)a’
entonces se da que
2/ N _ 0 1_
pp(x) = [p()]z” + |p(p)le” =1+

Ahora bien, de la expresion en ([2.7)) se tiene

1) =1+ = 1 =
de donde se infiere que
2(r) = L _ 1+
:up - T -
De esta nueva propiedad se infiere que

L= pip(z)Ap(2)

Sea f una funcion tal que la expresion en la izquierda de la igualdad anterior se pueda
escribir como una funcién f. Se tiene entonces que

[e.e]

D F Mt = fyle) = 1= pp(e)h(@)

n=0

25



y dado que Y7 f (p") 2™ = 1, se infiere que f cumple que

1, sia=0

f*) =

0, sia>0

Nétese que la funcion f anterior es multiplicativa. A la vez se sabe que p y A son

multiplicativas, por lo que (u? * A\) es multiplicativa. Ademds de esto, nétese que si

n = p® cumple que o = 0, entonces n = 1 y si a > 0 entonces n > 1. Utilizando esto

en lo anterior, para n = p"'py? - - - p* se infiere que

[(1? % X) ()] -+ [0 % A) 0f)) = F(S) - f () =

lo que es equivalente a

1, sin=1

(1% X) (n) = f(n) =

0, sin>1

lo que demuestra lo que se deseaba.

Escolio 3. Las funciones i, y A\, cumplen que

po(x) = =1l+z

Ap(2)
Teorema 18. Vn € N se cumple que

_n_

Demostracion. Sea f(n) =

cualquiera. Nétese que

sl =g =---

si aj > 1, para algin j.

(2.13)

(2.14)

O Se procederd a utilizar funciones p, con p un primo

=a, =0

N T < N L S
fp(x)_nz_;ﬂp)x _;Mp”)x _1+;¢(p”)x _1+;pn—pn‘1

:1+§: P . x”—1+§:111x” 1+§: pll x"

n=1 p" (1 - ;) n=1 P n=1 (T)

_ S R R p T (p— DA —2)+pz

_1+;p— ! _1+p—1;x _1+[p—1} [1—37} (p—1)(1—2)

p—pr—1l+xz—pr  p—1l+z _{(p—l)—l—x}{ 1 ]_[1+ T 1{ 1

- D-2) (D2 [ p-1 l—z] | p—1]|1-z



De lo anterior se infiere que

Ahora bien, sea

de donde

=

W) L D) T
B =2 m T T

e

p—1 p—1

3

I
—_
+

De lo anterior se infiere entonces que

o = |14 | [ ] = oo

p—1||1—x
por lo que al utilizar el Teorema de Convoluciones de Series, se infiere que f = g * u,

por lo que

1
N g en = S T ()
o 1 %M}%?J e

din
lo que completa la demostracion. O
Teorema 19. Las funciones v y i1 cumplen que

1, sin esdela forman = pipy---py, conp; primo.

(v % 1) (n) = (2.15)
0, en otro caso.

Demostracion. Se procedera a utilizar funciones p, con p un primo cualquiera.

Sea f definida como f = v#pu. Utilizando las propiedades (2.6]) y (2.8]) se obtiene

que

fp($)=up(x)vp(x)=(1—x)[ i }:x

11—z
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De esto se sigue que

Comparando el segundo y tercer término en las igualdades, se tiene

1, sin=1

f@") =

0, en otro caso.
Dado que p y v son multiplicativas, se da que (v * ) también es multiplicativa, por

lo que para n = pi"'p5? - - - por se tiene que

(v p)(n) = [(v*p) (p'py® - ppm)] = (v p) (7)) (v * ) (05°)] - -+ [(v * p) (p77)]
1, siag=---=a, =
=fM)f?) - fp) =

0, en otro caso.

lo que completa la demostracion. O
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3. La funcion ¢ y sus propiedades

3.1. La funcién (

3.1.1. Generalidades

Definicién. Se define a la funcion ¢ : C — C como

(=3~ (3.1)

ns
n=1

Nota. Del analisis complejo, se sabe que ((s) converge con s € C cuando Re(s) > 1.

Nota. Via extension analitica, la funcién ¢ se puede extender a todo el plano complejo

con el Unico polo en s = 1.

Nota. Para valores de s donde Re(s) < 1, los valores de la funciéon ¢ deben de ser

calculados via la ecuacién funcional

donde

3.1.2. Relaciones entre ( y las funciones aritméticas

Nota. Antes de inicial las demostraciones de las propiedades de (, es necesario de-

mostrar un teorema relacionada con las funciones aritméticas en series infinitas.
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Teorema (Convolucién en series infinitas). Sea s € C y sean f(n) y g(n) dos

funciones aritméticas. Se da entonces que

fjg( ) _§h

Z (3.2)
donde h = (f % g).
Demostracion. Notese que
Zf Zgns ML IO I [ RN
- M F o Q9@ + F@(L] + 3 [F(D9(3) + F3)g(1)] +
k
B2 (a>
d|k
lo que completa la demostracion. O]
Teorema 20. Vs € C no cero de ¢, s # 2,5 # 1 se cumple que
=1 _ i 9(n) (3.3)

¢(s)

Demostracion. Analizando la funcién
[o¢]
¢ 1 (n
Z =
Aplicando el Teorema de convolucién en series en la expresién anterior, se tiene que

n) o= g (1) S Dy 4(d)
):Z | -y |n5

nS
n=1 n=1

Utilizando la expresion en 1’ se sabe que

R DR
n=1 n=1 n=1
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De lo anterior, se sabe que

o0

o> s )

lo que demuestra que, para s no cero de ¢ se da que

5—1

Definicién. Sea a € C. Se define la funcion aritmética o,(n) como
S
din
Teorema 21. Para s,a € C,s # 1,5 # a+ 1 se da que

C(e)C(s — o) = 3 22l

n=1

Demostracion. Nétese que

e} e} [e.e] [e.e]

1 1 @
C S_a Znszlnsa_zns nS

Ahora bien, utilizando el Teorema de convoluciones en series, se tiene que

(e}

ooloo Zn ana
Yoy oy ey et

n=1

de donde se infiere que

lo que completa la demostracion.

Teorema 22. Vs € C no cero de ( con s # 1, se da que
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oo A(n)

Demostracion. Analizando la expresion ((s) > ", =5, nétese que del Teorema de

convoluciones en series se tiene que

= An 1 = A(n) Zdn Zdn
93 My Ly Ay e fOL el

n=1 n=1
Ahora, al utilizar la expresion en ([1.18)), se sabe que los términos en la suma anterior

se eliminaran salvo para los valores de n que sean cuadrados. De esto se tiene que

Zd\n - 1
IR "l
n=1
De ello se sabe que
— A(n)
D
n=1
de donde se infiere que
(25) 5~ A(n)
P2
lo que completa la demostracion. O

Nota. Antes de proseguir, es necesario establecer el valor de ¢%(s).

Lema. La funcion ¢ cumple que

G =3 T (3.7)

lo que completa la demostracion. O



Teorema 23. Vs € C, con 2s no cero de (, se da que

(o) _5n 2 .

Demostracion. Se procedera a demostrar esta propiedad por incisos:

1. Sea f una funcién aritmética definida de la forma

OB

1, sin es cuadrado.
0, en otro caso.

Sean a la vez m,n € N : (m,n) = 1. De ello, para mn hay dos casos:

a) mn es cuadrado: Si mn es cuadrado, dado que (m,n) = 1, se infiere que
tanto m como n son cuadradod] De ello f(mn) =1 = f(m)f(n)

b) mn no es cuadrado: Si mn no es cuadrado, entonces f(mn) = 0. A la vez,

no se podria dar que ambos m y n sean cuadrados a la vez, porque de lo

contrario mn seria cuadrado. De esto forzosamente o f(m) =06 f(n) = 0.
De ello f(mn) =0= f(m)f(n)

De los dos casos anteriores, se debe notar que f es multiplicativa.

2. De lo anterior, se sabe que f es multiplicativa. A la vez, del Teorema {4 se sabe
que 2"0) también es multiplicativa. De ello, por el Teorema [1| se infiere que la

funcién F' definida como
Fin) =S ov@ (E)
=32 (;

es también multiplicativa. Sea entonces n = p"'ps? - - - p&m. De ello

F(n)=F(p'py*---por) = F(p1") F(p3?) - F (po)

= | > 2@y (%) > oy (g) 3 2y <g)

dlp7? d|ps? dlpp™

!Dado que si m o n no es cuadrado, entonces tendria algtin divisor primo elevado a una potencia
impar, y para que mn sea cuadrado, el otro nimero (n o m dependiendo del caso) deberia poseer el
mismo factor primo también elevado a una potencia impar, contradiciendo el hecho que (m,n) = 1.
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Analizando el término general » | dip® ov(d) f (%), donde p toma los valores p1, -+ , P
y « los correspondientes valores de ag,--- , a,,. Para a se tiene los siguientes

Casos:

a) Si« es par:
Si « es par, se tiene que
> oy (%) =2/ f (p) 4 20 f (p*1) 4+ 270°) f (p2)
dlp™

+ 2/ f (p78) o 20 f (1)

=1+42{(0+1)+0+1)+---+(0+1)

5 veces el término (0+1)

:1+2E] —1+a

De lo anterior, si a es par, se tiene que
Y 2@y (ﬁ> —a+1
d
d|p>

b) Si v es impar:

Si a es impar, se tiene que

Z 21/(d)f <g> :21/(1)f (pa) + 21/(p)f (poz71> + 21/(p2)f (pa72) + 2V(p3)f (paf?)) 4 ...

dlp™

i

:O+2k1+0)+(1+0)+---+(1+0)+1

-~

“Tfl veces el término (14-0)

2

De lo anterior, si « es impar, se tiene que

S v (%) —a+1

d|p*

1
:2[0‘ +1] —a—142=a+1
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De los dos incisos anteriores, se debe notar que, sin importar la paridad de «,

se cumple

Y oy (g) —a+1

d|p®

Al aplicar lo anterior a la expresién

s ()| | S2sG)]| £ 7 )

dpit dlpy? dlpn™
se sabe que
vd) ¢ () Z — vd) ¢ (T vd) ¢ (T ... vd) ¢ (I
2.2 f<d>_F(”)_ 2.2 f(d) 2.2 f(d) D2 f(d
dln dlpy?! dlp? dlpm™

= (e +1) (a2 + 1) (am +1) =7(n)

infiriendo la propiedad

> o205 (2) =7(n)

din

. De la expresion (3.6]) se sabe que

2s) = (9 30 2

Utilizando esto junto con el resultado del iniciso 2, se tiene

o) [ EAM) ] 22 (&1 A | & 2
& T M) ] &2

Ahora bien, de la propiedad (1.18)) se sabe que

1, sin es cuadrado.

> Ad) =

dln 0, en otro caso.
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Renombrando la expresién dJn A(d) como f(n), se tiene que

ov(n)

n=1 n=1 n=1 n=1

y por la propiedad demostrada en el inciso anterior, se tiene que

Z Zd|n

n=1 n=1

Aplicando la expresion en (3.7)), se infiere que

S

n=1

De donde, de las expresiones anteriores, se tiene que

V(n)

v(n) dln dn 2ud %
<<23)Z2n5 [ZZR ()]Z _ZZ f

n=1 n=1 n=1
por lo que
Gls) _ 2
C(2s5) —~ n

lo que completa la demostracion.

Escolio 4. Vn € N se da que
v(d ¢ (MY _
2.2 <d> m(n)
dn
donde
1, sin es cuadrado.
R

0, en otro caso.

Teorema 24. Vs € C, con 2s no cero de (, se da que
e
= "

n=1
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Demostracion. Del Teorema [23|se sabe que

De ello se tiene que

Utilizando la expresion (2.13)) en lo anterior, se infiere que

¢(s) Z\nW = 7(n?)
¢(2s) ; : Z ns

lo que completa la demostracion. [

Teorema 25. Vs € C se da que

S Y (3.10)

n=1 p primo

Demostracion. Sea g(n) una funcién definida como

1, si n es primo.

9(n) =
0, en otro caso.

Utilizando entonces el Teorema de las convoluciones en series, se tiene que
1 > (n 21 Kgn) = g 9(d)
() D o5 =40s) =2 X LT

pS

p primo n=1 n=1

Veamos ahora que la expresién » | din g(d) cuenta la cantidad de primos distintos que
dividen a n. De ello, al comprarla con ([1.12)), se infiere que

Zdn ool/n
SHI- z' Oy

P pnmo n=

—_

lo que completa la demostracion. O

37



Nota. Del teorema anterior, se infiere que v puede ser reescrito como
=> g(d) = (g u)(n)
dn

donde

1, si n es primo.

g(n) =
0, en otro caso.
Teorema 26. Vs € C, con s no cero de ¢ se da que
2 = 2v(n) )\
(2s) _ 52N -
¢(s) &= n

Demostracion. Noétese que

< v (™ \(n X g 27 PMd)
<<s>2:;n— Z Z R

= n=1

Ahora bien, de la expresion en (1.17]) se sabe que

An) = 2" 9x(d)
dln
por lo que al aplicar esto en lo anterior, se tiene que

o l/(n) dn2l/ oo
Q(S)Zzn—i«) ZZ|— = Z

n=1 n=1

Por otro lado, de la expresion en (3.6) se sabe que

C(25) _ N~ A)
2w

por lo que aplicando esto en lo anterior, se tiene que

=, 2vM X\(n . AMn 2s
E T _Fae g

n=1 n=1

de donde se infiere que, para s no cero de ¢
2 (n)  ((2s)
nt o (3(s)
lo que completa la demostracion. O
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Teorema 27. La funcion  cumple que

1
Cls) =Y = (3.12)
nS
n=1
Demostracion. Notese que
d |1 d | & = d
/ _ = = -s| — el —s
C(s) ds L:l n5] ds [;n ] ; ds (n )
- s . Inn
=2 (n7hn) =) =5
n=1 n=1
lo que completa la demostracion. O]

3.2. Generalizaciones

Nota. En las secciones anteriores se trabajo con expresiones que involucraban razones
y productos de expresiones de (. Se demostro, para el conjunto de propiedades de la
seccion anterior, que cada una de ellas se relacionaba con una serie de potencias,
donde el denominador era una funcién aritmética, o una funcién que dependia de las
mismas. Se llegaron a encontrar los siguientes resultados:

(0.) oo

7(n)

Z =2
n=1 n=1

C2(s > 2””) (5) =T (n? 2”("
) 5 e

ns
n=1 n=1 n=1

Noétese que las expresiones anteriores constan de una sumatoria de fracciones, donde
el denominador es n® y el numerador es una de las funciones aritméticas trabajadas en
la seccion anterior, o combinacion de varias de ellas. Es natural entonces cuestionarse

por la generalizacion de expresiones de la forma

¢*(bs)
¢e(ds)’

a,b,c,d e N (3.13)
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En lo siguiente se desarrollaran las expresiones necesarias para poder llegar a

esta generalizacién utilizando funciones p y propiedades de las funciones aritméticas.

¢(s)
¢(2s)

3.2.1. Expresiones de la forma

Nota. En el proceso de generalizacion se trabajard, en primer lugar, con expresiones
¢?(s)
¢(2s)"
determinar la expresion buscada.

de la forma

Esto permitira el desarrollo las técnicas y los pasos necesarios para

Teorema 28. Vs € C, con 2s no cero de (, se da que

¢(s) _ o lu(n)
=— = — (3.14)
¢(2s) ; ns

Demostracion. Se procedera a realizar la demostracién en dos partes:

1. Sean a,b € Z tales que (a,b) = 1. Nétese que p es multiplicativa, por lo que

|(ab)| = [i(@)u(b)] = [u(a)| [p(D)]

De lo anterior se infiere que la funcién |u(-)| es multiplicativa, por lo que F

definida como

F(n) =) |u(d)

dn

también es multiplicativa. Sea entonces n = pi"'ps? - - - po7. De esto se tiene que

Do lul@) = Fn)=F@rps-pr) = | Y u@l] | n@]] - | > [uld)
din dlpy! dlpy® dlpy™

(3.15)

Considérese ahora el término 3, o1 [u(d)]. Notese que

> |u(d)| =L+ 1 +0+0++0=2
dlpy? d=1  d=p A —
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por lo que se sabe que

S Jud)] =2 (3.16)

dlp7?

Utilizando (3.16)) en (3.15]) se sabe que

Sl = | 3 @] |3 @] - |3 hud)l] = 2x 25 o 3 = 200
dln

dlp]? d|p]? dlpr” v(n) veces

Por lo que

> (@] =2

dln

Aplicando el Teorema de Inversiéon de Mobius a lo anterior, se tiene que

> luld)] =2 & 3 g (5) 20 = ()

dln dln

por lo que

> (5) 2 = () (3.17)

din
Esta propiedad se utilizara en el siguiente inciso.
. De la propiedad (3.8)) se tiene que

Cls) _ a2
C(2s) — n

por lo que

Gl e

de donde es necesario calcular la expresion relacionada a C( . Nétese que
Zoun) =1 A pu(n) o= D M) 2 M)
pu— —_— pu— —_—m 1 —_—



De la expresion en ([1.20)) se sabe que

Zu(d)zO,SinZQ

din
por lo que

n=1

de donde se infiere que Vs € C no cero de ¢ se da que

L i ) (3.19)
Utilizando en se tiene que
C(s) _ [¢(s) 20 [ )| g w20 ()
2 MM i D
2:: p(n)

n=1

n

lo que completa la demostracion.

Corolario 2. Vn € N se da que

(1 2)(m) = e (%) 29 = () (3.20)

dn

Corolario 3. Vs € C no cero de ¢ se da que

1 i ) (3.21)

3
—_

Nota. De lo anterior, se sabe que

_ - ) ((s) _ om 2 C) _gnr()



¢*(s)
¢(2)"

Se procedera entonces a encontrar la expresion relacionada a

Noétese que

N (s = 7(n = 2v(®) X Y 27T (5) X (2 x1) (n
8- 0[5 [fe] S B _forenn

n=1 n=1

¢Ms) _ o~ (27%7) (n)
o)~ > - (3.22)

n=1

De lo anterior se debe notar que (2" % 7) (n) es la funcién aritmética que se encuentra
en el numerador de las fracciones de la serie. En ese sentido, es natural cuestionarse si
existe alguna expresién mas simple para (2 % 7) (n). Se procederd a trabajar entonces

con funciones p. Notese que

B@) =) Tp")a" =) (n+ 1" = d% [men] _ d% fo] -5 —195)2

n=0 n=0 n=0
A la vez
0 00 92 o0 .
2 () = 3 20am = W ¢ ZM” =1+42) 2" =1+2 [1 _l}
B Tg r+2rx 1 j::?c " "
11—z 1—2z
De lo anterior se sabe que
() = ﬁ (3.23)
2 (x) = 1 fi (3.24)

Utilizando las dos expresiones anteriores, se tiene

= 3:1+4x+9m2+16x3+25x4+---

Tp(l')-Qg(x):[ 1 Hlﬂ] L4z

1—2)?] |1—x (1—2x)
= Z(n+ 1)%z"
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Aplicando el Teorema de Convolucién en series a lo anterior, se sabe entonces que al

ser hy(z) = > 07 (n 4 1)%2", se da que hy(x) = 7,(z) - 25(x), por lo que
h(p") =(n+1)* =7 (p")

para p primo cualquiera. De esto se tiene entonces que
T
21/(d)7_ p_ _ 7_2 n
> ; (r")
dlp"

para p primo cualquiera, por lo que

(2" x7)(n) = Z 2 <g> =12 (n)

din

Utilizando (|3.25]) en (3.22) se infiere entonces que

¢*(s) i (27x7)(n) _ i 7 (n)

¢(2s) — ns —~ n

Lo anterior demuestra el siguiente teorema.

Teorema 29. Vs € C, con 2s no cero de (, se tiene que

SONEall)
((2s) = nw
Corolario 4. Vn € Z* se da que

r(n) = 3207 (5) = (2 7))

dln

(3.25)

(3.26)

(3.27)

Nota. Se conocen ahora las expresiones buscadas para los exponentes a = 1,2,3,4 en

la expresion %2(3 Se analizara el caso a > 5.

Nota. Del desarrollo anterior se sabe que

C6) oy S [S ][ rm] ST m@
(@) ) T [Zn” w ]‘Z w

n=1




De ello, es necesario calcular las expresiones relacionadas a (72 * u) (n). Nétese que

) = Y+ R =
n=0
A la vez nétese que la funcién p asociada a u es
up(x) = 1 i -
por lo que
142 1 14+

2 . = . p—
™ (@) - up(2) 11—z 1—-2z (1-—2)*
Sea g,(x) definido entonces como
9p(x) =75 (2) - () (3.28)
Nétese que del desarrollo de Taylor de g,(x) se sabe que

r3e) - uy(w) = sy = > H Bw (<11—+ >)}

n=0

(3.29)

=0

Y

dzm \ (1—z)™ 2=0

. L . . (n)
Analizando la generalizacion de la expresion anterior, se debe notar que [d— < 11z )]

con m € Z* cumple que

[ (=)l =

i (m)z L, )

E (@1_%) = mlm e+ 1)m+2)(m +7)
()| | =l D+ 2+ e+

d_ ((fj;m)_ = mlm e+ 1)+ 2o+ 3+ o+ 1)

Esto brinda una secuencia inductiva que puede ser utilizada en el siguiente teorema.
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Teorema 30. La expresion

= (7]

.

con m € Z* cumple que

o (=)

m+1, sin=1

—{ m(m+3), sin=2 (3.30)

=0

\ [H?:_S(WJFJ) (m+2n—1), sin>3

Demostracion. Se procederd por induccién sobre n.

1. Paran =1: Sin =1, entonces

i (am))| = ez (i mmey)]| L =me
2. Paran —2: Si n — 2, entonces
e (a)| L= ), = e

3. Para n = 3: Si n = 3, entonces
d? 14+x
dx3 \ (1 —x)m

4. Supdngase que para n = k, con k > 3 se cumple que:

i ()]

_ {—m(m + 1) [(m—1Dz+m+ 5]}
=0 (J; o 1)3<1 - x)m

=m(m+1)(m +5)

(m+2k—1)

- [ﬁ<m+j>

Jj=0
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5. Ahora, para n = k + 1: Nétese que

dcf:l {(11_+;;m} - % {dcfk {(11:3“1”

- i i =7

o _ d* { m(1+ x) xio } -
de* [(1—2)mt (1 —2)" ]| _,
d* [ m(1+x) d* 1
 dxk {(1 —x)mﬂ} x:0+ dx* {(1 — ) m} 2=0
d" [ (1+x)
= g 0] | e e
=m ([H((mH)H) ((m+1)+2k‘—1)) +
+ [m(m+1)(m+2)-- (m+k—1)(1—z)"""]| _
k—2 k—2
=m(m +2k) | [J(m+1) + ) +mH((m+1)+j)
k—2
—m((m+ 1) + 2k) H((m +1)+7)
. m[ﬁ<<m+1>+j> )<<m+1>+2k>
[k—1
— H(m+j) ((m+ 1) + 2k)
(o)
— H (m—l—j)] (m+2(k+1)—1)

lo cual demuestra que para n = k + 1, la propiedad se mantiene, completando

asi la demostracion.

Al reagrupar a (3.29)) en las formas de las funciones p, se tiene que

R =Y [250 (F55)]

n=0

a:TL

=0
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=1, se tiene que
=0

3100 = [ (3235

(0) x
y tomando a [%% ((11*;1)4”

B A+1  4(4+3) , |3
=1 1 T +) H(4+g) (4+2n—1)
n=1 n=2 ~
n>3

Del célculo de la expresion relacionada para n > 3, se debe notar que en general se

cumple

(m+2n—1)%: (m+2n—1)[m(m+1)(m+2)---(m+n—2)

n!

(m+2n—1)[m(m+1)(m+2)---(m+n—2)](m-—1)!

[H<m 1)

=0

n!(m —1)!
C(mA2n—-1L(m+n-2)!  (m+2n—-1)(m+n—2)
B nl(m —1)! B (m — L)nl(m — 2)!
o mA2n =11 [(m4+n-2)] [m+2n—1] (m+n—2
B m—1 nl(m—2)! | m—1 n
por lo que se infiere que
(1, sin=0
m+1, sin=1
1 {d 1
— T ={ mm+3) (3.31)
n! [dem \ (1 —2)™ ) ||, 5 sin =2
+2n—1 _
mrenz (m+n 2>,sin23
\ m—1 n

48



Utilizando esto, se tiene entonces que

n—2

H(4+j)
A4+2n—1 _

=1+ 5z + 1422 —1—2{ +en }(—Fn 2) "
A4+2n—1

— 145z + 1422 +Zl ten }(H") n

n=3

gp(x) = 7 (2) - up(x) = 1 4 5z + 142” +

1 n

es la funcién p asociada a la convolucién en el desarrollo de ¢ C(T Se tiene entonces

que la funciéon g definida como
(1, sir=0
5, sir=1

g(p") = 14, sir=2 , con p primo cualquiera (3.32)

(2+T>, sir>3
n

es la funcién aritmética que aparece en

44+2r—1
3

\

_ i g(n)

n=0

donde, por tratarse de primos cualesquiera en (3.32)), se da, para n = p{*p5? - - - po"

r o

que
g(n) =g (Py'p3® - i) = g (07") g (05°) - - g (07)
Esta técnica demuestra el siguiente Teorema.

Teorema 31. La funcion aritmética g(n) que aparece en la expresion

_ i g(n)

n=0
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cumple ser multiplicativa. Sus valores son dados por

(1, sir=0

5, sir=1

g(p’) = 14, sir =2

442r—1
3

(2+T), str >3
r

\

donde p es un primo cualquiera y r € N.

Nota. Nétese que, a diferencia de las expresiones de Ci(é?), g?ézg, g?ézg y gzézg, la funcién

aritmética buscada no se expresé como una funcién explicita, sino como la lista de

las imagenes de potencias de primos cualesquiera.

Nota. Ahora bien, analicemos el caso de %2(‘3, con a > 5. De la nota anterior se sabe
que

() _ ™ gl)

C(2s) = n
donde

1+

gp(x) (1 . l’)4

Se tiene

Noétese que al utilizar funciones p para calcular (g * u)(n), se tiene que

1+=x 1 14+«

gp(@)up(x) = 1-2) 1—2z (1—2)

Denotando como g,(5, z) a la expresién

(5.2) = (a1, () = =55

20



al utilizar (3.31]) en su desarrollo de Taylor, se sabe que

o0

5(5 + 3)
gp(5,x) =1+ (5+1):p+T:p2+Z

o0

r=3
:1—|—6x+20x2+z

3+r\ .,
s
r
r=3

donde los valores son calculados al tomar m = 5 en (3.31)), por lo al ser g(5,n) la

funcién aritmética asociada a g¢,(5, x), se tiene que

54+2r—1
5—1

(5+r—2) ,
T
,

4+ 2r
4

(1, sir=0
6, sir=1
g(5,p") = 20, sir=2

442
T (31—7), sir>3

4
Teorema 32. La funcion aritmética g(n) la cual cumple que

\

Esto demuestra el siguiente teorema.

f(s)  ~=3(n)
C(2s) Z:: ns

n=1

es de la forma

(1, sir=0
6, sir=1
20, sir=2

44+ 2r
(3—71:7’)7 sir>3

4
Nota. La funcién aritmética g(n) que se encuentra en la expresion

¢’(s) _ 9

\

Ademds, la funcion g cumple ser multiplicativa.

C(2s) = n*
cumple que

~ 1+

gp(@) = m
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7
por lo que la expresion relacionada con E(T(ig seria

(s O(s - = g(n > an 9(d
C_HZQ(S)C_():ZLSZQ( ):ZZ g9(d)

¢(2s) ¢(2s) —n® L= — n’
Y an g(d)u (E) > xu)(n
_ ZO \ — d) _ ZO (g ns)( )

Noétese que al utilizar funciones p para calcular (g * u)(n), se tiene que

1+ 1 1+2x

1—2) 1—xz (1—2x)

p(@)up(x) = (

De las notas anteriores, se debe notar que se puede seguir un desarrollo inductivo.

Para a > 5 se sabe que la funcién aritmética g(n) que se encuentra en la expresién

¢*(s) _ i 9(n)
((2s) = n
tiene la funcion p asociada

N
gp(z) = (1— )t

De la expresion en (3.31]) se sabe que

(1, sir=0
a, sir=1
SO (U PR
g =" = MY
2
a+2r—2 —
_ (CH—T 3),817“23
a—2 T

donde p es un primo cualquiera, y g es multiplicativa. Esto demuestra el siguiente

teorema.

Teorema 33. Sea a € Z*, a > 5. La funcion aritmética g(n) que se encuentra en la

serie

¢"(s) _\~o(n)
¢(2s) 2 n’

n=1
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es de la forma

1, sir=20
a, sir=1
Ty — —1 2
g(p)_ (a—)<a+ )7 si1r =2
2
a—+2r—2 —
aTar—2 (a+7“ 3),32’7"23
a—2 r

donde p es un primo cualquiera. Ademds, g es multiplicativa.

El teorema anterior brinda la forma general de la funcién aritmética de la ex-

¢(s)
¢(2s)"

presion

3.2.2. Método de generalizacién

Del método inductivo utilizado anteriormente, se infiere que para poder encon-

trar la funcién aritmética h(n) la cual cumpla que

¢*(bs) _ o~ h(n)
gc(ds) - Z ns

es necesario encontrar las funciones aritméticas hy(n), ho(n) las cuales cumplan que

cr(os) = Y0 1)

, con a,b,c,d € N (3.33)

n=1 ne 4
. (3.34)
¢“(ds) n

Utilizando dichas expresiones, se debe notar que

) _ oy L[S mm] [$ hat)
sy~ ) ) [Z - ”Z n ]

n=1

X g hi(dha () & (hy * hy)(n
_Zl | - _Z( )(n)
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Para calcular la convolucién (hy * he)(n), es necesario utilizar funciones p y encontrar

la expresion

hp(x) = (h1)p(2) (ha)p() (3.35)
Finalmente, la expresiéon h(n) buscada para (3.33)) es dada por

(")
h(p") = d rfo) (3.36)

donde p es un primo cualquiera y r € N. Este es basicamente el método utilizado en

la seccién anterior, y es el que permitira calcular la funciéon aritmética relacionada a

¢*(bs)
¢e(ds)

3.2.3. Expresiones de la forma (%(bs)

Notese que

[e.o]

)= 5

n=1
De esto, se puede definir entonces a la funcién ¢,(n) como

1, sin es de la forman =a®, con a € N

op(n) = (3.37)
0, en otro caso.
Utilizando la expresion anterior, se sabe entonces que

SR IS

n=1

Por otro lado, nétese que la serie p asociada a ¢p(n) es dada por

S Y =1400402" + 02"+ 402" 42l 4 02 4 02 2?4 02T 4
Jj=0 b eler‘n,entos b eler‘n,entos

B 1
1 —gb

o4



por lo que

(@0)p(2) = 7 (3.38)

_ b

es la funcién p asociada a ¢p(n).

Ahora bien, nétese que

2. dp(n 2. dp(n 22D din Po(d) Py (5 2 (¢ x D) (N
CQ(M:[Z%] [Z%FZZ'%W):ZW :;)()

n=1 n=1

Denotando a

se tiene

n=1 n’ n=1 n
Utilizando ((3.38)) se sabe que
(2] B 1 r 1
(hb )P<x> - ((bb)p(x) ’ (‘bb)p(x) T b ’ 1— b (1 —_ l’b)Q

Noétese ahora que

— Pu(n = P n XS () (B o (b ) ()
C*(bs) = C(bs)C*(bs) = [Z o )] [Z Sr s )] -y Zen O ) =Z—< )

nS

n=1

Denotando entonces como

se tiene que




Procediendo de manera inductiva, se define la sucesién (hl[)ﬂ> o la cual cumple
JEZH\{1
que

(") (n) = (h{ ™ 5 ¢y (n) (3.39)

y donde se da que

Uy () —
(hb )P( ) (1 . SCb)j (340)

A la vez, por (3.39), se sabe que cada miembro de la sucesién cumple que

o e,
SCE I (341)

Para poder determinar los valores de hl[,j] (n) que aparecen en 1) se utiliza 1)
Noétese que el desarrollo de Taylor de (hl[)j])p(x) es
)]
— ||
=0 <k|

0 =1+ 3 [ (0600
-3 | (e [ L ()]

De las propiedades de las funciones p, se sabe entonces que para un primo p cualquiera
y r € Z* con r > 1, se da entonces que

to- (GG e

Al tomar a a = r, se tiene entonces el siguiente teorema.

Teorema 34. Sean a,b € Z". Sea h(n) la funcién aritmética que aparece en

Ca(bs) _ Z h(CL)

n

Entonces h es de la forma

0= (e (=] )|, (3) 549

donde p es un primo cualquiera yr € Z. A la vez, h es multiplicativa y la funcién p

asociada a h es

1

hy(x) = m

(3.44)
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1

3.2.4. Expresiones de la forma O]

Para calcular las expresiones de la forma con ¢,d € Z™", se calcularan unos

1
¢e(ds)”
ejemplos sencillos y luego se realizard la inferencia de la generalizacion.

Procediendo con el caso ¢ = d = 1, se debe calcular la funcién aritmética

relacionada a 75 . Sea f(n) la funcién aritmética que cumple que
1 o
OB Z
Dado que ((s) = > ", -, se tiene entonces que
1 Zd\ f(d)
1=——-((s
oRCRDLIE IS W S

De lo anterior, se sabe entonces que

Z f 1 sin=1.

dl 0, en otro caso.

Nétese a la vez que 3, f(d) = >, f(d)u (2) = (f *u)(n). Utilizando funciones p,
se sabe entonces que, para el caso de n = 1, que

L= fp(@)up(z) = (@) -

De ello se sabe que f,(z) = 1 — 2 cuando n = 1. Esto nos dice que

1

11—z

f@’) =1
f')=-1
para un p primo cualquiera. Ahora al considerar el caso en que n > 2, se tiene que
1
0= fy(e)u(e) = fyle) - T—

Se concluye entonces que f(p") = 0 cuando n > 2. Se tiene

1, sin=20

f(PH=¢ -1, sin=1
0, sin>2
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De lo anterior se debe notar que f = u, por lo que

1 o pn)
((s) = m
Sean ¢,d € Z*, y sea g(n) la funcién aritmética que aparece en
1 g

¢(ds) = m

A la vez, sea h(n) la funcién aritmética que aparece en

(e(as) =3 M

Notese que :
= g(n = h(n - 2 9(d)h (5 = (g h)(n
. CC(l@ C(ds) = [ ;)] [Z h;)] vy g£s> ( ):Z@ :8>< )

Al utilizar funciones p se sabe entonces que

1= gy(@) - hy(2)

Ahora bien, del Teorema se sabe que

de donde se sabe entonces que

gp(z) = (1 —a?)°
Ahora bien, nétese que al utilizar el teorema del Binomio de Newton, la expresion

gp(z) cumple

C C

o) = 1=ty = 3 () 1 @ 0 = 3 (5) o oy

J=0 Jj=0

=1+ (-1) (i) z + (g) 2% 4 (—1) (g) 2 (1) (Cf 1) 2Dy (—1)eped

Utilizando la teoria de las funciones p, se sabe entonces que g es de la forma
(—1) <§) ,cont€Ntal quer=td, yr <cd
g(") =
0, en otro caso
donde p es un primo cualquiera y » € N. Esto demuestra el siguiente teorema.
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Teorema 35. Sean ¢,d € Z". Sea g(n) la funcion aritmética que aparece en

_ f: g(n)

ns
n=1

Entonces g cumple ser de la forma

(—1) <§) , cont €N tal quer =td, yr <cd
(") =

(3.45)
0, en otro caso

donde p es un primo cualquiera y r € N. A la vez g es multiplicativa y la funcion p
asociada a g es

9p()

= (1 —a%° (3.46)

3.2.5. Expresiones de la forma ga((sz;

Sea f(n) la funcién aritmética que aparece en

:Zf(n>

ns
n=1

donde a,b,c,d € Z*. Sean ahora g(n) y h(n) las funciones aritméticas que aparecen
en

(3.47)

Ahora bien, nétese que

CCbs) 1 I () | | h(n)
Z = Celds) ~ceas )= [ ] [Z _]
_ Z de g(d)h (%)
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de ello se sabe entonces que

f(n) = (g h)(n)

y al aplicar la teoria de funciones p a la expresién anterior, se sabe que

fo(x) = gp(x)hy(2) (3.48)
Por el otro lado, al aplicar el Teorema [34] y el Teorema [35| en (3.47]), se sabe que las

funciones p asociadas a g y h son

gp(z) = (1 - a)° 510
1 3.49
hy(x) = m

por lo que al aplicar las expresiones de (3.49)) en ([3.48) se tiene que

_ ill'd c
fo(x) = gp(@)hy(z) = (1 - ‘Td)c ) (1 —1xb)“ - 8 — xb))a

Ahora bien, al encontrar el desarrollo de Taylor de la expresién anterior, se sabe que

2=, ()

-3 ()L G

De la teoria de funciones p, se sabe entonces que
1
7l
=0

101 = (s (=]

donde p es un primo cualquiera y r € Z". Esto demuestra el siguiente teorema.

Teorema 36. Sean a,b,c,d € Z*. Sea f(n) la funcz’dn aritmética que aparece en
C“ (bs)
Cc dS Z

Entonces f es de la forma

w-E LG

donde p es un primo cualquiera yr € Z". A la vez, [ es multiplicativa y la funcidn

p asociada a f es

fo(@) = 1_— (3.51)



CONCLUSIONES

La propiedad de multiplicatividad de las funciones aritméticas permite cal-

cular expresiones complejas que relacione varias de las mismas.

Cualquier funcién aritmética f puede ser vista como funcién de variable real,

definiendo la funcién f, : R — C como

@) =S F )" (3.52)

donde p es un primo cualquiera. Esto permite utilizar convoluciones para
demostrar varias de sus propiedades sin utilizar el concepto de multiplicativi-

dad.

Existen dos tipos distintos de convolucién. Ambas pueden ser utilizadas para

demostrar propiedades de las funciones aritméticas.

¢ (bs)
¢e(ds)’
con a,b,c,d € N define una funcion aritmética, la cual depende de los expo-

El numerador de cada término de la expansién de serie de la expresion

nentes de las potencias de primos que se encuentran en la factorizacion prima

del indice de cada término en la expansion de serie de dicha expresion.

Al ser a,b € Z", y h(n) la funcién aritmética que aparece en

cios) = 30 M)

ns

n=1

Entonces h es de la forma

0= (e (=)

. (%) (3.53)



donde p es un primo cualquiera y 7 € Z". A la vez, h es multiplicativa y la

funcién p asociada a h es

R (3.54)

Alser ¢,d € Z™", y ser g(n) la funcién aritmética que aparece en

1 g
CC(dS) _Z ns

n=1

Entonces ¢ es de la forma

c
(—1) (t)’ conteNtalquer =td, yr <ecd
T’):

g(p (3.55)

0, en otro caso

donde p es un primo cualquiera y » € N. A la vez g es multiplicativa y la

funcién p asociada a g es

gp(x) = (1 —a)° (3.56)
Al ser a,b,c,d € Z*, y ser f(n) la funcién aritmética que aparece en

C"(05) _ S0
Entonces f es de la forma

- (e lamml)lLG) e

donde p es un primo cualquiera y r € Z*. A la vez, f es multiplicativa y la

funcién p asociada a f es

fo(@) = =) (3.58)
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RECOMENDACIONES

Para un curso a nivel de pregrado en Teoria de Numeros, como referencia
se pueden utilizar los contenidos de las primeras dos secciones del presente

trabajo de graduacion.

Como complemento al estudio de la Teoria de Numeros Analitica se pueden
utilizar las ultimas dos secciones, con la salvedad de hacer referencia a las

definiciones y propiedades béasicas de las funciones aritméticas.

Para enriquecer y sustentar los resultados que se obtengan en el estudio de
Teoria de Numeros Analitica, es necesario analizar los resultados alcanza-
dos como los que se podrian alcanzar al utilizar conceptos como: niimeros y

polinomios de Bernoulli, polinomio de Jacobi, nimeros de Stirling, etc.
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