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RESUMEN

La función ζ es una de las funciones más estudiadas tanto en la rama de la Teoŕıa

de los Números como de la del Análisis de variable compleja. Su importancia radica

en el hecho que permite demostrar propiedades entre los números primos, basándose

en el conjunto de los complejos.

Este trabajo de graduación utiliza los conceptos de funciones aritmética, números

primos y convoluciones, demostrando relaciones que se dan entre ellos. Se demues-

tra la existencia de un concepto dual al de las funciones aritméticas, el cual es el

concepto de funciones p. Se introduce y trabaja un concepto dual al de convolución

aplicándose para las funciones p, lo que delimita una manera alterna de demostración

de relaciones entre funciones aritméticas. Al utilizar la teoŕıa desarrollada para las

funciones aritméticas y las funciones p, se demuestra la existencia y se encuentran

las funciones aritméticas que aparecen como numerador en la expansión en serie de
ζ(2s)
ζ(s)

, ζ2(s)
ζ(2s)

, ζ3(s)
ζ(2s)

, ζ(2s)
ζ2(s)

; se demuestra además que para la expresión general ζa(bs)
ζc(ds)

, con

a, b, c, d ∈ N, s ∈ C, se cumple que el numerador de cada término de su expansión en

serie define una función aritmética, encontrando la forma general de la misma.
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OBJETIVOS

General

Brindar al lector teoŕıa de la función ζ de Riemann y sus relaciones con los

números primos y las funciones aritméticas, tanto como de las relaciones entre

las funciones p de dichas funciones aritméticas con la función ζ.

Espećıficos

1. Mostrar las relaciones entre las funciones multiplicativas, las aritméticas en

general y la expansión en serie de razones de la función ζ valuada en distintos

múltiplos de un s ∈ C.

2. Mostrar el concepto de funcines p y la dualidad con las funciones aritméticas.

3. Hacer uso de las funciones p y del concepto de multiplicatividad para demostrar

varias de las propiedades de las funciones aritméticas.

4. Desarrollar propiedades de ζ y expresiones de la misma utilizando el concepto

de funciones p.
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INTRODUCCIÓN

En este trabajo de graduación se tratarán propiedades entre la función zeta

de Riemann1 y las funciones aritméticas. La función ζ es una función de variable

compleja estudiada ampliamente en la actualidad. La misma es definida como una

serie infinita de complejos. A lo largo del presente documento se demostrará como

las funciones aritméticas aparecen al momento de valuar ζ sobre distintas expresiones

que dependan de s ∈ C dado.

El trabajo de graduación consta de tres secciones principales: la primera sección

enmarca un desarrollo teórico de las propiedades y conceptos relacionados a las fun-

ciones aritméticas. La mayoŕıa de las funciones a utilizar cumplen ser multiplicativas,

propiedad definida y utilizada ampliamente en dicha sección. Se enlistan y definen las

funciones aritméticas principales, demostrando relaciones entre las mismas utilizadas

posteriormente en el documento. La segunda sección muestra un concepto dual al de

las funciones aritméticas, el cual es el concepto de función p. Junto con este, se define

la convolución de funciones aritméticas, la cual es una operación utilizada tanto en

la segunda como tercera sección del documento. Se define dicha pareja de conceptos

dado que muchas de las propiedades de las funciones aritméticas son demostradas

utilizando la propiedad de multiplicatividad, aspecto que hace necesario la búsqueda

de una manera alterna para poder demostrarlas. La tercera sección enlista varias de

las relaciones entre el desarrollo en serie de la función ζ y las funciones aritméticas,

definiendo un concepto similar a las convoluciones, ampliándose el uso del concepto a

series. Utilizando las propiedades de las convoluciones en series, se realiza la mayoŕıa

del desarrollo de la teoŕıa que rige los valores de ζ para distintos múltiplos de un s ∈ C
dado y las funciones aritméticas que aparecen en su desarrollo en serie, alcanzando

la forma general de las mismas.

1Denotada con la letra griega ζ.

IX



X



1. Las funciones aritméticas

1.1. Generalidades

Definición. A toda función f : N→ C se le conoce como función aritmética.

Notación. Dados m,n ∈ Z, denotaremos el máximo común divisor de m y n

como (m,n), y denotatemos el mı́nimo común múltiplo como [m,n].

Definición. Sea f una función aritmética y sean m,n ∈ Z:

1. Se dice que f es multiplicativa si

f(mn) = f(m)f(n), ∀m,n ∈ Z : (m,n) = 1

2. Se dice que f es totalmente multiplicativa

f(mn) = f(m)f(n), ∀m,n ∈ Z

Teorema 1. Sea f una función multiplicativa. Def́ınase a F como

F (n) =
∑
d|n

f(d), d > 0 (1.1)

se tiene que F es multiplicativa

Demostración. Sean m,n ∈ Z : (m,n) = 1. De la definición de F se sabe que

F (mn) =
∑

d|mn f(d). Ahora bien, nótese que ∀ d : d|mn, ∃! d1, d2 ∈ Z : d =

d1d2, d1|m, d2|n y (d1, d2) = 1, debido a que (m,n) = 1. Se tiene

F (n) =
∑
d|n

f(d) =
∑
d1|m
d2|n

f(d1d2)

1



Dado que (d1, d2) = 1, utilizando el hecho de que f es multiplicativa se tiene entonces

que

F (mn) =
∑
d1|m
d2|n

f(d1d2) =
∑
d1|m
d2|n

f(d1)f(d2) =
∑
d2|n

∑
d1|m

f(d1)

 f(d2)


=

∑
d1|m

f(d1)

∑
d2|n

f(d2)

 = F (m)F (n)

se sigue entonces que F (mn) = F (m)F (n), cuando (m,n) = 1, por lo que F es

multiplicativa.

Definición. Sean f y g dos funciones aritméticas. Se define la convolución de f

y g como

(f ∗ g)(n) =
∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
=
∑
d|n

f
(n
d

)
g(d) (1.2)

Teorema 2. Si f y g son dos funciones multiplicativas, entonces h = f ∗ g también

es multiplicativa.

Demostración. Sean m,n ∈ Z : (m,n) = 1. Se tiene:

h(mn) =
∑
d|mn

f(d)g
(mn
d

)
Ahora bien, nótese que ∀ d : d|mn, ∃! d1, d2 ∈ Z : d = d1d2, d1|m, d2|n y (d1, d2) = 1,

debido a que (m,n) = 1. Entonces

h(mn) =
∑
d|mn

f(d)g
(mn
d

)
=
∑
d1|m
d2|n

f(d1d2)g

(
mn

d1d2

)
=
∑
d1|m
d2|n

f(d1)f(d2)g

(
m

d1

)
g

(
n

d2

)

=
∑
d2|n

∑
d1|m

f(d1)g

(
m

d1

) f(d2)g

(
n

d2

) =

∑
d1|m

f(d1)g

(
m

d1

)∑
d2|n

f(d2)g

(
n

d2

)
= h(m)h(n)

De lo anterior se infiere que h(mn) = h(m)h(n) cuando (m,n) = 1, por lo que h es

multiplicativa.

2



1.2. Las funciones aritméticas clásicas

Nota. La función ζ se relaciona con varias funciones aritméticas. Inicialmente se

definirán y presentarán las propiedades de dichas funciones aritméticas, para con-

secuentemente mostrar su relación con la función ζ.

1.2.1. Las funciones τ y σ

Definición. Se definirán las funciones σ : N→ N y τ : N→ N como

1. τ(n) representa el número de divisores positivos de n.

2. σ(n) representa la suma de todos los divisores positivos de n

Nota. Utilizando la notación de la sección anterior, se debe notar que

τ(n) =
∑
d|n

1 (1.3)

σ(n) =
∑
d|n

d (1.4)

Lema. Sea n = pα1
1 p

α2
2 · · · pαmm , con p1, · · · , pm primos distintos. Las funciones τ y σ

cumplen que

τ(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αm + 1) (1.5)

σ(n) =

(
pα1+1

1 − 1

p1 − 1

)(
pα2+1

2 − 1

p2 − 1

)
· · ·
(
pαm+1
m − 1

pm − 1

)
(1.6)

Demostración. Nótese que todo d|n tiene la forma

d = pβ1

1 p
β2

2 · · · pβmm , con 0 ≤ βi ≤ αi, para i = 1, · · · ,m (1.7)

Se procederá entonces por incisos:

3



1. Nótese que 0 ≤ β1 ≤ α1. De ello hay α1 + 1 posibilidades para el exponente de

p1. Como 0 ≤ β2 ≤ α2, se tiene que hay α2 + 1 posibilidades para el exponente

de p2. En general, como 0 ≤ βi ≤ αi, se da que existen αi + 1 posibilidades para

βi. Dado que todos los divisores de n son de la forma descrita en (1.7), al usar

el principio de la multiplicación, se obtiene que hay (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αm+ 1)

divisores positivos de n. Entonces

τ(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αm + 1)

2. Considérese el producto(
1 + p1 + p2

1 + · · ·+ pα1
1

) (
1 + p2 + p2

2 + · · ·+ pα2
2

)
· · ·
(
1 + pm + p2

m + · · ·+ pαmm
)

Nótese que todos los números de la forma pβ1

1 p
β2

2 · · · pβmm con 0 ≤ βi ≤ αi para

i = 1, · · · ,m se encuentran enlistados en el producto anterior, y solamente

dichos números aparecen en la lista. Se tiene que

σ(n) =
(
1 + p1 + p2

1 + · · ·+ pα1
1

) (
1 + p2 + p2

2 + · · ·+ pα2
2

)
· · ·
(
1 + pm + p2

m + · · ·+ pαmm
)

=

(
pα1+1

1 − 1

p1 − 1

)(
pα2+1

2 − 1

p2 − 1

)
· · ·
(
pαm+1
m − 1

pm − 1

)

De los incisos anteriores se siguen las propiedades (1.5) y (1.6) mencionadas.

1.2.2. Las funciones I y u

Definición. Se definirán a las funciones I : N→ N y u : N→ N como

I(n) = n, ∀n ∈ N (1.8)

u(n) = 1, ∀n ∈ N (1.9)

Nota. A la función I definida anteriormente se le conoce como función identidad,

y a la función u como función unidad.

Lema. Las funciones I y u son multiplicativas.
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Demostración. Sean m,n ∈ N : (m,n) = 1. Se procederá entonces por incisos:

1. Nótese que I(mn) = mn = I(m)I(n)

2. Nótese que u(mn) = 1 = 1 · 1 = u(m)u(n)

De lo anterior, se tiene que I y u son multiplicativas.

Corolario 1. Las funciones I y u son totalmente multiplicativas.

Nota. Al utilizar (1.8) y (1.9), se puede reescribir τ y σ como

τ(n) =
∑
d|n

1 =
∑
d|n

u(d)u
(n
d

)
= (u ∗ u)(n)

σ(n) =
∑
d|n

d =
∑
d|n

I(d)u
(n
d

)
= (I ∗ u)(n)

se tiene que

τ(n) = (u ∗ u)(n) (1.10)

σ(n) = (I ∗ u)(n) (1.11)

Teorema 3. Las funciones τ y σ son multiplicativas

Demostración. Nótese que I y u son ambas funciones multiplicativas. De (1.10) y

(1.11), se sabe que τ y σ son convoluciones de funciones multiplicativas. Al utilizar

el Teorema 2, se infiere que τ y σ son funciones multiplicativas.

1.2.3. La función ν

Definición. Se define a la función aritmética ν : N→ N como

ν(n) =

{
0 si n = 1
m si n = pα1

1 p
α2
2 · · · pαmm

(1.12)

Se tiene que ν representa la cantidad de primos distintos que dividen a todo natural

mayor a 1.
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Teorema 4. La función f(n) = 2ν(n) es multiplicativa.

Demostración. Sean m,n ∈ N : (m,n) = 1. Sean

m = pr1α1
pr2α2
· · · prjαj

n = ps1β1
ps2β2
· · · pskβk

donde pr1α1
pr2α2
· · · prjαj y ps1β1

ps2β2
· · · pskβk son las factorizaciones en números primos distintos

de m y n, respectivamente. Dado que (m,n) = 1, se tiene

mn = pr1α1
pr2α2
· · · prjαjp

s1
β1
ps2β2
· · · pskβk

donde pαx 6= pβy , con x = 1, · · · , j, y = 1, · · · , k. Entonces

ν(mn) = j + k = ν(m) + ν(n)

por lo que

2ν(mn) = 2ν(m)+ν(n) = 2ν(m) · 2ν(n)

por lo que se demuestra que 2ν(·) es una función multiplicativa.

Teorema 5. ∀ n ∈ Z+ se tiene que

τ(n2) =
∑
d|n

2ν(d) = (2ν ∗ u) (n) (1.13)

Demostración. Nótese que si n = pα1
1 p

α2
2 · · · p

αj
j , entonces n2 = p2α1

1 p2α2
2 · · · p2αj

j , por

lo que

τ(n2) = (2α1 + 1)(2α2 + 1) · · · (2αj + 1) (1.14)

Por el otro lado, sea F (n) =
∑

d|n 2ν(d). Por el Teorema 4, se sabe que 2ν(·) es mul-

tiplicativa, por lo que por el Teorema 1 se sabe que F también es multiplicativa.

Entonces

F (n) = F
(
pα1

1 p
α2
2 · · · p

αj
j

)
= F (pα1

1 )F (pα2
2 ) · · ·F

(
p
αj
j

)
=

∑
d|pα1

1

2ν(d)

∑
d|pα2

2

2ν(d)

 · · ·
∑
d|p

αj
j

2ν(d)
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Nótese que para p1, existen exactamente α1 posibles valores1 de d tales que d|pα1
1 con

d 6= 1. Se tiene que∑
d|pα1

1

2ν(d) = 20︸︷︷︸
d=1

+ 21 + 21 + · · ·+ 21︸ ︷︷ ︸
α1 veces (d 6=1)

= 1 + 2α1

Argumentando de manera similar para los demás j − 1 términos, se tiene que en

general para 1 ≤ r ≤ j ∑
d|pαrr

2ν(d) = 1 + 2αr

De ello se infiere que

∑
d|n

2ν(d) = F (n) =

∑
d|pα1

1

2ν(d)

∑
d|pα2

2

2ν(d)

 · · ·
∑
d|p

αj
j

2ν(d)


= (2α1 + 1)(2α2 + 1) · · · (2αj + 1) = τ

(
n2
)

lo que se demuestra lo que se deseaba.

Nota. De la definición dada para ν(n), se sabe que

ν(n) =
∑
d|n

d primo

1 (1.15)

Nota. Antes de continuar con el análisis de las funciones multiplicativas, es necesario

establecer un teorema que permitirá conocer la naturaleza de su producto.

Teorema 6. Si f y g son funciones aritméticas, entonces su producto2 fg también

es una función aritmética.

Demostración. Sean m,n ∈ N : (m,n) = 1. Sea m = pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr , y a la vez sea

n = qβ1

1 q
β2

2 · · · qβss los productos en factores primos distintos respectivos a m y n. Dado

1Los cuales son p1
1, p

2
1, . . . , p

α1
1 .

2Definiendo a fg : N→ C como (fg)(m) = f(m)g(m).
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que (m,n) = 1, se tiene que pi 6= qj, con i = 1, · · · , r, y con j = 1, · · · , s. Nótese

ahora que

(fg)(mn) = (fg)
(
pα1

1 p
α2
2 · · · pαrr q

β1

1 q
β2

2 · · · qβss
)

= f
(
pα1

1 p
α2
2 · · · pαrr q

β1

1 q
β2

2 · · · qβss
)
g
(
pα1

1 p
α2
2 · · · pαrr q

β1

1 q
β2

2 · · · qβss
)

=
r∏
j=1

f
(
p
αj
j

) s∏
j=1

f
(
q
βj
j

) r∏
k=1

g (pαkk )
s∏

k=1

g
(
qβkk

)
=

[
r∏
j=1

f
(
p
αj
j

) r∏
k=1

g (pαkk )

][
s∏
j=1

f
(
q
βj
j

) s∏
k=1

g
(
qβkk

)]

=

[
r∏
j=1

(fg)
(
p
αj
j

)] [ s∏
j=1

(fg)
(
q
βj
j

)]
= [(fg)(m)] [(fg)(n)]

de donde se infiere que (fg)(mn) = [(fg)(m)] [(fg)(n)], lo que demuestra que (fg) es

multiplicativa.

1.2.4. La función λ

Definición. Sea la función aritmética λ : N→ N definida como

λ(n) =

{
(−1)α1+α2+···+αm , si n = pα1

1 p
α2
2 · · · pαmm

1, si n = 1
(1.16)

Teorema 7. La función λ es multiplicativa.

Demostración. Sean m,n ∈ N : (m,n) = 1. Sean m = pα1
1 · · · pαrr , n = qβ1

1 · · · qβss
las factorizaciones primas respectivas de m y n. Dado que (m,n) = 1, se tiene que

pi 6= qj, con i = 1, · · · , r, y con j = 1, · · · , s. Nótese ahora que

λ(mn) = λ
(
pα1

1 · · · pαrr q
β1

1 · · · qβrr
)

= (−1)α1+···+αr+β1+···+βs

= (−1)α1+···+αr(−1)β1+···+βs = λ(m)λ(n)

Se tiene entonces que λ(mn) = λ(m)λ(n), cuando (m,n) = 1, por lo que λ es multi-

plicativa.
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Nota. La función λ cumple dos propiedades importantes relacionadas con otras de las

funciones aritméticas, las cuales se presentan a continuación.

Teorema 8. La función λ cumple que

λ(n) =
∑
d|n

2ν(d)λ(d) (1.17)

Demostración. Del Teorema 4 y del Teorema 7 se sabe que las funciones 2ν(·) y λ(·)
son ambas funciones multiplicativas. Al utilizar el Teorema 6 se sabe que la función

f definida por

f(m) = 2ν(m)λ(m)

es una función multiplicativa. Aplicando el Teorema 1, se obtiene que la función F

definida por

F (n) =
∑
d|n

f(d) =
∑
d|n

2ν(d)λ(d)

es también una función multiplicativa. Sean entonces n ∈ N, con n = pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr

su factorización prima. Se tiene entonces que∑
d|n

2ν(d)λ(d) = F (n) = F (pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr ) = F (pα1

1 )F (pα2
2 ) · · ·F (pαrr )

=

∑
d|pα1

1

2ν(d)λ(d)

∑
d|pα2

2

2ν(d)λ(d)

 · · ·
∑
d|pαrr

2ν(d)λ(d)


De las definiciones (1.12) y (1.16) se sigue que∑

d|pα1
1

2ν(d)λ(d) = 2ν(1)λ(1) + 2ν(p1)λ(p1) + 2ν(p
2
1)λ
(
p2

1

)
+ · · ·+ 2ν(p

α1
1 )λ (pα1

1 )

= 20(1)︸ ︷︷ ︸
d=1

+ 21(−1)︸ ︷︷ ︸
d=p1

+ 21(1)︸ ︷︷ ︸
d=p21

+ · · ·+ 21(−1)α1︸ ︷︷ ︸
d=p

α1
1

= 1 + 2 [−1 + 1− 1 + 1 + · · ·+ (−1)α1 ] =

{
1, si 2|α1

−1, si 2 - α1

= (−1)α1 = λ (pα1
1 )

9



De lo anterior se sigue que ∑
d|pα1

1

2ν(d)λ(d) = λ (pα1
1 )

Argumentando de una manera similar para los r− 1 términos restantes, se tiene que∑
d|p

αj
j

2ν(d)λ(d) = λ
(
p
αj
j

)
, con j = 1, · · · , r

De ello se tiene que

∑
d|n

2ν(d)λ(d) =

∑
d|pα1

1

2ν(d)λ(d)

∑
d|pα2

2

2ν(d)λ(d)

 · · ·
∑
d|pαrr

2ν(d)λ(d)


= λ (pα1

1 )λ (pα2
2 ) · · ·λ (pαrr ) = λ (pα1

1 p
α2
2 · · · pαrr ) = λ(n)

lo que demuestra lo que se deseaba.

Escolio 1. La función 2ν(·)λ(·) es multiplicativa.

Teorema 9. Sea n ∈ N. La función λ cumple que

∑
d|n

λ(d) =


1, si n es cuadrado.

0, en otro caso.
(1.18)

Demostración. Nótese que λ es multiplicativa, por lo que la función f definida por

f(n) =
∑
d|n

λ(d)

también es multiplicativa. Sean entonces n ∈ N, con n = pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr su descom-

posición en factores primos distintos. Se tiene entonces que∑
d|n

λ(d) = f(n) = f (pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr ) = f (pα1

1 ) f (pα2
2 ) · · · f (pαrr )

=

∑
d|pα1

1

λ(d)

∑
d|pα2

2

λ(d)

 · · ·
∑
d|pαrr

λ(d)
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Analizando el primer término, se tiene:∑
d|pα1

1

λ(d) = λ(1) + λ(p1) + λ(p2
1) + · · ·+ λ(pα1

1 )

= 1 + (−1) + 1 + (−1) + · · ·+ (−1)α1 =


0, si 2 - α1

1, si 2|α1

Argumentando de manera similar para los r − 1 términos restantes, se tiene que

∑
d|p

αj
j

λ(d) =


0, si 2 - αj

1, si 2|αj
, con j = 1, · · · , r

por lo que

∑
d|n

λ(d) = f (pα1
1 ) f (pα2

2 ) · · · f (pαrr ) =


1, si 2|α1, 2|α2, · · · , 2|αr.

0, si 2 - αj, para algún j.

de donde se infiere que

∑
d|n

λ(d) =


1, si n es cuadrado.

0, en otro caso.

lo que demuestra lo que se deseaba.

1.2.5. La función µ

Definición. Se define la función µ : N→ N como

µ(n) =


1, si n = 1

(−1)r, si n = p1p2 · · · pr
0, si p2|n, para algún primo p

(1.19)

Nota. La función µ recibe el nombre de función de inversión de Möbius.

Teorema 10. La función µ es multiplicativa.
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Demostración. Sean m,n ∈ N : (m,n) = 1. Sin pérdida de generalidad se puede

suponer que m es divisible por un cuadrado distinto al 1. Por definición, se sabe que

µ(m) = 0. A la vez, dado que m|mn, el mismo cuadrado que divide a m dividiŕıa a

mn, por lo que µ(mn) = 0, de donde se tendŕıa que

µ(mn) = 0 = µ(m) = µ(m)µ(n)

Supóngase entonces que ambos m y n son libres de cuadrados. Entonces se tiene que al

ser n = p1p2 · · · pr, m = q1q2, · · · , qs las descomposiciones en factores primos distintos

de m y n, dado que (m,n) = 1, se tiene que pi 6= qj, con i = 1, · · · , r, j = 1, · · · , s,
por lo que mn = p1p2 · · · prq1q2, · · · , qs. De ello se infiere que

µ(mn) = (−1)r+s = (−1)r(−1)s = µ(m)µ(n)

demostrando aśı lo que se deseaba.

Nota. Sea p un primo cualquiera, y sea α > 0, α ∈ N. Nótese que

1 = µ(1)

−1 = µ(p)

0 = µ
(
p2
)

= µ
(
p3
)

= · · · = µ (pα)

Dicha propiedad se utilizará en el siguiente teorema.

Teorema 11. ∀ n ∈ Z+ se da que

∑
d|n

µ(d) =


1, si n = 1

0, si n > 1
(1.20)

Demostración. Para el caso n = 1, la propiedad es evidente. Supóngase que n > 1. Sea

entonces n = pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr la factorización prima de n. Ahora bien, por el Teorema

10 se sabe que µ es multiplicativa; utilizando el Teorema 1 se sabe que la función F

definida como

F (n) =
∑
d|n

µ(d)
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es multiplicativa. Utilizando la descomposición en factores primos distintos de n se

tiene entonces que∑
d|n

µ(d) = F (n) = F (pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr ) = F (pα1

1 )F (pα2
2 ) · · ·F (pαrr )

=

∑
d|pα1

1

µ(d)

∑
d|pα2

2

µ(d)

 · · ·
∑
d|pαrr

µ(d)


Analizando la expresión

∑
d|pα1

1
µ(d), se debe notar que∑

d|pα1
1

µ(d) = µ(1) + µ(p) + µ
(
p2
)

+ µ
(
p3
)

+ · · ·+ µ (pαr)

= 1︸︷︷︸
d=1

+ (−1)︸︷︷︸
d=p

+ 0 + 0 + · · ·+ 0︸ ︷︷ ︸
d=p2,p3,··· ,pαr

= 0

Por lo que
∑

d|p
αj
j
µ(d) = 0 para algún j, si p > 1. Dado que se asumse a n > 1, se

tiene que pj > 1, para algún j. De la expresión

∑
d|n

µ(d) =

∑
d|pα1

1

µ(d)

∑
d|pα2

2

µ(d)

 · · ·
∑
d|pαrr

µ(d)


se sabe que dado que algunos3 de los términos en paréntesis valdrán 0, la expresión∑

d|n µ(d) valdrá 0. De ello se infiere que

∑
d|n

µ(d) =


1, si n = 1

0, si n > 1

lo que demuestra lo que se deseaba.

Nota. La función µ tiene la caracteŕıstica de relacionar dos funcines multiplicati-

vas como las que se mencionan en el Teorema 1. Se procederá a demostrar dicha

propiedad.

Teorema (Inversión de Möbius). Sean f y F dos funciones multiplicativas que

cumplen la propiedad

F (n) =
∑
d|n

f(d)

3Si no es que todos.
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Entonces

f(n) = (µ ∗ F )(n) = (F ∗ µ)(n) (1.21)

Demostración. Sea d′ = n
d
. Se tiene entonces que

(µ ∗ F )(n) =
∑
d|n

µ(d)F
(n
d

)
=
∑
d′|n

µ
( n
d′

)
F (d′) = (F ∗ µ)(n)

de donde se infiere que (µ ∗ F )(n) = (F ∗ µ)(n). Ahora bien, nótese que

∑
d|n

µ(d)F
(n
d

)
=
∑
d|n

µ(d)

∑
e|n
d

f (e)

 =
∑
d|n

∑
e|n
d

µ(d)f (e)


De lo anterior, se tiene que d|n y e

∣∣n
d

, lo que implica que ∃x ∈ Z : ex = n
d
, por lo

que n = exd. Se tiene entonces que e|n y d
∣∣n
e

. Esto permitirá cambiar los sub́ındices

en las sumatorias de la siguiente manera

∑
d|n

∑
e|n
d

µ(d)f (e)

 =
∑
e|n

∑
d|n
e

µ(d)f (e)

 =
∑
e|n

f (e)
∑
d|n
e

µ(d)


Por el Teorema 11 se sabe que

∑
d|n
e
µ(d) 6= 1 únicamente cuando n

e
= 1, i.e., n = e.

Tomando únicamente dicho caso4, se tiene que

∑
e|n

f (e)
∑
d|n
e

µ(d)

 =
∑
e=n

f(e) · 1 = f(n)

De lo anterior se infiere que ∑
d|n

µ(d)F
(n
d

)
= f(n)

demostrando aśı lo que se deseaba.

Escolio 2. La convolución es conmutativa.

4Ignoramos los demás casos dado que
∑
d| n

e
µ(d) = 0.
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1.2.6. La función φ

Definición. Se define la función aritmética φ(n) como aquella que cuenta los enteros

positivos menores que n que son primos relativos a n.

Nota. A la función φ se le conoce como Función totiente5 de Euler.

Nota. De la definición, se sabe que para p primo se cumple

φ (p) = p− 1

dado que todos los p− 1 números anteriores a p son primos relativos con p.

Teorema 12. Para p primo y α > 0 se tiene

φ (pα) = pα − pα−1 = pα
(

1− 1

p

)
(1.22)

Demostración. Nótese que ∀n ∈ N : (n, pα) = 1, con n < pα se da que p - n. Entonces

basta contar cuantos números entre 1 y pα son divisibles entre p. Nótese que la lista

de todos los múltiplos de p entre 1 y pα es dado por (1)p, (2)p, (3)p, · · · , (pα−1) p,

de donde hay pα−1 múltiplos de p, por lo que hay pα − pα−1 = pα
(

1− 1
p

)
números

positivos menores a pα que son primos relativos con pα. Por definición de φ, se sabe

que φ (pα) = pα − pα−1, lo que demuestra lo que se deseaba.

Teorema 13. ∀n ∈ Z+ se cumple

n =
∑
d|n

φ(d) = (φ ∗ u)(n) (1.23)

Demostración. Para poder realizar la demostración, se clasificarán los números entre

1 y n de la siguiente forma: ∀ d ∈ N : d|n def́ınase el conjunto

A(d) = {x ∈ N : 1 ≤ x ≤ n y (n, x) = d}

5Conocida también como Función phi ó Función tociente de Euler.
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Nótese que todo x : 1 ≤ x ≤ n cumple pertenecer a algúnA(d) (Dado que (x, n)|n,∀x).

Ahora bien, nótese que (n, x) = d es equivalente a
(
n
d
, x
d

)
= 1, por lo que cada conjunto

A(d) es equivalente a un conjunto de la forma

B
(n
d

)
=
{
y ∈ N : 1 ≤ y ≤ n

d
y
(n
d
, y
)

= 1
}

Nótese que
∣∣B (n

d

)∣∣ = φ
(
n
d

)
. De esto se tiene que

n =
∑
d|n

|A(d)| =
∑
n
d
|n

∣∣∣B (n
d

)∣∣∣ =
∑
n
d
|n

φ
(n
d

)
=
∑
d|n

φ(d)

lo que demuestra lo deseado.
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2. Las funciones p

2.1. Fundamentos teóricos

2.1.1. Generalidades

Definición. Sea f : N→ C una función aritmética. Para dicha función, se define la

función fp : R→ C como

fp(x) =
∞∑
n=0

f (pn)xn (2.1)

donde p es un primo cualquiera.

Nota. La expresión anterior indica que se trabajará con una función generadora fp de

f , por lo que no se profundizará en mayor medida sobre la convergencia de fp, para

todos los p primos.

Nota. Para las funciones τ, σ, I, u, ν, λ, µ, φ, existen sus funciones asociadas

τp, σp, Ip, up, νp, λp, µp, φp

Es necesario establecer algunos teoremas relacionados con las expresiones fp y

encontrar los valores de las expresiones anteriores para poder determinar las relaciones

entre ellas.

Nota. A las funciones fp se les conoce como función p de f .

Teorema 14. ∀ p primo, dos funciones multiplicativas f y g son iguales si y sólo si

fp y gp son iguales.

Demostración. Se procederá por incisos:
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1. (⇒) Supóngase que f = g. Se sigue entonces que f (pn) = g (pn), ∀ p primo y

∀n ∈ N. De ello se infiere que

fp(x) =
∞∑
n=0

f (pn)xn =
∞∑
n=0

g (pn)xn = gp(x)

2. (⇐) Supóngase que fp = gp. Se sigue que
∞∑
n=0

f (pn)xn = fp(x) = gp(x) =
∞∑
n=0

g (pn)xn

de donde se infiere que
∞∑
n=0

f (pn)xn =
∞∑
n=0

g (pn)xn

Dada la igualdad de series, se tiene que f (pn) = g (pn), ∀ p primo y ∀n ∈ N.

Al ser m = pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr , por ser f y g multiplicativas, se da que

f (pα1
1 ) = g (pα1

1 )
f (pα2

2 ) = g (pα2
2 )

...
f (pαrr ) = g (pαrr )

⇒
f (pα1

1 ) f (pα2
2 ) · · · f (pαrr ) = g (pα1

1 ) g (pα2
2 ) · · · g (pαrr )⇒

f (pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr ) = g (pα1

1 p
α2
2 · · · pαrr )

de donde se infiere que f(n) = g(n), ∀n ∈ N.

De los dos incisos anteriores, se infiere que f = g śı, y sólo śı fp = gp.

Notación. Es necesario tomar en cuenta aspectos de notación para lo siguiente:

1. La expresión (fg)p denotará el producto de funciones fp(x)gp(x).

2. La expresión (f · g)p denotará la composicion de funciones f(g)p(x)

2.1.2. Las funciones p asociadas a las funciones aritméticas clásicas

Nota. Del cálculo, se sabe que ∀x ∈ R : |x| < 1 y ∀ a ∈ R, se da que
∞∑
n=0

axn = a+ ax+ ax2 + ax3 + · · · = a

1− x
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A la vez se sabe que

∞∑
n=1

axn = ax0 +
∞∑
n=1

axn − ax0 = −a+
∞∑
n=0

axn = −a+
a

1− x

=
−a(1− x) + a

1− x
=
−a+ ax+ a

1− x
=

ax

1− x

de donde se infieren las igualdades

∞∑
n=0

axn =
a

1− x
(2.2)

∞∑
n=1

axn =
ax

1− x
(2.3)

Nota. Es importante notar que se restringe a x a cumplir que |x| < 1 para asegurar

la convergencia de la serie. Se mencionan estas propiedades de los valores de las series

geométricas ya que se utilizarán en la siguiente propiedad.

Teorema 15. Las funciones aritméticas cumplen ∀ p primo las propiedades

Ip(x) =
1

1− px
(2.4)

up(x) =
1

1− x
(2.5)

νp(x) =
x

1− x
(2.6)

λp(x) =
1

x+ 1
(2.7)

µp(x) = 1− x (2.8)

φp(x) =
x− 1

px− 1
(2.9)

Demostración. Se procederá por incisos:

1. Por definición se tiene que I(n) = n, ∀n ∈ N. De esto se debe notar que

Ip(x) =
∞∑
n=0

I (pn)xn =
∞∑
n=0

pnxn =
∞∑
n=0

(px)n =
1

1− px
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mostrando aśı que

Ip(x) =
1

1− px

2. Por definición se sabe que u(n) = 1, ∀n ∈ N. De esto se debe notar que

up(x) =
∞∑
n=0

u (pn)xn =
∞∑
n=0

xn =
1

1− x

mostrando aśı que

up(x) =
1

1− x

3. Por definición se sabe que

ν(m) =

{
0, si m = 1
r, si m = pα1

1 p
α2
2 · · · pαrr

de donde se sigue que

ν (pα) =

{
0, si α = 0
1, si α > 0

Utilizando lo anterior en la expansión de serie de νp, se tiene que

νp(x) =
∞∑
n=0

ν (pn)xn =���
��:0

ν
(
p0
)
x0 +

∞∑
n=1

ν (pn)xn =
∞∑
n=1
��

��*
1

ν (pn) xn

=
∞∑
n=1

xn =
1

1− x
− 1 =

1 + x− 1

1− x
=

x

1− x

lo que demuestra que

νp(x) =
x

1− x

4. Por definición se sabe que

λ(m) =


1, si m = 1

(−1)α1+α2+···+αr , cuando m = pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr

de donde se sigue que

λ (pr) = (−1)r
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Utilizando esto en la serie de λp, se tiene

λp(x) =
∞∑
n=0

λ (pn)xn =
∞∑
n=0

(−1)nxn =
1

1− (−x)
=

1

1 + x

lo que demuestra que

λp(x) =
1

1 + x

5. Se debe recordar que

µ (pα) =


1, si α = 0
−1, si α = 1

0, si α ≥ 2

De lo anterior se tiene entonces que

µp(x) =
∞∑
n=0

µ (pn)xn = µ
(
p0
)
x0 + µ

(
p1
)
x1 +

∞∑
n=2
�
��
�*0

µ (pn) xn = 1− x

lo que demuestra que

µp(x) = 1− x

6. De (1.22) se tiene que

φp(x) =
∞∑
n=0

φ (pn)xn = 1 +
∞∑
n=1

φ (pn)xn = 1 +
∞∑
n=1

(
pn − pn−1

)
xn

= 1 +
∞∑
n=1

(
1− 1

p

)
pnxn = 1 +

(
1− 1

p

) ∞∑
n=1

pnxn = 1 +

(
1− 1

p

)[
px

1− px

]
=
p(1− px)

p(1− px)
+

p2x

p(1− px)
− px

p(1− px)
=
p(1− px) + p2x− px

p(1− px)

=
p− px
p(1− px)

=
1− x
1− px

lo que demuestra que

φp(x) =
1− x
1− px
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Teorema de convolución de series. Sean f y g dos funciones aritméticas1, y sea

h función aritmética tal que

hp(x) = fp(x)gp(x), ∀ p primo (2.10)

Entonces h (pn) = (f ∗ g) (pn), ∀n ∈ N. El converso también es válido.

Demostración. Sea p un primo cualquiera. Se procederá por incisos:

1. (⇒) Supóngase que la expresión en (2.10) es verdadera. Nótese que

fp(x) =
∞∑
n=0

f (pn)xn

gp(x) =
∞∑
n=0

g (pn)xn

De ello se tiene que

fp(x)gp(x) =

[
∞∑
n=0

f (pn)xn

][
∞∑
n=0

g (pn)xn

]
=
[
f
(
p0
)
x0 + f

(
p1
)
x1 + f

(
p2
)
x2 + · · ·

] [
g
(
p0
)
x0 + g

(
p1
)
x1 + g

(
p2
)
x2 + · · ·

]
=x0

[
f
(
p0
)
g
(
p0
)]

+ x1
[
f
(
p0
)
g
(
p1
)

+ f
(
p1
)
g
(
p0
)]

+ x2
[
f
(
p2
)
g
(
p0
)

+ f
(
p1
)
g
(
p1
)

+ f
(
p0
)
g
(
p2
)]

+ · · ·

· · ·+ xk

[
k∑
j=0

f
(
pj
)
g
(
pk−j

)]
+ · · ·

=
∞∑
n=0

[
n∑
j=0

f
(
pj
)
g
(
pn−j

)]
xn

De donde se infiere que

fp(x)gp(x) =
∞∑
n=0

[
n∑
j=0

f
(
pj
)
g
(
pn−j

)]
xn

1No necesariamente multiplicativas.

22



Ahora bien, nótese que los términos pj y pn−j son divisores de pn cuando j =

0, 1, · · · , n. De alĺı que

∞∑
n=0

h (pn)xn = hp(x) = fp(x)gp(x) =
∞∑
n=0

[
n∑
j=0

f
(
pj
)
g
(
pn−j

)]
xn

=
∞∑
n=0

∑
d|pn

f (d) g

(
pn

d

)xn =
∞∑
n=0

[(f ∗ g) (pn)]xn

de donde se infiere que h (pn) = (f ∗ g) (pn), ∀n ∈ N.

2. (⇐) Se infiere de la necesidad.

Nota. Las propiedades demostradas para las funciones aritméticas clásicas conjunto

al uso del Teorema de convoluciones de series permitirá el análisis de propiedades

avanzadas entre las funciones aritméticas
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2.2. Las funciones p y las funciones aritméticas

Nota. Se procederá a utilizar las propiedades de las funciones p en las funciones

aritméticas.

Teorema 16. ∀n ∈ Z+ se da que

n =
∑
d|n

φ(d) = (φ ∗ u)(n) (2.11)

Demostración. Se demostrará la propiedad utilizando funciones p. Asumiendo a p

como un primo cualquiera, y n ∈ N.

Nótese que ∑
d|n

φ(d) =
∑
d|n

φ(d)u
(n
d

)
= (φ ∗ u)(n)

Ahora bien, utilizando las expresiones en (2.5), (2.9) y (2.4), nótese que

φp(x)up(x) =

(
1− x
1− px

)(
1

1− x

)
=

1

1− px
= Ip(x)

por lo que, al utilizar el Teorema de Convoluciones de Series, se infiere que

I (pα) = (φ ∗ u) (pα)

donde α ∈ N. Nótese ahora que I (pα) = pα y que (φ ∗ u) (pα) =
∑

d|pα φ(d). De ello

pα = I (pα) = (φ ∗ u) (pα) =
∑
d|pα

φ(d)

por lo que, para p primo y α ∈ N se infiere que

pα =
∑
d|pα

φ(d)

Dado que φ es multiplicativa y f(p) = pα también es multiplicativa, se infiere que

para n = pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr se cumple que

n = pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr =

∑
d|pα1

1

φ(d)

∑
d|pα2

2

φ(d)

 · · ·
∑
d|pαrr

φ(d)

 =
∑
d|n

φ(d)

mostrando aśı lo que se deseaba.
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Nota. De la demostración anterior, se debe mencionar que el uso de las funciones

p permitirán demostrar las propiedades de las funciones aritméticas v́ıa el uso de

convoluciones.

Teorema 17. Las funciones µ y λ cumplen que

(
µ2 ∗ λ

)
(n) =


1, si n = 1

0, si n > 1
(2.12)

Demostración. Se procederá a demostrar utilizando funciones p, con p un primo

cualquiera. Nótese que

µ2(n) = µ(n)µ(n) = |µ(n)|,∀n ∈ N

Utilizando lo anterior en (2.8) se tiene que como

µp(x) = 1− x = µ(1)x0 + µ(p)x1

entonces se da que

µ2
p(x) = |µ(1)|x0 + |µ(p)|x1 = 1 + x

Ahora bien, de la expresión en (2.7) se tiene

µ2
p(x) = 1 + x =

1(
1

1+x

) =
1

λp(x)

de donde se infiere que

µ2
p(x) =

1

λp(x)
= 1 + x

De esta nueva propiedad se infiere que

1 = µ2
p(x)λp(x)

Sea f una función tal que la expresión en la izquierda de la igualdad anterior se pueda

escribir como una función f . Se tiene entonces que

∞∑
n=0

f (pn)xn = fp(x) = 1 = µ2
p(x)λp(x)
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y dado que
∑∞

n=0 f (pn)xn = 1, se infiere que f cumple que

f (pα) =


1, si α = 0

0, si α > 0

Nótese que la función f anterior es multiplicativa. A la vez se sabe que µ y λ son

multiplicativas, por lo que (µ2 ∗ λ) es multiplicativa. Además de esto, nótese que si

n = pα cumple que α = 0, entonces n = 1 y si α > 0 entonces n > 1. Utilizando esto

en lo anterior, para n = pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr se infiere que

[(
µ2 ∗ λ

)
(pα1

1 )
]
· · ·
[(
µ2 ∗ λ

)
(pαrr )

]
= f (pα1

1 ) · · · f (pαrr ) =


1, si α1 = α2 = · · · = αr = 0

0, si αj ≥ 1, para algún j.

lo que es equivalente a

(
µ2 ∗ λ

)
(n) = f(n) =


1, si n = 1

0, si n > 1

lo que demuestra lo que se deseaba.

Escolio 3. Las funciones µp y λp cumplen que

µ2
p(x) =

1

λp(x)
= 1 + x (2.13)

Teorema 18. ∀n ∈ N se cumple que

n

φ(n)
=
∑
d|n

µ2(d)

φ(d)
(2.14)

Demostración. Sea f(n) = n
φ(n)

. Se procederá a utilizar funciones p, con p un primo

cualquiera. Nótese que

fp(x) =
∞∑
n=0

f (pn)xn =
∞∑
n=0

pn

φ (pn)
xn = 1 +

∞∑
n=1

pn

φ (pn)
xn = 1 +

∞∑
n=1

pn

pn − pn−1
xn

= 1 +
∞∑
n=1

pn

pn
(

1− 1
p

)xn = 1 +
∞∑
n=1

1

1− 1
p

xn = 1 +
∞∑
n=1

1(
p−1
p

)xn
= 1 +

∞∑
n=1

p

p− 1
xn = 1 +

p

p− 1

∞∑
n=1

xn = 1 +

[
p

p− 1

] [
x

1− x

]
=

(p− 1)(1− x) + px

(p− 1)(1− x)

=
p− px− 1 + x− px

(p− 1)(1− x)
=

p− 1 + x

(p− 1)(1− x)
=

[
(p− 1) + x

p− 1

] [
1

1− x

]
=

[
1 +

x

p− 1

] [
1

1− x

]
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De lo anterior se infiere que

fp(x) =

[
1 +

x

p− 1

] [
1

1− x

]
Ahora bien, sea

g(n) =
µ2(n)

φ(n)

de donde

gp(x) =
∞∑
n=0

µ2 (pn)

φ (pn)
xn = 1 +

µ2(p)

φ(p)
x+

∞∑
n=0

��
���: 0

µ2 (pn)

φ (pn)
xn

= 1 +

[
1

p− 1

]
x = 1 +

x

p− 1

De lo anterior se infiere entonces que

fp(x) =

[
1 +

x

p− 1

] [
1

1− x

]
= gp(x)up(x)

por lo que al utilizar el Teorema de Convoluciones de Series, se infiere que f = g ∗ u,

por lo que

n

φ(n)
= f = g ∗ u =

∑
d|n

µ2(d)

φ(d) �
�
��>

1

u
(n
d

)
=
∑
d|n

µ2(d)

φ(d)

lo que completa la demostración.

Teorema 19. Las funciones ν y µ cumplen que

(ν ∗ µ)(n) =


1, si n es de la forma n = p1p2 · · · pr, con pj primo.

0, en otro caso.
(2.15)

Demostración. Se procederá a utilizar funciones p, con p un primo cualquiera.

Sea f definida como f = ν∗µ. Utilizando las propiedades (2.6) y (2.8) se obtiene

que

fp(x) = µp(x)νp(x) = (1− x)

[
x

1− x

]
= x
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De esto se sigue que

fp(x) = x =
∞∑
n=0

f (pn)xn

Comparando el segundo y tercer término en las igualdades, se tiene

f (pn) =


1, si n = 1

0, en otro caso.

Dado que µ y ν son multiplicativas, se da que (ν ∗ µ) también es multiplicativa, por

lo que para n = pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr se tiene que

(ν ∗ µ)(n) = [(ν ∗ µ) (pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr )] = [(ν ∗ µ) (pα1

1 )] [(ν ∗ µ) (pα2
2 )] · · · [(ν ∗ µ) (pαrr )]

= f (pα1
1 ) f (pα2

2 ) · · · f (pαrr ) =


1, si α1 = · · · = αr = 1

0, en otro caso.

lo que completa la demostración.
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3. La función ζ y sus propiedades

3.1. La función ζ

3.1.1. Generalidades

Definición. Se define a la función ζ : C→ C como

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
(3.1)

Nota. Del análisis complejo, se sabe que ζ(s) converge con s ∈ C cuando Re(s) > 1.

Nota. Vı́a extensión anaĺıtica, la función ζ se puede extender a todo el plano complejo

con el único polo en s = 1.

Nota. Para valores de s donde Re(s) < 1, los valores de la función ζ deben de ser

calculados v́ıa la ecuación funcional

ζ(s) = 2π(−s)(2π)s−1 sen
(πs

2

)
ζ(1− s)

donde

π(s) =
∞∏
n=1

n1−s(n+ 1)s

s+ n

3.1.2. Relaciones entre ζ y las funciones aritméticas

Nota. Antes de inicial las demostraciones de las propiedades de ζ, es necesario de-

mostrar un teorema relacionada con las funciones aritméticas en series infinitas.
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Teorema (Convolución en series infinitas). Sea s ∈ C y sean f(n) y g(n) dos

funciones aritméticas. Se da entonces que

∞∑
n=1

f(n)

ns
·
∞∑
n=1

g(n)

ns
=
∞∑
n=1

h(n)

ns
(3.2)

donde h = (f ∗ g).

Demostración. Nótese que

∞∑
n=1

f(n)

ns
·
∞∑
n=1

g(n)

ns
=

[
f(1)

1s
+
f(2)

2s
+
f(3)

3s
+ · · ·

] [
g(1)

1s
+
g(2)

2s
+
g(3)

3s
+ · · ·

]
=
f(1)g(1)

1s
+

1

2s
[f(1)g(2) + f(2)g(1)] +

1

3s
[f(1)g(3) + f(3)g(1)] + · · ·

· · ·+ 1

ks

∑
d|k

f(d)g

(
k

d

)+ · · ·

=
∞∑
n=1

∑
d|n f(d)g

(
n
d

)
ns

=
∞∑
n=1

(f ∗ g)(n)

ns
=
∞∑
n=1

h(n)

ns

lo que completa la demostración.

Teorema 20. ∀ s ∈ C no cero de ζ, s 6= 2, s 6= 1 se cumple que

ζ(s− 1)

ζ(s)
=
∞∑
n=1

φ(n)

ns
(3.3)

Demostración. Analizando la función

ζ(s)
∞∑
n=1

φ(n)

ns
=
∞∑
n=1

1

ns

∞∑
n=1

φ(n)

ns

Aplicando el Teorema de convolución en series en la expresión anterior, se tiene que

∞∑
n=1

1

ns

∞∑
n=1

φ(n)

ns
=
∞∑
n=1

∑
d|n φ(d)(1)

ns
=
∞∑
n=1

∑
d|n φ(d)

ns

Utilizando la expresión en (1.23), se sabe que

∞∑
n=1

∑
d|n φ(d)

ns
=
∞∑
n=1

n

ns
=
∞∑
n=1

1

ns−1
= ζ(s− 1)
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De lo anterior, se sabe que

ζ(s)
∞∑
n=1

φ(n)

ns
= ζ(s− 1)

lo que demuestra que, para s no cero de ζ se da que

ζ(s− 1)

ζ(s)
=
∞∑
n=1

φ(n)

ns

Definición. Sea α ∈ C. Se define la función aritmética σα(n) como

σα(n) =
∑
d|n

dα (3.4)

Teorema 21. Para s, α ∈ C, s 6= 1, s 6= α + 1 se da que

ζ(s)ζ(s− α) =
∞∑
n=1

σα(n)

ns
(3.5)

Demostración. Nótese que

ζ(s)ζ(s− α) =
∞∑
n=1

1

ns

∞∑
n=1

1

ns−α
=
∞∑
n=1

1

ns

∞∑
n=1

nα

ns

Ahora bien, utilizando el Teorema de convoluciones en series, se tiene que

∞∑
n=1

1

ns

∞∑
n=1

nα

ns
=
∞∑
n=1

∑
d|n d

α(1)

ns
=
∞∑
n=1

∑
d|n d

α

ns

de donde se infiere que

ζ(s)ζ(s− α) =
∞∑
n=1

1

ns

∞∑
n=1

nα

ns
=
∞∑
n=1

∑
d|n d

α

ns

lo que completa la demostración.

Teorema 22. ∀ s ∈ C no cero de ζ con s 6= 1, se da que

ζ(2s)

ζ(s)
=
∞∑
n=1

λ(n)

ns
(3.6)
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Demostración. Analizando la expresión ζ(s)
∑∞

n=1
λ(n)
ns

, nótese que del Teorema de

convoluciones en series se tiene que

ζ(s)
∞∑
n=1

λ(n)

ns
=
∞∑
n=1

1

ns

∞∑
n=1

λ(n)

ns
=
∞∑
n=1

∑
d|n λ(d)(1)

ns
=
∞∑
n=1

∑
d|n λ(d)

ns

Ahora, al utilizar la expresión en (1.18), se sabe que los términos en la suma anterior

se eliminarán salvo para los valores de n que sean cuadrados. De esto se tiene que

∞∑
n=1

∑
d|n λ(d)

ns
=
∞∑
n=1

1

n2s
= ζ(2s)

De ello se sabe que

ζ(s)
∞∑
n=1

λ(n)

ns
= ζ(2s)

de donde se infiere que

ζ(2s)

ζ(s)

∞∑
n=1

λ(n)

ns

lo que completa la demostración.

Nota. Antes de proseguir, es necesario establecer el valor de ζ2(s).

Lema. La función ζ cumple que

ζ2(s) =
∞∑
n=1

τ(n)

ns
(3.7)

Demostración. Nótese que

ζ2(s) = ζ(s)ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns

∞∑
n=1

1

ns
=
∞∑
n=1

∑
d|n 1

ns

y de la propiedad (1.3) se sabe que

ζ2(s) =
∞∑
n=1

∑
d|n 1

ns
=
∞∑
n=1

τ(n)

ns

lo que completa la demostración.
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Teorema 23. ∀ s ∈ C, con 2s no cero de ζ, se da que

ζ2(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

2ν(n)

ns
(3.8)

Demostración. Se procederá a demostrar esta propiedad por incisos:

1. Sea f una función aritmética definida de la forma

f(n) =

{
1, si n es cuadrado.
0, en otro caso.

Sean a la vez m,n ∈ N : (m,n) = 1. De ello, para mn hay dos casos:

a) mn es cuadrado: Si mn es cuadrado, dado que (m,n) = 1, se infiere que

tanto m como n son cuadrados1. De ello f(mn) = 1 = f(m)f(n)

b) mn no es cuadrado: Si mn no es cuadrado, entonces f(mn) = 0. A la vez,

no se podria dar que ambos m y n sean cuadrados a la vez, porque de lo

contrario mn seria cuadrado. De esto forzosamente o f(m) = 0 ó f(n) = 0.

De ello f(mn) = 0 = f(m)f(n)

De los dos casos anteriores, se debe notar que f es multiplicativa.

2. De lo anterior, se sabe que f es multiplicativa. A la vez, del Teorema 4 se sabe

que 2ν(·) también es multiplicativa. De ello, por el Teorema 1 se infiere que la

función F definida como

F (n) =
∑
d|n

2ν(d)f
(n
d

)
es también multiplicativa. Sea entonces n = pα1

1 p
α2
2 · · · pαmm . De ello

F (n) = F (pα1
1 p

α2
2 · · · pαmm ) = F (pα1

1 )F (pα2
2 ) · · ·F (pαmm )

=

∑
d|pα1

1

2ν(d)f
(n
d

)∑
d|pα2

2

2ν(d)f
(n
d

) · · ·
∑
d|pαmm

2ν(d)f
(n
d

)
1Dado que si m o n no es cuadrado, entonces tendŕıa algún divisor primo elevado a una potencia

impar, y para que mn sea cuadrado, el otro número (n o m dependiendo del caso) debeŕıa poseer el
mismo factor primo también elevado a una potencia impar, contradiciendo el hecho que (m,n) = 1.
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Analizando el término general
∑

d|pα 2ν(d)f
(
n
d

)
, donde p toma los valores p1, · · · , pm

y α los correspondientes valores de α1, · · · , αm. Para α se tiene los siguientes

casos:

a) Si α es par:

Si α es par, se tiene que∑
d|pα

2ν(d)f
(n
d

)
=2ν(1)f (pα) + 2ν(p)f

(
pα−1

)
+ 2ν(p

2)f
(
pα−2

)
+ 2ν(p

3)f
(
pα−3

)
+ · · ·+ 2ν(pα)f (1)

=1 · 1︸︷︷︸
d=1

+ 2 · 0︸︷︷︸
d=p

+ 2 · 1︸︷︷︸
d=p2

+ 2 · 0︸︷︷︸
d=p3

+ · · ·+ 2 · 1︸︷︷︸
d=pα

= 1 + 2

[
(0 + 1) + (0 + 1) + · · ·+ (0 + 1)︸ ︷︷ ︸

]
α
2

veces el término (0+1)

= 1 + 2
[α

2

]
= 1 + α

De lo anterior, si α es par, se tiene que∑
d|pα

2ν(d)f
(n
d

)
= α + 1

b) Si α es impar:

Si α es impar, se tiene que∑
d|pα

2ν(d)f
(n
d

)
=2ν(1)f (pα) + 2ν(p)f

(
pα−1

)
+ 2ν(p

2)f
(
pα−2

)
+ 2ν(p

3)f
(
pα−3

)
+ · · ·

· · ·+ 2ν(p
α−2)f

(
p2
)

+ 2ν(p
α−1)f (p) + 2ν(pα)f (1)

=1 · 0︸︷︷︸
d=1

+ 2 · 1︸︷︷︸
d=p

+ 2 · 0︸︷︷︸
d=p2

+ 2 · 1︸︷︷︸
d=p3

+ · · ·+ 2 · 1︸︷︷︸
d=pα−2

+ 2 · 0︸︷︷︸
d=pα−1

+ 2 · 1︸︷︷︸
d=pα

=0 + 2

[
(1 + 0) + (1 + 0) + · · ·+ (1 + 0)︸ ︷︷ ︸+1

]
α−1

2
veces el término (1+0)

=2

[
α− 1

2
+ 1

]
= α− 1 + 2 = α + 1

De lo anterior, si α es impar, se tiene que∑
d|pα

2ν(d)f
(n
d

)
= α + 1
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De los dos incisos anteriores, se debe notar que, sin importar la paridad de α,

se cumple ∑
d|pα

2ν(d)f
(n
d

)
= α + 1

Al aplicar lo anterior a la expresión∑
d|pα1

1

2ν(d)f
(n
d

)∑
d|pα2

2

2ν(d)f
(n
d

) · · ·
∑
d|pαmm

2ν(d)f
(n
d

)
se sabe que

∑
d|n

2ν(d)f
(n
d

)
= F (n) =

∑
d|pα1

1

2ν(d)f
(n
d

)∑
d|pα2

2

2ν(d)f
(n
d

) · · ·
∑
d|pαmm

2ν(d)f
(n
d

)
= (α1 + 1) (α2 + 1) · · · (αm + 1) = τ(n)

infiriendo la propiedad ∑
d|n

2ν(d)f
(n
d

)
= τ(n)

3. De la expresión (3.6) se sabe que

ζ(2s) = ζ(s)
∞∑
n=1

λ(n)

ns

Utilizando esto junto con el resultado del iniciso 2, se tiene

ζ(2s)
∞∑
n=1

2ν(n)

ns
=

[
ζ(s)

∞∑
n=1

λ(n)

ns

]
∞∑
n=1

2ν(n)

ns
=

[
∞∑
n=1

1

ns

∞∑
n=1

λ(n)

ns

]
∞∑
n=1

2ν(n)

ns

=

[
∞∑
n=1

∑
d|n λ(d)

ns

]
∞∑
n=1

2ν(n)

ns

Ahora bien, de la propiedad (1.18) se sabe que

∑
d|n

λ(d) =


1, si n es cuadrado.

0, en otro caso.
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Renombrando la expresión
∑

d|n λ(d) como f(n), se tiene que[
∞∑
n=1

∑
d|n λ(d)

ns

]
∞∑
n=1

2ν(n)

ns
=

[
∞∑
n=1

f(n)

ns

]
∞∑
n=1

2ν(n)

ns
=
∞∑
n=1

∑
d|n 2ν(d)f

(
n
d

)
ns

y por la propiedad demostrada en el inciso anterior, se tiene que

∞∑
n=1

∑
d|n 2ν(d)f

(
n
d

)
ns

=
∞∑
n=1

τ(n)

ns

Aplicando la expresión en (3.7), se infiere que

∞∑
n=1

τ(n)

ns
= ζ2(s)

De donde, de las expresiones anteriores, se tiene que

ζ(2s)
∞∑
n=1

2ν(n)

ns
=

[
∞∑
n=1

∑
d|n λ(d)

ns

]
∞∑
n=1

2ν(n)

ns
=
∞∑
n=1

∑
d|n 2ν(d)f

(
n
d

)
ns

=
∞∑
n=1

τ(n)

ns
= ζ2(s)

por lo que

ζ2(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

2ν(n)

ns

lo que completa la demostración.

Escolio 4. ∀n ∈ N se da que ∑
d|n

2ν(d)f
(n
d

)
= τ(n)

donde

f(n) =

{
1, si n es cuadrado.
0, en otro caso.

Teorema 24. ∀ s ∈ C, con 2s no cero de ζ, se da que

ζ3(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

τ(n2)

ns
(3.9)
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Demostración. Del Teorema 23 se sabe que

ζ2(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

2ν(n)

ns

De ello se tiene que

ζ3(s)

ζ(2s)
= ζ(s)

∞∑
n=1

2ν(n)

ns
=
∞∑
n=1

1

ns

∞∑
n=1

2ν(n)

ns
=
∞∑
n=1

∑
d|n 2ν(d)

ns

Utilizando la expresión (2.13) en lo anterior, se infiere que

ζ3(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

∑
d|n 2ν(d)

ns
=
∞∑
n=1

τ(n2)

ns

lo que completa la demostración.

Teorema 25. ∀ s ∈ C se da que

∞∑
n=1

ν(n)

ns
= ζ(s)

∑
p primo

1

ps
(3.10)

Demostración. Sea g(n) una función definida como

g(n) =


1, si n es primo.

0, en otro caso.

Utilizando entonces el Teorema de las convoluciones en series, se tiene que

ζ(s)
∑

p primo

1

ps
= ζ(s)

∞∑
n=1

g(n)

ns
=
∞∑
n=1

1

ns

∞∑
n=1

g(n)

ns
=
∞∑
n=1

∑
d|n g(d)

ns

Veamos ahora que la expresión
∑

d|n g(d) cuenta la cantidad de primos distintos que

dividen a n. De ello, al comprarla con (1.12), se infiere que

ζ(s)
∑

p primo

1

ps
=
∞∑
n=1

∑
d|n g(d)

ns
=
∞∑
n=1

ν(n)

ns

lo que completa la demostración.
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Nota. Del teorema anterior, se infiere que ν puede ser reescrito como

ν(n) =
∑
d|n

g(d) = (g ∗ u)(n)

donde

g(n) =


1, si n es primo.

0, en otro caso.

Teorema 26. ∀ s ∈ C, con s no cero de ζ se da que

ζ(2s)

ζ2(s)
=
∞∑
n=1

2ν(n)λ(n)

ns
(3.11)

Demostración. Nótese que

ζ(s)
∞∑
n=1

2ν(n)λ(n)

ns
=
∞∑
n=1

1

ns

∞∑
n=1

2ν(n)λ(n)

ns
=
∞∑
n=1

∑
d|n 2ν(d)λ(d)

ns

Ahora bien, de la expresión en (1.17) se sabe que

λ(n) =
∑
d|n

2ν(d)λ(d)

por lo que al aplicar esto en lo anterior, se tiene que

ζ(s)
∞∑
n=1

2ν(n)λ(n)

ns
=
∞∑
n=1

∑
d|n 2ν(d)λ(d)

ns
=
∞∑
n=1

λ(n)

ns

Por otro lado, de la expresión en (3.6) se sabe que

ζ(2s)

ζ(s)
=
∞∑
n=1

λ(n)

ns

por lo que aplicando esto en lo anterior, se tiene que

ζ(s)
∞∑
n=1

2ν(n)λ(n)

ns
=
∞∑
n=1

λ(n)

ns
=
ζ(2s)

ζ(s)

de donde se infiere que, para s no cero de ζ

∞∑
n=1

2ν(n)λ(n)

ns
=
ζ(2s)

ζ2(s)

lo que completa la demostración.
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Teorema 27. La función ζ cumple que

ζ ′(s) =
∞∑
n=1

lnn

ns
(3.12)

Demostración. Nótese que

ζ ′(s) =
d

ds

[
∞∑
n=1

1

ns

]
=

d

ds

[
∞∑
n=1

n−s

]
=
∞∑
n=1

d

ds

(
n−s
)

=
∞∑
n=1

(
n−s lnn

)
=
∞∑
n=1

lnn

ns

lo que completa la demostración.

3.2. Generalizaciones

Nota. En las secciones anteriores se trabajó con expresiones que involucraban razones

y productos de expresiones de ζ. Se demostró, para el conjunto de propiedades de la

sección anterior, que cada una de ellas se relacionaba con una serie de potencias,

donde el denominador era una función aritmética, o una función que dependia de las

mismas. Se llegaron a encontrar los siguientes resultados:

ζ(2s)

ζ(s)
=
∞∑
n=1

λ(n)

ns
ζ2(s) =

∞∑
n=1

τ(n)

ns

ζ2(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

2ν(n)

ns
ζ3(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

τ (n2)

ns
ζ(2s)

ζ2(s)
=
∞∑
n=1

2ν(n)λ(n)

ns

Nótese que las expresiones anteriores constan de una sumatoria de fracciones, donde

el denominador es ns y el numerador es una de las funciones aritméticas trabajadas en

la sección anterior, o combinacion de varias de ellas. Es natural entonces cuestionarse

por la generalización de expresiones de la forma

ζa(bs)

ζc(ds)
, a, b, c, d ∈ N (3.13)
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En lo siguiente se desarrollaran las expresiones necesarias para poder llegar a

esta generalización utilizando funciones p y propiedades de las funciones aritméticas.

3.2.1. Expresiones de la forma ζa(s)
ζ(2s)

Nota. En el proceso de generalización se trabajará, en primer lugar, con expresiones

de la forma ζa(s)
ζ(2s)

. Esto permitirá el desarrollo las técnicas y los pasos necesarios para

determinar la expresión buscada.

Teorema 28. ∀ s ∈ C, con 2s no cero de ζ, se da que

ζ(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

|µ(n)|
ns

(3.14)

Demostración. Se procederá a realizar la demostración en dos partes:

1. Sean a, b ∈ Z tales que (a, b) = 1. Nótese que µ es multiplicativa, por lo que

|µ(ab)| = |µ(a)µ(b)| = |µ(a)| |µ(b)|

De lo anterior se infiere que la función |µ(·)| es multiplicativa, por lo que F

definida como

F (n) =
∑
d|n

|µ(d)|

también es multiplicativa. Sea entonces n = pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr . De esto se tiene que

∑
d|n

|µ(d)| = F (n) = F (pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr ) =

∑
d|pα1

1

|µ(d)|

∑
d|pα2

1

|µ(d)|

 · · ·
∑
d|pαrr

|µ(d)|


(3.15)

Considérese ahora el término
∑

d|pα1
1
|µ(d)|. Nótese que∑

d|pα1
1

|µ(d)| = 1︸︷︷︸
d=1

+ 1︸︷︷︸
d=p

+ 0 + 0 + · · ·+ 0︸ ︷︷ ︸
d≥p2

= 2
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por lo que se sabe que ∑
d|pα1

1

|µ(d)| = 2 (3.16)

Utilizando (3.16) en (3.15) se sabe que

∑
d|n

|µ(d)| =

∑
d|pα1

1

|µ(d)|

∑
d|pα2

1

|µ(d)|

 · · ·
∑
d|pαrr

|µ(d)|

 = 2× 2× · · · × 2︸ ︷︷ ︸
ν(n) veces

= 2ν(n)

Por lo que ∑
d|n

|µ(d)| = 2ν(n)

Aplicando el Teorema de Inversión de Möbius a lo anterior, se tiene que∑
d|n

|µ(d)| = 2ν(n) ⇔
∑
d|n

µ
(n
d

)
2ν(d) = |µ(n)|

por lo que ∑
d|n

µ
(n
d

)
2ν(d) = |µ(n)| (3.17)

Esta propiedad se utilizará en el siguiente inciso.

2. De la propiedad (3.8) se tiene que

ζ2(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

2ν(n)

ns

por lo que

ζ(s)

ζ(2s)
=

[
ζ2(s)

ζ(2s)

] [
1

ζ(s)

]
(3.18)

de donde es necesario calcular la expresión relacionada a 1
ζ(s)

. Nótese que

ζ(s)
∞∑
n=1

µ(n)

ns
=
∞∑
n=1

1

ns

∞∑
n=1

µ(n)

ns
=
∞∑
n=1

∑
d|n µ(d)

ns
= 1︸︷︷︸

n=1

+
∞∑
n=2

∑
d|n µ(d)

ns
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De la expresión en (1.20) se sabe que∑
d|n

µ(d) = 0, si n ≥ 2

por lo que

ζ(s)
∞∑
n=1

µ(n)

ns
= 1 +

∞∑
n=2

��
���

�: 0∑
d|n µ(d)

ns
= 1

de donde se infiere que ∀ s ∈ C no cero de ζ se da que

1

ζ(s)
=
∞∑
n=1

µ(n)

ns
(3.19)

Utilizando (3.19) en (3.18) se tiene que

ζ(s)

ζ(2s)
=

[
ζ2(s)

ζ(2s)

] [
1

ζ(s)

]
=

[
∞∑
n=1

2ν(n)

ns

][
∞∑
n=1

µ(n)

ns

]
=
∞∑
n=1

∑
d|n 2ν(d)µ

(
n
d

)
ns

=
∞∑
n=1

|µ(n)|
ns

lo que completa la demostración.

Corolario 2. ∀n ∈ N se da que

(µ ∗ 2ν)(n) =
∑
d|n

µ
(n
d

)
2ν(d) = |µ(n)| (3.20)

Corolario 3. ∀ s ∈ C no cero de ζ se da que

1

ζ(s)
=
∞∑
n=1

µ(n)

ns
(3.21)

Nota. De lo anterior, se sabe que

ζ(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

|µ(n)|
ns

ζ2(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

2ν(n)

ns
ζ3(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

τ (n2)

ns
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Se procederá entonces a encontrar la expresión relacionada a ζ4(s)
ζ(2s)

.

Nótese que

ζ4(s)

ζ(2s)
= ζ2(s) · ζ

2(s)

ζ(2s)
=

[
∞∑
n=1

τ(n)

ns

][
∞∑
n=1

2ν(n)

ns

]
=
∞∑
n=1

∑
d|n 2ν(d)τ

(
n
d

)
ns

=
∞∑
n=1

(2ν ∗ τ) (n)

ns

por lo que

ζ4(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

(2ν ∗ τ) (n)

ns
(3.22)

De lo anterior se debe notar que (2ν ∗ τ) (n) es la función aritmética que se encuentra

en el numerador de las fracciones de la serie. En ese sentido, es natural cuestionarse si

existe alguna expresión más simple para (2ν ∗ τ) (n). Se procederá a trabajar entonces

con funciones p. Nótese que

τp(x) =
∞∑
n=0

τ (pn)xn =
∞∑
n=0

(n+ 1)xn =
d

dx

[
∞∑
n=0

x(n+1)

]
=

d

dx

[
x

1− x

]
=

1

(1− x)2

A la vez

2νp(x) =
∞∑
n=0

2ν(pn)xn = 2ν(1)x0︸ ︷︷ ︸
n=0

+
∞∑
n=1

�
��
�*2

2ν(pn)xn = 1 + 2
∞∑
n=1

xn = 1 + 2

[
x

1− x

]
=

1− x+ 2x

1− x
=

1 + x

1− x

De lo anterior se sabe que

τp(x) =
1

(1− x)2
(3.23)

2νp(x) =
1 + x

1− x
(3.24)

Utilizando las dos expresiones anteriores, se tiene

τp(x) · 2νp(x) =

[
1

(1− x)2

] [
1 + x

1− x

]
=

1 + x

(1− x)3
= 1 + 4x+ 9x2 + 16x3 + 25x4 + · · ·

=
∞∑
n=0

(n+ 1)2xn
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Aplicando el Teorema de Convolución en series a lo anterior, se sabe entonces que al

ser hp(x) =
∑∞

n=0(n+ 1)2xn, se da que hp(x) = τp(x) · 2νp(x), por lo que

h (pn) = (n+ 1)2 = τ 2 (pn)

para p primo cualquiera. De esto se tiene entonces que∑
d|pn

2ν(d)τ

(
pn

d

)
= τ 2 (pn)

para p primo cualquiera, por lo que

(2ν ∗ τ) (n) =
∑
d|n

2ν(d)τ
(n
d

)
= τ 2 (n) (3.25)

Utilizando (3.25) en (3.22) se infiere entonces que

ζ4(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

(2ν ∗ τ) (n)

ns
=
∞∑
n=1

τ 2 (n)

ns

Lo anterior demuestra el siguiente teorema.

Teorema 29. ∀ s ∈ C, con 2s no cero de ζ, se tiene que

ζ4(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

τ 2 (n)

ns
(3.26)

Corolario 4. ∀n ∈ Z+ se da que

τ 2(n) =
∑
d|n

2ν(d)τ
(n
d

)
= (2ν ∗ τ)(n) (3.27)

Nota. Se conocen ahora las expresiones buscadas para los exponentes a = 1, 2, 3, 4 en

la expresión ζa(s)
ζ(2s)

. Se analizará el caso a ≥ 5.

Nota. Del desarrollo anterior se sabe que

ζ5(s)

ζ(2s)
= ζ(s) · ζ

4(s)

ζ(2s)
=

[
∞∑
n=1

1

ns

][
∞∑
n=1

τ 2(n)

ns

]
=
∞∑
n=1

∑
d|n τ

2(d)

ns

=
∞∑
n=1

∑
d|n τ

2(d)u
(
n
d

)
ns

=
∞∑
n=1

(τ 2 ∗ u) (n)

ns
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De ello, es necesario calcular las expresiones relacionadas a (τ 2 ∗ u) (n). Nótese que

τ 2
p (x) =

∞∑
n=0

(n+ 1)2xn =
1 + x

(1− x)3

A la vez nótese que la función p asociada a u es

up(x) =
1

1− x

por lo que

τ 2
p (x) · up(x) =

1 + x

(1− x)3
· 1

1− x
=

1 + x

(1− x)4

Sea gp(x) definido entonces como

gp(x) = τ 2
p (x) · up(x) (3.28)

Nótese que del desarrollo de Taylor de gp(x) se sabe que

τ 2
p (x) · up(x) =

1 + x

(1− x)4
=
∞∑
n=0

[
xn

n!

] [
d(n)

dxn

(
1 + x

(1− x)4

)]∣∣∣∣
x=0

(3.29)

Analizando la generalización de la expresión anterior, se debe notar que
[
d(n)

dxn

(
1+x

(1−x)m

)]∣∣∣
x=0

,

con m ∈ Z+ cumple que[
d

dx

(
1 + x

(1− x)m

)]∣∣∣∣
x=0

= m+ 1[
d2

dx2

(
1 + x

(1− x)m

)]∣∣∣∣
x=0

= m(m+ 3)[
d3

dx3

(
1 + x

(1− x)m

)]∣∣∣∣
x=0

= m(m+ 1)(m+ 5)[
d4

dx4

(
1 + x

(1− x)m

)]∣∣∣∣
x=0

= m(m+ 1)(m+ 2)(m+ 7)[
d5

dx5

(
1 + x

(1− x)m

)]∣∣∣∣
x=0

= m(m+ 1)(m+ 2)(m+ 3)(m+ 9)[
d6

dx6

(
1 + x

(1− x)m

)]∣∣∣∣
x=0

= m(m+ 1)(m+ 2)(m+ 3)(m+ 4)(m+ 11)

...
...

Esto brinda una secuencia inductiva que puede ser utilizada en el siguiente teorema.
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Teorema 30. La expresión [
d(n)

dxn

(
1 + x

(1− x)m

)]∣∣∣∣
x=0

con m ∈ Z+ cumple que

[
dn

dxn

(
1 + x

(1− x)m

)]∣∣∣∣
x=0

=



m+ 1, si n = 1

m(m+ 3), si n = 2[∏n−2
j=0 (m+ j)

]
(m+ 2n− 1), si n ≥ 3

(3.30)

Demostración. Se procederá por inducción sobre n.

1. Para n = 1: Si n = 1, entonces[
d

dx

(
1 + x

(1− x)m

)]∣∣∣∣
x=0

=

[
− 1

(x− 1)m

(
−2m

x− 1
−m+ 1

)]∣∣∣∣
x=0

= m+ 1

2. Para n = 2: Si n = 2, entonces[
d2

dx2

(
1 + x

(1− x)m

)]∣∣∣∣
x=0

=

[
m((m− 1)x+m+ 3)

(x− 1)2(1− x)m

]∣∣∣∣
x=0

= m(m+ 3)

3. Para n = 3: Si n = 3, entonces[
d3

dx3

(
1 + x

(1− x)m

)]∣∣∣∣
x=0

=

[
−m(m+ 1) [(m− 1)x+m+ 5]

(x− 1)3(1− x)m

]∣∣∣∣
x=0

= m(m+ 1)(m+ 5)

4. Supóngase que para n = k, con k ≥ 3 se cumple que:

[
dk

dxk

(
1 + x

(1− x)m

)]∣∣∣∣
x=0

=

[
k−2∏
j=0

(m+ j)

]
(m+ 2k − 1)
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5. Ahora, para n = k + 1: Nótese que

dk+1

dxk+1

[
1 + x

(1− x)m

]∣∣∣∣
x=0

=
d

dx

[
dk

dxk

[
1 + x

(1− x)m

]]∣∣∣∣
x=0

=
dk

dxk

[
d

dx

[
1 + x

(1− x)m

]]∣∣∣∣
x=0

=
dk

dxk

[
m(1 + x)

(1− x)m+1
+

1

(1− x)m

]∣∣∣∣
x=0

=
dk

dxk

[
m(1 + x)

(1− x)m+1

]∣∣∣∣
x=0

+
dk

dxk

[
1

(1− x)m

]∣∣∣∣
x=0

=m
dk

dxk

[
(1 + x)

(1− x)m+1

]∣∣∣∣
x=0

+
dk

dxk

[
1

(1− x)m

]∣∣∣∣
x=0

=m

([
k−2∏
j=0

((m+ 1) + j)

]
((m+ 1) + 2k − 1)

)
+

+
[
m(m+ 1)(m+ 2) · · · (m+ k − 1)(1− x)−m−k

]∣∣
x=0

=m(m+ 2k)

[
k−2∏
j=0

((m+ 1) + j)

]
+m

k−2∏
j=0

((m+ 1) + j)

=m((m+ 1) + 2k)

[
k−2∏
j=0

((m+ 1) + j)

]

=

(
m

[
k−2∏
j=0

((m+ 1) + j)

])
((m+ 1) + 2k)

=

[
k−1∏
j=0

(m+ j)

]
((m+ 1) + 2k)

=

(k+1)−2∏
j=0

(m+ j)

 (m+ 2(k + 1)− 1)

lo cual demuestra que para n = k + 1, la propiedad se mantiene, completando

aśı la demostración.

Al reagrupar a (3.29) en las formas de las funciones p, se tiene que

τ 2
p (x) · up(x) =

∞∑
n=0

[
1

n!

d(n)

dxn

(
1 + x

(1− x)4

)]∣∣∣∣
x=0

xn
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y tomando a
[

1
n!
d(0)

dx0

(
1+x

(1−x)4

)]∣∣∣
x=0

= 1, se tiene que

τ 2
p (x) · up(x) =

∞∑
n=0

[
1

n!

d(n)

dxn

(
1 + x

(1− x)4

)]∣∣∣∣
x=0

xn

= 1︸︷︷︸
n=0

+
4 + 1

1!︸ ︷︷ ︸
n=1

x+
4(4 + 3)

2!︸ ︷︷ ︸
n=2

x2 +
∞∑
n=3

[n−2∏
j=0

(4 + j)

]
(4 + 2n− 1)

1

n!︸ ︷︷ ︸x
n


n≥3

= 1 + 5x+ 14x2 +
∞∑
n=3

[n−2∏
j=0

(4 + j)

]
(4 + 2n− 1)

1

n!︸ ︷︷ ︸x
n


n≥3

Del cálculo de la expresión relacionada para n ≥ 3, se debe notar que en general se

cumple

[
n−2∏
j=0

(m+ j)

]
(m+ 2n− 1)

1

n!
=

(m+ 2n− 1) [m(m+ 1)(m+ 2) · · · (m+ n− 2)]

n!

=
(m+ 2n− 1) [m(m+ 1)(m+ 2) · · · (m+ n− 2)] (m− 1)!

n!(m− 1)!

=
(m+ 2n− 1)(m+ n− 2)!

n!(m− 1)!
=

(m+ 2n− 1)(m+ n− 2)!

(m− 1)n!(m− 2)!

=

[
m+ 2n− 1

m− 1

] [
(m+ n− 2)!

n!(m− 2)!

]
=

[
m+ 2n− 1

m− 1

](
m+ n− 2

n

)

por lo que se infiere que

1

n!

[
dn

dxn

(
1 + x

(1− x)m

)]∣∣∣∣
x=0

=



1, si n = 0

m+ 1, si n = 1

m(m+ 3)

2
, si n = 2

[
m+ 2n− 1

m− 1

](
m+ n− 2

n

)
, si n ≥ 3

(3.31)
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Utilizando esto, se tiene entonces que

gp(x) = τ 2
p (x) · up(x) = 1 + 5x+ 14x2 +

∞∑
n=3

[[
n−2∏
j=0

(4 + j)

]
(4 + 2n− 1)

1

n!
xn

]

= 1 + 5x+ 14x2 +
∞∑
n=3

[
4 + 2n− 1

4− 1

](
4 + n− 2

n

)
xn

= 1 + 5x+ 14x2 +
∞∑
n=3

[
4 + 2n− 1

3

](
2 + n
n

)
xn

es la función p asociada a la convolución en el desarrollo de ζ5(s)
ζ(2s)

. Se tiene entonces

que la función g definida como

g (pr) =



1, si r = 0

5, si r = 1

14, si r = 2[
4 + 2r − 1

3

](
2 + r
n

)
, si r ≥ 3

, con p primo cualquiera (3.32)

es la función aritmética que aparece en

ζ5(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=0

g(n)

ns

donde, por tratarse de primos cualesquiera en (3.32), se da, para n = pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr ,

que

g(n) = g (pα1
1 p

α2
2 · · · pαrr ) = g (pα1

1 ) g (pα2
2 ) · · · g (pαrr )

Esta técnica demuestra el siguiente Teorema.

Teorema 31. La función aritmética g(n) que aparece en la expresión

ζ5(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=0

g(n)

ns
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cumple ser multiplicativa. Sus valores son dados por

g (pr) =



1, si r = 0
5, si r = 1
14, si r = 2[

4 + 2r − 1

3

](
2 + r
r

)
, si r ≥ 3

donde p es un primo cualquiera y r ∈ N.

Nota. Nótese que, a diferencia de las expresiones de ζ(s)
ζ(2s)

, ζ
2(s)
ζ(2s)

, ζ
3(s)
ζ(2s)

y ζ4(s)
ζ(2s)

, la función

aritmética buscada no se expresó como una función expĺıcita, sino como la lista de

las imagenes de potencias de primos cualesquiera.

Nota. Ahora bien, analicemos el caso de ζa(s)
ζ(2s)

, con a > 5. De la nota anterior se sabe

que

ζ5(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=0

g(n)

ns

donde

gp(x) =
1 + x

(1− x)4

Se tiene

ζ6(s)

ζ(2s)
= ζ(s)

ζ5(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=0

1

ns

∞∑
n=0

g(n)

ns
=
∞∑
n=0

∑
d|n g(d)

ns

=
∞∑
n=0

∑
d|n g(d)u

(
n
d

)
ns

=
∞∑
n=0

(g ∗ u)(n)

ns

Nótese que al utilizar funciones p para calcular (g ∗ u)(n), se tiene que

gp(x)up(x) =
1 + x

(1− x)4
· 1

1− x
=

1 + x

(1− x)5

Denotando como gp(5, x) a la expresión

gp(5, x) = gp(x)up(x) =
1 + x

(1− x)5
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al utilizar (3.31) en su desarrollo de Taylor, se sabe que

gp(5, x) = 1 + (5 + 1)x+
5(5 + 3)

2!
x2 +

∞∑
r=3

[
5 + 2r − 1

5− 1

](
5 + r − 2

r

)
xr

= 1 + 6x+ 20x2 +
∞∑
r=3

[
4 + 2r

4

](
3 + r
r

)
xr

donde los valores son calculados al tomar m = 5 en (3.31), por lo al ser g(5, n) la

función aritmética asociada a gp(5, x), se tiene que

g (5, pr) =



1, si r = 0
6, si r = 1
20, si r = 2[

4 + 2r

4

](
3 + r
r

)
, si r ≥ 3

Esto demuestra el siguiente teorema.

Teorema 32. La función aritmética g̃(n) la cual cumple que

ζ6(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

g̃(n)

ns

es de la forma

g̃ (pr) = g (5, pr) =



1, si r = 0
6, si r = 1
20, si r = 2[

4 + 2r

4

](
3 + r
r

)
, si r ≥ 3

Además, la función g̃ cumple ser multiplicativa.

Nota. La función aritmética g̃(n) que se encuentra en la expresión

ζ6(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

g̃(n)

ns

cumple que

g̃p(x) =
1 + x

(1− x)5
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por lo que la expresión relacionada con ζ7(s)
ζ(2s)

seria

ζ7(s)

ζ(2s)
= ζ(s)

ζ6(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=0

1

ns

∞∑
n=0

g̃(n)

ns
=
∞∑
n=0

∑
d|n g̃(d)

ns

=
∞∑
n=0

∑
d|n g̃(d)u

(
n
d

)
ns

=
∞∑
n=0

(g̃ ∗ u)(n)

ns

Nótese que al utilizar funciones p para calcular (g̃ ∗ u)(n), se tiene que

g̃p(x)up(x) =
1 + x

(1− x)5
· 1

1− x
=

1 + x

(1− x)6

De las notas anteriores, se debe notar que se puede seguir un desarrollo inductivo.

Para a > 5 se sabe que la función aritmética g(n) que se encuentra en la expresión

ζa(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

g(n)

ns

tiene la función p asociada

gp(x) =
1 + x

(1− x)a−1

De la expresión en (3.31) se sabe que

g (pr) =
g

(r)
p (0)

r!
=



1, si r = 0

a, si r = 1

(a− 1)(a+ 2)

2
, si r = 2

[
a+ 2r − 2

a− 2

](
a+ r − 3

r

)
, si r ≥ 3

donde p es un primo cualquiera, y g es multiplicativa. Esto demuestra el siguiente

teorema.

Teorema 33. Sea a ∈ Z+, a ≥ 5. La función aritmética g(n) que se encuentra en la

serie

ζa(s)

ζ(2s)
=
∞∑
n=1

g(n)

ns
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es de la forma

g (pr) =



1, si r = 0

a, si r = 1

(a− 1)(a+ 2)

2
, si r = 2

[
a+ 2r − 2

a− 2

](
a+ r − 3

r

)
, si r ≥ 3

donde p es un primo cualquiera. Además, g es multiplicativa.

El teorema anterior brinda la forma general de la función aritmética de la ex-

presión ζa(s)
ζ(2s)

.

3.2.2. Método de generalización

Del método inductivo utilizado anteriormente, se infiere que para poder encon-

trar la función aritmética h(n) la cual cumpla que

ζa(bs)

ζc(ds)
=
∞∑
n=1

h(n)

ns
, con a, b, c, d ∈ N (3.33)

es necesario encontrar las funciones aritméticas h1(n), h2(n) las cuales cumplan que

ζa(bs) =
∞∑
n=1

h1(n)

ns

1

ζc(ds)
=
∞∑
n=1

h2(n)

ns

(3.34)

Utilizando dichas expresiones, se debe notar que

ζa(bs)

ζc(ds)
= ζa(bs) · 1

ζc(ds)
=

[
∞∑
n=1

h1(n)

ns

][
∞∑
n=1

h2(n)

ns

]

=
∞∑
n=1

∑
d|n h1(d)h2

(
n
d

)
ns

=
∞∑
n=1

(h1 ∗ h2)(n)

ns
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Para calcular la convolución (h1 ∗h2)(n), es necesario utilizar funciones p y encontrar

la expresión

hp(x) = (h1)p(x)(h2)p(x) (3.35)

Finalmente, la expresión h(n) buscada para (3.33) es dada por

h (pr) =
h(r)(0)

r!
(3.36)

donde p es un primo cualquiera y r ∈ N. Éste es básicamente el método utilizado en

la sección anterior, y es el que permitirá calcular la función aritmética relacionada a
ζa(bs)
ζc(ds)

.

3.2.3. Expresiones de la forma ζa(bs)

Nótese que

ζ(bs) =
∞∑
n=1

1

nbs

De esto, se puede definir entonces a la función φb(n) como

φb(n) =


1, si n es de la forma n = αb, con α ∈ N

0, en otro caso.
(3.37)

Utilizando la expresión anterior, se sabe entonces que

ζ(bs) =
∞∑
n=1

1

nbs
=
∞∑
n=1

φb(n)

ns

Por otro lado, nótese que la serie p asociada a φb(n) es dada por

∞∑
j=0

xbj = 1 + 0x+ 0x2 + 0x3 + · · ·+ 0xb−1︸ ︷︷ ︸
b elementos

+ xb + 0xb+1 + · · ·+ 0x2b−1︸ ︷︷ ︸
b elementos

+ x2b + 0x2b+1 + · · ·

=
1

1− xb
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por lo que

(φb)p(x) =
1

1− xb
(3.38)

es la función p asociada a φb(n).

Ahora bien, nótese que

ζ2(bs) =

[
∞∑
n=1

φb(n)

ns

][
∞∑
n=1

φb(n)

ns

]
=
∞∑
n=1

∑
d|n φb(d)φb

(
n
d

)
ns

=
∞∑
n=1

(φb ∗ φb) (n)

ns

Denotando a

h
[2]
b (n) = (φb ∗ φb)(n)

se tiene

ζ2(bs) =
∞∑
n=1

(φb ∗ φb) (n)

ns
=
∞∑
n=1

h
[2]
b (n)

ns

Utilizando (3.38) se sabe que

(h
[2]
b )p(x) = (φb)p(x) · (φb)p(x) =

1

1− xb
· 1

1− xb
=

1

(1− xb)2

Nótese ahora que

ζ3(bs) = ζ(bs)ζ2(bs) =

[
∞∑
n=1

φb(n)

ns

][
∞∑
n=1

h
[2]
b (n)

ns

]
=
∞∑
n=1

∑
d|n φb(d)h

[2]
b

(
n
d

)
ns

=
∞∑
n=1

(
h

[2]
b ∗ φb

)
(n)

ns

Denotando entonces como

h
[3]
b = h

[2]
b ∗ φb

se tiene que

ζ3(bs) =
∞∑
n=1

(
h

[2]
b ∗ φb

)
(n)

ns
=
∞∑
n=1

(
h

[3]
b

)
(n)

ns

y a la vez

(h
[3]
b )p(x) = (h

[2]
b )p(x) · (φb)p(x) =

1

(1− xb)2
· 1

1− xb
=

1

(1− xb)3
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Procediendo de manera inductiva, se define la sucesión
(
h

[j]
b

)
j∈Z+\{1}

la cual cumple

que

(h
[j]
b )(n) = (h

[j−1]
b ∗ φb)(n) (3.39)

y donde se da que

(h
[j]
b )p(x) =

1

(1− xb)j
(3.40)

A la vez, por (3.39), se sabe que cada miembro de la sucesión cumple que

ζj(bs) =
∞∑
n=0

h
[j]
b (n)

ns
(3.41)

Para poder determinar los valores de h
[j]
b (n) que aparecen en (3.41) se utiliza (3.40).

Nótese que el desarrollo de Taylor de (h
[j]
b )p(x) es

(h
[j]
b )p(x) = 1 +

∞∑
k=0

[(
dk

dxk
(h

[j]
b )p(x)

)∣∣∣∣
x=0

(
1

k!

)]
xk

= 1 +
∞∑
k=0

[(
dk

dxk

[
1

(1− xb)j

])∣∣∣∣
x=0

(
1

k!

)]
xk

De las propiedades de las funciones p, se sabe entonces que para un primo p cualquiera

y r ∈ Z+ con r > 1, se da entonces que

h
[j]
b (pr) =

(
dr

dxr

[
1

(1− xb)j

])∣∣∣∣
x=0

(
1

r!

)
(3.42)

Al tomar a a = r, se tiene entonces el siguiente teorema.

Teorema 34. Sean a, b ∈ Z+. Sea h(n) la función aritmética que aparece en

ζa(bs) =
∞∑
n=1

h(n)

ns

Entonces h es de la forma

h (pr) =

(
dr

dxr

[
1

(1− xb)a

])∣∣∣∣
x=0

(
1

r!

)
(3.43)

donde p es un primo cualquiera y r ∈ Z+. A la vez, h es multiplicativa y la función p

asociada a h es

hp(x) =
1

(1− xb)a
(3.44)
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3.2.4. Expresiones de la forma 1
ζc(ds)

Para calcular las expresiones de la forma 1
ζc(ds)

, con c, d ∈ Z+, se calcularán unos

ejemplos sencillos y luego se realizará la inferencia de la generalización.

Procediendo con el caso c = d = 1, se debe calcular la función aritmética

relacionada a 1
ζ(s)

. Sea f(n) la función aritmética que cumple que

1

ζ(s)
=
∞∑
n=1

f(n)

ns

Dado que ζ(s) =
∑∞

n=1
1
ns

, se tiene entonces que

1 =
1

ζ(s)
· ζ(s) =

[
∞∑
n=1

1

ns

][
∞∑
n=1

f(n)

ns

]
=
∞∑
n=1

∑
d|n f(d)

ns

De lo anterior, se sabe entonces que∑
d|n

f(d) =

{
1, si n = 1.
0, en otro caso.

Nótese a la vez que
∑

d|n f(d) =
∑

d|n f(d)u
(
n
d

)
= (f ∗ u)(n). Utilizando funciones p,

se sabe entonces que, para el caso de n = 1, que

1 = fp(x)up(x) = fp(x) · 1

1− x
De ello se sabe que fp(x) = 1− x cuando n = 1. Esto nos dice que

f
(
p0
)

= 1

f
(
p1
)

= −1

para un p primo cualquiera. Ahora al considerar el caso en que n ≥ 2, se tiene que

0 = fp(x)up(x) = fp(x) · 1

1− x
Se concluye entonces que f(pn) = 0 cuando n ≥ 2. Se tiene

f (pr) =


1, si n = 0
−1, si n = 1
0, si n ≥ 2
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De lo anterior se debe notar que f = µ, por lo que

1

ζ(s)
=
∞∑
n=1

µ(n)

ns

Sean c, d ∈ Z+, y sea g(n) la función aritmética que aparece en

1

ζc(ds)
=
∞∑
n=1

g(n)

ns

A la vez, sea h(n) la función aritmética que aparece en

ζc(ds) =
∞∑
n=1

h(n)

ns

Nótese que

1 =
1

ζc(ds)
· ζc(ds) =

[
∞∑
n=1

g(n)

ns

][
∞∑
n=1

h(n)

ns

]
=
∞∑
n=1

∑
d|n g(d)h

(
n
d

)
ns

=
∞∑
n=1

(g ∗ h)(n)

ns

Al utilizar funciones p se sabe entonces que

1 = gp(x) · hp(x)

Ahora bien, del Teorema (34) se sabe que

hp(x) =
1

(1− xd)c

de donde se sabe entonces que

gp(x) = (1− xd)c

Ahora bien, nótese que al utilizar el teorema del Binomio de Newton, la expresión

gp(x) cumple

gp(x) = (1− xd)c =
c∑
j=0

(
c
j

)
(−1)j

(
xd
)j

(1)c−j =
c∑
j=0

(
c
j

)
(−1)j

(
xd
)j

= 1 + (−1)

(
c
1

)
xd +

(
c
2

)
x2d + (−1)

(
c
3

)
x3d + · · ·+ (−1)c−1

(
c

c− 1

)
x(c−1)d + (−1)cxcd

Utilizando la teoŕıa de las funciones p, se sabe entonces que g es de la forma

g (pr) =


(−1)t

(
c
t

)
, con t ∈ N tal que r = td, y r ≤ cd

0, en otro caso

donde p es un primo cualquiera y r ∈ N. Esto demuestra el siguiente teorema.
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Teorema 35. Sean c, d ∈ Z+. Sea g(n) la función aritmética que aparece en

1

ζc(ds)
=
∞∑
n=1

g(n)

ns

Entonces g cumple ser de la forma

g (pr) =


(−1)t

(
c
t

)
, con t ∈ N tal que r = td, y r ≤ cd

0, en otro caso

(3.45)

donde p es un primo cualquiera y r ∈ N. A la vez g es multiplicativa y la función p

asociada a g es

gp(x) = (1− xd)c (3.46)

3.2.5. Expresiones de la forma ζa(bs)
ζc(ds)

Sea f(n) la función aritmética que aparece en

ζa(bs)

ζc(ds)
=
∞∑
n=1

f(n)

ns

donde a, b, c, d ∈ Z+. Sean ahora g(n) y h(n) las funciones aritméticas que aparecen

en

1

ζc(ds)
=
∞∑
n=1

g(n)

ns

ζa(bs) =
∞∑
n=1

h(n)

ns

(3.47)

Ahora bien, nótese que

∞∑
n=1

f(n)

ns
=
ζa(bs)

ζc(ds)
=

1

ζcds
· ζa(bs) =

[
∞∑
n=1

g(n)

ns

][
∞∑
n=1

h(n)

ns

]

=
∞∑
n=1

∑
d|n g(d)h

(
n
d

)
ns

=
∞∑
n=1

(g ∗ h)(n)

ns
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de ello se sabe entonces que

f(n) = (g ∗ h)(n)

y al aplicar la teoŕıa de funciones p a la expresión anterior, se sabe que

fp(x) = gp(x)hp(x) (3.48)

Por el otro lado, al aplicar el Teorema 34 y el Teorema 35 en (3.47), se sabe que las

funciones p asociadas a g y h son

gp(x) = (1− xd)c

hp(x) =
1

(1− xb)a
(3.49)

por lo que al aplicar las expresiones de (3.49) en (3.48) se tiene que

fp(x) = gp(x)hp(x) = (1− xd)c · 1

(1− xb)a
=

(1− xd)c

(1− xb)a

Ahora bien, al encontrar el desarrollo de Taylor de la expresión anterior, se sabe que

fp(x) = 1 +
∞∑
j=1

[(
dj

dxj
[fp(x)]

)∣∣∣∣
x=0

(
1

j!

)]
xj

= 1 +
∞∑
j=1

[(
dj

dxj

[
(1− xd)c

(1− xb)a

])∣∣∣∣
x=0

(
1

j!

)]
xj

De la teoŕıa de funciones p, se sabe entonces que

f(pr) =

(
dr

dxr

[
(1− xd)c

(1− xb)a

])∣∣∣∣
x=0

(
1

r!

)
donde p es un primo cualquiera y r ∈ Z+. Esto demuestra el siguiente teorema.

Teorema 36. Sean a, b, c, d ∈ Z+. Sea f(n) la función aritmética que aparece en

ζa(bs)

ζc(ds)
=
∞∑
n=1

f(n)

ns

Entonces f es de la forma

f(pr) =

(
dr

dxr

[
(1− xd)c

(1− xb)a

])∣∣∣∣
x=0

(
1

r!

)
(3.50)

donde p es un primo cualquiera y r ∈ Z+. A la vez, f es multiplicativa y la función

p asociada a f es

fp(x) =
(1− xd)c

(1− xb)a
(3.51)
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CONCLUSIONES

1. La propiedad de multiplicatividad de las funciones aritméticas permite cal-

cular expresiones complejas que relacione varias de las mismas.

2. Cualquier función aritmética f puede ser vista como función de variable real,

definiendo la función fp : R→ C como

fp(x) =
∞∑
n=0

f (pn)xn (3.52)

donde p es un primo cualquiera. Esto permite utilizar convoluciones para

demostrar varias de sus propiedades sin utilizar el concepto de multiplicativi-

dad.

3. Existen dos tipos distintos de convolución. Ambas pueden ser utilizadas para

demostrar propiedades de las funciones aritméticas.

4. El numerador de cada término de la expansión de serie de la expresión ζa(bs)
ζc(ds)

,

con a, b, c, d ∈ N define una función aritmética, la cual depende de los expo-

nentes de las potencias de primos que se encuentran en la factorización prima

del ı́ndice de cada término en la expansión de serie de dicha expresión.

5. Al ser a, b ∈ Z+, y h(n) la función aritmética que aparece en

ζa(bs) =
∞∑
n=1

h(n)

ns

Entonces h es de la forma

h (pr) =

(
dr

dxr

[
1

(1− xb)a

])∣∣∣∣
x=0

(
1

r!

)
(3.53)
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donde p es un primo cualquiera y r ∈ Z+. A la vez, h es multiplicativa y la

función p asociada a h es

hp(x) =
1

(1− xb)a
(3.54)

6. Al ser c, d ∈ Z+, y ser g(n) la función aritmética que aparece en

1

ζc(ds)
=
∞∑
n=1

g(n)

ns

Entonces g es de la forma

g (pr) =


(−1)t

(
c
t

)
, con t ∈ N tal que r = td, y r ≤ cd

0, en otro caso

(3.55)

donde p es un primo cualquiera y r ∈ N. A la vez g es multiplicativa y la

función p asociada a g es

gp(x) = (1− xd)c (3.56)

7. Al ser a, b, c, d ∈ Z+, y ser f(n) la función aritmética que aparece en

ζa(bs)

ζc(ds)
=
∞∑
n=1

f(n)

ns

Entonces f es de la forma

f(pr) =

(
dr

dxr

[
(1− xd)c

(1− xb)a

])∣∣∣∣
x=0

(
1

r!

)
(3.57)

donde p es un primo cualquiera y r ∈ Z+. A la vez, f es multiplicativa y la

función p asociada a f es

fp(x) =
(1− xd)c

(1− xb)a
(3.58)
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RECOMENDACIONES

1. Para un curso a nivel de pregrado en Teoŕıa de Números, como referencia

se pueden utilizar los contenidos de las primeras dos secciones del presente

trabajo de graduación.

2. Como complemento al estudio de la Teoŕıa de Números Anaĺıtica se pueden

utilizar las últimas dos secciones, con la salvedad de hacer referencia a las

definiciones y propiedades básicas de las funciones aritméticas.

3. Para enriquecer y sustentar los resultados que se obtengan en el estudio de

Teoŕıa de Números Anaĺıtica, es necesario analizar los resultados alcanza-

dos como los que se podŕıan alcanzar al utilizar conceptos como: números y

polinomios de Bernoulli, polinomio de Jacobi, números de Stirling, etc.
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