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GLOSARIO

Estado ligado de tres quarks o tres antiquarks.

Particula con espin entero y que obedece a la estadistica

de Bose-Einstein.

Momento angular intrinseco de las particulas fundamen-

tales.

Particula con espin semientero y que obedece a la esta-

distica de Fermi-Dirac.

Magnitud que relaciona el isospin de una particula con

su carga eléctrica.

Ntimero cuantico que diferencia a un neutrén de un pro-

ton en la interaccion fuerte.

Estado ligado de un quark y un antiquark.

Particula fundamental de la que estan compuestos todos

los mesones y bariones.
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RESUMEN

El momento angular en la mecanica cuantica corresponde a una representa-
cion del grupo SU(2). Los valores que puede tomar el momento angular sobre un
eje arbitrario estan cuantizados y dependen del valor de momento angular total de
la particula. En su representacion irreducible, se pueden generar todos estos esta-
dos tnicamente conociendo el estado de momento angular méximo y definiendo los
operadores escalera para SU(2). El producto de dos de estos estados genera siste-
mas ligados de particulas que también pueden ser representados irreduciblemente,

produciendo asi posibles estados finales con cierta probabilidad de ser medidos.

El modelo del quark es una representacion del grupo SU(3). Existen tres esta-
dos fundamentales en la representacion irreducible, denominados quarks u,d, s; los
cuales forman el constituyente fundamental de la materia. Los mesones estan cons-
tituidos de un quark y un antiquark y se ordenan simétricamente mediante en un
octete y un singlete, los bariones estan formados por tres quarks y ordenados en
un decuplete, dos octetes y un singlete. Las propiedades fisicas de carga, isospin e
hipercarga pueden ser calculadas para todos los hadrones con base en los pesos de

la representacion irreducible de SU(3).
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OBJETIVOS

General

Utilizar las representaciones irreducibles del grupo SU(3) sobre el modelo de

quark y las representaciones irreducibles del grupo SU(2) sobre el momento angular

cuantico.

Especificos

1. Calcular la degeneracion de estados correspondientes a un valor de momento
angular j.

2. Establecer la manera en que se suma el momento angular en la mecanica
cuantica.

3. Desarrollar el calculo de los coeficientes de Clebsch-Gordan en la adicion de

momento angular.

4. Describir el arreglo regular de los mesones y los estados que les corresponden.
D. Describir el arreglo regular de los bariones y los estados que les corresponden.
6. Predecir los valores de hipercarga e isospin de un hadrén aplicando el grupo

SU(3) al modelo del quark.
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INTRODUCCION

El proposito de este trabajo de graduacion es utilizar las representaciones irre-
ducibles de los grupos SU(2) y SU(3) sobre el momento angular y el modelo del quark
respectivamente, desarrollando los estados correspondientes a cada representacion y

asociando sus valores propios a una propiedad fisica de las particulas.

En el capitulo 1 se abarcan las definiciones primordiales sobre la teoria de
grupos, haciendo énfasis sobre el grupo de permutaciones y los de Lie, los cuales

también se enfocan desde la perspectiva de los diagramas de Dynkin.

En el capitulo 2 se desarrollan los conceptos de la representacion de grupos y

su representacion irreducible.

En el capitulo 3 se enfatiza, especificamente sobre la representacion irreducible
de los grupos SU(2) y SU(3), desarrollando a su vez el algebra de Lie asociada a
cada uno de ellos; ya que esta seré la piedra angular para obtener los resultados en
el altimo de los capitulos. En el capitulo 4 se presentan los diagramas de Young, y

nuevamente se enfatizan sus consecuencias sobre el grupo de permutaciones y SU(n).

El capitulo 5 esta dividido en dos aplicaciones, la primera sobre el desarrollo del
momento angular como una representacion irreducible del grupo SU(2), permitiendo
establecer la manera en que se realiza la adicion del momento angular y el célculo de
los coeficientes de Clebsch-Gordan. Asimismo, se parte describe el modelo del quark
por medio de las representaciones irreducibles del grupo SU(3), con lo cual se hace

evidente la necesidad de la postulacion de esta particula en tres diferentes estados.
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1. GRUPOS

Los grupos juegan un papel fundamental en el desarrollo de la fisica contempo-
ranea, pues suponen una estructura logica y sencilla bajo la cual se pueden ordenar
los conceptos fisicos que en un principio podrian parecer aislados. La fisica se cen-
tra, principalmente, en los grupos de simetria (aquellos que dejan invariante ciertas
propiedades del sistema ante las transformaciones espaciales, temporales, etc.), tal
como relevela el teorema de Noether; que es quizé la forma més directa y simple de

ligar las leyes de la fisica a una estructura matematica basica.

En mecéanica cuantica o relatividad, por ejemplo, los grupos aparecen de manera
natural mientras se estudian las propiedades de las representaciones matriciales de
los operadores; o en fisica del estado s6lido mientras se considera la simetria de
las estructuras regulares de los cristales. En la fisica de particulas por su parte, el
papel de los grupos se centra en el grupo SU(6); con el cual es posible describir el
arreglo regular de mesones y bariones, resolviendo el problema del gran zoolégico de

hadrones, que alguna vez inquiet6 a los fisicos de la época.

1.1. Definiciones

La teoria de grupos esta basada en un conjunto de axiomas los cuales se desarro-
llan a continuacion. La teoria de niimeros, las ecuaciones algebraicas y la geometria
forman el preambulo histérico para la mayor parte de las definiciones. Para cada
una se desarrolla un ejemplo sencillo, los cuales estan basadas principalmente en la

simetria de un cuadrado.



1.1.1. Grupo

Una coleccion de elementos {G : a, b, ¢, ...} se dicen que forman un grupo si:

Para a, b € G con un producto ab definido, este también forma parte de G (ab € G)

Existe un elemento e € G tal que para toda a € G, ae = ea = a

1_,

Para toda a € G, existe un elemento a=! € G de manera que aa™

La operacion es asociativa, es decir que para a, b, ¢ € G, a(bc) = (ab)c

Ejemplo: Al considerar el grupo G formado por los nimeros complejos {1, —1, i

dio de una tabla, conocida como tabla de Cayley de la siguiente manera:

Tabla 1. Tabla de Cayley
1 -1 i —i
1 1 -1 @ —i
-1/-1 1 —i 1
7 . —1 —1 1
—i | =t 1 1 -1

Fuente: elaboracién propia.

Puede notarse que del producto de dos elementos cualquiera, se obtiene otro

elemento que, también se encuentra en el grupo. El elemento identidad es 1.

2

—i},

y con el producto definido usualmente. Esta composicion suele representarse por me-



1.1.2. Grupos abelianos

Un grupo abeliano es aquel, cuyos elementos conmutan. Es decir, si a, b € G,

entonces ab = ba.

Ejemplo: el grupo descrito previamente en la tabla |l es abeliano.

1.1.3. Subgrupo

Se dice que H es subgrupo de G si todos los elementos pertenecientes a H,
también estan en GG, forman por si mismos un grupo y, ademas obedece a las mismas

reglas del producto definido en G.

Ejemplo: considérese el grupo compuesto por la simetria del cuadrado mostrado
en la figura[I] en donde las esquinas del mismo se han identificado como A, B, C, D
respectivamente, con el fin de diferenciar el efecto que tiene cada uno de los elementos

del grupo.

Figura 1. Grupo de simetria del cuadrado
w
A y B
| :: ‘ X
C D
z
Fuente: elaboracion propia.
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Sean Ry, 1, Ry, R3 las rotaciones sobre el plano correspondientes a 7,7, 37“ y

21, respectivamente; x, y, w, z, las reflexiones a través de los ejes horizontal, vertical,
diagonal derecha y diagonal izquierda correspondientemente; y sea G el grupo forma-
do por estos elementos, G = {R,, Ry, Ra, R3, x,y,w, z}. La tabla de Cayley asociada

a este grupo es:

Tabla 11. Tabla de Cayley del grupo de simetria del cuadrado

Ry Ri R, R3 x y w =z
Ry|Ry Ri Ry, Ry » y w =z
Ri |\ Ry Ry R3 Ry w =z Y T
Ry |Ry Ry Ry Ry y x 2z w
Rs | Ry Ry Ry R, 2z w 2 y
z | x z y w Ry Ry Rs R
y |y w =z 2z Ry Ry Ri Rs
wlw x 2z vy R Ry Ry Ry
z |z vy w x Ry Ry Ry Ry

Fuente: elaboraciéon propia.

El grupo H = {R,, Ry, Ry, R3} es un subgrupo de G, ya que la composicion de
cualquiera de estos elementos resulta en otro elemento de H definidos bajo el mismo

producto; ademas, todos los elementos de H, también se encuentran en G.

1.1.4. Orden de un grupo

El orden de un grupo es el nimero de elementos del grupo. Por ejemplo, el

grupo de simetria G del cuadrado definido anteriormente es de orden 8.

4



1.1.5. Orden de un elemento

El orden n de un elemento g € G es el minimo entero tal que g" = e. Por
ejemplo, en referencia a la tabla [l el orden de R, es 1, el orden de Ry, Ry, R3 es 4,
mientras el orden de z,y,w, z = 2. Con referencia en la tabla[l, el orden de 1, —1 es

1, mientras que el orden de i, —7 es 4.

1.1.6. Grupo discreto y continuo

Un grupo discreto es aquel cuyos elementos son divisibles un nimero finito de
veces (van a pasos), sin importar su orden. Por su parte, un grupo continuo es aquel
con un namero infinito de elementos que varian de forma continua (sin dejar huecos

o saltos). Ejemplos de grupos discretos son los presentados en las tablas |1 y .

Dentro de los grupos continuos se distinguen los grupos de Lie, en cuyo caso
los parametros varian en un intervalo de valores cerrado y acotado, es decir, que
localmente son como R™. Otro ejemplo tipico es el grupo de rotaciones en R3, también

conocidos como angulos de Euler.

1.1.7. Centro de un grupo

El centro de un grupo Z(G) consta de todos los elementos que conmutan con

cualquier elemento del grupo. Es decir, Z(G) = {a € G | ax = za,Vr € G}.

Por ejemplo, el centro del grupo del cuadrado esta formado por {R,, Ry }. Mien-

tras el centro del subgrupo H esta conformado por todos sus elementos.
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1.1.8. Homomorfismo

Se dice que hay un homomorfismo entre dos grupos A, B si existe una corres-
pondencia entre sus elementos, y ademas se preserva la regla del producto. Es decir,

si a;,a; € Ay b;,b; € B de manera que a; — b; y a; — bj, entonces a;a; = b;b;.

Por ejemplo, sea Gy el grupo de las matrices unitarias n x n, U(n). Sea G el
grupo multiplicativo de los ntumeros complejos C*. La correspondencia det : U(n) —
C* es un homomorfismo entre G; y Gs, ya que si Uy € Gy — detU; € Gy y Uy €
G1 — detU, € Gy, entonces det(U;Usy) = detU;detUs, por las propiedades bésicas de

las matrices.

1.1.9. Isomorfismo

Existe un isomorfismo entre dos grupos A, B si existe un homomorfismo entre

ellos y ademas, la correspondencia entre sus elementos es uno a uno.
Es decir, que en la relacion a; — b;, el elemento b; es tnico; y de la misma

manera, inversamente, para cada b; — a;, el elemento a; es tinico.

1.1.10. Elementos conjugados

Un elemento a € G se dice que es conjugado al elemento b € G si existe otro

elemento ¢ € G tal que a = cbe™*.

Por ejemplo, considerando la tabla 11 para el grupo de simetria del cuadrado,
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se observa que con el uso del elemento R3 y su inverso se obtiene:

RgIRgl = Rgl’Rl
= RgZ
RszR;' = y

Es decir, y es un elemento conjugado de x con referencia al elemento R3. No

existe otro elemento que haga que = y y sean conjugados entre si.

1.1.11. Clase conjugada

Los elementos de un grupo que son conjugados entre si mismos, forman una
clase conjugada. Como ejemplo, de la misma manera que y es un elemento conjugado

de x, se puede demostrar que RyyR; ' = x. Mientras que RiwR;* = zy R 2R = w.

En definitiva, las clases conjugadas de G estan formadas por {z,y}, {w,z} y

{Ry, Rs}.

1.1.12. Subgrupo normal

Si A es un subgrupo de G y b € G, entonces {B : bab~';a € A} también
es subgrupo de G, denominado como el subgrupo normal de A. Para visualizarlo,
considérese el subgrupo H = {R,, Ry, Ry, R3} y G el grupo de simetria del cuadrado.

Eligiendo el elemento x € G, el siguiente grupo resulta ser el subgrupo normal de H:
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{rR,x ' xRz~ xRy~ ! xRz}
{zR,x, xRz, x Rox, x R3x}

{zz, zw, 2y, 2}

D T T @

{R07 R17 R27 R3}

1.1.13. Subgrupo invariante

Un subgrupo invariante es aquel que es idéntico a todos sus subgrupos nor-
males. Es decir, siendo A subgrupo de G, para todo b € Gy {B : bab™';a € A},
entonces B = A. Los subgrupos provenientes de un grupo abelianos son un ejemplo
de subgrupos invariantes. Por ejemplo, en el ultimo subgrupo normal, nétese que
B = H; y se puede comprobar que para los elementos para cualquier elemento de G

la igualdad se mantiene; por lo que H es un subgrupo invariante de G.

1.1.14. Clases laterales

Si A = {ay,as,...} es un subgrupo de G y b es un elemento de GG, entonces los
elementos bA = {bay, bay, ...} forman la clase lateral izquierda de A. De la misma
forma Ab = {a1b,asb, ...} forman la clase lateral derecha de A. Por ejemplo, sea

H ={R,, Ry, Ry, R3} subgrupo de G, entonces la clase lateral izquierda de H es:

tH = {xR,,xRy,xRy, xR3}
tH = {x,z,y,w}
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1.1.15. Grupo cociente

Si A es un subgrupo invariante de G, el grupo cociente de G esta determinado
por el conjunto de clases laterales de A, de manera que si b, ¢ € GG, entonces bA-cA =
(bc)A. El grupo cociente en cierto modo representa una factorizacion del grupo G.
Por ejemplo, ya que A = {R,, Ry, Ry, R3} es un grupo invariante de G, ndtese que:

A -yA = {z,z,w,y} {y,w,z, 2}
= {Ro, R, Ry, R3}
= Ro{Ry, R3, Ry, Ry}
= (zy)A

Y ademas:

R,A-RyA = {Ry, Ri, Ra, R3} - {R2, R3, Ry, Ry}
= {Ry, Ri1, Ry, R3}
= Ry{Rs, R3, Ry, Ry}
= (RoRy)A

Por tanto, el grupo cociente de G esta formado por las clases laterales de A,

{R07R17R27 R3} y {x7y7w7 Z}'

1.1.16. Grupo ciclico

Un grupo G es ciclico si existe un elemento g € G tal que G = {¢" | n € Z}.
En tal caso, g es llamado el generador de GG. Es decir, todos los elementos de G se

pueden escribir como una potencia de g.



Ejemplo: el grupo A = {R,, Ry, Ry, R3} es un grupo ciclico, ya que puede ser

escrito como A = {R}, Ry, R?, R3}. Donde evidentemente R; es el generador de A.

1.1.17. Producto directo

Si Hy, Hs son subgrupos de G entonces G es el producto directo de Hy; y Hy
(se escribe como G = Hy ® Hs), si para hy € Hy, hy € Hy:

e Los elementos de los subgrupos conmutan, es decir: hihy = hohy

e Todo elemento del grupo g € G, puede ser escrito de manera tnica como el pro-

ducto de elementos de los subgrupos, es decir: g = hihs

1.2. Grupo de permutaciones

El grupo de permutaciones, como su nombre lo sugiere, consiste en la permu-
tacion de los elementos de un grupo. El grupo de permutaciones es un subgrupo del

grupo simétrico que se detalla a continuacion.

En él es importante destacar el lema del reordenamiento: Si a,b,c € Gy ab =
ac, entonces b = c. Para demostrar el lema se multiplica por la izquierda el elemento

inverso de a en la primer igualdad.

El lema es fundamental para que los elementos no se repitan dentro del grupo
cuando permutan entre si, conservando la cerradura y generando un arreglo distinto
al original.
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1.2.1. Grupo simétrico

Sea G = {g1,92,93,---,9n} un grupo de orden n. El conjunto de todas las
permutaciones de los elementos de G es llamado el grupo simétrico de orden n,

denotado por S,,. Una permutacion p de los n elementos tiene la forma de:

g1 92 g3 ... Gn
p= (1.1)
P91 PY2 pgs ... Pgn

Donde la relacion g; — pg; corresponde al reemplazo del elemento de la primer

fila por el de la segunda.

Existen n formas de elegir g; — pg;; una vez ha sido establecido, existen (n—1)
formas de elegir g5 — pgs, para evitar repetir los elementos. De igual forma existen
(n —2) formas para g3 — pgs, (n — 3) formas para g4 — pga, ... etc., de manera que

hay n(n —1)(n — 2)(n — 3)...(2)(1) = n! elementos para S,,.

Ademas, a todo elemento g; € G, se le puede asociar una permutacion p(g;); ya
que el producto {g;01,9;92, 9;93, - - -, §jgn }, también es un reordenamiento de los ele-

mentos de G, debido a que g;g; € G por definicién, y por el lema del reordenamiento

9i9i 7 9igk Si 1 # k.

Se sigue de inmediato de las permutaciones definidas en la siguiente ecuacion,

que toda g; € G forma un subgrupo de .S, el grupo de permutaciones:

g1 g2 gs .. Gn
p(g5) = (1.2)
9;91 G592 4593 ... Gjgn
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El grupo de permutaciones es de gran importancia, pues el Teorema de Cayley

afirma que todo grupo de orden n, es isomoérfo a un subgrupo de S,,.

1.3. Grupos de Lie

En el estudio de grupos aplicados a fisica suelen aparecer con frecuencia gru-
pos continuos (rotaciones espaciales, traslaciones espaciales, traslaciones temporales,
etc.) o cominmente llamados grupos de Lie; después de que el matemético noruego
Sophus Lie, desarrollara toda la estructura de los grupos asociados a elementos infini-
tesimales; una estructura algebraica, netamente local, que termina por ser absorbida

dentro de lo que se denomina Algebra de Lie.

1.3.1. Espacio topolégico

Si X es un conjunto y 7 es una familia de subconjuntos de X, entonces el par

(X, 7) es un espacio topolégico si:

e XeTyoer

e Para A; € 7, entonces la uniéon de todos los subconjuntos, también esta en T,

U,LAz S

e Para A, A, € 7, entonces la interseccion de los subconjuntos, también esta en 7,

AlmAQET

Se dice entonces que, la famila 7 es una topologia sobre X; y a los elementos
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de 7 se les denomina conjuntos abiertos de (X, 7).

1.3.1.1. Funcion continua

Sean (X1, 7) v (X2, 72) dos espacios topologicos, y sea f una aplicacion tal que
f X7 — Xs. Se dice que f es una aplicaciéon continua si para todo A C X5, tal que

A € 7y, la inversa de f esta en la familia de subconjuntos de X7, es decir f~1(A) € 7.

1.3.1.2. Homeomorfismo

Se dice que dos espacios topoldgicos son homeomorfos si:

e Existe una aplicacion biyectiva entre ambos espacios

e La aplicacion es continua

e La inversa de la aplicacion también es continua

En sentido general, el homeomorfismo se refiere a que ambos espacios topo-
logicos posean la misma forma, mediante una transformacion realizada de manera
continua. Por ejemplo, una esfera puede ser transformada en un elipsoide estirandola

y encogiéndola diferencialmente sin necesidad de saltos bruscos.

Sin embargo, la misma esfera no puede ser transformada en un toroide debido
a la necesidad de crear su agujero; lo que se traduce a que la esfera y el toroide no

son homeomorfos, contrario a la esfera y el elipsoide.
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1.3.2. Espacio de Hausdorff

Un espacio topologico se dice que es un espacio de Hausdorff (73) cuando para
cualquiera dos puntos x, ¥ en un espacio topolégico X, estos pueden ser separados
por una vecindad sin elementos en comun. Es decir; si U, V' son dos vecindades de x

y y respectivamente, entonces U NV = .

1.3.3. Variedad topolédgica

Un espacio topologico se dice que es una variedad topologica si:

e Localmente posee la estructura del espacio euclideo R"

e Es un espacio de Hausdorff

e Posee una base numerable

Es decir, que a cada punto z € X, su entorno es homeomorfo a un abierto en
R™. A estos homeomorfismos es a lo que se le conoce como los mapas de la variedad.
Por ejemplo, una persona sobre la superficie terreste la percibe localmente plana;

aunque globalmente sea una esfera.

1.3.3.1. Calculo de varias variables

Sea U un abierto de R" y F' una funcién tal que F' : U — R™. Si 2§ € U, se dice

que la funcién F es diferenciable en 77 si existe una aplicacion lineal L : R" — R™
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de manera que:

=0 (1.3)

Esta aplicacion recibe el nombre de diferencial de F en zj, denotada como
dF (7). Sea ahora U un abierto de R”, F : U — R™ una funcién diferenciable en
Ty € U, sea V un abierto de R™ de manera que F(z3) € V; ysea G : V — RP
diferenciable en F' (?0) Entonces H = G o F : U — R es diferenciable en 7 y

ademas:

dH (%5) = dG(F(5)) o dF (%) (1.4)

También llamada regla de la cadena en calculo diferencial.

1.3.4. Variedad diferenciable

Una variedad diferenciable es una variedad topologica cuyos mapas son apli-
caciones diferenciables, y en las cuales se puede definir un espacio tangente a cada
punto. Graficamente se puede asociar una variedad a una curva en la dimension 1,
o a una superficie a la dimension 2. La generalizacién para el espacio n-dimensional

es inmediata.

Notese que en el primer caso se puede elegir un conjunto de vectores tangentes
a dicha curva; mientras que en el segundo caso se puede encontrar planos tangentes

a cada punto sobre la superficie, cumpliendo con la estructura local de R™.
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1.3.5. Grupo topologico

Un grupo topologico es un espacio topologico (X, 7) de manera que:

e (X,) es un grupo

e La aplicacion X x X — X tal que (x1,22) — & - 22 es continua

e La aplicacion X — X tal que 2= — z es continua

1.3.6. Grupo de Lie

Los grupos de Lie son continuos (en un intervalo dado), que se caracterizan por
r parametros reales a = (a1, as, ..., a,). Se dice que un grupo G es de Lie si es una

variedad diferenciable y ademaés, las siguientes aplicaciones son diferenciables:

e G xG—G, (x,y) > ay

e GG,z —z}

1.3.7. Ejemplos de grupos de Lie

La mayor parte de los grupos de Lie estdn directamente desarrollados matri-
cialmente, y practicamente todos los casos que aparecen en fisica son de este tipo;
por lo que reciben un tratamiento especial y se les suele denominar como matrices del

grupo de Lie. A continuacién se demuestran algunos de los ejemplos més comunes:
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1.3.7.1. Grupo general GL(n;R) y GL(n;C)

El grupo general lineal sobre los niimeros reales denotado como G'L(n;R), es
el grupo de todas las matrices invertibles n X n con ntmeros reales en cada una de
sus entradas. Asimismo, el grupo general lineal sobre los complejos denotado como
GL(n,C), es el grupo de todas la matrices invertibles n x n con nimeros complejos

en sus entradas.

En ambos casos, la operacion binaria definida en los grupos es la multiplicacion
usual de las matrices; ya que el producto de dos matrices invertibles es de nuevo
invertible, existe un elemento identidad, poseen inversa por definicion y el producto

es asociativo; cumpliendo los axiomas de un grupo.

1.3.7.2.  Grupo especial lineal SL(n;R), SL(n;C)

Un grupo especial lineal denotado como SL(n;R) es un grupo general sobre R
cuyo determinante es igual a 1. Asimismo, un grupo especial lineal denotado como
SL(n;C) es un grupo general sobre C cuyo determinante es igual a 1. En ambos
casos son un subgrupo de GL(n;R) y GL(n;C) respectivamente, ya que todos sus
elementos, también pertenecen al grupo general, y cumple con la cerradura de acuer-
do a la operacion binaria ya establecida en GL(n); ya que, por ejemplo, para el caso
real, si A, B € SL(n;R), entonces AB € SL(n;R), debido a las propiedades bésicas

de las matrices:

Det(AB) = Det(A) - Det(B)
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1.3.7.3.  Grupo ortogonal O(n) y SO(n)

El grupo de todas las matrices ortogonales n x n forman el grupo O(n), si
ademés su determinante es 1, se le denomina grupo ortogonal especial SO(n). La

condicion de ortogonalidad viene dada por:
ZAlelk = 5jk7 1 S j,]{? S n (15)
1=1

Donde 4,5, es la delta de Kronecker. Otra manera méas general de expresar que
un operador A es ortogonal, es diciendo que preserva el producto interno, lo que

implica: < x,y >=< Az, Ay >=< A~ x, A7y >.

1.3.7.4. Grupo unitario U(n) y SU(n)

El grupo de todas las matrices unitarias n x n forman el grupo U(n), si ademés
su determinante es 1 se le denomina grupo especial unitario SU(n). La condicién

unitaria viene dada por:

D AjAw =0, 1<jk<n (1.6)

=1

Por ejemplo, el grupo SU(2) es el grupo de todas las matrices unitarias 2 x 2

con determinante +1. La forma general de una matriz de este tipo es:

a b
c d

Con a, b, c,d € C, por la condiciéon de unitaria debe cumplir ufu = 1, de manera
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que existe una relacion directa entre los pardmetros:

aa* +bb* = 1
cct +dd¥ = 1
act +bd* = 0

a‘c+b'd = 0

Si ademas es unitaria ad —bc = 1. De tal forma que, de las relaciones anteriores

se obtiene que la forma estandar de una matriz u € SU(2) es:

Con aa™ + bb* = 1.

1.3.7.5. Grupo ortogonal generalizado O(n,k) y de Lo-

rentz

Definiendo la forma bilineal [,] sobre R*** mediante la férmula:

[:C? y] =T1Y1 + T TpYn — Tnt1Yn+l = — TntkYntk

El grupo de las matrices reales A de dimension (n + k) X (n + k), que pre-
servan esta forma bilineal [Ax, Ay] = [x,y] para z,y € R"™* es el grupo ortogonal

generalizado O(n, k). De manera especial, el grupo de Lorentz es de tipo O(3,1)

19



el cual corresponde a la métrica del espacio de Minkowski, con tres variables co-
rrespondientes a las tres dimensiones espaciales usuales y la otra correspondiente al

tiempo.

1.3.7.6. Grupo de Heisenberg H

Toda matriz 3 x 3 que posea la estructura

1 a b
A=10 1 ¢
0 01

Forma un grupo denominado grupo de Heisenberg, nombre caracteristico de-
bido a su aparicion constante en las reglas de conmutacion de la mecanica cuéntica.
De hecho, este grupo no es més que un subgrupo de un grupo general de dimension
n = 3 sobre los reales, con las restricciones ya establecidas sobre los elementos de la

matriz.

1.3.8. Algebra de Lie

Sea G un grupo de Lie. El algebra de Lie de G denotada por g se define como
el espacio tangente a GG en el elemento identidad e € GG, y en la cual esta contenida la
estructura local del grupo. El dlgebra es un espacio vectorial en la cual esta definida

una operacion:

[J:gxg—g (1.7)
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Que para cualquier u,v,w,z € @, y a,b,c,d € R; se cumplen las siguientes

propiedades:

e Bilinealidad: [au + bv, cw + dz| = aclu, w] + ad[u, z| + bcv, w] 4 bd[v, 2]
e Antisimetria: [u,v] = —[v, ]

e Identidad de Jacobi: [u, [v,w]] = [v, [w,u]], = [w, [u,v]] =0

Un subélgebra de Lie de un algebra de Lie g, es un subespacio ) de g de manera
que si Hy, Hy € b, entonces [Hy, Hy] € h. Por su parte, si g y f son dos algebras de
Lie, se dice que hay un homomorfismo entre g y f si para una aplicacion ¢ : g — f,

entonces 6 (1X, Y]) = [6(X), (Y]
e Constante de estructura

Si g es un algebra de Lie, y X, Xo,...,X,, es una base para este espacio,
entonces la operacion [,] : g X g — g; para dos elementos cualquiera de la base puede

ser escrito de la siguiente manera:

n

[XaaXb} = Zicachc (18)

c=1

Donde cg,. se le denomina la constante de estructura para g; las cuales, por las

propiedades de antisimetria y de Jacobi cumplen con las siguientes propiedades:

Cijk +cjik = 0

E (Cijmcmkl + CikmCmil + Ckimcmjl) =0

m
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Teorema: Sean G'y H son dos matrices de un grupo de Lie, y g, b sus respectivas
algebras; si existe una aplicacion lineal ® : G — H, que es un homomorfismo entre

G y H, entonces existe una aplicacion lineal tnica ¢ : g — h de manera que:

) (eX) = ¢?™) para toda X € g (1.9)

Y que, ademéas posee las siguientes propiedades para X,Y e gy A € G:

o ¢ (AXAT!) = D(A)p(X)P(A)

e ¢([X,Y]) = [o(X), (V)]

o §(X) =L@ () im0

1.3.9. Ejemplos de algebras de Lie

Al igual que los grupos de Lie, las algebras de Lie relacionadas con matrices
son las més significativas y de mayor interés. Por lo que tienen un especial énfasis.
Si G es una matriz de un grupo de Lie, el algebra de Lie de G' denotada por g es el
conjunto de todas las matrices X de manera que e’ € G para todos los niimeros

reales s. Ademas, posee las siguientes propiedades:

e aX € g para todos los niimeros reales a

e Si XY € g, entonces tanto X +Y como XY —Y X € g
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e Si G es una matriz de un grupo de Lie, y g su algebra; con X € gy A € G,
entonces AXA ' cg

1.3.9.1. Grupo general lineal

sX

Si X es cualquier matriz compleja n X n, por definicién e** es invertible. Por

lo que el algebra de Lie asociada el grupo GL(n;C) denotada como gl(n;C) es el

conjunto de todas las matrices n X n.

1.3.9.2. Grupo especial lineal

Ya que e** € SL(n;C), entonces det(e**) = 1. Pero, diagonalizando X:

det(e*®) = det< %(sX)”)

NE
=~ IV

(s)" det (X"))
(s)" (det X)”)

(s)" (trX)”) = ¢* U(X)

3
I
o

3
I
o

NE
S|

I
/_\/M\/_\
8
S| -

3
I
o

Para cualquier s € R, por lo que tr(X) = 0. De manera que el algebra de Lie
asociada al grupo SL(n;C) denotada como sl(n;C) es el conjunto de las matrices

n X n tal que su traza sea igual a 0.
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1.3.9.3. Grupo ortogonal

Una matriz es ortogonal si A’ = A1, Si X es una matriz n x n, entonces e*~

es ortogonal si:

Es decir, si X! = —X. Por lo que el algebra de Lie asociada a las matrices de

Lie tanto del grupo O(n) como SO(n) es el conjunto de matrices bajo esta condicion

(antisimétricas), denotada como so(n).

1.3.9.4. Grupo unitario

Una matriz es unitaria si A* = A=, Si X es una matriz n X n, entonces e*~ es

unitaria si:

@) = ()

Es decir, si X = —X*. Por tanto, el dlgebra de Lie asociada a las matrices de
Lie tanto del grupo U(n) como SU(n) es el conjunto de matrices que cumplan esta

restriccion (antihermiticas), denotada como su(n).
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1.3.10. Sistema de raices

Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre los ntimeros racionales, y
sea (x,y) una forma bilineal simétrica y definitivamente positiva en V. Un subcon-

junto R de vectores en V' es un sistema de raices si:

R genera V

Para o € R y ta € R, siendo t racional; entonces t = £1

a, f € R, entonces 2(«, ) /(c, @) es entero

o, € R, entonces  — 2(a, B)/(o,)a € R

Un sistema de raices se dice ser irreducible si no existe un subespacio propio

O C R de manera que sia € 0y § € R, pero 5 ¢ O entonces («, ) = 0.

Se define el simetrizador para cada elemento @ € R en V| mediante S, : V —
V', de manera que S,(z) = =z — 2[(«o,x)/(c, @) ]av. Este operador cumple con la pro-

piedad (S4(z), Sa(y)) = (z,y). Para demostrarlo considérese lo siguiente:

(Sa(x), Saly)) = (m_Q%a’y 2(( a>) )
(o, ) (e, y) (e, @)

g sl

+4

(o, ) (o, ) (e, @)
— () gl y) | (@z)(ay)
L PO R P

(Sa(r),Saly)) = (x,v)
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El grupo W generado por los elementos S,, cuando este varia sobre todos los

elementos a € R es llamado el grupo de Weyl.

Un subconjunto B C R es llamado una base para el sistema de raices en V' si
B es una base del espacio vectorial V' y para cualquier f € R, esta se puede escribir
como una combinacion lineal de los elementos de la base § = > m;q;; en donde
B ={aj,as,...,a,}. Se puede demostrar, ademas, que todo sistema de raices posee

una base.

1.3.11. Matrices de Cartan

Dada una base B = {a1,as,...,a,} de un sistema de raices R en V, y defi-
niendo a N(z,y) = 2(z,y)/(y,y) para todo z,y € R; entonces los elementos de la
matriz de Cartan estan dados por N(a;, ;). Por ejemplo, sea V = Q?; donde Q
es el campo de los niimeros racionales. Una base para este espacio es oy = (1,0) y
az = (—1,1). Por lo que la matriz de Cartan asociada a un sistema de raices con

esta base es:

Mr =
N(CYQ,OQ) N(OCQ,OZQ)
2 -1

Mr =
-2 2

La importancia de las matrices de Cartan radica en que todas las raices de un
sistema de raices R pueden ser determinadas a partir de estas matrices y una base
B para R.
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1.3.12. Diagramas de Dynkin

Los diagramas de Dynkin son una representaciéon grafica bidimensional del
sistema de raices R en V' con base B = {1, as, ..., «,}. Para construirlos se siguen

las siguientes reglas:

e El diagrama tendra un nimero de vértices igual a los elementos de la base (n)

e Cada par de vértices se unira con N (o, ;)N (o, ;) lineas entre los vértices a; y

@

e Si N(a;, ;) # 0y (a4, ;) > (e, ovj); entonces se dibuja una flecha desde el vértice

a; al vértice o
Ejemplo: considérese la siguente base para V = Q% a; = (=1/v/2,0,0),

ay = (1/v/2,1/v/2,0), az = (0,0,1). Entonces se calcula N(a;, ;) para cada par

de elementos de la base, de manera que:

N(al,ag) =—1 N(Oég,()él) = -2 N(Oég,()ég) =0

N(as,a3) =0 N(aj,a3) =0 N(az,a1) =0

Donde la matriz de Cartan es rapidamente construida de forma que:

Y el diagrama de Dynkin correspondiente es:
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O <= o0 @)
aq Qo ag

Se puede demostrar, que los tinicos diagramas de Dynkin correspondientes a
sistema de raices irreducibles con una base de n elementos, son de la forma de alguno

de los siguientes nueve tipos que se muestran en la tabla [I11]

Tabla 111. Diagramas de Dynkin de sistema de raices irreducibles
Tipo n Diagrama
A, In>1 O—O0— +++ — 0 —0
a1 a2 Qp—1 Oy
B, |n>2 O—O0O— -+ — 0 = O
o &3] (&%) Qp_1 Qp
C, |n>3 O—O0— — 0« 0
ap g QUp—1 Qp
O
|
D, |n>4 O—0— —O0—0
aq &%) Ap—2 Qp_1
O
|
Ejs O—O0O—0—0—0
ap Q2 3 Q4 Qp
O
|
E- O—O0—0—O0—0—0
ap Q2 Q3 Q4 Q5 O
O
|
Fy O—O0—0—0—0—0—0
Gy G2 43 04 Q5 Qg Qy
F, O— O <= 0—0
aq Q2 a3 Oy
Gy O & O
aq Q2

Fuente: elaboraciéon propia.
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2. REPRESENTACION DE GRUPOS

2.1. Representacion

Si existe un homomorfismo entre un grupo Gy un grupo de operadores U(G)
en algun espacio vectorial V', se dice que U(G) es una representacion del grupo G. Es
decir, que para dos elementos del grupo g € G — U(g1) € Vygo € G — U(ge) €V,

se conserva la operacion binaria definida en G:

U(g1)U(g2) = U(g192) (2.1)

La dimension de la representacion es igual a la dimension del espacio vectorial
V. Es posible ademés, encontrar un conjunto de matrices D(G) asociadas a los
operadores U(G), de manera que se dira que tales matrices forman una representacion

matricial para el grupo G.

2.1.1. Representaciones equivalentes

Sean U;(G) y Us(G) dos representaciones del grupo G. Se dice que Uy(G) y

Us(G) son equivalentes si existe un operador S € V' de manera que:

Ui(G) = SU,(G)S™* (2.2)

Suele referirse a esta relacion diciendo que U (G) y Us(G) estan conectadas
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bajo una transformacion similar. Representaciones equivalentes se dicen que forman

una clase equivalente.

Para conocer si dos representaciones cualquiera son equivalentes, se necesita-
ria determinar si existe el operador S; sin embargo, hay un camino més corto que
proviene de encontrar una propiedad que sea invariante para los operadores U(G)

equivalentes.

Dicha propiedad proviene de la representacion matricial D(G) para U(G), sien-

do esta la traza:
trD(g) = »_ D(g); (2.3)

Ya que de las propiedades basicas de las matrices se sabe que si Dy (G), Do(G)
son representaciones matriciales de Uy (G), Us(G) respectivamente, y ademas estan
conectadas bajo la ecuacion [2.2] entonces trDs(g) = trD;(g). Es decir, la traza es la

misma en todos los elementos de una clase equivalente.

2.1.2. Representaciones unitarias

Si un grupo esta representado en un espacio vectorial con producto interno
definido y los operadores U(g) son tales que UT(g)U(g) = e, para cualquier elemento

g € G, entonces la representacion U(G) se dice que es unitaria.

El teorema de Maschke, por otro lado enuncia que toda representacion de un

grupo finito o compacto es equivalente a una representacién unitaria.
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2.1.3. Subespacio invariante

Sea U((G) una representacion para el grupo G en el espacio vectorial V. Si V; es
un subespacio vectorial de V', se dice que es invariante con respecto a U(G) si para

cualquier elemento |z) € Vi y g € G, U(g) |x) € V).

Es decir, al aplicar un elemento cualquiera del grupo a un elemento del subes-
pacio, se obtiene un elemento que se encuentra en el mismo subespacio. El subespacio
invariante se dice que es es minimo, si no contiene ningiin otro subespacio invariante

no trivial con respecto a U(G).

2.1.4. Caracter de una representacion

Sea U(g) una representacién de un grupo G de dimension d. El caracter x”(g)
asociado a un elemento g € G se define como la traza de la matriz D(g) en la repre-

sentacion matricial.
d
X"(9) =) _ Di(y)
i=1

El caracter cumple con las siguientes propiedades:

e El caracter asociado a representaciones equivalentes es el mismo
o x"(e) =d

e El caracter de una clase conjugada es el mismo, por lo que se puede identificar a
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las clases, tinicamente conociendo su caracter

e Si la representacion es unitaria UT(g) = U~%(g), entonces x(g71) = x*(9)

2.2. Representaciones irreducibles

Una representacion U(G) en un espacio vectorial V' es irreducible si no existe
ningun subespacio invariante no trivial en V' con respecto a U(G). En caso contrario,

la representacion es reducible.

Una representacion U(G) se dice que es completamente reducible si, ademés de
tener un subespacio invariante V7 en V| su complemento ortogonal (que consta de
todos los vectores en V' que son ortogonales a todos los elementos de V7), también

es invariante respecto a U(G).

Teorema: si una representacion unitaria es reducible, entonces también es com-
pletamente reducible. En vista de este teorema y del teorema de Maschke, se puede
deducir que toda representacion de un grupo finito o compacto reducible, también

es completamente reducible (en relaciéon a su representacion unitaria equivalente).

2.2.1. Ortonormalidad de la representaciones irreducibles

Si U,(G) y U,(G) son dos representaciones irreducibles de G; y D*(g)¥, D”(g)]
los elementos de las matrices que representan a estos operadores respectivamente,
entonces la condicién de ortonormalidad esta dada por:
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n . .
% > Di(9)fD"(g)] = 5:576; (2.4)
g

Donde n,, es la dimension de la representacion p, y ng el orden del grupo G. La
importancia de este resultado radica en que conociendo una representacion irreduci-

ble de U(G), es posible encontrar todas las representaciones irreducibles restantes.

2.2.2. Ortogonalidad de los caracteres

Los caracteres correspondientes a representaciones irreducibles son ortogonales.
Para demostarlo, se coloca en la ecuacion [2.4] la restriccion ¢ = k 'y j = [ para obtener
los elementos de la diagonal que corresponden al caracter de las representaciones,

entonces:
toNipwoNG . G oy
ZDM(Q)iD (g)j = n_5u5i 53‘
P B

Sumando ahora sobre los indices 7 y j:

PIPIP I HOLUOIEED BB
i J g Iz

i
* n |8V
Y XN (g) = == ok
g 5
* n v
S XX (g) = Snud
g

Ny

> X(9x*(g) = nad,
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2.2.3. Representaciéon en suma directa

Si V} es un espacio invariante y V5 su complemento ortogonal, también inva-
riante con respecto a U(G), y Ui(G), Us(G) los operadores que representan a este
operador en estos subespacios, entonces del algebra lineal se sabe que V = V) & V5;

y ademas U(G) = Uy(G) & Us(G) para g € G.

De manera general, los subespacios V| y V5 pueden seguir teniendo un subes-
pacio invariante y, por tanto pueden seguir siendo descompuestos hasta llegar a re-
presentaciones irreducibles. Si U'(G), U*(G),U?(G), ... representan estas represen-
taciones irreducibles, y a1, as, as, ... el nimero de veces que estas representaciones

aparecieron durante el proceso de descomposicion, entonces:

U(G) =Y aUNG) (2.5)

AD

Donde cada U? es una representacion irreducible e inequivalente de U(G).

Teorema: el niimero de veces a) que una representacion irreducible U* aparece
en una representacion reducible U(G) de un grupo finito G de orden ng esta dado

por:

ay = % > XM (9) (26)

geG

Para demostrarlo se hace referencia a la ecuacion tomando la traza de am-

bos lados para un elemento g € G se obtiene:

XU(9) = axx’g)
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Multiplicando ahora ambos lados por el caracter x*(¢g) y sumando sobre todos

los elementos del grupo:

D XY @x(g) = D axd_ xMex ()

geG

D XX 9) = Y anas,

geG

1 *
an = — > xY(9x*(9)
ng
geG

Corolario: si la representacion U(G) es irreducible e igual a U*, entonces ay

es 1 para esa representacion en particular, y 0 para las restantes. Por lo que, de la

ecuacion 2.6}

> (@) =ne (2.7)

geG

Esta es una condiciéon suficiente para comprobar si una representacion es irre-

ducible o no.

Teorema: el ntimero de representaciones irreducibles U* no equivalentes de un

grupo finito G es igual al nimero de clases conjugadas de G.

2.2.4. Producto tensorial de representaciones

Si se tienen dos espacios vectoriales W y V' de dimension finita cuyas bases son
€1,€2,...,€, vV f1, fa,..., fmn respectivamente. Considerando los elementos w € W,

v € V, entonces el producto tensorial w ® v € W ® V es una aplicaciéon bilineal
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cuya base es {e; ® f;|1 <i<n,1 <j <m}. La dimension de W ® V es igual al
producto de las dimensiones de los espacios individuales, es decir: dim(W @ V) =

(dimW)(dimV").

Si U; es una representacion de un grupo G sobre W,y U, es una representacion
de un grupo H sobre V' entonces, el producto tensorial de U; y Uy es una represen-

tacion del grupo G x H sobre el espacio W ® V', de manera que:
Ur @ Us(A, B) = Ui(A) ® Ux(B) (2.8)

Para todos los elementos A € Gy B € H. Si ademas, u; y us son las algebras
asociadas a las representaciones U; y Us, entonces el dlgebra asociada a U; ® U; es

un elemento que pertenece a g @ h que para toda X € gy Y € b:

2.2.5. Representacion regular

Sean {¢1,92,--,,---,0n} elementos de un grupo G. La operaciéon binaria

9i9; = gi puede ser escrita como:

9195 = Gm (D)} (2.10)

Donde (A;)

;.” son un conjunto de matrices que forman una representacion para
el grupo G, llamada representacion regular. Por ejemplo, considerando el grupo de

orden 2 descrito en el cuadro [IV], se puede escribir con base en la ecuacion

g192 = 1 (Al); + 92 (Al)g
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9191 = g1 (Al)} + 92 (Al)?

Tabla 1v. Grupo de orden 2
g1 92
g1 | 91 92
92 | 92 41

Fuente: elaboraciéon propia.

De manera que:

A, = (2.11)

Ay = (2.12)

Se verifica que cumplen con los axiomas de una representacion para G. De he-
cho esta representacion no es irreducible, ya que haciendo uso de la ecuacion [2.7], se

nota que:

D@ = (x*(ex™(e) +x(a)x*(a)?)

geG

Y IX@F = ((2)(2) + (0)(0))
geG

Y I(9P = 4#2

geG
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Una manera de alternativa de construir la representaciéon regular consiste en
agrupar los elementos del grupo construyendo la tabla de Cayley, de manera que el
elemento indentidad aparezca en toda la diagonal (Cuadro ; y construyendo las
matrices A(g;) de tal forma que se sustituye por la unidad cada una de las posiciones

donde aparezca el elemento g; de la tabla, y colocando cero en las restantes.

0 Sig;'g # ok
Aij(ge) = o ’ (2.13)
1 Sig; g9; =gk

Tabla v. Construcciéon de la representaciéon regular
g1 g2 --- Gn
gt | 1
9 1
' 1

Fuente: elaboraciéon propia.

Teorema: una representacion regular U™ puede ser descompuesta como la
suma directa de representaciones irreducibles U?, similar a lo efectuado en la ecua-
cion [2.5] La suma de los cuadrados de las ay veces que aparece la representacion
U* en U™ es exactamente igual al orden del grupo ng. Para demostrarlo, se escribe

la representacion regular como una suma directa de las representaciones irreducibles:

U™ (e) = Z axU*(e)

A
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Y por las propiedades del caracter:

ng

na

na

ng

Donde se ha hecho el uso de la propiedad tr(A + B) = tr(A) + tr(B).

2.2.6. Lemas de Schur

Primer lema: cualquier matriz que conmute con todas las representaciones ma-

triciales de una representacion irreducible debe ser multiplo de la matriz unidad.

Segundo lema: si Dy D’ son dos representaciones irreducibles de un grupo G de

dimensiones d y d’ correspondientemente, y A una matriz tal que AD(g) = D'(g)A,

Vg € G; entonces A =0, 0d =d' y D es una representacion equivalente a D’.

2.3. Tensores

Si V' es un espacio vectorial de dimension finita, y V* su espacio dual, la

aplicacion multilineal (lineal en cada una de sus componentes) tal que:

T: (V) x V' =R (2.14)
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r
es un tensor de rango , T veces contravariante y s veces covariante.

S

Los tensores son de gran importancia en diversas areas de la fisica, como la
mecanica clasica o relatividad general; ya que suponen una generalizacion a la nocion

de un vector (tensor de rango 1) o escalar (tensor de rango 0).

2.3.1. Vector covariante

Sea G un grupo y D(G) una representaciéon matricial. Se dice que V,, con
p=1,2, ... mesun vector covariante respecto a la representacion D(G) si al aplicar

un elemento g € G, V), se transforma de la siguiente manera:

"V, (2.15)

2.3.2. Vector contravariante

El vector V*, n=1,2,...,n se dice que es un vector contravariante respecto a

la representacion D(G) si se transforma de la siguiente manera:

V# — [D(g) '] VY (2.16)

v

2.3.3. Escalar

Cualquier objeto que sea invariante bajo una transformacion de simetria se de-

nomina como escalar. Por ejemplo, el producto interno de dos vectores es un escalar.
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2.3.4. Tensor

El objeto matematico T,

ppsns i = 1,2,...,m; es un tensor respecto a la

representacion D(G) si se transforma de acuerdo a:

Tz = (D@ [P}z, - - (D@ Torvs.m (2.17)

2.3.5. Tensores p-covariantes y g-contravariantes

Un tensor, que es s veces covariante y r veces contravariante se transforma con

las propiedades mezcladas de covarianza y contravarianza.

Estos tensores se contraen si existe una suma interna entre un indice covariante
y uno contravariante, reduciendo el rango en dos unidades (uno en cada indice). Por

ejemplo, el tensor T2} es un tensor (r — 1) veces contravariante y (s — 1) veces

H1p2A. . fhs

covariante. Es decir,
r—1
Te@@V
s—1
2.3.6. Tensor invariante

Un tensor invariante es aquel que permanece inalterado al realizar una trans-
formacion de simetria. Existe para cualquier rango, un tensor invariante trivial, que
no es méas que la delta de Kronecker:

1 Siv=y
0 Siv#u
41
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Un ejemplo de un tensor invariante de rango 3 es el tensor de Levi-Civita.

1 Sila permutaciéon de ijk es par
€jk = 4 —1 Sila permutacion de ijk es impar

0 Para indices repetidos

2.3.7. Tensores totalmente simétricos

r

0

Sea V' un espacio vectorial de dimensiéon n, y sea T un tensor de rango

(r veces contravariante), es decir:
Te@V
T(o", ¢%,...,¢") €R

T es totalmente simétrico si y solo si para un elemento del grupo de permuta-

ciones o € S,:
T(@', % ..., ¢") =T(¢°W,¢7@ ... ¢°™) (2.18)

0

De la misma forma, un tensor 7'(vy,vs,...,v,) € R de rango (s veces
s

covariante) es totalmente simétrico si y solo si para o € S:

T(’Ul, Vo, ... ,Un) = T(Ug(l), vg(g), ce ,’Ug(n)) (2.19)
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2.3.8. Tensores totalmente antisimétricos

Sea V un espacio vectorial de dimension n, y sea A un tensor de rango

T es totalmente antisimétrico si y solo si para toda o € Si:
T(v1,v2,...,0) = 59(0)T(Vo1), Vo(2)s - - - s Vo(n)) (2.20)

En donde la operacion signo sg(o) esta definida de manera que:

+1 Si el namero de transposiciones es par
(0)
sg(o) =
—1 Si el namero de transposiciones es impar

El conjunto de todos estos tensores suele escribirse como:

0
AF=A{T € @ VIT es antisimétrico} (2.21)
k
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3. REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES DE LOS
GRUPOS SU(2) y SU(3)

3.1. Representaciones irreducibles del grupo SU(2)

Se define por Vj la representacion trivial de SU(2) sobre C, Vi su represen-
tacion estandar sobre C?, y de manera general a V,, como al espacio de polinémios
homogéneos de orden (n + 1) de dos variables z;, 2o sobre C"™!. Se vera el efecto
que tiene sobre estos polinomios la aplicacion de un elemento que pertenece a SU(2)

mediante la regla:

(@(9)f)z = f(®(9)2) (3.1)

En donde f es un polinomio, ®(g) una representacion del grupo asociada al
elemento g € SU(n), y z base de V,,. Por ejemplo, para SU(2), se caracteriza lo

anterior mediante:

f = 521—222
z = (21,2)
1 0
®(g) =
0 —z
. —7 0
7 (g) =
0 =2
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Entonces la transformacion del polinomio f es:

(@(g9)f)z = = f(® (g)2)

— 0 21
= f .

0 =1 29
= f (—izl, ZZQ)
= —5i21 - 2222

Notese que similar a lo realizado con Vi, se puede encontrar una base para

cualquier n de V,,, de manera que:

Vi = {z,2}

Vo = {#d, 212,25}

Vi = {2} 23z, 2125,2°%)}

Vi = {21,202, 2123, 21235, % }
Vi = {F27F0<k<n}

De manera general, el polinomio f de grado m es de la forma:

f(z1,22) E agzy’” kzg
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g g
Por lo que si @7 1(g) = 111 121 entonces:
ga1 Yz
11
_ J11 Y12 21
(@' 9f)z = f

95 9% ] \ 2
= [ (29 + 22012 21991 + 2295

= Y a (g + 20m) " (100 + 2205)"
k=0

Lo que significa que el polonimo (®(g)f)z sigue siendo un polinomio de grado
m; tal y como puede comprobarse con el resultado anterior. Ademaés, si g1,g92 €

SU(2), entonces:

D(g1)[@(g2)f](2) = P(g2)f (P (g1)2)
= f(®(g2)®  (91)2)
= f((®(91)0(g2)) " 2)
= [2(g1)®(92)]/(2)

Demostrando asi que los elementos definidos bajo la ecuacion forman una

representacion de SU(2) y que, ademas son irreducibles.

Para demostrar esta irreducibilidad es necesario demostrar que si A en V' es
una representacion de SU(2) sobre V', de manera que es un homomorfismo sobre si
mismo y conmuta con todos los elementos de SU(2), entonces A es proporcional a
la matriz identidad y por tanto V' = V. Eligiendo un elemento ®(g,) € SU(2) de
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manera que:

7 (ga) = (3.2)

(@ ga)fx) 2 = [. (221,07 2)

k k:ak—n n—k

o 2k—n _k .n—k
= a Zl 22

O g f = ™" fy

Ademés,

(I)il(ga)Afk = A(I)il(ga»fk
— Aan—nfk
— a2k—nAfk

Que no es mas, que Af; es un vector propio de ®1(g,) y también de ®(g,).

Ademaés, como el espacio propio de ®(g,) en V,, es generado por f, se deduce que

Afe = e fr
e Descomposicién en suma directa

El producto directo de dos espacios anteriormente descritos puede ser descom-

puesto como la suma directa de espacios irreducibles, de la siguiente manera:
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q
Vi@V, = @ Viti—2; Donde ¢ = min{k, [} (3.3)

J=0

Ejemplo: la representacion 2 x 2 es reducible, y puede ser escrita como una de

dimension tres y de dimension uno.

22 = VoW
= el

202 = 3d1

La representacion 3 x 3 es reducible, y se descompone en una dimension seis y

otra de dimension 3.

33 = WKLol
= VieV,el
= 5®3a1
303 = 6@3

Para un triple producto directo, se siguen las reglas bésicas de asociacion.

20202 = Ve (Viel)
= e (Whel)
= eheVieol
= heVien

20202 = 40202
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3.2. Representaciones irreducibles del algebra su(2)

De las propiedades del algebra de Lie asociada a un grupo de Lie, se puede
encontrar de manera inmediata la representacion irreducible del algebra de Lie aso-
ciada a la representacion irreducible de SU(2) de la seccion anterior. Si ¢(X) denota

la representacion de su(2), donde X € g, entonces:

De donde, al aplicarlo sobre un polinomio f se obtiene:

GOONE) = 4 f (72 |

d
= Ef(z(s)) |s=0

_ orda| | ofdx
0z ds o Omds|,_,

0 0
= —(Xp2z1 + Xi229) 8_51 — (Xa121 + Xo229) (9_52

Por tanto, el operador asociado a las algebras de Lie su(2) tiene la siguiente

forma general:

0 0
O(X) = — (X2 + Xia20) =— — (X121 + Xo229)

o7 EI (3.4)

Se consideran a continuacion tres matrices pertenecientes a SU(2), se observa
la forma que tiene este operador y como afecta a un polinomio homogéneo f de grado

m. Los resultados se resumen en la tabla VI
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Tabla VI. Operadores algebras de Lie su(2)

Matriz (X) Operador ¢(X) H(X) 22y
_ 1 0 . 0 0 . k. m—k
H = 2155 + 225 (m — 2k)z7 25
0 -1
0 1
X = —228%1 — kit ket
0 0
0 0
Y = ( 0 —2,’18122 (kf — m>2f+12;n_k_l
1

Fuente: elaboracion propia.

Hasta aca se ha trabajado bajo estas tres matrices pertenecientes a SU(2), que
han generado los operadores ¢ € su(2). Sin embargo, estas matrices forman una
base para SU(2), por lo que las propiedades que debe cumplir cualquier elemento en
el algebra su(2) se pueden generalizar a partir de estas. Por otra parte, considerar
una representacion de su(2) es equivalente a estudiar una representacion sobre los
complejos del grupo especial lineal sl(2;C), y de paso haré el célculo mas sencillo

elegiendo una base adecuada que no tiene contraparte para su(2).

Considérense entonces tres operadores (A, B,C') en un espacio de dimension
finita V. Y sea ¢ una aplicacion lineal tal que ¢ : sl(2;C) — V. Si se define el

conmutador entre estos tres operadores por:

[A,B] = 2B
[A,C] = —2C
B,C] = A



Notese que obedecen las mismas reglas para las tres matrices H, X, Y definidas
en la tabla . Por lo que estos operadores seran una representacion de sl(2;C) de

manera que:

¢(H) = A, o(X) =B, o(Y)=C.

Y ademaés, esta representacion es irreducible. Para mostrar esto, puede consi-
derarse un elemento v € V, el cual es un vector propio de ¢(H) con valor propio «.

Por las reglas de conmutacion definidas anteriormente:

[P(H)¢(X) — o(X)o(H)]v = 26(X)v

P(H)p(X)v = [o(X)o(H) +2¢(X)]v
P(H)p(X)v = o(X)o(H)v +26(X)v
o(H)p(X)v = o(X)av+2¢(X)v
p(H)p(X)v = (a+2)p(X)v

Significando que ¢(X )v es un vector propio de ¢(H) con valor propio (a+2). O
de manera méas general, que ¢(X)™v es un vector propio de ¢(H ) con un valor propio
(a+2n). De la misma forma se puede demostrar que ¢(Y)*v es un vector propio de
¢(H) con valor propio (a — 2k). Como el espacio es de dimension finita, el namero
de vectores propios serd finito; es decir, habra una restricciéon sobre los valores que
pueda tomar n, antes de que la aplicacion ¢(X) al aplicarla repetidas veces sobre el
vector, lo vuelva el vector nulo. Si N es este valor méximo que mantiene al vector

sin ser nulo, entonces:

" (X)v =0, oN(X)v#£0, ¢(H)¢"(X)v = (a+2N)$"(X)v
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Estas definiciones anteriores son fundamentales en la secciéon posterior para
entender la representacion del grupo SU(3), por tanto recibirdn un caracter espe-
cial. Ya que ¢V (X)v y (o + 2N) son el vector propio y valor propio mas grandes

correspondientes al operador ¢(H); se les denotara como v, y A respectivamente.

Si se define el vector vy, = ¢*(Y )v,, entonces por las propiedades anteriores se

sabe que es un vector propio de ¢(H) tal que:

¢(H)Uk = ()\ — 2k)vk

Con el mismo razonamiento, estos valores de k estaran restringidos por el nu-
mero de vectores propios de ¢(H). Si m es el ntimero de veces maximo que se puede

aplicar ¢(Y") sobre vy antes de volverlo un vector nulo, entonces:

Vi1 = " (YV)vg =0, v, =" (Y)vg#0 parak <m

Por otro lado se puede demostrar por induccion que:

O(X)vp = (kA — k(k — D)]op_y sik #0

Pero como v,,,1 = 0, entonces:
Qb(X)Um—H =0
[(m+ DA =m(m+1]v, = 0

(m+1)AN=m)v,, = 0

Como el vector no es nulo, se deduce que A = m. Es decir, el nimero de veces

que se puede aplicar el operador ¢(Y') sobre el vector maximo antes de volverlo en
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un vector nulo es igual al valor propio méaximo. En resumen, estos operadores junto

con los vectores vy, vy, ..., v, tienen las siguientes propiedades:

O(H)oe = (m— 2k}
o(Y)vp = w1 (k<m)

S(Y)om = 0

(X))o = (km—k(k—1)vg_r (m >k >0)
d(X), = 0

La independencia lineal de las v, se deduce de la primera de las relaciones,
ya que a cada vector le corresponde un distinto valor propio. Ademas, esta base de
vectores propios es invariate ante cualquier operador que represente a un elemento
de sl(2;C), ademas de generar todo V; demostrando asi la irreducibilidad de la
representacion. Por su parte, de acuerdo a los operadores definidos en la tabla
por calculo directo sobre un polinomio homogéneo se demuestra que cumplen con
todas las propiedades anteriormente descritas, demostrando asi que estos operadores

corresponden a una representacion irreducible de sl(2; C).

Describiendo todos estos argumentos sobre un espacio vectorial arbitrario de

sl(2; C) de dimension finita, se puede resumir asi:

e Los eigenvalores de ¢(H) son enteros

e Si v es un vector no nulo de V' tal que ¢(X)v =0y ¢(H)v = \v, existe un entero
no negativo m tal que A = m; donde los vectores ¢(Y )v, ¢*(Y)v,...,¢™(Y )v son
linealmente independientes y su expansion es un subespacio invariante irreducible

de dimensién m + 1
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3.3. Representaciones irreducibles del grupo SU(3)

Existe una correspondencia uno a uno entre las representaciones del grupo
SU(3) y sus respectivas algebras su(3), relacionadas mediante la ecuacion [1.9) Mas
precisamente, se enfoca la atencion sobre el subgrupo de su(3) definido sobre los
complejos su(3;C), el cual pretende generalizar los resultados obtenidos con la re-

presentacion de su(2).

Por su parte, una representacion del grupo SU(3) es irreducible si y solo si la
representacion de su algebra su(3) es irreducible. Por lo que basta con prestar toda
la atencion sobre la representacion del algebra; y con base en los resultados obtenidos

alli, se pueden extraer las propiedades de los elementos de SU(3).

3.4. Representaciones irreducibles del algebra su(3)

Estableciendo las siguientes matrices:

1 0 0 00 0
H=|0 -1 0| Ho=]01 0 (3.5)
0 0 0 00 —1
010 00 0 001
Xi=l00 0 Xo=]00 1| Xz=]00 0 (3.6)
000 00 0 00 0
000 00 0 000
Yi=]100| Ya=100 0| Ys=|0 0 0 (3.7)
000 010 100
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Las cuales forman una base para el espacio vectorial de sl(3;C), calculando
las relaciones de conmutaciéon para las matrices Hy, Hs, se obtienen los siguientes

resultados:

[H,H] =0 . [H1, Y1) =—-2Y)
[Hy, V1] =Y, , [H1, Yo =Y
[Hy, Ya] = =2Y, , [H1,Y3]=-Y;
[Hy,Ys3] =Yz , [Hy, Xi] =2X;
[Ho, Xl = =X1 , [Hi, Xo] = =X
[Hy, Xo] =2Xo  , [Hy, X3] = X5
[Hy, X3] = X3

Totalmente equivalentes a las matrices encontradas en la representacion de
sl(2; C), y motivo por el cual se dice que su(2) es un subélgebra contenida en su(3).
Con el objetivo de ordenar y clasificar las representaciones irreducibles de su(3;C)

se definen los pesos, las raices de esta y los vectores asociados a cada uno de ellos.

3.4.1. Pesos de una representacion

Si ¢ es una representacion de si(3;C) en un espacio vectorial V; entonces el
par ;1 = (my, my) € C es un peso de la representacion ¢ si existe un vector v no nulo
en V que es vector propio de ¢(H;) y ¢(Hs) simultdneamente, con valores propios

myy ms. Es decir:

¢(H1)’U = Mo
O(Ho)v = mau
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Al vector propio v recibe el nombre de vector peso; y ademas, se demuestra con
base en los mismos argumentos presentados en la seccion anterior para sl(2; C), que
los valores propios asociados son enteros. Si existen otros vectores que satisfagan esta
condiciéon bajo el mismo valor de p = (my,ms); estos formaran un espacio vectorial

denominado el espacio de peso, correspondiente a los valores propios my, mo.

3.4.2. Raices de una representacion

Si H; y H, son las matrices descritas previamente que forman una base para
sl(3; C); entonces el par a = (ay, az) € C se dice que es una raiz si existe un elemento
no nulo Z € sl(3;C) que no conmute simultdneamente con Hy y Hs, y que sea un

vector peso para la representacion adjunta de las matrices H; y H,. Es decir:

[Hl, Z] = alZ

[HQ, Z] = CLQZ

El elemento Z recibe entonces el nombre de vector raiz correspondiente a la

raiz o.

Por ejemplo, los conmutadores de Hy; y Hs con X; son [Hy, Xi| = 2X; y
[Hy, X1] = — X, respectivamente; por lo que X; es un vector raiz correspondiente a
la raiz (2, —1). De la misma forma, se pueden obtener las raices restantes para los
elementos de la base de sl(3; C) las cuales se resumen en la tabla[VII]y se esquematizan
en la figura 2]
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Tabla VII. Raices

a Z
(2,-1) | Xu
(-1,2) | X5

(1,1) | X3
(=2,1) | Y
(1,-2) | Y

(—1,-1) | Y5

Fuente: elaboraciéon propia.

Figura 2. Raices

Raices ——

Fuente: elaboracion propia.

Se escoge arbitrariamente dos de estas raices y se les nombra especialmente,
a; = (2,—1), ay = (—1,2). El resto de raices puede ser escrita como una combinacion
de estas dos.
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La relacion existente entre las raices y pesos de una representaciéon puede de-
terminarse calculando el conmutador de H; y Hy con un vector raiz de la siguiente

manera.:

[H,Z] = w2
(P(H)¢(Z) = d(Z)p(H1))v = ard(Z)v
(Z2)v = ¢(2)p(Hi)v+ adp(Z)v
(Z)0 = (Zymw +aid(Z)
(

Zv = (m1+a)e(Z)v

Para H, se encuentra una relaciéon equivalente. Es decir, si Z es un vector
raiz correspondiente a la raiz o = (ay,az) en sl(3;C), y v es un vector con peso
i = (mq,ms) para la representacion ¢; entonces ¢(Z)v es un nuevo vector de peso

de ¢ con peso i+ .

Ahora, en analogia a sl(2;C), al seguir aplicando ¢(Z) sobre un vector peso v
se puede seguir obteniendo nuevos vectores de peso; sin embargo, para una represen-
tacion de dimension finita los eigenvectores son finitos, lo que lleva a concluir que
llegard un momento en el que ya no puede seguir obteniendo nuevos vectores peso,

y habra un vector al cual le corresponda un peso méximo.

Como cualquier peso de si(3;C) consta de un par de nimeros p = (my, ms),
se debe definir qué se entiende que un peso sea mayor a otro. Si se tienen dos pesos
1, Mo entonces se dird que 1 > po si la diferencia p; — po puede ser escrita como

una combinacién lineal de oy y ap con coeficientes positivos. Es decir:

p1 — pg = aaq + bag, donde a,b >0 (3.8)
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3.4.3. Representaciones irreducibles si(3;C)

Tanto las raices como los pesos de una representacion ¢ de si(3; C) son de vital

importancia para construir su respectiva representacion irreducible; la cual se resume

en los siguientes teoremas:

Toda representacion irreducible ¢ de sl(3; C) es la suma directa de sus espacios de

peso

Toda representacion irreducible de s{(3; C) tiene un tinico peso maximo o

Dos representaciones irreducibles equivalentes de si(3;C) tienen el mismo peso

maximo

Dos representaciones irreducibles de si(3;C) con el mismo peso méaximo son equi-

valentes

El peso maximo po de una representacion ¢ de sl(3; C) es de la forma pg = (mq, ms)

donde m y mso son dos enteros no negativos

Si my y mo son dos enteros no negativos, existe una representacion irreducible ¢

de sl(3;C) con peso maximo pg = (my, ms)

La dimension de una representacion irreducible con peso méaximo g = (mq, mo)

es 5(my + 1)(msg + 1)(my 4+ ms + 2)

Todo par de ntimeros enteros no negativos (mj, msy) se les denomina un ele-
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mento integral dominante. De manera que todo peso maximo de una representacion
irreducible es un elemento integral dominante; y todo elemento integral dominante
es un peso maximo de una representacion irreducible para si(3;C). Los elementos
integrales dominantes fundamentales (1,0) y (0,1) pueden ser escritos como una
combinacion lineal de los pesos base (tal y como puede ser comprobado facilmente)

de la siguiente manera:

2 1
(1,0) = 3 + 392 (3.9)
01) = Lap+2 (3.10)
5 = 3@1 3@2 .

3.4.4. El grupo de Weyl

Consiste en un grupo de dimensién finita formado por reflexiones ortogonales
a los planos formados por el sistema de raices. La idea proviene de observar que
dada una representacion ¢ para un elemento X € sl(3;C), se puede asociar una
representacion equivalente dada por el elemento AXA™!, siendo A € SU(3). Es
decir, ¢(X) = p(AXATY).

Al definir a h como el subespacio bidimensional con base H; y H,; algunos
elementos A € SU(3) no preservaran a h cuando sean aplicados sobre un elemen-
to H € b por medio de la representaciéon adjunta; es decir que de manera general
Ada(H) ¢ b. Sin embargo, algunos elementos A € SU(3) si preservaran esta estruc-
tura sobre b; a este conjunto de elementos, que forman un grupo, se le denomina

grupo de Weyl de SU(3).

Para caracterizar este grupo, se denota a h como el subespacio de si(3;C)
expandido por Hy y Hs. Si Z es el subgrupo de SU(3) de modo que para todo
elemento A € SU(3) la representacion adjunta Ads(H) = H para toda H € h, y N
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es el subgrupo de SU(3), tal que para todo elemento A € SU(3) la representacion
adjunta Ads(H) € b para toda H € b, entonces el grupo de Weyl denotado por W

estd determinado por el grupo cociente N/Z.

Se define la acciéon de un elemento w € W sobre un elemento H € h de manera
que si A es un elemento de la clase lateral de Z correspondiente al elemento w,

entonces:

w- H = Ad(H) (3.11)

Las matrices que pertenecen al subgrupo Z son de la forma:

e? 0 0
A=10 e% 0 (3.12)
0 0 e 0+

Ya que su inversa es igual a su adjunta, y su determinante es claramente 1.

Al = AT = 0 i€ 0 (3.13)
0 0 0+

Ademas, si se supone que H € h, entonces puede ser escrita como una combi-
nacion lineal de la base: H = aH; + bH,. En vista de las matrices H; y Hy, H es de

la forma:

a 0 0
H=|0 —a+b 0 (3.14)
0 0 —b



Por lo que al aplicar la representacion adjunta relacionada a la matriz A sobre

H se obtiene:

e? 0 a 0 0 e~ 0
Ada(H) = 0 €% 0 0 —a+b 0 0 e% 0
0 0 e i0+9) 0 0 —b 0 0 el0+9)
a 0 0
= |0 —a+b 0 |=aH +bHy=H

0 0 —b

Tal y como fue definido el subgrupo Z. Por su parte, el subgrupo N esté
determinado por todas aquellas matrices A de manera que para cada k = {1,2, 3}

existe un 6y y una [ = {1, 2,3} tal que:

Aey, = e%¢,

Siendo e, e, e3 la base usual para C3. Es clave notar que la acciéon de estas
matrices A € N es tomar un elemento de esta base y devolver un multiplo de un
elemento de esta misma base. De hecho, el grupo de Weyl W = N/Z es isomorfo al
grupo de permutaciones de tres elementos; asi como los elementos de la base de C?

pueden cambiar entre si bajo la accion de A.

El objetivo ahora es mostrar que el grupo de Weyl da una simetria de los pesos
de cualquier representacion de sl(3;C) de dimension finita; y para esto, habra que
variar sustancialmente la perspectiva hacer de los pesos. Al considerar dos elementos
J, K € b; entonces es claro que ¢(aJ + bK)v = (aA; + al2)v, ya que tanto J como
K pueden ser escritos como una combinacién lineal de H; y Hs, los cuales poseen
vectores propios en .
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Si b es un subespacio de sl(3; C) expandido sobre H; y Hy, y ¢ es una repre-
sentacion de dimension finita de sl(3;C) en un espacio vectorial V'; entonces una
funcional p € h* es un peso para la representacion ¢ si existe un vector v no nulo en

V tal que:

Es claro que la definicién hecha inicialmente sobre el peso de una representacion
se sigue manteniendo, ya que H depende linealmente de H; y H,. En esta nueva

perspectiva, el peso es un elemento del espacio dual de b.

Se define ahora la acciéon de un elemento del grupo de Weyl w sobre i € h* de

manera que sea un elemento de h*, de acuerdo a la formula:
(w-p)H = p(w™ - H)

De hecho, el elemento (w - 1) € h también es un peso para la representacion ¢

con la misma multiplicidad de p; ya que si A € N, entonces:

SH)D(Aw = S(A)D(A)¢(H) (A

= WATTHA)(A)

(

— D(A)p(A HAW
(4

= plw  H)P(A)

= (w-p)(H)®(A)v

Donde la asociaciéon de w™ € W a A € N es inmediata de acuerdo al elemento

en la clase de equivalencia de w definido en la ecuaciéon [3.11} y como la aplicacion
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®(A) es un isomorfismo entre 1y w - u, entonces la dimension de sus espacios es
la misma y por tanto, también su multiplicidad. Ademas, como las raices de una
representacion no son mas que los pesos de la representacion adjunta, se observa que
S(H)W = p(A"THAW = p(H)V', lo que implica que (A *HA) = p(H). Es decir,

las raices de la representacion son invariantes bajo la accion del grupo de Weyl.

Para deshacerse de la referencia continua al espacio de funcionales h* y solo
mencionar a b, se restringe h* como el producto interno usual sobre C3. Es decir, si
A € b entonces existe un elemento de A* € h* tal que A* = (A, ). Este producto
interno con un elemento de B € h no es més que el producto interno de Hilbert-
Schmidt, de manera que (A, B) = tr(AB). Los pesos entonces pueden escribirse

COmao:

o(H)yv= (A, H)v

Bajo este nuevo punto de vista, los pesos pueden ser escritos como elementos

de b, de manera que:

1 0 0 00 O
ar=10 -1 0 , =10 1 0
0 0 0 00 -1

Ya que al hacer sus proyecciones sobre los elementos de la base H; y H,, estas
coinciden con su definicién previa.

65



1 0 o\ (1 0 O
(ag, Hy) = tr]l0o —1 oo =1 0
0 0 0/\o 0 o

1 00
= tr|0 10
0 00
= 2
De la misma forma se encuentra que (o, Hy) = —1, {an, H1) = —1, {ay, Hy) =

Por su parte, el angulo entre las raices (base) bajo este nuevo producto interno

relativo al grupo invariante de Weyl es:

(a1, ag)
cos(0) =
) \/<041,041>\/<042,042>
cos(0) = —%
0 = 120°

Los elementos dominante base p1, j1o por su parte, tal y como se muestra en la

ecuacion [3.10] estan dados por:

2.0 0 1o 0

— 1 — 1
,ul_ O -3 O 7:“2_ 0 3 O
2
0o 0 -1 00 -2
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De donde se caleula que (i, jis) = 1/3 y {1, ) = (a, ) = v/6/3; por lo

que el angulo entre los elementos integrales dominantes es de 60°.

Al suponer ahora que w32y es un elemento del grupo de Weyl de manera que
intercambia los elementos de la diagonal de todo H € h de formaquel — 2 — 3 — 1.

Entonces las raices base se transforman de la siguiente manera:

0 0 O
W{3,1,21001 = 01 0 = Q2
0 0 —1
-1 0 0
Wy3,1,2102 = 0 0 0] =—(q+ )
0 01

De igual manera se puede calcular los restantes cinco elementos que permutan

los elementos de la diagonal, los cuales se resumen en la tabla [VIII]

Tabla viiI. Grupo de Weyl sobre las raices de la representacion

w aq (&%)

wW{1,2,3} (631 (&%)

Wy2,1,3} -0 o1+ Qa

W{32,1} — Qg —0

W{1,3,2} oy + ag —Q

wizz1y | — (o + ag) a

w(3,1,2} Q2 —(a1 + ag)

Fuente: elaboracion propia.
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Los elementos del grupo de Weyl consisten entonces de dos rotaciones de 120
grados en contra y a favor de las manecillas del reloj, el elemento identidad y tres
reflexiones bajo la linea perpendicular a aq, as y oy + ao; al igual que la simetria de

un triangulo equildtero mostrado en el primero de los capitulos.

La representacion grafica de las raices y de los elementos integrales dominantes
descritos previamente se muestran en la figura [3] con la base usual H; y H, relativas

al grupo invariante de Weyl.

Figura 3. Raices y elementos integrales para si(3;C)

Raices ——
Elementos Integrales Dominantes

\

Fuente: elaboraciéon propia.
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3.4.5. Diagrama de Pesos

Con el fin de poder hacer el Diagrama de Pesos correspondiente a una represen-
tacion irreducible de si(3;C), es necesario definir la regiéon convexa de un conjunto
de puntos o vectores. Al suponer que vy, ...,v, es una coleccion finita de vectores
en V', entonces la region convexa asociada a estos vectores es el conjunto de todos
los vectores que pueden ser expresados como una combinacion lineal de vy, ..., vy,;
donde las constantes de la expansién son numeros reales mayores o iguales a 0, tal

que su suma es la unidad.

Si se supone ahora que ¢ es una representacion irreducible de si(3;C) cuyo
peso maximo es fg. Entonces, un elemento p € h serd un peso para la representacion

¢ siy solo si:

e 1 estd en la region convexa de la érbita generada por py bajo el grupo de Weyl

e [ip — it puede ser escrita como una combinaciéon lineal de a; y s con coeficientes

enteros

La primera de las restricciones implica que al rotar el peso maximo de la repre-
sentacion, generard una orbita cerrada a trazos (un poligono); por lo que todo peso

it debe estar dentro de este poligono.

Solo existen tres diferentes poligonos generados al rotar los pesos de una repre-
sentacion irreducible de si(3; C), estos son: un hexagono, un tridangulo equilatero o

un punto ﬂ

1'Un punto no es un poligono, sino un elemento sin dimensién.
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El hexagono surge al aplicar los seis diferentes elementos del grupo de Weyl
sobre un peso que no se encuentre en la frontera de los elementos integrales domi-

nantes.

El tridangulo equilétero resulta precisamente cuando un peso se encuentra en
esta frontera, ya que sera invariante, ya sea ante la reflexion de la linea perpendicular

a a1 0 (g, eliminando asi 3 de los puntos que generaria un hexagono.

Finalmente, el punto es el caso especial cuando el peso méaximo es 1o = (0,0),
el cual se localiza en el origen y al aplicarse cualquier elemento de rotacién asociado

el grupo de Weyl, permanecera invariante.

Por su lado, la multiplicidad de los pesos esta directamente relacionada con
la forma del poligono generado por estos. La frontera exterior de ambos tendra
multiplicidad 1; sin embargo, para un hexégono, mientras se vaya avanzando por

capas hacia el interior de este, la multiplicidad aumentara en una unidad.

En el caso de los tridangulos, la multiplicidad seré la misma para sus capas
interiores que para su frontera. En caso de que un tridngulo se encuentre dentro de un
hexagono, este estabilizara el aumento proveniente de las capas externas hexagonales,

manteniendo constante el interior.

3.4.5.1. Peso maximo (1,1)

El objetivo es determinar los posibles pesos de la representacion con peso maxi-
mo p = (1,1) y ver si satisfacen las dos condiciones dadas. Estos célculos se resumen
en la tabla [Ix]
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Tabla I1X.

Posibles pesos para la representacion (1,1)

po | po—p | aay+bay
(0,0) | (1,1) a1+ ap
(1,0) | (0,1) |1/3a;+2/3ay
(0,1) | (1,0) |2/3aq + 1/3

Fuente: elaboracion propia.

De estos resultados se observa que tnicamente p = (0,0) cumple con los requi-

sitos para ser un peso de la representacion con peso maximo p = (1, 1); los restantes

no enumerados en la tabla, ya se encuentran fuera de la region conexa generada por

to. Su diagrama, luego de aplicar los seis elementos del grupo de Weyl se muestra

en la figura [4]

Figura 4.

Diagrama de pesos para py = (1,1)

T
Pesos  +

Fuente: elaboracion propia.
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Donde los elementos del hexagono exterior poseen multiplicidad 1, y el peso del
central es de multiplicidad 2. La dimension de esta representacion es 8, de acuerdo

al teorema 7 de las representaciones irreducibles de sl(3;C).

3.4.5.2. Peso maximo (3,0)

Al igual que para el caso anterior, la tabla [X| resume los posibles pesos para la

representacion con peso maximo (3, 0).

Tabla X. Posibles pesos para la representaciéon (3,0)

H Ho — [ aa; + bay
(0,0) | (3,0) 201 + ap
(1,0) | (2,0) | 4/3a; +2/3ay
(0,1) | (3,=1) | 5/3a; + 1/3as
(1,1)
(2,0)

(2, —1) (05}
(1,0) | 2/3c1 + 1/30a3

Fuente: elaboracion propia.

Por lo que, los pesos de la representacion, ademés del maximo son (0,0) y (1,1).
La figura |5 muestra estos pesos junto con el efecto surgido en estos al aplicarse el

grupo de Weyl.

La dimension de esta representacion es 10 y cada peso es de multiplicidad 1.
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Figura 5. Diagrama de pesos para py = (3,0)

T
Pesos +

Fuente: elaboraciéon propia.

3.4.6. Pesos producto tensorial

Si se tienen dos representaciones irreducibles ¢y, ¢o de SU(3) y se conocen
los pesos correspondientes a cada una. La pregunta ahora es saber como estan re-
lacionados los pesos de una representacion de un producto tensorial de estas dos
representaciones irreducibles. La ecuaciéon revela como acttia un operador sobre
este nuevo espacio en términos de los operadores sobre cada uno de los espacios

vectoriales originales.

Al suponer que v; es un vector peso de ¢; en Vi, con peso (p1,q1); y que vy es
un vector de peso de ¢, en V5 con peso (p2, ¢2); entonces el vector v = v; ® vy en el
espacio vectorial V; ® V5 tiene un peso:
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d(Hi)v = ¢1(Hy)vn @ va 4+ v1 @ o Hy)vo
= p1U1 X V2 + V1 & y2X%)
= (p1+p2) (11 ®vg)

p(Hi)v = (p1+p2)v

Igualmente para ¢(Hsz)v = (q1 + g2)v. Es decir, el peso en una representacion

de producto tensorial es la suma de los pesos de las representaciones inviduales.
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4. DIAGRAMAS DE YOUNG

4.1. Grupo simétrico

Las representaciones irreducibles del grupo simétrico se abarcan, especialmente,
por su estrecha relacion con todos los grupos de dimension finita; tal y como fue
demostrado en los capitulos anteriores en donde todo grupo de orden n es isomorfo

a un subgrupo de S,,.

Ademas, es de vital importancia en el préoximo capitulo, ya que la simetria
englobada en el grupo simétrico es fundamental para caracterizar sistemas fisicos

bajo un intercambio de particulas idénticas.

Los diagramas de Young son una herramienta sencilla para identificar estas
representaciones irreducibles del grupo simétrico, y ademés, un arma para determinar
sus propiedades como la dimensionalidad. Ya que el niimero de distintos diagramas
de Young para cualquier n es igual al ntiimero de clases conjugadas y al numero de

representaciones irreducibles de 5,,.

4.1.1. Particién y Diagramas de Young

Una particion A = {Ay, Ay, ..., A} del entero n es una secuencia de enteros

positivos \; tal que:

Ai > i1
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Un diagrama de Young para el grupo simétrico es una representacion grafica
de una particién, con n cajas y r filas; y con cada fila correspondiente a \; cajas. Los

siguientes ejemplos paran = 1, 2, 3, 4 y 5 se muestra en la tabla [X1]

4.1.2. Tablas de Young

Las tablas de Young se clasifican de tres tipos: general, normal y estandar.

e Una tabla general de Young consiste en llenar cada caja de un diagrama de Young
con los nimeros 1,2, ...,n en cualquier orden; mientras sean utilizados una tnica

vez. Por ejemplo:

e Una tabla normal de Young consiste en llenar cada caja de un diagrama de Young
con los nameros 1,2, ...,n de manera ascendente, de izquierda a derecha y de las

filas superiores a las inferiores. Por ejemplo:

—
[\
w

e La tabla estandar por su parte, consiste en llenar cada caja de un diagrama de

Young con los nimeros 1,2,...,n con la restriccion de que los ntimeros deben
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Tabla XI.

Particion para los primeros 5 enteros

n—1
Particion {1}
Diagrama [ ]
n—2
Particion {2} {1,1}
Diagrama, [ 1] H
n-=3
Particion (3) 2.1} (1,1,1}
Diagrama | [ [ | | | ﬂ
n—4
Particion (4} 3,1} 2,2} | {2.1.1} | {1,1,1,1}
|
Diagrama | [ | | | B N
n—>s
Particion (5} 4,1} 3,2} | 3,11} | {2,2,1)
[ ]
Dingrama | [ [ [ [ [ ]| N
Particion | {2,1,1,1} | {1,1,1,1,1}
|
Diagrama —

Fuente: elaboracion propia.
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aumentar de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo; no necesariamente en
orden. Notese que toda tabla normal de Young es, ademés una tabla estandar de

Young. Por ejemplo:

Se denota como ©) a una particion A especifica de n, con los ntimeros dentro de
las cajas en algin orden establecido. Cualquier otra combinaciéon de estos niimeros
dentro de las cajas de la tabla de Young puede ser obtenido permutéandolos con el

elemento p, que aplicado sobre el arreglo inicial se escribe como p©, = ©4.

4.1.3. Dimensiéon de la representacion

Para poder determinar la dimensiéon de una representaciéon de un grupo simé-
trico por medio de un diagrama de Young, es necesario establecer la regla de los
ganchos, en la que a cada caja del diagrama (¢;), se le asocia una longitud del gan-
cho (I;) de la siguiente manera: [; = ntimero de cajas a la derecha + ntimero de cajas

debajo +1.

La dimensiéon de una representacion de una particion de n dada por un diagrama

de Young D viene dada por:

(4.1)

Por ejemplo, para la particion de n = 4 dada por {2, 1, 1}, la tabla de Young

asociada es:
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De donde la dimensiéon de esta particion es:

4

dimD = ——  —
m 1-1-2-1

3

4.1.4. Operadores de Young

El fin de definir los operadores de Young consiste en encontrar una representa-
cion para el grupo S,. Esto se logra esquematizando los diagramas de Young para
una particiéon de n y con ello encontrando una base del espacio vectorial sobre la
cual actia la representacion de S,,. Mediante la aplicacion de los elementos del gru-
po sobre este operador, es posible encontrar las componentes restantes de la base y

a su vez una representacion para el grupo.

Teniendo como referencia una tabla de Young ©%, una permutacion horizontal
hY se define como aquella que deja invariante los nimeros que aparecen en una fila
especifica. Del mi d tacic tical vf 11 junt

pecifica. Del mismo modo, una permutacioén vertical vy es aquella cuyo conjunto

de ntimeros que aparecen en una columna especifica permanece inalterada.

Se definen los operadores simetrizador s}, antisimetrizador af y el operador de

Young Y} de la siguiente manera:

sk = E hY  la suma es sobre las permutaciones horizontales
h

al = E (—1)°0% la suma es sobre las permutaciones verticales

v
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YV = shal = g E (—1)?A50Y  suma sobre ambas permutaciones
h v

Por ejemplo, consideremos el grupo Ss : {e, (12)}, equivalente al definido en la
tabla de Cayley del cuadro Evidentemente para n = 2, las tnicas dos particiones

corresponden a {2}, {1,1}; cuyos diagramas de Young respectivamente son:

==3%

Para la tabla de Young ©; :|1]2], se nota que las permutaciones horizontales
estan compuestas por h; : {e, (12)}; mientras que la inica permutacion vertical es
para el elemento identidad v, : {e}. Construyendo el operador simetrizador y antisi-

metrizador se obtiene:

s1 = e+ (12)

a; = e
Por lo que el operador de Young es:
Yi = s1a41 = e+ (12)

Se nota ademéas que:

Y, =(12)Y, =Y,

La cual corresponde a la representacion trival U;(g) = 1,Vg € G. Por su parte,
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para la tabla de Young O, : , hy : {e} y va : {e,(12)}. Por lo que:

S9 = €
as = e—(12)
Yo = e—(12)
En este caso se nota que:
Yo = Y
(12)Y; = Y

Que corresponde a la representacion e — 1y (12) — —1. En resumen, se han
encontrado dos representaciones (irreducibles) U, de orden 1 para S, las cuales se

muestran en detalle en la tabla XTIl

Tabla XII. Representaciones irreducibles para 5
wle (12)
1|1 1
211 -1

Fuente: elaboraciéon propia.

4.2. Grupo SU(3)

El uso de los diagramas de Young, también facilitan la representacion irredu-
cible de los grupos SU(n); diagramas en los que se encierran las propiedades bésicas
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de la representacion, por ejemplo, el peso maximo y su dimension.

Para dibujar los diagramas de Young en el caso de SU(n) se abstraen muchas
de las ideas de la representacion del grupo simétrico S,,, y se procede de la siguiente

manera:

e Si hay r cajas en una fila, en la fila siguiente habran como méximo r cajas

e Para SU(n) habran como maximo n filas en total en el diagrama. Las horizontales

relacionadas a la simetrizacion, y las verticales con la antisimetrizacion

e Para SU(3), la representacion con peso maximo (p, q) significa que la primer fila
tendré p cajas més que la segunda, y la segunda fila tendra g cajas mas que la

tercera

e La dimension de la representacion esta implicita en el diagrama. De manera general
para SU(n), se escribira el valor de n en la primer caja del diagrama; las restantes
cajas se llenaran de manera que el nimero ir4 aumentando de izquierda a derecha,
e ird disminuyendo de arriba hacia abajo. La dimension de la representacion esta
dada por el producto de todos los ntimeros en las cajas divido el producto de la
longitud de los ganchos. Una ecuaciéon muy similar a la definida en el caso del

grupo simeétrico

En la tabla se resumen algunos ejemplos. La linea horizontal sobre la di-
mension de una representacion hace referencia a la antisimetria, diferenciando asi a
las representaciones que permutan los ntimeros p y ¢ aunque compartan la dimen-
sionalidad. Cabe resaltar ademas, que la dimension de la representaciéon obtenida de

esta manera por los diagramas de Young coincide exactamente con la presentada en
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el teorema 7 de la representacion irreducible de sl(3;C).

Tabla XI11. Ejemplos de diagramas Young para SU(3)
Peso maximo | Diagrama de Young Dimension
3
| [2]

(0,0) L 824 =1
(1.0) ! 5 _3
L3
(0,1) L L2] 32-3
(2,0) L1, 24 ¢

| 13]4]5]
(1,2) , 1213 ey =15
| 1 13]4]5/6]
2,2) , 1213 S =27
(3.0) HEEREIH 245 _
| 1314]5]
(2,1) — g =15

Fuente: elaboracion propia.

4.2.1. Producto tensorial de representaciones

Del producto tensorial de dos representaciones irreducibles en dos espacios vec-
toriales U, V' se obtiene una representacion en el espacio U x V. Esta representacion
no es irreducible, y por tanto puede ser escrita como la suma directa de represen-
taciones irreducibles. Los diagramas de Young facilitan grandemente el calculo de

estas representaciones irreducibles como su dimensionalidad.
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Suponiendo que se requiere encontrar el producto entre la representacion (1,1)
consigo misma. Primero se escriben los diagramas de Young de cada una, diferen-
ciandolas de manera que el segundo diagrama posea alguna caracteristica en comin

para cada fila (en este caso el segundo se llenara con las letras a y b).

(L) ®(1,1) =€ clglala]

Seguidamente se debe agregar la primera fila (la de d’s) en el primer diagrama
de todas las maneras posibles siempre y cuando generen un diagrama de Young va-

lido y no se repita més de una a en la misma columna.

clal
D

clel cc\a\a\@cca\

— 5P

‘@‘QQ
e ]o]a
)

Después se debe proceder de la misma manera con la siguiente fila (la de 's),
pero con la restriccion de que leyendo en diagonal desde la esquina superior derecha

del diagrama, el numero de a’s debe ser mayor o igual al nimero de b's.

cc\®aa\_ ccaa@ccaa clcla
= c ©® ©®
] b clb n clalb
cca\ c?a\ cle
cla Dlc|b Dlcla
b La alb
[ 1]
o 1] - P ® ®
| |
&5 &5

Que puede ser escrito nuevamente en términos de los pesos maximos o de la

84



dimensionalidad como se muestra a continuacion:

(L) ®(1,1) = (2,2)® 3,009 (0,3)® (1,1) @ (1,1) & (0,0)

88 = 270100100 8@8ad 1

Otro producto interesante de calcular, y que serda fundamental para entender

Un triple producto como era de esperar, consiste realizar primero el producto

la estructura de los mesones es el (1,0) ® (0,1).

3 _[o]eel_|cla
3@3_®—b ®

=[=]o]
I

de dos de ellos, y posteriormente aplicar la propiedad asociativa con el tercero. Por

ejemplo:

333 = (33)®3
= (e[ )e[]

- [Emel)ec

- [seHe]
- [Tl He @@

3®3I®3 = 100881
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4.3. Grupo SU(2)

Similar al caso de SU(3), una representacion de SU(2) puede caracterizarse
por un unico parametro o (peso méximo de la representacion), la cual corresponde
a una representacion de dimension (o + 1). Como en una representacion de SU(n)
habran como maximo n filas en el diagrama de Young, el célculo de la reducibilidad
del producto tensorial de dos representaciones irreducibles suele ser aiin més sencillo
y se siguen exactamente las mismas reglas explicadas en el caso de SU(3), y en donde
el namero (o) representa cuéntas cajas de mas hay en la primer fila con respecto de

la segunda.

Si se considera una representacion de SU(2) dada por (1) con dimension 2 (en
el proximo capitulo sera escencial para comprender un sistema de dos espines), se
puede descomponer el producto de esta representacion consigo misma de la siguiente

manera.:

202 = [a|®[b]
- [al8)e ]

- g

202 = 391

Atn mas, se puede explorar qué se obtiene un tercer producto tensorial:

202Q2 = (Dj@H)@D
_ Dj@D@H@D

- e

20202 = 40242
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5. APLICACIONES A LA FiISICA

5.1. Momento angular

El momento angular es una magnitud fundamental en la descripcion de los
fenémenos en las diveras ramas de la fisica. Desde la mecanica cuantica, pasando
por la mecanica clésica y hasta la mecanica relativista. Especificamente en la me-
canica cuantica, la manera de tener evidencia del momento angular es por medio
de operadores que representan el acto de hacer una mediciéon sobre un sistema es-

pecifico; estos operadores estan relacionados estrechamente con las matrices de Pauli:

01

[ (51)
10
0 —

oy = (5.2)
v 0
1 0

03 = (53)
0 —1

Las cuales pueden ser escritas como una combinacién lineal del espacio genera-
do por los operadores del algebra de Lie del grupo su(2) (ver cuadro[Vl). o1 = X +V,
0y = —iX + 1Y, 03 = H. Estas matrices son hermiticas y poseen la siguiente regla

de conmutacion:

[O’Z', O'j] = 2i€ijkak
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Se define T; = %ioi, de tal manera que estas nuevas matrices obedezcan la
misma regla de conmutacion sin la constante 2:. Estas matrices junto a la matriz
identidad forman una base para las matrices hermiticas 2 x 2; por lo que en mecénica
cuantica todo operador que represente un observable sobre un espacio Hilbert bidi-
mensional puede ser escrito como una combinaciéon lineal de las matrices de Pauli.

Las matrices T; ademés forman por si mismas una base para su(2;C).

Los operadores de momento angular L = (Lq, Lg, L3) en mecanica cuantica

siguen la misma regla de conmutacion que las matrices de Pauli:

Solo difiriendo en la constante de Planck (&), cuya mangnitud puede ser esta-
blecida como la unidad en el sistema natural de unidades. Si ¢ es una representacion

irreducible de su(2; C) sobre un espacio vectorial V', se definen los elementos:

Js = ip(T3)

Jy = 7 (o(T1) + i6(T2))

De manera que J; representa el operador de momento angular sobre un eje
arbitrario (por ejemplo el eje z), y J1 los operadores tipo escalera que aumentan o
disminuyen el momento angular sobre este eje en una unidad como se vera a continua-
cion. Estos elementos de su(2; C) como era de esperar, también siguen las siguientes

reglas de conmutacion:

[J3,Je] = +Ji (5.5)
(i, J-] = Js (5.6)
88



Ya que J3 es un operador hermitico, posee un valor propio A € R al cual le
corresponde un vector propio |\) sobre V| equivalente a hacer la medicion sobre el
momento angular de una particula sobre el eje z y obtener un resultado. De las re-

laciones previas de conmutacion se tiene que:

[J5, L] |A) = £J|A)
Jode|A) = Jids|A) £ J|A)
T |A) = (AE1)JL[N)

Es decir, si J1 |A) no es el vector nulo, entonces es de nuevo un vector propio
de J3 con valor propio (A=£1), confirmando la hipétesis previa sobre el operador tipo
escalera. Méas aiin, si se supone que la relaciéon siguiente es valida para un ntmero

entero n:

[J5, JL] = £nJ} (5.7)

La cual se puede demostrar por induccion:

[J5, JIT = JJitt = Jits
= S J0Je — JiJ}Js
= (nJp 4 LT3 Ty — Jo s
= nJP + I T — JEJLds
= nJ{ 4+ T (T3 — JiJs)
= P+ JE [ Js, Ji]
= (n+1)J"
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Entonces si J} |A) no es el vector nulo, también es un vector propio de J3 con

valor propio (A +n).

JaJi|A) = (A£n)JE[A)

En la teoria de la representacion irreducible del grupo su(2;C) del tercer capi-
tulo se demostréd que estos vectores propios son linealmente independientes y forman
un espacio vectorial de dimension finita, y que existe un vector propio maximo tal
que al aplicarle el operador escalera que asciende su valor propio, lo vuelve el vector

nulo.

Se denota a este vector como |j, j), con valor propio j, entonces:

‘]-‘r ’j?j) =0

Estos vectores, también tendran un limite inferior, ya que al aplicar el operador
J_ sobre el vector maximo repetidamente, eventualmente se obtendra un vector

minimo, al volver a aplicar J_ el vector se transformaré en el vector nulo.

Si k es el niimero de veces que se puede aplicar el operador J_ sobre |7, j) antes

de volverlo el vector nulo, entonces:

) = JE15,5) #10)  J- |ve) =0) (5.8)
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Si se define a |¢;) = JL |4, j), entonces:

Ji ) = JiJb 7,9
= (JoJ )N 5)
= ([JpJ] = J-J )T 5, 5)
= (Jy+ J_J0)JNG, )
— TG+ T T T G )

= (= =1)J 5 0) + I T TG )
Al ultimo término puede aplicarse el mismo razonamiento, de manera que:

J T JTH G =TT T ()2 5 5)
— ([, T+ T T2 )
= J (Jy+ J_J)(J )25, 5)
= J[(G = =225, 5) + 2T ()2 5, 4)
= [G—==2)T7 15, 5) + 2T (T2 5, 9)

El método puede seguir reproduciéndose [ veces antes de obtener el vector nulo.

Por lo que en general:

Tely = 30— (= k) o)

= <Z(j—l)+2k> |th1-1)
S CRUEE o [



Para conocer qué relacion existe entre el valor propio maximo j y el nimero de
veces k que se puede aplicar el operador J_ sobre el vector propio maximo, en vista

de la ecuaciéon considérese:

0 = JyJ_ )
= ([T, Jo] + J_J4) [
= (Js+ J_Jy) [g)
1

= G-+ I (G = 50- 1)) I

= (kG — 50— 1) )

0 = S0+ 1)~ ) )

Como k € N, se sigue que 27 = k. Es decir, el nimero de vectores propios,
ademés de |7, j) es de 2j. El ntimero de estados que expanden V' es entonces 2j + 1,
que fisicamente se interpreta como la degeneracion de un estado cuyo momento

angular total es j.

5.1.1. Estados normalizados

El objetivo es escribir estados |j,m) cuya norma sea 1, en lugar de estados
arbitrarios [1;,,). Aca la m representa el valor propio del estado |¢/;) cuyo valor propio
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maximo era j antes de aplicarsele J_ un nimero [ de veces; es decir: m = j — [, y

puede tomar los valores j,j —1,...,—(j — 1), —7.

En vista de que las matrices T} para ¢ = 1, 2, 3 son antihermiticas, entonces los

operadores adjuntos de J3 y Ji son de la siguiente forma:
Ji=Js JL=J.

La norma de un estado |¢;) se puede escribir en términos de la norma de su

estado superior encontrando el bra correspondiente al ket J [;):

Tl < (] J}
— (Y] J-

(Y]

Ya que J |¢y) = é(Zj — 1+ 1) |1h_1), entonces el producto de este ket con su

respectivo bra es:

)
(Wl JLTL [n) = <¢z—1|§(23'—l+1)|¢1—1>

(Wil ) = é(2j — 1+ 1) (Y| 1)

De manera analoga se encuentra que:

(-1
2

(V1| Yia) = (27 = (I =1) + 1) (12| Y1-2)

Que se puede generalizar asi:
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Usl))

(Vi—i| i) = 5

(25 = (=i =1) (Yrmia] Yi-io1)

Por lo que la norma del estado |1;) suponiendo que el estado maximo ya esté

normalizado es:

-1

(Wil ) = | (l;i)(%_(l_i_l))
R R () NRNCY I (R )
_ (l)(l_;l>"'<1)(2j_(l—l))...(Qj—l)(Qj)
= L)1) (2 (- 1)
CNEHEI-1D). 2 (=12 D). ()
9 25— D(2j—(1+1)...(2)1)
)
]

El estado normalizado es entonces:

20(25 — 1)

‘]’m> =

Los tres operadores de interés (.J3, J1) sobre este estado son de vital importancia
para componer estados superiores o inferiores de momento angular, los cuales acttian

de forma que:

Js|j,m) = m|j,m) (5.10)
Ry (LD (R E S (511)
J_|jym) = J“*m%‘m+DMm—w (5.12)
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Para demostrar estas relaciones se utilizan las relaciones ya desarrolladas. Se

ejemplifica el caso de J,, los otros dos son anélogos:

Jy Ua m> = Jy |¢l

e a)
- e ()
SV ECEER P

Jo = ljm) - \/(j—m)(j2~|—m+1

)
(25 =1+ 1) [¢r1)

1

V (] )
1

(| )

(2j—1+1)|j,m+1)
)

lj,m+ 1)

Por ejemplo, si se considera un estado cuyo momento angular es j = 2. Enton-

ces, aplicando J_ sobre |2,2) sucesivamente se obtiene:

= V2[2,1)
= V6/2,0)
= 3V2[2,-1)
= 62,-2)

J_12,2)
J%2,2)
J312,2)
)

J42,2

Las potencias mayores se anulan. Estos vectores son una base para el espacio

de dimensién 25 + 1 = 5.

Otro operador de gran importancia en la teorfa del momento angular J? =
% (J2+ J.J_+ J_J.). El cual es un operador casimir (conmuta con todos los ope-

radores restantes) y es hermitico, por lo que representa un observable del sistema.

95



Este observable esta relacionado con el momento angular total del sistema, y
junto al momento angular en el eje z (J3) forman los observables fundamentales de
todo sistema cuantico relacionados al momento angular. La accién de este operador

sobre el estado |7, m) en el sistema natural de unidades es:

T2 |j,m) =50 + 1) [5,m) (5.13)

5.1.2. Adicién momento angular

La adicién de momento angular es un fenémeno bastante sencillo en la mecanica
clasica; sin embargo, debido a la imposibilidad de conocer todas las componentes del
momento angular de un sistema cuantico, hace imposible realizar tal adicion de la

manera tradicional.

Las particulas, ademas de su momento angular debido a su traslacion, poseen
una propiedad intrinseca llamada espin (S), cuyos propiedades de sus operadores
son totalmente analogas a las del momento angular tradicional. Esta propiedad de
las particulas elementales fue confirmada inicialmente por el famoso experimento de
Stern-Gerlach, en el que ademés de demostrar los principios basicos de la mecénica
cuéntica sobre la imposibilidad de determinar totalmente el estado de un sistema,
se demostro que los atomos de plata atravesando un campo magnético en lugar de
crear un patron continuo de dispersion como predeceria la mecanica clasica, creaban

un patréon discreto de tnicamente dos estados posibles.

Por tanto, si se supone que una particula posee un momento angular (L) y un

espin (5), entonces tendra un momento angular total (J):

J=L+S (5.14)
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De nuevo, la incapacidad de hacer una suma vectorial conlleva a replantearse

la manera de realizar tal adicion.

Considérense dos representaciones irreducibles ¢, ¢o de su(2;C) sobre V; y V5
respectivamente. De manera general el producto de los vectores |j1, m1) ® |j2,mo) en
V = Vi ® V5 es reducible, por lo que el objetivo es conocer qué forma tienen estos

estados en una representacion irreducible.

Por ejemplo, sea |1) el estado de una particula con espin % La dimensiéon de
este espacio es 2(%) + 1 = 2, el cual corresponde a los dos posibles orientaciones del
espin :i:%. Los espacios vectoriales de la representacion irreducible de estos estados

se puede realizar con base en la ecuaciéon de la siguiente manera:

22 = VoW

1

= @ Vif1-2j
§=0

= Vad V)

= 3d1

Ya que la dimension es 2, el diagrama de Young que representa estos estados

es simplemente D El producto tensorial de estos estados es:

(el - (e

El primero de estos resultados representa los estados totalmente simétricos
ante el intercambio de las particulas, mientras el segundo representa los estados to-

talmente antisimétricos con respecto a esta permutacién. La dimension calculada
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para cada uno de los diagramas de Young previos resultan ser 3 y 1 respectivamente;
exactamente lo mismo que se habia encontrado en la descomposicion de los espacios

vectoriales. Estos estados en la representacion irreducible son:

1

(1] = M+1th+ 7%

1
H = (1) )

(It + 1)

Mas aun, agregando una tercer particula, los espacios vectoriales se descompo-

nen asi:

2022 = (M1eW)eW
= Wel)eW
= heVieV,eW
1 0
= @ V3 o5 @ @ Vioj
j=0 j=0
= zeVieWw

= 40202

Mientras que la descomposiciéon con los diagramas de Young correspondientes

es:

Os0e0 = ((TeH)O
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El primero de estos es totalmente simétrico ante el intercambio de dos de las
particulas y dejando inalterada una tercera. Los otros dos restantes tienen simetria

mezclada. Los estados correspondientes en la representacion irreducible son:

CT T = )+ 1)+ 1) + 1)
= e —

= -

Es clara la antisimetria al intercambiar la primer y segunda particula en el
pentultimo estado, asi como también en el intercambio entre la segunda y la tercera
en el dltimo. Ademas existe un estado antisimétrico al intercambiar la primer y
tercer particula, el cual es: [T1]) — [}11). Sin embargo, este estado es linealmente

dependiente de los dos anteriores, por lo que no representa un nuevo espacio vectorial.

Por otro lado, en el capitulo 2 de mostré que un operador ¢ = ¢; ® ¢ en V'
es: ¢ = ¢1 @ I + I ® ¢9; mientras en el capitulo 3 se vio como los valores propios de
esta representacion es simplemente la suma de las representaciones individuales. Los

operadores J3, J4 sobre V son definidos entonces como:

J3 = LI +1®J; (5.15)

Je = JLol+1I®Js (5.16)

Estos operadores satisfacen también, las mismas reglas de conmutacion que los
operadores sobre V; y V5. El vector de maximo peso sobre V' sera aquel relacionado
con |j1,71) ® |ja2, J2) = |71 + J2, 71 + J2) v la dimension de V' es igual al producto de
las dimensiones de Vi y Va: dimV = (dimV})(dimVa) = (251 + 1)(2j2 + 1).
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Los estados de menor peso [j; + j2, j1 + jo — k) para algin k > 0 pueden ser

escritos de diferentes formas, ya que:

1+ 2,01+ J2a— k) = |j1, 51— k) @ |2, j2)

= jui—k+1)®|j2,52 — 1)

j, 01— 1) ® |j2, 52 — K+ 1)

= |j1,J1) ® |jo, j2o — k)

Este niimero de formas con base en el desarrollo anterior es claramente k + 1.
Siempre y cuando al restar k£ de j; y jo no rebase los limites inferiores —j; v —7s,
respetando asi los posibles valores que puede tomar la componente del momento
angular en el eje z de cada representacion. Esto impone entonces otra restriccion

adicional: k < 2min(ji,j2) = (j1 + J2) — |71 — Jal-

Por ejemplo, un electréon en el 4&tomo de hidrégeno se encuentra en un estado

de momento angular orbital |2, —1), y a la vez se mide que el estado de su espin es

%, %> La pregunta es saber qué posibles valores de J? pueden ser medidos y con qué
probabilidad.
Se nota primero que hay dos posibles valores para el estado ligado: 2 + % = g y

2— % = % con dimensiones 6 y 4 respectivamente. Se comienza con el estado }%, %>, el

cual proviene de la representacion de los siguientes estados estados con peso méaximo:

55 11
R S L) -z
‘2,2> !,>®‘2,2>

Para conocer la representacion irreducible de los estados de menor peso se pro-
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cede a aplicar el operador J_ a ambos lados sucesivamente, obteniendo los siguientes

estados:
"
5 3 4 11 1 1 1
S Y e DI Y 12,9 @ |5, -
5 2) \/;1,>®2,2>+\@,>®2, )
»
51 3 11 2 1 1
2=V =4/2)2 e R ne|s =
2,2> \/;| ,o>®2,2>+\/gr,>®2, 2>
P
5 1 2 11 3 1 1
O (Y e D T ) e 212 Sz 1
2-3) Ve >®]2,2>+\/;|,0>®\27 ;) G
J4
5 3 1 11 4 1 1
S Y e D 1) s Z2 e, -
2-3) i >®]2,2>+\/;|, o [3-3)
»

Por su parte el estado }%, %> deberia ser una combinacién lineal de los estados

que cuya suma de los pesos sea g; estos son:

3 3 1 1 11
SV = 2,2)® |-, —= 2,1)®|=, =
‘272> Cl| ) >®‘27 2>+Cl| ) >®‘2a2>

Si se aplica el operador J, a ambos lados, el lado izquierdo se anula y se obtiene
la relacién de ¢; = —2¢y entre los coeficientes. Junto a la condicién de normalizacién
¢ + c2 = 1, soluciona el sistema de ecuaciones y el tltimo estado entonces puede ser

escrito como:

33 1 1 1 1 11

Sy =y /2229 ® s, -2 21 ®|=, =

'2’2> \/;|’>®’2’ 2>+\/;|’>®‘2’2>
01
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Aplicando nuevamente J_ sucesivamente a ambos lados de la ecuacion se ob-

tiene:
"
31 3 1 1 2 11
S S D R =] 212 b
23) \/;|,>®\2, 2>+\f5|,0>®'2,2>
2
3 1 2 1 1 3 11
SN = /2 R S (D T 1) s 1
) /2 Vol5-3) Ve olpg) 61
JS

3 3 1 11 1 11
S QY B N ) F= QY b S\ e
‘2’ 2> \/;|’ >®’2’ 2> \[5|’ >®‘2’2>

Especificamente, las ecuaciones y poseen los estados iniciales del pro-
blema. Multiplicando la primera de estas ecuaciones por %, la segunda por \/g y

haciendo la resta entre ambas se obtiene:

11 215 1 313 1
2, 1)@=, =y =4/2 |2, ==Y =4 /2|2, -2 1
21w 505) \/;\2 ;) \/;]2 ;) (519)

Los coeficientes que acompanan a los estados de la derecha son los coeficientes

de Clebsch-Gordan, cuyos cuadrados son la probabilidad de que el estado sea medido.

Asi que combinando estos estados del electron en el 4tomo de hidrogeno, se
puede asegurar de que existe % de probabilidad de que al medir J? se obtenga un

valor de 5 (2 4+ 1) h? y 2 de probabilidad de medir 2 (2 + 1) A2

Debido a su gran importancia, los coeficientes de Clebsch-Gordan suelen estar
tabulados para todos los valores posibles de L, S y sus respectivos proyecciones
sobre el eje z. Estos coeficientes trabajan también en sentido inverso; es decir, aca se

presentaron como los coeficientes que acompanan a los estados ligados que generan
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a la combinacion de dos estados aislados, como en la ecuacion [5.19] Sin embargo, los
coeficientes de la descomposicion de un estado ligado como una combinacion lineal
de los estados aislados, también son coeficientes de Clebsch-Gordan, y sus cuadrados
representan la probabilidad de que el estado ligado haya sido obtenido a partir de esos
estados individuales, como en la ecuacion 0[5.18 La lectura de los coeficientes

en las tablas es indiferente si se trata de uno u otro caso.

5.2. Modelo del Quark

El 1947 supuso una revolucion importante para la fisica de particulas. Casi
una década antes Yukawa habia predecido la existencia de particulas a las que lla-
mo6 mesones (middle weight) debido a su masa intermedia entre los protones y los
electrones, particulas conocidas hasta el momento; sin embargo, los esfuerzos por
encontrarla experimentalmente, solo terminé entre otras cosas con el descubrimiento

del muén, una particula que no correspondia con el meséon de Yukawa.

Fue durante experimentos llevados a cabo en la Universidad de Bristol en In-
glaterra, que se logré medir, por primera vez, unas particulas con las propiedades
predecidas por Yukawa con tres diferentes cargas eléctricas, las cuales recibieron el
nombre de Pion (7%, 7).

Posterior a estas, el nimero de particulas mas pesadas iban siendo descubiertas
constantemente durante experimentos con mas altas energias. Fue tan grande el
nimero de nuevas particulas, cada una con sus propias propiedades que los fisicos
de la época le llamaron el gran zoologico de particulas extranas, al desconocer su

origen.
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Ademés, resultaba un problema ver céomo el tiempo de produccion y de de-
caimiento para muchas de estas no coincidia en el orden de magnitud. Gell-Mann
y Nishijima, independientemente propusieron en nuevo nimero cuéntico para poder

solventar el problema: la extraneza.

Un ntmero entero que es conservado en las interacciones de la fuerza fuerte y
la electromagnética, mas no en la fuerza débil. Explicando entonces por qué, aunque
el método de produccion de algunas de estas particulas puede llevarse a cabo rapi-
damente por medio de la interacciéon fuerte, necesita un tiempo mayor para decaer

al tener que violar la conservacion de la extraneza por el camino de la fuerza débil.

Aun con la restriccion de la conservacion de la extrafieza en las interaccio-
nes fuerte y electromagnéticas, la teoria predecia interacciones que eran fisicamente

irreproducibles en el laboratorio.

Para solventar este problema, se propuso que a cada particula se le podia
asociar otro ntimero entero llamado nimero bariénico (B), el cual era conservado en
todas las interacciones. Lo que vino a solventar todos los problemas entre lo que se

sucedia fisicamente y lo que no.

Todas estas particulas (hoy llamadas hadrones), fueron clasificadas de acuerdo
a su extraneza (5), junto a su isospin (/), una componente de isospin (I3) y su
nimero bariénico (B); tal y como se muestra en la tabla[XIv] Alli se incluye ademés,
el término de hipercarga (Y'), definido como Y = B + S, donde B es el nimero

bariénico, y S la extrafnieza.
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Tabla X1V. Extraneza e isospin de hadrones

Hadrém | S I3 I |B|Y
ot 0| +1 | 1 [0]0
0 0 0 1 101]0
T 0 -1 1 010
n 0 0 000
Kt | +1|+1/2]1/2]0 |1
K | +1|-1/2{1/2]0 |1
K| -1 | +1/201/2)0]-1
K- | -1|-1/2]1/2|0 -1
p 0| +1/2]1/2|1]1
n 0| -1/21/2|1]1
L S T I I O A R )
50 1000 1 [1]0
DO S B | 1 [1]0
A 1] 0 0 | 1]0
=0 2 | +1/2(1/2)1 | -1
== | -2 -1/2 [1/2]1 |-1
AT 10 | +3/2]3/2] 1|1
At 0| +1/2]3/2|1]1
A? 0| -1/23/2|1]1
A~ 0]-3/213/2/1]1
Q 3|00 0 | 1]-2

Fuente: elaboracion propia.

El préoximo paso es encontrar un orden, o una estructura que permita explicar
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el arreglo regular de estas particulas. Similar al trabajo que hiciera Mendeleev con

la tabla periodica de los elementos en 1869.

5.2.1. El grupo SU(3)

En el capitulo 3 se desarrollaron las ideas de las representaciones irreducibles
del grupo SU(3). Fueron de vital importancia las matrices que se muestran a conti-
nuacion para desarrollar los pesos de una representacion, cuya dimensiéon podria ser

conocida en base al peso maximo:

1 0 0 00 0
H=10 -1 0| H=]01 0 (5.20)
0 0 0 00 —1

En este caso se enfocara la atencion a la representacion fundamental, aquella
dada por las matrices que forman una base para SU(3). Los vectores propios y
valores propios correspondientes a las matrices [5.20] se resumen en la tabla XV} y se
reagrupan de acuerdo a sus pesos en la misma tabla, aqui se le ha llamado u,d, s

arbitrariamente a estos tres vectores propios que seran el pilar en lo que sigue.
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Tabla xV. Valores y vectores propios de H,, H,

H, H, Arreglo de vectores

i V; i V; Peso  Vector peso
1 0 1
1 0 1 1 (1,0) u=1|o
0 0 0
0 0 0
-1 1 -1 0 (-1,1) d=1]1
0 1 0
0 1 0
0 0 0 0 (0-1) s=10
1 0 1

Fuente: elaboracion propia.

El peso méaximo de esta representacion es (1,0), a la que le corresponde una
dimension igual a 3. Antes de graficar estos pesos, cabe recordar que el producto
interno definido entre matrices, implicaba tener una base cuyos vectores unitarios

formaban un édngulo de 60 grados.

Se quiere por tanto transformar esta base a una nueva base cuyos vectores

unitarios sean ortogonales (la base usual), como se ve en la figura |§]

Las coordenadas se transforman de acuerdo a:

¥ = x+ycos(60°)
y = ysen(60°)
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Figura 6. Cambio de base

Fuente: elaboracién propia.

Por lo que los pesos en esta nueva base ortogonal son (1,0), (-3, */75), (-3, —\/75)
para u, d, s respectivamente. Finalmente, se hara una rotacion de 60 grados para es-

tos pesos de acuerdo a la matriz de rotaciéon antihoraria:

x cos(0) —sen(0) T

Yy’ sen(0)  cos(0) Y

De manera que se obtienen los pesos que se resumen en la tabla [XVI, y que se

grafican en la figura[7]

Tabla XVI. Pesos base ortogonal

Vector Peso

u | (%3

=~

d | (=4.3)

Y

~_ N

S (0,—1

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 7. Quarks

os L P P
it et

-05 N / B

Fuente: elaboracién propia.

Y en donde el efecto de aplicar los operadores Y;, Y5 y Y3 sobre los vectores
propios es: Yiu = d, Ysu = s, Yod = s; las combinaciones restantes son el vector nulo.
El complejo conjugado de esta representacion 3 se obtiene al multiplicar los pesos de

la presentacion anterior por —1, como se muestra en la tabla [XVII y se grafican en

la figura [§

Tabla XVII. Pesos base ortogonal

Vector Peso
V3

S
0

al
[

|
~~ N

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 8. Antiquarks

“e vl

0.5 - / \ i

05 - - @& _ 4
d

Fuente: elaboracién propia.

De igual manera, aplicando X7, X5, X3 sobre los vectores propios conjugados;

los tres vectores no nulos que se obtienen son: X35 =u, Xo5 =d y X;d = .

Cabe resaltar que los operadores X; y Y; son un tipo de operadores que trans-
forman un vector en otro hasta anularlo tras repetivas aplicaciones; un operador de

tipo escalera.

Se postula en la fisica y en el modelo estandar de particulas, que estos vectores
propios u, d, s llamados quarks junto a sus valores propios forman la base fundamental
bajo la cual se pueden construir todos los hadrones y sus propiedades cuanticas.
Debido a que la idea de quark es tnica, y estos provienen en tres manifestaciones

diferentes, se dird que poseen una propiedad llamada sabmﬂ la cual los distingue

!No tiene ninguna relacién con una propiedad del sentido del gusto.
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como u, d, s.

Los quarks por si mismos no pueden ser medidos de manera experimental,
debido al fenémeno llamado confinamiento; por lo que la tinica forma en que estos
se manifiestan fisicamente es en grupos de un quark y un antiquark (mesones) o tres
quarks (bariones), y cuyas propiedades fisicas encontradas experimentalmente (ver

tabla [XIV]) se reproducirén en las siguientes subsecciones con base en este modelo.

El resumen de los diferentes sabores de quarks junto a sus correspondientes

antiparticulas se muestra a continuacion.

Tabla XVIII. Quarks, antiquarks y pesos

Quark Peso Antiquark Peso
v (8T ()
s (0,-1) 5 (0,1)

Fuente: elaboraciéon propia.

5.2.2. Mesones

Un mesoén es un hadrén formado por la combinacion de un quark y un antiquark,
los cuales permanecen unidos por medio de la interaccion fuerte. Todos los mesones

son inestables y poseen una vida media en el orden de milisegundos.

Durante su proceso de decaimiento, si el mesén estaba cargado suele decaer en
electrones y neutrinos; sin embargo, si el mesoén inicialmente era neutro puede decaer
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en fotones, de tal forma, que cumplen con la conservacion del momento lineal.

En los analisis experimentales llevados a cabo en los aceleradores de particulas,
se ha determinado que siguen a la estadistica de Bose-Einstein, teniendo un espin

entero y libres del principio de exclusion de Pauli.

Ya que los pesos de una representacion de producto tensorial es simplemente
la suma de los pesos de las representaciones individuales, podemos construir todas
las combinaciones de producto tensorial de un quark con un antiquark y conocer qué

peso le corresponde a los distintos mesones.

Estos resultados se resumen a continuacion en la tabla para una represen-

tacion reducible de SU(3).

Tabla XIX. Mesones (representacion reducible)
Meson Peso
URU (0,0)
u®d (v/3,0)
URS (%, 3)
dou | (—V3,0)
d®d (0,0)

dos | (—%,3)
sou | (-4, -3)
sod | (L,-Y)
S®F (

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 9. Mesones (representacion reducible)

151 ' ° j
ds us
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05k B
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su sd
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L 1 1 L 1 L 1

Fuente: elaboraciéon propia.

La figura [J] de los pesos de esta representacion revela qué forman los vértices

de un hegéxono de multiplicidad 1, y otro punto mas en el centro de multiplicidad 3.

Para averiguar cuél es el estado correspondiente a cada punto en la representacion

irreducible, es necesario aplicar los operadores y; = Y; ® I — I ® Y; sucesivamente
V3 3

sobre el estado de maximo peso (%57, 5), con el fin generar los estados restantes (los

otros cinco vértices y el central). Por ejemplo, para el operador y3 sobre u ® s:

Y3(u®s) = Yau®s—u® X35

ys(u®s) = sRs—uu

Para el estado con peso (0,0), los operadores tipo escalera sobre los elementos

que dan alguna combinacion de los estados que aparecen en el centro son:
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r(u®d = uRu—-d®d
To(s®d) = d®d—5®3
r3(s®@U) = uURU—SRS
y(ued = ded—u®u
Y2(d®3) = s®5—d®d
ys(u®3) = s®5—uT

Se ve de inmediato que tnicamente 2 de estos estados son linealmente indepen-
dientes, sin embargo, hay tres estados distintos correspondientes al peso (0, 0), lo que
indica que uno de estos no pertenecera a este grupo. De los tres estados correspon-
dientes a los operadores vy, y2 v ¥3; se toma uno de ellos como el estado normalizado

independiente:

1

) 7

(|d®d) — |u@u)) (5.21)

Y el otro estado como una combinaciéon lineal de los dos estados restantes:

18) =b1 (|s®3) — [u@w)) + b (|s®35) — |[d®d)) (5.22)

Estos estados deben ser ortonormales (5| ) = 0, (8] ) = 1; de donde se ob-

tiene el siguiente par de ecuaciones:

1
E(—b2 +b) = 0

207 + 205 + 2b1by, = 1
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Cuya solucién es by = by = 1. Dejando a los estados centrales del hexagono asi:
76 g

Q) = 12 (|d®d) - juen) (5.23)

1B) = (2]s®3s) - Juea) — |dod)) (5.24)

S-S

Los estados correspondientes a los pesos restantes del hexagono se resumen en

la tabla XX

Tabla XX. Octeto mesonico (representacion irreducible)

Fuente: elaboracién propia.

Finalmente, el tercer estado cuyo peso, también es (0,0) debe ser ortogonal
tanto a |a) como a |B); pero no puede ser escrito como una combinacion de los

estados anteriores, porque implicarfa ser parte del multiplete.

Este estado aparece también como consecuencia de restar las multiplicidades
de la figura @ (de la representacion reducible) y la de los estados descritos en la
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tabla (de la representacion irreducible), quedando entonces tnicamente uno en

el centro del mismo.

Este estado, que es totalmente simétrico ante el intercambio de cualquier par
de mesones (y sus respectivos antimesones), corresponde a un singlete y su estado

esta dado por:

1 _ = _
|4) :ﬁ(|u®u>—l—‘d®d>+|s®s>) (5.25)

Los pesos de la representacion irreducible 3® 3 = 8 ® 1, tienen una relacién di-
recta con la tabla de mesones medidos experimentalmente [XIV}, con la cual concuerda

muy bien.

Y en donde la relacion directa entre los pesos (p,q) de la representacion irre-
ducible de SU(3) y los valores de la hipercarga (Y') e isospin (/3) de las particulas,

esta dada por:

(5.26)

(5.27)

L)

Entonces se puede arreglar a los mesones en un octeto y un siglete similar a lo

realizado en la representacion de SU(3) como se observa en la figura

La simetria que muestra esta figura es uno de los grandes logros del arreglo de

las particulas fundamentales.
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Figura 10. Octeto mesoénico (representacion irreducible)
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Fuente: elaboracién propia.

Notese ademas, que las particulas también estdn arregladas de acuerdo a su
carga eléctrica, ya que las rectas cuya pendiente es igual a —2 poseen particulas
igualmente cargadas. De hecho, la relacion de la carga con la hipercarga e isospin es

tan sencilla que puede expresarse mediante la ecuacion de Gell-Mann—Nishijima:
1
Q=13+ §Y (5.28)
Por otro lado, los dos mesones con hipercarga 1 (K’s) poseen una masa de
aproximadamente 495 MeV, los piones de 137 MeV, la eta n de 549 MeV y las K's

con hipercarga de —1 una masa de alrededor de 495 MeV.
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5.2.3. Bariones

Un bariéon es un hadréon formado por tres quarks o tres antiquarks, que perma-

necen unidos por la interacciéon fuerte.

Este tipo de materia es el tipo mas abundante de materia visible en el univer-
so; entre estas particulas se encuentran el proton y el neutrén, dos constituyentes
fundamentales del ntcleo atémico. El protéon posee una vida media en el orden de

magnitud de 10% afios, por lo que en fines practicos es considerada estable.

El resto de bariones suelen ser particulas muy inestables con vida media muy
corta; y su evidencia experimental se obtiene en los aceleradores de particulas con

base en los rastros o productos que estos dejan durante su proceso de decaimiento.

En la tabla se muestran los pesos correspondientes a un par de quarks,

estos mismos se grafican en la figura [11]

Tabla XXI. Combinacién de 2 quarks

Estado Peso
uRu (V3,1)
d®d (—V3,1)
5® s (0,—2)
u®d,d®u (0,1)

31
u®s,sQu | (%5, —5

)
d®878®d (_\/737_%)

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 11. Combinaciéon de 2 quarks

dd ud, du uu

0.5

ds, sd us, su
051 () )

Fuente: elaboraciéon propia.

El vector de peso maximo es u®u, con peso maximo (\/5, 1). De nuevo se aplican
los operadores escalera sobre este vector para obtener los estados correspondientes
en la representacion irreducible. Estos estados (ya normalizados) son precisamente

los que se resumen en la tabla [XXII|

Tabla XXII. 2 quarks (representacion irreducible)

Estado Peso
U U (V3,1)
d®d (—V3,1)
5® s (0,—2)
(u®d+d®u) (0,1)

2

(u@s+s@u) | (5, —3

5 )
dos+s@d) | (—%3 -1

Sl ol o

2

Fuente: elaboracion propia.
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De nuevo en la representacion reducible; es posible ahora realizar el triple pro-
ducto tensorial de quarks. Los pesos para el triple producto siguen siendo constantes

aditivas.

Todas las combinaciones posibles de los tres quarks u,d, s se muestran en la

tabla y se grafican en la figura [12]

Notese que los tres primeros pesos no tienen estados degenerados, los seis pesos
siguientes poseen degeneracion triple, y el tltimo posee una degeneracion séxtuple

de estados.

Tabla XXIII. Bariones (representacion reducible)

Barién Peso
URUR U (342, 3)
d®d®d (—33.3)
S®SK S (0,—3)
uRud,uRdRu,dRuu (*/73,%)
URURs,uRsRu,s@uu | (V3,0)

uwRdeddeueddedou | (=2, 3)
URSRS,5URS,5RsQu (%ga—%)
d@d®s,d®s®d s@dod | (—/3,0)
dR®sRS,sPRAdRs,sRVsRd (—737—%)

URIAR s, uRsRXd,dRuR s
AdR®sRQUu,sPRuURd, sRdRu

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 12. Bariones (representacion reducible)

2 T T T T T

ddd udd, dud, ddu uud, udu, duu uuu
[ ] [ ] [ [
dds, dsd, sdd uds, usd, dus uus, usu, suu
o8 o
dsu, sud, sdu

dss, dsd, sdd uss, sus, ssu
[ ] o

ssS
[ ]

Fuente: elaboraciéon propia.

El estado de peso maximo es u®u® u con peso mAximo (%g, 2). Aplicando los
operadores escalera sobre este vector con el fin de obtener los estados correspondien-

tes a la representacion irreducible se obtienen los estados y pesos (ya normalizados)

mostrados en la tabla [XXIVI

Ademés, usando de nuevo la relacién encontrada de los pesos de esta repre-
sentacion con los nimeros cuanticos de hipercarga e isospin (Ecuacion [5.27)), se en-
cuentra que estos coinciden perfectamente con algunos de los bariones encontrados

experimentalmente y cuyas caracteristicas se resumieron en la tabla [XIV}

Estos bariones tienen entonces un arreglo en un decuplete de manera similar a
la manera en que se arreglan los pesos de la representacion irreducible SU(3) para
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un triple producto tensorial. Estos bariones se muestran en la figura en donde al
igual que con el octeto mesoénico, las rectas cuyas pendientes es igual a —2 poseen

particulas con la misma carga, dando otra simetria extra al diagrama.

La masa de estos bariones, también esta implicita en el diagrama aproximada-
mente, ya que las de hipercarga 1, es decir las A’s poseeen una masa de aproxima-
damente 1235MeV, las ¥'s de alrededor de 1385 MeV, las ='s de 1530 MeV y la

2~ de 1670 MeV. Todos los bariones del decuplete poseeen momento angular total
J=3

Tabla XXIV. Decuplete baridnico (representacion irreducible)

Barién Peso

u®u®u) (%.3)
V3

[d®d®d) (=5 5)

s®s®s) (0,-3)

(lu@ued +luedou) +ldoueu) | (£,2)
u@u®s) +lu@su) +[s@uew) | (v3,0)
YHldodou)) | (%,

(
(
(
(

< [l [l [l Bl a|~

)
)
u@d®d) +|dou®d
)
)
)

3)
u@s@s)+s@us) +|s@s@u) | (-3
dedos)+|ldesed +|s@dod) | (—V3,0)
~(ldos®s)+|s@dos)+|s@sad) | (—%,-2)

L(u@des)+us@d +|douss)+ 0.0

[dRs@u)+ [s@ud)+|s®d® u))

Fuente: elaboracion propia.

Todos los estados son totalmente simétricos ante el intercambio de dos quarks.
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Figura 13. Decuplete bariénico (representacion irreducible)

15 ,

Hipercarga (Y)

s | | | | | | ;

Isoespin (I3)

Fuente: elaboraciéon propia.

La descomposiciéon 3 ® 3 ® 3 = 10 4 8 ¢ 8 ¢ 1 indica que hacen falta mas
bariones, los cuales aparecen al eliminar de la figura (representacion reducible)
la multiplicidad de los estados obtenidos en la figura [13| (representacion irreducible).

Los estados restantes son los que se observan en la figura [T4]

La multiplicidad de estos pesos es 2 para los elementos de los vértices, y de 5
para el elemento en el centro del hexagono. El peso maximo ahora es (*/73, %), al cual

le corresponden los vectores propios:
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1
E(d@u@u—u@d@u)

1
— ([dR®uRQuUu+tuRdOu—2uRud

75 ! )
Estos estados que son aniquilados por todos los operadores tipo escalera X;

parai = 1,2 3.

Se procede entonces como antes, a aplicar los operadores Y; a estos estados
para obtener los estados restantes; de donde se obtienen dos octetos cuyos estados

son ortogonales entre si. Todos estos estados, junto a sus pesos correspondientes se

resumen en las tablas y XX VI, respectivamente.

Figura 14. Bariones restantes
2 T T T
L5 |- oo oo
1
0.5
o ee -~ [ ]
-0.5
2L
15 | [ ] *e

Fuente: elaboracion propia.
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Tabla XXV. ler octeto baridnico (representacion irreducible)

Barion Peso
L(deueu +uedou) —2ueuad) | (3
L(s@ueu+uesou) —2uouds) | (V3,0)
2 2ldedeuw) —ldeued) —luedad) | (-%,3)
L(s@ded +ldosod) -2/dodes) | (—v3,0)
L2lesou-|soues) —|[uoses) | (4 -3
Z(2s®s@d) —[s®d®s) —des®s)) | (=%, —3)
L(s@dou)+|s@ued+|dosou)+
u®s®d) —2[dou®s) —2u®d®s)), 0.0)
5 2ls@dou) +2/des®u) —[s@u®d) -
[d@u®s) —[u®s@d) — |[u®d®s))
Fuente: elaboracién propia.
Tabla XXVI. 2do octeto barionico (representacion irreducible)
Barion Peso
Ldousu) - |uedou) (43,3
H(s@ueu) —|lu®s®u)) (V/3,0)
L(doued) —|luede d) (3,3
H(s®dod) —|d®s®d) (—/3,0)
\/%(|s®u®s)—|u®s®s>) (L, -3
H(s@des) —ldoses)) (—B, -3
Lls@deu)+|s@ued) —|d®s®u) — |[u® s d) 0.0
%(’8®u®d>+ld®u®s)—]u®3®d>_’u®d®8>)

Fuente: elaboracion propia.
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Estos estados tienen una simetria mixta al intercambiar un par de quarks, no

son simétricos o antisimétricos puros.

Al eliminar de nuevo la multiplicidad de estos estados de la figura [I14] queda
un ultimo estado (formando un singlete) cuyo peso es (0,0). Este estado esta dado

por:

€
V6
lu®s®d) —|lu®d® s))

l¢) = (ls@dou)—[s@ued +][dou®s) —|d®s®@u)+

Este estado es totalmente antisimétrico ante el intercambio de un par de quarks.

Es oportuno recordar ademaés, que el decupleto es totalmente simétrico, mien-
tras los octetos tienen simetria mezclada, tal y como era de esperar al realizar la
descomposion por medio de los diagramas de Young, donde las cajas vertical repre-

sentan antisimetria, y las horizontales la simetria.

Oe[Je[] = [TT oo e

108d8d1

3®3I®3

Los bariores asociados al octeto baridnico, al hacer la transformacion respectiva
de los pesos a la hipercarga e isospin se muestran en detalle en la figura (15| Estos
bariones poseen momento angular total J = % Otra vez, las rectas con pendiente —2

son la simetria para particulas con la misma carga, reespaldando la ecuacion [5.28|
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Figura 15. Octeto bariénico (representacion irreducible)

T
1k _
s L
: o7
= ok Ds |
E ﬂ :
=] :
T
(05 b i
_1 . -
L L L L i
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Isoespin (I3)

Fuente: elaboracion propia.

La simetria mostrada para los mesones y bariones por medio de la representa-
cion irreducible de SU(3) no es una simetria perfecta, debido a la ligera variacion de
la masa entre las particulas; aunque aproximadamente los hadrones con una misma
hipercarga que pertenecen a un decuplete u octeto poseen una masa que varia en el

orden de unidades o decenas de MeV.

El modelo teodrico del quark se basa en el éxito de poder reproducir las carac-
teristicas fisicas de los mesones y bariones por medio de postular una entidad mas
fundamental en 3 estados o sabores. Sin embargo, se encuentra la limitante fisica de

no poder hacer la mediciéon experimental directa sobre las caracteristicas propias de
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un quark debido al confinamiento. Aunque cabe aclarar que esto no excluye que se

puedan realizar mediciones indirectas sobre estos.

Para comprobar que el protén estaba compuesto de otras particulas més funda-
mentales se tomo la misma idea que utilizo6 Rutherford para demostrar que el &tomo

tenfa su carga positiva concentrada en el ntcleo.

En los anos 60, en el SLAC (Stanford Linear Accelerator Center) se bombardea-
ron protones con un haz de electrones de alta energia. De acuerdo a las predicciones
de la seccion eficaz y en dngulo de dispersion, se confirmé que, efectivamente estos
protones tenfan concentrada su carga en pequenos paquetes, en este caso tres de ellos.
Miés tarde con experimentos independientes, también lo confirmaron utilizando un

haz de neutrinos.

El recuento historico revela ademés, que algunos de los hadrones fueron primero
predecidos por el modelo del quark que medidos experimentalmente, tal fue el caso
para el barién €2~ cuya prediccion incentivo a los fisicos experimentales a buscarlo; y
cuyo descubrimiento posterior concordé perfectamente con las predicciones de masa,

extraneza, carga, e isospin.

Las propiedades de los quarks de acuerdo a este modelo se resumen en la
tabla XXV, Aca B denota el ntimero barionico, @ la carga en términos de la carga
fundamental e, I3 la componente del isospin en el eje z, S la extraneza y Y la

hipercarga.

128



Tabla XXVII. Propiedades de los quarks

Quark | Espin | B| Q | I3 | S | Y
EERRRRDE
EERREIEINE
EEENEINEE

Fuente: elaboraciéon propia.

Para terminar el modelo hace falta un ultimo paso, nétese por ejemplo, el
barion A*T estd compuesto de tres quarks iguales |u ® u ® u). Ya que los quarks
poseeen espin %, obedecen la estadistica de Fermi-Dirac y estan sujetos al principio
de exclusion de Pauli, por lo que no pueden compartir los mismos ntimeros cuénticos.
Hasta ahora no hay ningtin niimero de estos que los distinga entre si. Para solucionar
el problema se postula que, ademés de sabor, los quarks poseen una nueva caracte-
ristica: el color E] Son necesarios tres diferentes colores para poder distinguir a los
quarks en un barion: rojo, verde y azul. Por los que los quarks u del bariéon A*+
tiene cada uno un color diferente. A cada color se le asocia su respectivo anticolor:

antirojo, antiverde y antiazul; caracteristica propia de los antiquarks.

El postulado de color para los quarks, ademas de solucionar este problema,
también ayuda a explicar otras hipotesis hechas previamente. En la naturaleza, las
Unicas particulas que existen son aquellas que son incoloras. Para los colores rojo,
verde y azul; al hacer la analogia 6ptica, la mezcla de estos resulta en el color blanco.
Por ejemplo, un mesén compuesto de un quark y su respectivo antiquark (¢g) posee

una cantidad de color propia del quark, la cual se elimina por la misma cantidad del

2El nombre es por razones histéricas, no tiene ninguna relacién con las propiedades épticas de

los quarks.
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anticolor correspondiente del antiquark.

Ademés, el modelo de ausencia de color para los hadrones explica por qué es
imposible obtener un quark aislado, o una combinacién de dos quarks; al no existir

la combinacion necesaria para hacer a la particula incolora.

En la década de los setenta, el aparecimiento de hadrones més complejos que
no podian ser explicados con los quarks u, d, s llevo a la necesidad de implementar
al modelo otros tres quarks ¢ (charm), b (bottom), ¢ (top) por sus nombres en inglés.
Estos 6 quarks en total, cada uno con tres colores es el modelo final hasta hoy en
dia, los cuales se describen de acuerdo a la representacion del grupo SU(6); dando
arreglos ya no bidimensionales, sino tridimensionales de las caracteristicas de los

mismos.

En fisica de altas energias, la parte tedrica ha ido mucho més adelante que la
experimental en las dltimas décadas; ya que no fue sino hasta 1995, que en Fermilab
se tuvieran pruebas experimentales de la existencia del quark ¢. Actualmente, los
grandes aceleradores de particulas como el LHC' en Suiza siguen produciendo grandes
cantidades de datos con el fin de seguir comprendiendo las caracteristicas de la
materia y responder, por ejemplo, a algunas de las siguientes preguntas que siguen
abiertas sobre quarks: ;Por qué exactamente existen tinicamente 6 tipos de quarks?,
Jexiste alguna relaciéon entre sus masas?, jes el quark la ultima entidad fundamental
de la materia o estos también poseen estructura?, ;tienen alguna implicacién con
la materia oscura?. Lo que es claro es que cada respuesta trae consigo mucho mas

preguntas.
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CONCLUSIONES

Conociendo el valor méximo de momento angular de una particula, los va-
lores posibles que puede tomar sobre un eje en particular son discretos y
finitos. Sus estados correspondientes se pueden construir con los operadores
escalera aplicados sobre el estado con momento angular maximo 7, los cuales
corresponden a una representacion irreducible de SU(2). El namero de estos

estados es 25 + 1.

La adicién del momento angular en mecanica cuéntica es un proceso proba-
bilistico discreto de posibles valores que puede tomar tal adiciéon. Los estados
correspondientes pertenecen al producto de dos representaciones irreducibles
de SU(2) y su respectiva representacion irreducible puede ser construida con
base a un tinico estado de momento angular maximo y los operadores escalera

en este espacio vectorial.

El producto de dos estados de momento angular puede ser descompuesto
como una combinaciéon lineal de posibles estados ligados pertenecientes a
una representacion irreducible de SU(2), los cuadrados de los coeficientes en
esta descomposicion representan la probabilidad de que el estado en concreto
sea medido. Estos coeficientes se denominan de Clebsh-Gordan y se obtienen
al aplicar sucesivamente los operadores escalera sobre los estados de momento

angular normalizados.
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Existen tres estados fundamentales (u, d, s) en una representacion irreducible
de SU(3), a los cuales se les denomina quark. Los pesos de cada estado en
esta representacion determinan las propiedades fisicas de carga, isospin e

hipercarga de cada uno de los quarks.

El producto de dos estados (quarks) de la representacion irreducible de SU(3)
genera los estados correspondientes a los mesones. La representacion irredu-
cible de este producto provoca que los mesones y sus propiedades se arreglen

en dos figuras geométricas sencillas: un octeto y un singlete.

El producto de tres estados (quarks) de la representacion irreducible de
SU(3) genera los estados correspondientes a los bariones. La representacion
irreducible de este producto provoca que los bariones y sus propiedades se
arreglen en cuatro figuras geométricas sencillas: un decuplete, dos octetos y

un singlete.

Las propiedades fisicas de los hadrones (carga, isospin e hipercarga) pueden
calcularse a través de los pesos de las representaciones irreducibles del grupo
SU(3) y el postulado de una particula fundamental denominada quark, la

cual crea su estructura interna.
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RECOMENDACIONES

Estudiar la teoria de representacion de grupos para un mejor entendimiento

de la fisica de altas energias.

Implementar el estudio de la teoria de grupos y de representacion de grupos
dentro del pénsum de estudios de la Licenciatura en Fisica Aplicada de esta

Facultad.

Abarcar el tratamiento del momento angular en el curso de Mecénica Cuan-
tica 2, correspondiente al pénsum de estudios actual desde la perspectiva de

las representaciones irreducibles de SU(2).

Introducir el calculo de los coeficientes de Clebsh-Gordan en el curso de

Introduccion a la Fisica de Altas Energias 1 o Mecénica Cuéntica 2.
Incluir en el curso actual de Introduccion a la Fisica de Altas Energias 1 el

modelo del quark desde el punto de vista de las representaciones irreducibles

del grupo SU(3).
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