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Relatividad general

Meétrica

Velocidad de la luz

Invariante

Campos dinamicos

Singularidad

Geodésica

GLOSARIO

Teoria elaborada por Albert Einstein en la década de 1906-
1916. Su idea esencial es que la gravedad es un efecto de la

curvatura del espacio-tiempo.

Es la conexién que existe entre las coordenadas de dos eventos

y su distancia.

Constante fundamental de la relatividad especial, cuyo valor
es de 299,729 Km/s. Es la velocidad de las particulas de masa

cero, vy se denota por la letra c.

Cantidad que conserva el mismo valor al ser transformado de

un sistema de referencia a otro.

Son los campos que varian en el tiempo.

Region donde la curvatura del espacio-tiempo es tan grande
que sus leyes ya no operan. Punto casi cero con enorme can-
tidad de materia. Mateméticamente es una region donde no
puede definirse una funcién, convergiendo hacia valores infi-

nitos.

Es la trayectoria més corta entre dos puntos sobre una super-

ficie.
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Transformacion

de Gauge

Geodésica nula

Espaciotiempo plano

Fuerza tidial

Relatividad especial

Tensor

Combinacién lineal

Es una transformacion de un grado de libertad que no modi-

fica ninguna propiedad observable fisica

Es cuando la distancia entre cualquier dos puntos es cero.

Es el que esté descrito bajo la métrica de Minkowski.

Se da cuando la fuerza no se aplica uniformemente sobre la

superficie del objeto.

Teoria expuesta por Einstein en 1905, que presenta una nueva
concepcion del espacio-tiempo. En esta las transformaciones

del espacio-tiempo dejan invariable la velocidad de la luz.

El tensor se define mediante la transformacion de un siste-
ma inercial S a otro S’.Se define mediante la transformacién:
Tijr = @i Ti;.
Es una expresion de tipo xy + --- + x,v, donde vy,...,v,
son elementos de un espacio vectorial V, y 1 + --- + x,, son

numeros.
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RESUMEN

El proposito del presente trabajo es presentar de manera detallada la deriva-
cion de la rotacion del plano de polarizacion de una onda electromagnética, bajo la
influencia de un campo gravitacional débil, el llamado efecto Faraday gravitacional

por su analogia con el efecto Faraday electromagnético.

En la primera parte se presenta el efecto Faraday electromagnético, para esto se
introducen conceptos de la teoria electromagnética clasica, tratandose las ecuaciones

de Maxwell y el desarrollo del concepto de onda electromagnética.

En la segunda parte se incluyen conceptos de Relatividad General, debido a lo
extenso de este tema tinicamente se tocardn brevemente ciertos puntos importantes.
Entre estos destacamos el concepto de lentes gravitacionales, que constituyen una
de las principales pruebas de la validez de la teoria de gravitacion de Einstein.
Se introduce en esta parte el concepto de gravitoelectromagnetismo, junto a sus

principales ideas.

En la ultima parte se presenta la derivacion de la rotacion Faraday gravitacio-
nal en un campo gravitacional débil, ademas incluye ciertas observaciones particu-

lares en diversos sistemas astrofisicos.

El efecto Faraday gravitacional demuestra la influencia de la geometria del

espacio-tiempo en las propiedades de la luz que pasa cerca de una cantidad de masa.
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OBJETIVOS

General

Realizar un estudio detallado de la obtencion relativista (gravitacional) de un

fenémeno analogo a uno electromagnético clésico, el efecto Faraday.

Especificos
1. Analizar las propiedades clasicas del efecto Faraday electromagnético.

2. Desarrollar la derivacion de la rotacion Faraday gravitacional para un campo

gravitacional débil.

3. Presentar aplicaciones observacionales de la rotacion Faraday gravitacional.

XI



XII



INTRODUCCION

Es ya conocido que la teoria de gravedad aceptada luego de la desarrollada por
Newton, la Relatividad General, predice una curvatura del espacio-tiempo. Cuando
existen objetos supermasivos, a éstos se les asocian corrientes de masa-energia entre
ellos, las cuales originan diversos fenémenos fisicos. El estudio de esto es conocido

como gravitoelectromagnetismo.

La teoria electromagnética aplicada en 6ptica geométrica para un espacio curvo
ha sido una de las principales pruebas de la teoria de la Relatividad General. En las
ultimas décadas, observaciones tanto de curvatura de la luz y un retraso de tiempo

gravitacional han sido herramientas ttiles tanto en Astrofisica como en Cosmologia.

También es conocido que el plano de polarizacion de rayos de luz que atraviesan
plasma en presencia de un campo magnético sufre una rotaciéon, llamada rotaciéon

Faraday.

Como consecuencia de la Relatividad General se sabe que rayos que pasan
cerca de un objeto masivo son curvados hacia el mismo. Esta influencia gravitacional
sobre la luz presenta muchos fenémenos, asociados al gravitoelectromagnetismo, que
tienen sus andlogos en la teoria electromagnética clasica. Muchos estudios se han
realizado sobre el efecto de la gravedad en el plano de polarizaciéon de un rayo de
luz, siendo Skrotskii en 1957, aplicando un método desarrollado por Rytov, quien

desarroll6 la primera discusion de este fenémeno.

Ahora se sabe que el vector de polarizacién de una onda electromagnética rota
debido a las propiedades del espacio-tiempo. Esta rotacion gravitacional del plano

de polarizacion constituye un analogo a la rotacion Faraday electromagnética.

El proposito del presente trabajo es desarrollar la derivacién de la rotacion

relativista del plano de polarizacion, para rayos de luz linealmente polarizada en un

XIII



campo gravitacional débil.

Este trabajo se compone de tres capitulos, en el primero se desarrolla el fenéme-
no electromagnético, donde se presentan las principales ideas de electromagnétismo

que llevaron al entendimiento de la rotacion Faraday.

El segundo capitulo contiene las ideas de Relatividad General, aplicadas en
especial a un campo gravitacional débil, y se presenta un poco sobre los lentes gra-
vitacionales, que son una de las principales pruebas de la validez de esta teoria.
Ademas incluye una breve presentacion de los conceptos de gravitoelectromagnetis-

mo.

En el tercer capitulo se presenta de manera detallada la derivacion de la ro-
tacion Faraday gravitacional, aplicando los conceptos presentados en los anteriores
capitulos, asi como se presentan casos particulares en sistemas astrofisicos. Este

fenémeno gravitacional es analogo al electromagnético, pero con un origen distinto.

Finalmente, el trabajo contiene dos apéndices, el primero acerca de la derivada
covariante, un concepto necesario para el desarrollo de las ecuaciones relativistas. El
segundo apéndice es acerca de la proyeccion de la orbita, en el plano polar, seguida
por el haz de luz que rodea un objeto masivo rotando. Este es un concepto ttil para

el desarrollo del fenémeno en sistemas astrofisicos.
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1. ELECTROMAGNETISMO

Teoria que describe de manera cléasica las interacciones entre la electricidad
y el magnetismo. Pese a que algunos efectos magnéticos se conocen desde épocas
antiguas, su teorfa fue principalemente desarrollada en el siglo XIX, tuvo en las
ecuaciones de Maxwell los principales fundamentos para su desarrollo. James Clerk
Maxwell desarrolld estas ecuaciones basandose en los estudios previos desarrollados
por Ampere y Faraday, llevando a impresionantes descubrimientos como el hecho de
que la luz es de origen electromagnético y predijo la existencia de ondas electromag-
néticas (verificado posteriormente con experimentos desarrollados por Hertz). Esta
teoria es uno de los pilares de la fisica clasica, junto con la mecéanica de Newton.
Una de las tantas contribuciones de esta teoria fue el desarrollo de otra teoria igual

de notable, como lo es la Relatividad desarrollada por Einstein.

1.1. Ecuaciones de Maxwell

El conjunto de ecuaciones que describen la teoria electromagnética son las

llamadas ecuaciones de Maxwell, las cuales son:

p

V-E=L (1.1)
€0
0B
E=— 1.2
V-B=0, (1.3)
J OE
2 e — —_—
CVXB—€O+8t, (1.4)

donde E y B! son los campos eléctrico y magnético respectivamente, p representa

las fuentes de carga y J la densidad de corriente.

1Se colocaran en negrilla las variables que representan cantidades vectoriales, esta notacién se

utilizara en los desarrollos posteriores.



Cada una de estas ecuaciones representa una generalizacion de ciertas observa-
ciones experimentales, la primera representa una extension de la ley de Gauss valida
para campos dinamicos como estaticos, la segunda es la forma diferencial de la ley
de induccion electromagnética de Faraday, la tercera representa la inexistencia de

monopolos magnéticos y la ultima representa la ley de Ampére.

Una consecuencia de aceptar estas cuatro leyes como validas es la conservacion

de la carga.

V-J+ 9p =0 (1.5)
ot

Las ecuaciones (1.1) y (1.4) son las llamadas ecuaciones inhomogéneas, éstas
determinan como los campos electromagnéticos son producidos por cargas y corrien-
tes. Las restantes son las ecuaciones homogéneas, que describen el comportamiento
de campos electromagnéticos independientemente de las cargas y corrientes. Estas
ecuaciones reflejan la ausencia experimental de cargas y corrientes magnéticas. La
separacion de ecuaciones en homogéneas e inhomogéneas no quiere decir que se
utilicen las ecuaciones por aparte, ya que en el vacio se utilizan las cuatro con la

condiciéon de hacer cero tanto la carga como la corriente.

1.2. Onda electromagnética

Juntando las ecuaciones de Maxwell se pueden obtener diversas situaciones,
empezaremos con: V - B = 0, lo que implica que B es el rotor de algtin campo

vectorial:

VxA=B (1.6)

Tomamos en cuenta a continuacion la ley de Faraday, V x E = —%—]?, donde

no intervienen ni corrientes ni cargas. Luego escribiendo B = V x A, donde A

representa al potencial vectorial magnético, y derivando posteriormente respecto a



t, escribimos ahora la ley de Faraday como:

0
Vfo—anA (1.7)

y al no importar el orden de derivacion entre la coordenada temporal y las espaciales

se puede colocar la ecuacion de la sig. manera:

V x (E+%—?):O (1.8)

Ya que E + %—? es un vector cuyo rotor es igual a 0 este es el gradiente de

alguna funcion escalar, por lo que definimos:

OA

B+ =-Vo (1.9)

que es equivalente a:

0A
E=-——"-Vo (1.10)

Continuamos sustituyendo la ec. (1.10) en la ec. (1.1) se obtiene:

0A P
N v el 1.11
v (-vo-G) =L (1.11)
lo que equivale a:
9 p
V- —_V-A==L 1.12
Vig— oV o (1.12)

Ahora reexpresamos la cuarta ecuacion de Maxwell y expresando a B y E en

términos de los potenciales, usando las ecuaciones (1.6) y (1.10):

2V x (V v )= =
c“V x (V x A) ; ( o} ; ) ” (1.13)

utilizando identidades algebraicas: V x (V x A) = V(V - A) — V2A obtenemos:

0 AT
22 2 _ 9 oA J
VA4 cV(V-A)+ athﬁ—i- 9 o (1.14)
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la cual no resulta simple de resolver. Ahora ya tenemos reducidas las ecuaciones de
Maxwell a dos ecuaciones, las ecs. (1.12) y (1.14), aunque atn estan acopladas. El
desacoplamiento se puede obtener mediante las transformaciones de gauge|7|, que
son consecuencia de la definiciéon de B como B = V x A, la cual permite que la
eleccion de la divergencia sea aleatoria, manteniendose a B inalterado. Las elecciones

tomadas son:
109 _
2ot

y para que el campo eléctrico sea inalterado también, el potencial escalar debe

V-A+ 0 (1.15)

transformarse simultdneamente:

1 0A

=P =055 (1.16)

La libertad en las anteriores ecuaciones, ecs. (1.15) y (1.16), implica que los

potenciales elegidos cumplen con la condicion:

A—A =A+VA (1.17)

esto desacopla el par de ecuaciones, y dejard un par de ecuaciones de ondas inho-

mogéneas, una en términos de A:

1 0%A J
A =T 1.1
v 2 Ot? €9C2 (1.18)
y la ecuacion para ¢, la ec. (1.12) asume una forma similar:
10?
29 100 _ P (1.19)

c2 Ot? €0

Estas dos dltimas ecuaciones nos permiten observar una separacion; que con
la densidad de carga se asocia ¢ y con la corriente de carga a A. Ademaés estas
ecuaciones son muy similares a la que describe la propagacion de ondas en direcciéon

r a una rapidez c:

¢ 10%

o7 2o (1.20)



1.2.1. Ondas planas

Una onda plana se define como una onda que, en cierto instante, presenta la
misma fase para todos los puntos de cada plano perpendicular a alguna direccion

especifica [15].

Al colocar las ecuaciones de Maxwell juntas, sucede un nuevo fenémeno nota-
ble; campos producidos por las cargas en movimiento pueden abandonar las fuentes
y viajar a través del espacio. Discutiremos el comportamiento de los campos eléc-
tricos y magnéticos en el espacio vacio muy lejos de las fuentes que lo generan. Se
analizaran estos casos cuando estan en regiones sin corrientes ni cargas. Esto se ob-
tiene cuando p y J son igual a 0, por lo que las ecuaciones (1.18) y (1.19) toman la

siguiente forma:

1 9%
2

1 0’A
2

Por lo que en espacio libre el potencial escalar ¢ y cada componente del poten-
cial vectorial A satisfacen todos la misma ecuacién matematica. Suponemos ahora
que v representa cualquiera de las anteriores cantidades, entonces:

1 0%
2
S g 1.23
c2 Ot? ( )

En el espacio libre, los campos eléctrico E y magnético B también satisfacen la

ecuacion de onda. Esto lo podemos obtener partiendo de las ecuaciones de Maxwell

en el espacio libre. Para realizar esto haremos las cargas y corrientes iguales a 0:
V-E=0, (1.24)

0B
VxE=->", (1.25)



V-B=0, (1.26)

OE
2 B=-"— 1.2
c“V x 5 (1.27)

desglosando la primera ecuacién en componentes:

.E = = 1.2
\Y O + ay + 92 0, (1.28)

Asumiendo que no hay variaciéon en y, t y z, por lo que los dos tltimos terminos

son 0, entonces:

OF,
ox

lo que implica que E, es una constante en el espacio. Considerando la ecuacion

—0 (1.29)

(1.27) y suponiendo que no hay variacion alguna en B, en y ni en z, se observa que
E, también es constante en el tiempo. Se obtiene también que para la propagacion
de ondas planas en cualquier direccion, el campo eléctrico debe ser perpendicular a

la direcciéon de propagacion.

Resolveremos ahora un campo E transversal el cual tiene s6lo una componente
transversal. Se considerara un campo que siempre esté en la direcciéon y, con la com-
ponente z nula. Resolviendo este problema, se puede luego generalizar para cualquier
otra componente. En este caso se considera entonces que la tinica componente que
no es cero es la componente F, y todas las derivadas, excepto en z, también son

cero.

Consideremos ahora la ecuacion (1.25) Escribiendo las componentes del rotor

tenemos:
oL, aEy B
OE, OE,
(VxEB),= 2"~ =~ = (1.31)
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oF oF oF
E), = v _ = Y 1.32
(VX E). ox oy ox (1.32)

Ahora de la ecuacion (1.25) igualando las componentes del rotor de E a las de

la derivada temporal de B, tenemos que:

oB, 0B,

=05t =0 (1.33)
0B.  OE,
o on (1.34)

En esta dltima ecuacién se puede observar que el campo eléctrico tiene solo
componente en y asi como el campo magnético tinicamente componente en z, de
modo que E y B son perpéndiculares entre si y a la vez perpendiculares con la

direccién de propagacion.

Ahora utilizamos la tltima ecuacién de Maxwell para espacio libre, escribiendo

en componentes tenemos:

9B. _ ,0B, 9L,

g B), = - = 1.

(VxB),=c oy P o (1.35)
0B, 0B, O0FE

02<V X B)y = 625 — C2 I = a_ty (136)

A(V xB), = 02% - czan _ 9L (1.37)

ox oy Ot

0B,
ox

recordemos que de las seis derivadas de B, tinicamente el término no es igual a

cero. Entonces nos queda tinicamente:

,0B. _0E,

Oz ot

(1.38)



Entonces concluimos que solamente una componente del campo eléctrico y una
del campo magnético no son cero, y estas componentes deben satisfacer las ecuacio-
nes (1.32) y (1.36). Estas ecuaciones se combinan derivando la primera respecto a «

y la segunda respecto a t:

0?B, 0*E,
= — 1.39
otox Ox? (1.39)
9*B, 1 0°E,
=—— 1.40
Ox0ot c? ot? (1.40)
combinando ambos resultados podemos llegar a:
0*E, 10°E,
- = = 1.41
ox? 2 Ot? (141)

la cual es completamente anédloga a la ecuacién de propagaciéon de ondas en una
direccion. Ahora colocando una direccion de propagacion r cualquiera, se puede

llegar a una solucién para la anterior:

E(r,t) = Be ilwikr) (1.42)

donde E es una amplitud vectorial constante y compleja de la onda plana, k repre-
senta un vector de propagacion. Con esta solucion podemos llegar a las ecuaciones

de Maxwell en la forma:

Kk-E=0 (1.43)
k-B=0 (1.44)
k x E = uwB (1.45)
ka:—%KE (1.46)



Donde la relacién de k se obtiene de € = K¢ y recordando que €ypo = 2 [15].
Aunque las soluciones de onda planas son una solucién restringida de las ecuacio-
nes de Maxwell, son muy importantes formando bases de soluciones mas amplias.
Puesto que las ecuaciones son lineales, una combinacion lineal de las mismas (una
superposicion de ondas planas) es también una solucién, por lo que se formaran

otras soluciones haciendo una sumatoria de ondas planas:
E(r,t) =Y Bk, w)e k) (1.47)

Donde cada coeficiente E dependeré de k; y de w;. Esta superposicién de ondas
planas tiene la forma de una serie de Fourier [1]|, por lo que podria representar
cualquier soluciéon que fuera periddica. Cada término de la serie deberéa satisfacer
por separado las condiciones de las ecuaciones (1.43) a la (1.46). Para una solucion

que no es perioddica ni par, la sumatoria puede convertirse en una integral de Fourier.

1.3. Polarizaciéon de ondas electromagnéticas

Los vectores complejos E y B pueden ser expresados de diversas maneras, una

es con una cantidad real y otra imaginaria:

E=E, +iFE (1.48)

o puede expresarse al vector cuyas componentes (con respecto a los vectores base

reales) son escalares complejos:
E=Ep+ Es+ E,u (1.49)

Tomaremos a u como la direcciéon de propagacion de la onda plana, por lo que
E, = 0, de acuerdo al resultado u - E = 0, pero £, y I son arbitrarios. El vector
unitario p puede elegirse en cualquier direccion perpendicular a u. Ademaés resulta

més conveniente expresar las componentes complejas en forma polar:

E, = E,¢'% Es = E,e'% (1.50)



Se puede tener la condicion de que ¢, = 0 simplemente con una eleccion

adecuada del origen de t. Realizando esta eleccion tenemos:

E = Ee“p + E,s (1.51)
E(r,t) = Eppe*i(wt*k'r*d’) + B, seiwt=kr) (1.52)

o la parte real es
E(r,t) = E,pcos (wt — k-r — ¢) + Esscos(wt — k - r) (1.53)

El campo E se divide en sus componentes en dos direcciones, con amplitudes
reales ), y E,, que pueden tener cualquier valor. Por otro lado ambas componentes
pueden estar oscilando fuera de fase por ¢, osea en cualquier punto dado r, el méaximo
de E en la direcciéon p puede alcanzarse a un tiempo distinto del maximo de E en

la direccion s.

Podemos analizar un caso en particular, el caso en que » = 0 y suponiendo

que ¢ = 0. Entonces:
E(0,t) = (E,p + Ess) cos(wt) (1.54)

En este caso el campo E varfa /L2 + EZ, pasando por cero, hasta —,/E2 + E?
y regresando a su valor original, siempre apuntando a lo largo de la direccion E,p +

E,s. Este caso se conoce como polarizacién lineal. También se da si £, =00 E; =0
y en este caso ¢ es indefinido. Ahora para ¢ = 7 también se tiene una polarizacion

lineal:

E(0,t) = (—E,p + Ess) cos(wt) (1.55)
ahora en el caso de que ¢ = 7 tenemos:
E(0,t) = E,psen(wt) + Ess cos(wt) (1.56)
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La punta del vector E sigue una trayectoria eliptica en el sentido de las ma-
necillas del reloj. En este caso se llama plarizacion dextrogira. Para ¢ = —7, la tra-
yectoria es la misma pero con el sentido cambiado, llamandose polarizacion eliptica
levogira. En el caso especial cuando ¢ = +5 y E, = E; se tiene una polarizacion
circular. Para otros valores de ¢ tenemos una polarizaciéon eliptica. La amplitud

compleja del vector B estd dada por la sig. ecuacion:

B="uxE (1.57)
c
de esto se obtiene que:
B-E=0 (1.58)

En general de la ecuacion anterior no se puede concluir que las partes reales
de los anteriores vectores sean perpendiculares, pero en este caso si se cumple, como

lo hemos visto anteriormente.

1.4. Efecto Faraday

Una onda electromagnética linealmente polarizada atrabezando una sustancia
ubicada en un campo magnético H constante, en la direccion del vector de onda,
sufre un cambio en la direccion del plano de polarizacion. El efecto Faraday queda

definido por el dngulo €2 entre los planos de polarizacion inicial y final, dado por[4]:

QO =VdH (1.59)

donde d representa la longitud recorrida por la onda en la materia sometida al campo
magnético de magnitud H y con V siendo la llamada constante de Verdet, la cual
mide la sensibilidad magneto-6ptica del medio en cuestion. Una onda linealmente
polarizada se puede presentar como la superposiciéon de dos ondas circularmente
polarizadas, una derecha y otra izquierda. Si bien los vectores eléctricos E; y Fs
de ambas ondas, rotan en sentido contrario, la suma de ellos se mantiene constante
sobre la direcciéon que define la polarizaciéon lineal. Por otro lado, la presencia de

un campo magnético tiene como efecto tornar diferentes los indices de refraccion de
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las ondas polarizadas a derecha y a izquierda, provocando que ng., sea diferente a
N, €n una cantidad proporcional a H, por lo que ambas componentes circulares al

recorrer una distancia d, sufren un desface:
w
AD = —d(Nger — Nizg) (1.60)
c

Debido a este desfase, la suma de los vectores eléctricos correspondientes a las
dos ondas circularmente polarizadas cambiara de direccién en un dngulo 2 = %. Se
concluye entonces que el efecto Faraday es explicado por la direfencia de velocidades
de propagacion de las ondas polarizadas a derecha y a izquierda como consecuencia
de la acciéon del campo magnético aplicado a la sustancia. Esta variacion de velocida-
des se asocia con el hecho de que las frecuecias de absorcion y por ende de dispersion
del medio, dependen de la polarizacion de la luz. Lejos de la banda de absorcion, la

constante de Verdet es apréximadamente proporcional a %

Este fenomeno es ampliamente conocido, y también presenta una forma integral|[13]:

2med b
AQ = m/{lv nBHdl (161)

Donde Bj| es la componente del campo magnético sobre la linea de vision, a el
punto inical y b el punto final del recorrido del vector de polarizaciéon. Es de notar

que este fenémeno presenta una dependencia de la frecuencia de la onda w.

La rotacion Faraday también es observada en distintas situaciones, tanto de
Astrofisica como de Cosmologia, en las cuales este origen electromagnético no puede
ser considerado debido a las caracteristicas del medio, por lo que su origen se atribuye

a situaciones distintas a ser tratadas en el tercer capitulo.
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2. GRAVITACION

Se conoce como Gravitacion a la rama de la fisica que se dedica al estudio de
la Relatividad General desarrollada por Einstein. El desarrollo de esta surge con la
incompatibilidad de la Relatividad Especial en la descripcion de la gravedad, ya que
esta no puede lograrse en un espacio-tiempo plano. La teoria de Relatividad Gene-
ral extiende los principios de la Relatividad Especial, teniendo su pieza clave en el
principio de equivalencia. Una aplicacion de esta teoria se da en el estudio de los
lentes gravitacionales. Debido a lo extenso del tema en este capitulo se desarrollaran
tinicamente las ideas principales y ecuaciones aplicables en el fendémeno del efecto Fa-
raday Gravitacional, a tratarse en el siguiente capitulo. En este capitulo se introduce
también otra rama desarrollada con la Relatividad General, que presentas analogias

con la teorfa electromagnética clasica, el llamado Gravitoelectromagnetismo.

2.1. Teoria general de la relatividad

En el ano 1905 Einstein publica su Teoria Especial de la Relatividad e inme-
diatamente despties empieza a pensar en gravedad y como presentar una formulacion
relativisticamente invariante. Su trabajo le llevo los siguientes 10 anos, hasta culmi-
nar con su teoria General de la Relatividad, presentada en 1915/1916. Esta es una
de los principales logros cientificos de todos los tiempos, una teoria derivada de la
intuicion fisica, capaz de explicar detalladamente los aspectos de la fisica gravita-

cional.

La principal idea que le llevo al desarrollo de esta teoria fue el considerar a
la gravedad no como una fuerza externa, sino como una manifestacion de la curva-
tura del espacio-tiempo. Las observaciones hicieron que extendiese los principios de

Relatividad Especial y los elevara hacia el principio de equivalencia.

Esta teoria ha tenido varias aplicaciones, desarrollando predicciones compro-

badas experimentalmente. Entre sus principales aplicaciones se encuentran su apli-
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cacion en la fisica de los agujeros negros, cosmologia, ondas gravitacionales y otras

teorias gravitacionales en mas dimensiones.

2.1.1. Principio de equivalencia

Existen muchas maneras de expresar este principio. Una manera de enunciarlo
es que requiere que la masa pasiva gravitacional (F = mg) sea la misma que la
masa inercial (la masa que aparece en la ec. F = ma). Si la equivalencia de masa
inercial /gravitacional se mantiene, entonces no se podrian diferenciar experimental-
mente dos situaciones equivalentes. Tal seria el caso si se colocara una masa dentro
de un elevador (en espacio sin gravedad) que se acelera a 9,8m/s?, un investigador
dentro del mismo no podria distinguir entre la fuerza inercial presionando hacia aba-
jo o el peso producido por un campo uniforme gravitacional de 9,8m/s?, es decir
no podria notar la diferencia entre un campo gravitacional uniforme y un marco

uniformemente acelerado.

El principio puede expresarse como:

"No existe experimento que permita distinguir entre un observador en un ele-
vador que se acelera uniformemente con aceleracion g, y uno que esté estacionario
en un campo gravitacional con aceleracién uniforme g sobre las dimensiones del
elevador"[11].

Se sabe que ningtn campo gravitacional “real” es uniforme sobre grandes dis-
tancias, debido a que el campo gravitacional diverge desde el centro de masa, asi
que las lineas de campo no son generalmente paralelas entre si. Si se callese en un
planeta con los pies por delante, se sentiria una aceleraciéon gravitacional mayor en

los pies que en la cabeza, originando una fuerza llamada tidial.

Otra diferencia entre un campo gravitacional divergente y uno uniforme es que
dado que la gravedad del espacio-tiempo se manifiesta a través de las propiedades
geométricas del mismo, en general, no existe un sistema de coordenadas que cubra

todo el espacio-tiempo sin encontrar singularidades en el mismo. En otras palabras,
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un marco global o tnico sistema de coordenadas no es suficiente para describir la
geometria (campo gravitacional) del espacio-tiempo. En una region lo suficientemen-
te pequena del espacio-tiempo se puede encontrar un sistema de coordenadas (marco

inercial) tal que la métrica toma la forma de un espacio plano o de Minkowski.

Puede existir una analogia, entre la diferencia entre un campo gravitacional
divergente y uno uniforme, y la diferencia entre un espacio plano y uno curvo. La
métrica de un campo divergente no puede ponerse en correspondencia global con la
métrica de un sistema uniformemente acelerado tinicamente coinciden en un punto.

El postulado formal del principio de equivalencia dice:

“Existe un plano tangente en cada punto en un campo gravitacional tal que la
métrica del campo gravitacional local y sus primeras derivadas pueden ponerse en

correspondencia con la métrica del plano tangente y sus primeras derivadas”[11].

2.1.2. Ecuaciéon de campo de Einstein

Las ecuaciones que describen el comportamiento de particulas y de campos
en un campo gravitacional involucran a la métrica y las ecuaciones que describen
el comportamiento del campo gravitacional deben ser ecuaciones diferenciales cova-
riantes.Se desea realizar una conexion entre materia y energia que lleve a una teoria
gravitacional satisfactoria. De parte de la geometria se tienen suficientes herramien-
tas, entre ellas el tensor métrico, el tensor de Riemann-Christoffel y los simbolos de
Christoffel(determinados por la métrica). Para realizar la equivalencia en la parte de

materia, lo iinico comparable es el tensor de energia-momentum 7, la cual incluye

na
contribuciones del campo electromagnético y la materia ordinaria. Entonces lo que
se busca es una igualdad entre el tensor de energia momentum en cada punto con
otro tensor representando la geometria en cada punto, el tensor necesario no debe
restringir muy fuerte la métrica pero debe tener una divergencia igual a cero. El

tensor que presenta estas cualidades es el llamado tensor de Einstein.

En un principio esto parecia una situacion inexistente, pero fue Einstein quien

noté que existen tensores que pueden ser construidos de la derivada de la métrica
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que no son cero y los cuales pueden ser utilizados para escribir las ecuaciones dife-
renciales covariantes para la métrica. El mas importante era el tensor de curvatura

de Riemman y sus diversas contracciones.

Se utilizara el Tensor de Ricci (que es una contraccion del Tensor de Riemman),
debido a que el escalar de Ricci o de curvatura R (que representa la contraccion del
tensor de Ricci) es un invariante. En principio Einstein supuso que este tensor (de
Ricci) se debia igualar al tensor de materia, asi la materia seria la fuente de gravedad.
Esto no funcioné debido a que la divergencia del tensor de Ricci no siempre es cero.
Por lo que se buscoé un tensor que si cumpliese esta condicion, recurriendose a las

identidades de Bianchi|14]. Mediante estas se puede llegar a:

14 1 14 1 14
Ry, = SRy =0= (R~ J5/R), (2.1)

donde la cantidad en paréntesis es el tensor de Einstein, ademas el ; representa la
derivada covariante (ver Apéndice A).

v v 1 v
GH - RH - §5MR (22)

Este tiene una divergencia igual a 0, y es necesario debido a que 7}, también
tiene una divergencia 0, esto representa la conservacion de la energia (un pilar en la
fisica) y por esto se busca construir un tensor con divergencia 0 y G}, califica como

el tensor geométrico, de manera que:

GY = —kT" (2.3)

lo que equivale a:
v 1 v 14
R, - §5MR = —kT, (2.4)

En este caso la constante k debe ser evaluada. Esta es la llamada ecuacion de
campo de Einstein, este es el postulado fundamental de la teoria gravitacional de
Einstein. La ecuacion se especifica con el reqerimiento que la energia y el momentum

son conservados covariantemente en cada punto; esto viene de la exigencia de que
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se aplique la conservacion de la energia en cualquier sistema inercial del plano tan-
gente local alcanzable por el principio de equivalencia. La ec. (2.4) también puede
presentarse de forma covariante, inicamente al bajar el indice del anterior tensor

mixto:

1
R,uu - ég;wR = _kT,uzl (25>

Ademas existe la forma contravariante al subir el indice inferior del tensor
mixto. Al contraer la ec. (2.4) sumando sobre p y v, la resultante ecuacion escalar

€s:

R=kT (2.6)

donde T = Tlﬁ‘.

2.1.3. Solucion de Schwarzschild

Al aplicar la teoria gravitacional a un fenémeno dentro del sistema solar siem-
pre se analizan fenémenos de cuerpos bajo influencias de un cuerpo gravitacional

cercano. Para el espacio vacio se aplica:
R, =0 (2.7)

Las soluciones a esta ecuaciéon dan el comportamiento de los planetas, lu-
nas, cometas, etc. La solucion mas importante de esta ecuacion es la solucion de
Schwarzschild[11], la cual refleja la simetria esférica del campo que rodea un obje-
to gravitacional esférico.Una métrica esféricamente simétrica puede ponerse en la

forma:
ds® = adr® + r*(d9* + sen® 0dy®) — bdr? (2.8)

Debido al coeficiente que antecede a dr?, la circunferencia no siempre sera igual

a 2w veces el radio. En la ecuacion anterior conviene mas redefinir los coeficientes a
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y b

ds? = edr® 4 r*(d6* + sen? 0dp?) — ePdr? (2.9)

asi los elementos diagonales del tensor métrico seran:
G = (e, 72, r?senf, —eP) (2.10)

Con esta métrica, s6lo los términos diagonales del tensor de Ricci sobreviven

y se igualan a cero de acuerdo con la ec. (2.7):

1 1 1 A
— _B//__A/B/ _B/2__:
fu 2 4 By - =0
1
R22 = €_A |:1+§7‘(B/—A/):|—1:0 (211)
Rs;s = Rggsen?6 =0
1 1 1 B’
B—-A " 1 ! N2
= — B —SAB 4+ -(B)?+ = =
R44 e |i2 A +4( ) + 7“:| 0

Se aclara que lo primado representa la primera derivada parcial respecto al

radio r. De la primera y cuarta ecuaciéon concluimos que:

A=_p (2.12)
Por lo que podemos concluir que la cantidad A + B = const.
Por otro lado como la métrica de la ec. (2.9) debe convertirse en la métrica de
la relatividad especial (+1,+1,+1, —1) cuando r tiende a infinito, entonces tanto A
como B deben ser cero en ese limite, asi la constante anterior debe ser cero. Entonces
A = —B. Sustituyendo esto y la ec. (2.12) en la segunda ecuacion de las ec. (2.11)
obtenemos la siguiente ecuacion diferencial:

eP[1+rB)=1 (2.13)
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Esta ecuacion tiene la soluciéon e = 1 — 2%, donde m, es una constante.

Ahora combinando esto con la condicién de A = —B se llega a:
A ms\ !
gu = € = (1 — 2—) (2.14)
r
gu = —¢¥=(1-2)
”

por lo que entonces ahora la simetria esférica, ec. (2.9), queda de la siguiente manera:

2 M\~ 9 902 2 2 ms 2
ds? = (1=222) " dr 4+ 02 (d6? + sen? 0di?) — (1 - 272 ) dr (2.15)
r r
Esta métrica es valida para un campo gravitacional débil a grandes distancias
del origen. Relacionando con la forma del potencial gravitacional en un campo gra-
vitacional débil, podemos obtener el valor de la constante my, el cual debe ser igual

a GM/c?, quedando ahora la métrica de la siguiente manera:
ds* = o~ dr* 4+ r* (d6* + sen® 0dy?) — odr? (2.16)

Donde: ¢ = (1 +2®/c?) = (1 — 2m,/r), donde a su vez my, = GM/c*, y M
representa la masa del objeto gravitacional. Esta solucion es vélida para cualquier
r, excluyendo la singularidad en r = 2my, este punto es llamado el horizonte de
Schwarzschild. También se excluye el punto » = 0, que es una singularidad fisica, la
curvatura en este punto es infinita. En » = 2M la singularidad es de las coordenadas

y puede ser eliminada cambiando el sistema de coordenadas.

2.2. Campo gravitacional débil

Debido al lenguage geométrico y las abreviaciones utilizadas al escribir la ecua-
cion de campo de Einstein, ec.(2.3), dificilmente se observan ecuaciones diferenciales,
mucho menos algunas con propiedades familiares. La mejor forma de observarlas es

aplicandolas a una situaciéon de campo gravitacional débil[10], debido a que estamos
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familiarizados con sistemas de este tipo, ya que vivimos inmersos en uno (el caso

del sistema solar).

Guv = Nuv + huy (217)

Esta representa una métrica para una situaciéon donde la métrica de Minkowski
(nuw) es afectada por la presencia de una fuente gravitacional. Al ser en este caso

una perturbacion gravitacional débil se asume que: | b, |< 1.

En una situacién de campo débil, la métrica se puede descomponer en una
parte que es el espacio de fondo 7,;, mas una perturbacion h,;, y resolver las ecuaciones
de Einstein para hy, como si fuera un campo sobre un espacio de fondo plano,
pudiendo mantener tinicamente los términos lineales sin perder mucha precision. El
formalismo resultante es llamado frecuentemente “teoria linealizada de gravedad”.
Esta teorfa linealizada de gravedad puede ser derivada de la teoria general de la
relatividad. Los coeficientes de conexion, al linealizar en la perturbacion de la métrica
h,, quedan [10]:

1 v
Fgﬁ - 577“ (hal/;ﬁ + hﬁwa - haﬂ;l/) (2'18>

1 :
= (s + Wl = i) (2.19)

se utilizard ; para representar la derivada covariante.

La segunda ecuaciéon introduce la convencion utilizada usualmente al expandir
en potencias de hy,, aca los indices de h,, son subidos o bajados utilizando n*" y

Nuw- Una lienealizacion similar en el tensor de Ricci lleva a:

Ry =T%,, —T%, (2.20)
1 o o a
R/LV = §(hu;ua + hu;,u,a - h/ﬂ/;a - h?#”) (22]‘)
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donde:
h=he =n"hag (2.22)

Después de mas contracciones se puede formar R = g"'R,, ~ n""R,,, uno
encuentra que la ecuacion de Einstein, 2G,, = 1677}, se lee:
h/oja;l/ + hlo/loz;u - h/ojl/;a - h%MV B 77#’/(}7’;5,65 - h’ﬁ?) = 167TT/W (223>
El ntmero de términos ha aumentado al pasar de ec. (2.21) a la ec. (2.23).
Esto puede contrarrestarse con una nueva definicion:
__— 1
hyw = hy — énwh (2.24)
La barra implica la operacion correspondiente en otro tensor simétrico y h
viene dada por la ec. (2.22). Con esta notacion las ecuaciones de campo linealizadas
se convierten en:
_ 0B T _
N = MuPigs + Py + N

nvio pov;v

= 16771, (2.25)

El primer término de esta ecuacion es el usual dAlembertiano[l] de un es-
pacio plano y los otros términos sirven para mantener las ecuaciones como gauge-
invariantes. También se sabe que sin perder generalidad uno puede imponer las

condiciones de gauge:

Rt = () (2.26)

o3

por lo que las ecuaciones de campo se convierten en:

—he, . =167T,, (2.27)

pvio

y ahora podemos definir a la métrica como:

- 1
G = Mpw + My = N + oy — 577Wh (2.28)

21



Las condiciones gauge, las ecuaciones de campo y la definicion de la métrica

son las ecuaciones fundamentales de la teorfa linealizada de gravedad.

2.3. Lentes gravitacionales

La teoria general de la relatividad ha demostrado que la presencia de gran
cantidad de masa puede deformar el espacio-tiempo y asi variar el recorrido de la luz.
La presencia de esta masa afecta no s6lo el recorrido sino también la secciéon eficaz del
haz de luz proveniente de la fuente. Para la mayoria de propositos practicos se puede
asumir que la acciéon de lente se produce por alguna inhomogeneidad de materia en
algun lugar del trayecto entre la fuente y el observador, asi toda la accion de deflexion
se produce en una distancia tnica. Esta aproximacion es vélida inicamente cuando
la velocidad relativa de la fuente, observador y lente es pequena en relacion a la
velocidad de la luz, v < ¢, y si el potencial newtoniano es pequenio | @ |< %
Estas dos asunsiones son justificables en los casos astronémicos de interés. Se asume
que el espacio recorrido esté descrito por la métrica de Friedmann-Robinson-Walker
perturbada [16]:

ds* = (1 + 26—?) Adt* — a*(t) (1 - 26—?) do? (2.29)

El recorrido de la luz al propagarse desde la fuen>0te y pasar por el lente
puede separarse en tres zonas distintas. En la primera, la luz viaja desde la fuente
hasta un punto cercano al lente a través de espaciotiempo no perturbado. En la
segunda zona, cercana al lente, la luz es deflectada, y finalmente en la tercera la luz
viaja de nuevo por espaciotiempo no perturbado. Para estudiar la deflexion de la luz
cercana al lente asumiremos un espaciotiempo de Minkowski local plano, el cual es
débilmente perturbado por el potencial gravitacional newtoniano de la distribucion

de masa que constituye el lente.

2.3.1. Indice efectivo de refraccién de un campo gravitacional

Como mencionamos anteriormente la propagacion de la luz cercana al lente

puede ser descrita en un espaciotiempo de Minkowski local perturbado por el poten-
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cial gravitacional del lente. El efecto de la curvatura del espacitiempo en el recorrido

de la luz puede ser expresado en términos de un indice de refraccion n [16]:
2 2
n:1—0—2®:1+c—2|®] (2.30)
Notese que el potencial gravitacional es negativo si se define de tal forma que

se aproxime a cero al acercarse a infinito. Ahora, la velocidad efectiva de propagacion

en un campo gravitacional para la luz es:

v =

2
~e—2]9 (2.31)
C

3o

Se puede notar que al igual que al pasar la luz por un medio distinto al vacio,
la velocidad efectiva de la luz es menor que ¢, por lo que la luz viene con un retraso
en relacion a su propagacion en el vacio. El tiempo total de retraso At se obtiene al

integrar sobre la trayectoria de la luz de la fuente al observador:

obs 2
At:/f —_r3 (2.32)

uente C

este es llamado el retraso Shapiro [3].

2.4. Gravitoelectromagnetismo

Teorias post-Newtonianas de gravedad, tal como la Relatividad General, pre-
dicen curvaturas de espacio-tiempo por corrientes de masa-energia relativas a otras

masas. Esta interaccion se conoce como Gravitomagnetismo [19].

Durante las ensenanzas de fisica en universidades, el campo electromagnético
y el campo gravitacional son tratados como dos topicos completamente separados,
de hecho son diferentes; el campo gravitacional es implicito de las propiedades geo-
métricas del espaciotiempo, mientras el campo electromagnético reacciona ante esta
geometria como cualquier otro campo. Sin embargo es de notar que existen fuertes
analogias entre las dos teorias, existe una gran analogia entre las ecuaciones de Max-

well y las ecuaciones linealizadas de Einstein. Se ha observado que el linealizar estas
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ecuaciones (las de Einstein) en el vacio lleva a una forma casi idéntica a las ecua-
ciones de Maxwell de electromagnetismo. En la aproximacion lineal la interaccion
gravitacional puede considerarse como si fuera efecto de un campo gravitoelectro-

magnetico.

Los campos gravitoelectromagnéticos quedaran definidos de la siguiente ma-

nera [9]:
B,=V xA, (2.33)
E,=-Vo - %2?: (2.34)
donde:
Ay = %J;; - (2.35)
- Gi” (2.36)

acd M y J son la masa y momentum angular de la fuente. Se observa que los cam-
pos gravitoelectromagnéticos tienen dimensionales de aceleracion. De las anteriores

definiciones se pueden generar 4 ecuaciones analogas a las electromagnéticas.

V-E, =4rGp, (2.37)
10,1
1
V- (5B,) =0, (2.39)
1 10 4rG
V x (5 g) = Ea—t g + - J, (240)



Una vez establecida la analogia existen muchas consecuencias, por ejemplo la
induccion gravitomagnética que se puede expresar en analogia a la ley de Faraday-
Henry [19]:

10B,

En este caso E, es la parte gravitoeléctrica del campo gravitacional, mientras
B, es la parte gravitomagnética. Aparte de esta analogia se han observado otras,
como el efecto Meissner gravitacional y el efecto de rotacion Faraday (que sera
tratado con mayor detalle en el capitulo 3). Es de notar de la relacion anterior que un
campo gravitomagnético que varie en el tiempo inducird un campo gravitoeléctrico
y viceversa. Se debe tener en cuenta que a diferencia de la teorfa electromagnética
ahora el pardmetro de acoplamiento entre los campos es la masa. Pese a todas las
analogias existentes debemos mencionar que la teoria de Gravitoelectromagnetismo
tiene muchas limitaciones, ya que lleva a una teoria inconsistente. Esto se observa al
momento de considerar condiciones energéticas, debido a que el tensor de esfuerzo-
energia T" se conserva independientemente de la accion de campos gravitacionales.

Aparte las fuerzas gravitacionales no realizan un trabajo significativo.

El estudio de la teoria gravitoelectromagnética puede aplicarse en fenémenos
presentados en las propiedades de la luz al pasar por el campo gravitacional de
objetos en rotacion, donde se observan fenémenos analogos a los vistos en supercon-

ductores, tnicamente que con un origen distinto.
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3. ROTACION FARADAY GRAVITACIONAL

Este es un efecto gravitacional muy conocido, que se origina por la curvatu-
ra del espaciotiempo por corrientes de masa. Consiste en la rotacion del plano de

polarizaciéon de un rayo de luz.

En el electromagnetismo clasico, bajo la 6ptica geométrica, un rayo de luz sigue
una geodésica nula sin importar su estado de polarizacion y el vector de polarizacion

es transportado paralelamente sobre el rayo.

Bajo la presencia de un campo gravitacional se origina una rotaciéon en el
plano de polarizacién, tal rotacion es un analogo al efecto Faraday electromagnético,
es decir la rotacion que sufre un rayo al pasar por plasma en la presencia de un
campo magnético. Este efecto gravitacional es conocido como la Rotacion Faraday

Gravitacional o efecto Skrotskii o Rytov.

3.1. Derivacién de la rotacién Faraday gravitacional

Consideremos un espaciotiempo estacionario! definido con una métrica Jas-

Tal métrica puede ser descrita por [17]:

ds®> = h(dz® — A,dz®)? — di? (3.1)
donde:
Ao =ga = —gO—a7 h = goo (32)
9oo
2 aj. B JoaYop a1 B
dl* = yopdx®da” = (—gag+ —) dx®dx (3.3)
Joo

LE] espaciotiempo estacionario es el producido por un campo gravitacional constante, no necesa-
riamente de un objeto en reposo, también puede ser un campo producido por un cuerpo axialmente

simétrico rotando uniformemente sobre su eje.
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Tomamos también que el plano de polarizaciéon de una onda electromagnética
tiene como base a dos vectores k y f, el vector de onda, y el vector de polarizacion,
respectivamente. Los cuadrivectores correspondientes a estos trivectores tienen las

siguientes relaciones:

Kk, =0,  k'fo=0, ffa=1, a=0,1,2,3 (3.4)

Ambos de estos cuadrivectores son transportados paralelamente sobre una

geodésica nula, es decir:

aka a nipm __
T+ Dok "E" =0 (3.5)
afe

Fa n £m — .
o D" =0 (3.6)

Aca X representa un pardametro afin que varia sobre el rayo. Utilizando una des-
composicion ortogonal basada en coordenadas adaptadas, los anteriores trivectores
definidos en el triespacio >3 pueden ser llevados a un equivalente a las componentes
contravariantes de £ y f*. Uno debe notar que las contrapartes covariantes de estos

trivectores no son las componentes espaciales de los cuadrivectores covariantes k, y

fa; pero:

@ f, = 705D f2 = 5+ fogs (3.8)

De la ec. (3.4) se puede notar que al vector de polarizacion se le puede agregar
una constante multiplo del vector de onda, es decir que ambos f, v f. = f, + Ck,
satisfacen dicha ecuacion. Esto demuestra que existe una especie de libertad gauge
al elegir f el cual permite hacer fy = 0 sin perder generalidad. Aplicando esta

descomposicion y las ecuaciones de transporte paralelo, ecs. (3.5) y (3.6), se puede
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arribar a las siguientes dos ecuaciones para describir la evoluciéon de estos trivectores

k y f en el rayo [13]:

Wik =L x k + (E, - k)k (3.9)
Wif =L x f (3.10)
donde:
1 1 1
L= —§ko Bg—i(Bgf)f+mEg(kX f)f (311)

En este caso L representa la velocidad de rotacién del plano originada por
efectos gravitacionales.Notese que se han escrito los resultados en términos de los
campos gravitoelectromagnéticos, E; y By, presentados en el capitulo II. Si sélo
tuviesemos el segundo término del lado derecho de la ec. (3.9) hubiese significado,
por la comparacion de la definicién del transporte paralelo cuadridimensional, que
el vector tridimensional k es transportado paralelamente sobre la proyecciéon de la
geodésica nula en el espacio X3. Pero el hecho que esté el primer término muestra que
k también ha sido rotado con una velocidad angular L. La misma rotacién le sucede
al vector de polarizacion f como puede verse en la ec. (3.10). La combinacion de estas
dos ecuaciones lleva al hecho de que el plano de polarizaciéon ha sido rotado por una
velocidad angular L sobre la geodésica nula proyectada. El dngulo de rotacion sobre

el vector tangente k sobre el recorrido entre la fuente y el observador esté dado por:

obs R 1 obs R
Q= L-kd\ = ——/ k,B, - kd\ (3.12)
f

fuente uente

En este caso hemos utilizado el hecho de que f-k = 0, que viene de la ec. (3.4)

y la eleccion de que fy = 0. Ahora combinando las dos ecuaciones:

ko = goak® = h(k® — g.k*) (3.13)

k'ky = 0 = h(k® — guk)? — vapk®k® = 0 (3.14)
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tenemos:

2 AN
— = | = 3.15
h (d)\) (3.15)
Finalmente sutituyendo en ec. (3.12) la ec. (3.15) y colocando a kdl = dl,
encontramos:

1 obs
Q=—Z vVhB, -dl (3.16)

fuente
lo cual también utilizando la definicion en la ec. (2.33) puede expresarse como:

1 obs

0=-—3 VhV x A - dl (3.17)
fuente

Donde este constituye el angulo de rotacion Faraday gravitacional, se observa
que es proporcional a la integral de la componente del campo gravitomagnético sobre
la linea de propagacion. Tiene una forma similar al efecto Faraday electromagnético,
ec. (1.61), pero la diferencia principal es que la rotacion faraday gravitacional es un
efecto puramente geométrico, mientras el electromagnético tiene dependencia de la

frecuencia del rayo de luz.

La primera discusion de este efecto relativista fue realizada en 1957, cuando
Skrotskii aplico un método previamente desarrollado por Rytov para considerar
optica geométrica en un espacio-tiempo curvo. Es por esta razéon historica que el
efecto gravitacional en la polarizacion de la luz es conocido como el efecto Skrotskii

o efecto Rytov.

3.2. Limite gravitacional débil de rotaciéon Faraday

Las hipotesis estdndar de lentes gravitacionales asumen que el lente gravita-
cional esta localizado en una pequena region del cielo y que su efecto es débil. El
deflector cambia su posicién lentamente respecto al sistema de coordenadas, es decir,
que la velocidad de materia es mucho menor que ¢, por lo que la materia se deforma

muy poco. En este régimen de campo débil y aproximaciéon a movimiento lento, el
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espacio-tiempo es casi plano cerca del lente. Como puede verse en la ec.(3.17) el
orden de aproximacion estda determinado por las componentes no diagonales de la

métrica. Podemos escribir [18]:

P V - dr P
ds® ~ (1 + 20—2 + 19(84)) Adt? — Scdt L (

3 1—25+ 19(54)) dx*  (3.18)
donde € < 1 denota el orden de aproximacion, ® es el potencial Newtoniano, y ®/c?

es del orden ~ 9(g?).

V es un potencial vectorial que toma en cuenta el campo gravitomagnético

producido por corrientes de masa. Para 9(g?):

V ~ —G/ Md3><' (3.19)

[x — x|
en este caso v representa el campo de velocidades de los elementos de masa del
deflector.

Se asume que durante el recorrido de la luz a través del lente, el potencial en
la ec. (3.19) sufre una variacion insignificante, por lo que el lente puede ser tratado

como estacionario.

En el limite de campo débil, A y A se relacionan con el potencial gravitacional

de la sig. manera [17]:

d
he 1425+ J(eh) (3.20)
4 5

y la longitud de arco propia esta dada por:

®
dl, ~ {1 -+ 19(63)} dlg (3.22)
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donde dlp = \/0;jdz'dz, es la longitud de arco Euclideana. Insertando ahora las
ecuaciones (3.20), (3.21) y (3.22) en la ec. (3.17) tenemos:

2 —~
Q= -5 /pv x V- kdlg + 9(e%) - dl (3.23)

en este caso p constituye la proyeccion espacial de la geodésica nula y k es el vector

unitario tangente.

Es util el utilizar las coordenadas espaciales ortogonales (I,&1,&) = (I,€),
centradas en el lente y tal que el eje [ esté sobre la direccion del rayo proveniente
sin perturbacion e;,. El plano del lente (£1,&:), corresponde a [ = 0. El vector de

posicién tridimensional del rayo de luz x puede ser escrito como x = £ + le;,.

Para calcular el efecto Skrotskii del orden de 9(?) podemos adoptar la apro-
ximacion de Born, la cual asume que los rayos de radiaciéon electromagnética se
propagan sobre lineas rectas, es decir que el curvamiento de la luz puede ser dese-
chado. La resolucion de la integral sobre la linea de vision (l.o.s , por sus siglas en
inglés) es suficientemente precisa para evaluar la contribucion principal a la rotacion
neta. Para este orden podemos utilizar la métrica de Minkowski sin perturbacion y
un vector unitario de propagacion de la senal. La rotacion Faraday gravitacional de
este orden es:

Q= 2 V X V]iosdlp +9(°) (3.24)

3
C l.o.s

3.3. Rotacion Faraday gravitacional en un espacio NUT

No existe una rotacion Faraday Gravitacional inducida por un espacio NUT(Newman-

Tamburino-Unti), donde el espacio NUT|8| esta descrito por la siguiente métrica:

ds® = f(r)(dt — 2l cos 0dp)* — f(r) tdr? — (r* + 1%)(d6* + sen? Od¢?) (3.25)
donde:

2(mr + 1?)

fr) ===

(3.26)
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ademés m representa la masa y [ es el llamado parametro NUT, conocido también

como monopolo gravitomagnético[8].

Demostraremos lo anterior mediante lo siguiente. Tomemos ahora un recorrido
cerrado C' alrededor de un agujero NUT el cual consiste en dos trayectorias (véase
figura): la trayectoria 1, una geodésica nula la cual pasa cerca del agujero negro,
y la trayectoria 2, que pasa lo suficientemente lejos para que el efecto del campo
gravitacional (incluyendo la rotacion Faraday, debido al hecho que B, — 0 cuando

r — 00) de los rayos de luz sea despreciable.

Agujero negro NUT

Fuente

- S~

Recorrido 2

Agujero
NUT

Recorrido 1

!
I
1
\

~ o

Observador

Ahora utilizando el teorema de Stokes|1], se puede escribir la ec. (3.16) en la

forma:

Q= —%7{;(\/539) -dl = —% /Sv x (VhB,) - dS (3.27)

lo que puede ser transformado a:

—5 [y -ai— 5 [(ViB,) - [ (5, ViB)-as G2
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El segundo término del lado izquierdo de la anterior ecuaciéon es cero por
construccion. Por otro lado para los campos Gravitoelectromagnéticos en un espacio
NUT tenemos:

E, - —%ar Inf(r)F (3.29)
B, = W? (3.30)

Los cuales juntos muestran que el lado derecho de la ec. (3.28) es también cero,

por lo que:

1
—5/1(\/EBQ) dl=0 (3.31)

lo que nos demuestra que no existe efecto Faraday gravitacional en rayos de luz que

pasan cerca de un agujero negro NUT.

3.4. Rotacion Faraday gravitacional en una métrica de Kerr

Se ha observado que cuando rayos de luz pasan por la region de vacio fuera de
la materia en rotacién sufre una rotaciéon en su plano de polarizaciéon. Este efecto
Faraday en una métrica de Kerr puede ser estudiado en dos casos diferentes: cuando
la 6rbita esta en el pano ecuatorial, es decir para § = 7/2; y una 6rbita mas general

la cual intersecta el plano ecuatorial y es simétrico respecto a esto.

3.4.1. Orbitas en planos ecuatoriales

En este caso utilizando las definiciones de E, y B, y la ec. (3.28) uno puede
ver que el analogo gravitacional del vector de Poynting definido por E, X \/EBg
tiene una unica componente, la cual esté sobre la direcciéon ¢ por lo que es normal al
plano de la orbita(r, 6), el cual lleva el caso especial que aca no existe efecto Faraday

gravitacional en los rayos de luz[13].
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3.4.2. Orbita simétrica respecto al plano ecuatorial

En este caso necesitamos encontrar la 6rbita y veremos que tnicamente se
necesita encontrar la érbita de orden cero en a/r y m/r, es decir una aproximacion

a linea recta.

Escribiendo la métrica de Kerr, ec. (3.1) en coordenadas Boyer-Lindquist se

puede ver que:

2amr sen? 0

A=A, = 3.32
¢ 2mr — p? ( )
de la cual tenemos que:
» _ 2amrsen 26[2mr — r? — a? (3.33)
7 /A@2mr —1r? —a?cos? )
B _ 2am sen? 0(a? cos 6% — r?) (3.34)

g VY (2mr — 12 — a?cos? 0)?
donde v = detv,p y p* = 1r? + a*cos*0

Procederemos ahora a redefinir los campos gravitoelectromagnéticos en tér-
minos de la métrica de Kerr, quedando el campo gravitoeléctrico de la siguiente

manera [13]:

LV

E, = -VInn'/? = 5 (3.35)
utilizando esta anterior definicién, tenemos que:
. Am(a®cos? —r?)
E; = (0 — 2mr) (3.36)
Ez _ rma? sen 20 (3.37)

p(p* — 2mr)
en este caso A = r?2 4 a% — 2myr. Substituyendo las anteriores definiciones del campo

en la ec. (3.28) y colocando p = cosf tenemos:

Q=— / (Ey x VhB,)4dS? (3.38)
S
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drdu
=2 .
am / /TORB u) (2 T a2 — 2mr)? (3.39)

donde rorp(t) es la ecuacion de la proyeccion de la orbita en el plano (r,0) (ver

apéndice B).

Para encontrar el menor orden del efecto Faraday podemos calcular la integral

anterior despreciando el término a?/r? y m/r. En cuyo caso tenemos:

9 Ho o0 1 4 9 Ho 1
Q =2am —drdp = ——am =—dp (3.40)
—po Jrorp(u) T 3 o "ORrB

Para la evaluacion de la anterior integral utilizaremos la proyeccion de una

orbita en el plano (r, ) definida por:

Tmin
. 3.41
ons \/1 - mm/n 60529 ( )

en la cual 1 es una constante del movimiento (ver Apéndice B) elegida n > 0.

Entonces ahora la integral quedara como:

4 0 ,,,,2 ) 3/2
0= —gam2 (1 - M;ﬁ) du (3.42)
NO:\/ﬁ/rmin 77

2
= (1/4)m cos 80$ (3.43)

min

y esta es la expresion de tercer orden para el efecto Faraday en este caso.

3.5. Observaciones en sistemas astrofisicos

Alta calidad de datos provenientes de sistemas astrofisicos llegan a nosotros,
con flujos de alta densidad en cuanto a informaciéon. Parte de la informacion que
nos llega es la polarizacion, en si su angulo de polarizacion. Existen muchos datos,
principalmente en frecuencias de radio donde se pueden observar imégenes miltiples,

tal es el caso del sistema B0218-+357.
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En esta seccion proveeremos de formulas explicitas para calcular la Rotacion

Faraday Gravitacional en sistemas astrofisicos de importancia.

3.5.1. Sistema de lentes

Un sistema de lentes puntuales|16], que se mueven a velocidad constante in-
ducen una rotaciéon Faraday gravitacional. Las estrellas en movimiento, donde las
velocidades pueden ser tratadas como lentas, constituyen una representacion de di-

cho sistema.

El potencial gravitomagnético generado por una lente puntual de masa M, con
un vector de posiciéon x;, moviendose a velocidad constante v; se reduce a[17]:

Vi

Vi(x) ~ —GM, (3.44)

| x — x; |

El angulo de rotacion Faraday para un sistema de N lentes que se mueven esta

dado por:
5 N
_ E : 5
Q= —g : . V x Vi‘l.o.sdlE + 7.9(6 ) (345)
N
4 A& i1v(iya — A&)2v
2= ——5 > M, g()lv? )Z§ |§( 201 4 (e (3.46)
p (1)

donde A&y = £ — £(;). Al nivel mas bajo tinicamente la proyeccién sobre la linea de

visual del momento angular total entra en efecto.

3.5.2. Corteza rotando

El potencial gravitomagnético toma una forma muy simple en el caso de una
distribuciéon de simetria esférica de materia en rotaciéon rigida. Nos limitaremos a
una rotaciéon lenta para que la deformacion causada por esta sea despreciable y el
cuerpo tenga casi simetria esférica. Tomando el centro de la fuente como el origen

de un sistema inercial de fondo tenemos:

V = —%WG {i /0 p(r)ridr + /;OO p(r)rdr} W X X (3.47)

3
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G x 4w +ee
V= —§J<£L‘) X5 ?G </$ p(r)rdr) W X X (3.48)
donde w = const es la velocidad angular y J(z) = & ([ p(r)r*dr) w es la contri-

buciéon de momentum angular de la materia en un radio = =| x |.

La teorfa gravitacional de Einstein predice un fenémeno peculiar dentro de
una corteza rotando. Es interesante calcular el potencial gravitomagnético para tal
sistema. El potencial gravitomagnético, ec. (3.48), dentro de una corteza esférica de

masa M y radio R, que rota con una frecuencia constante, se reduce a:
VI (x) ~ g W XX (3.49)

Esta se da en el interior de la corteza, mientras que para la parte exterior,

(x > R), se obtiene:

GMR*w X x GJxx
Out ~ _
Vo (x) ~ 3 p 53 (3.50)
en la cual J = (2/3)M R*w. Aplicando el rotor a ambos se obtiene:
2GM
In ~ 5l
V x V" (x) ap v (3.51)
G[I-3J -2)x
Ou ~

Consideremos un rayo de luz el cual entra a la corteza, es decir que tiene un

pardmetro de impacto £ < R; el rayo de luz entra y deja la esfera a l;,, = —y/R? — &2
V lowt = 1/ R? — &2, respectivamente. La rotacion neta del vector de polarizacion

sera:
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3

2 lin
O~—— { VX Vout ’l.o.sdlE'

. | . (3.53)
+ Vx VP dlp+ V x V°“t|losdlE}+z9(55)
lin o lout h
AGM £\’ ;
Q=——wios| |1~ (E) + 9(e°) (3.54)

El resultado varia si la velocidad angular se encuentra en el plano del lente
ya que la corteza actiia como lente gravitacional. También se tiene que la rotacion
Faraday Gravitacional fuera de un cuerpo rotando, cuando la luz no entra en el

lente, es ~ (G*Mzor/c®)(J1.0.5/€%), es decir del orden de ¥(g%), el efecto sobre el

rayo de luz puede ser despreciado en este orden de aproximacion.

El caso de una esfera rotante externa de espesor finito puede ser facilmente
resuelto tnicamente integrando el resultado en la ec. (3.53). Cada corteza infinitesi-
mal de radio v’ con masa dM = 4mp(r')r'?dr’ y velocidad angular w(r’) contribuye

con un angulo:

167G

3

d§) ~ P )Wy os (1 )N/ 172 — E2r'dr’ + () (3.55)

Integrando desde el parametro de impacto &, al radio externo de la corteza R,
tenemos la rotacion Faraday Gravitacional total que sufre un rayo debido al giro de

la corteza externa. Tenemos:

Q= / dQ (3.56)

3

R
0= 7C [ W B 0 ()
3

Consideremos una esfera homogénea de densidad constante en rotacion rigida.

El plano de polarizacion de un rayo de luz, que penetre a este cuerpo, es rotado en:

B 167G

Q =

PWios(RE — €232 +9(e°) (3.58)
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10G . (R?—¢&2)%7
Q= 3 Jl.o.s R5

donde J;, s es la componente sobre la linea de vision del momentum angular total

+ 9(£%) (3.59)

de la esfera.
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CONCLUSIONES

1. El llamado efecto Faraday gravitacional no es equivalente al efecto Faraday
electromagnético, inicamente constituye un analogo del mismo, ya que ambos
tienen origenes distintos; el electromagnético es debido a la interacciéon del
plano de polarizaciéon con un campo magnético, mientras el gravitacional es
debido a las propiedades geométricas del espacio-tiempo. Ambos se explican

mediante distintas teorias fisicas.

2. La rotacion Faraday electromagnética tiene dependencia de la frecuencia del
rayo de luz que atraviesa el medio, y es explicado por la diferencia de velocida-
des de propagacion de ondas con distinta polarizacion, a derecha e izquierda,

que constituyen el haz y su interaccion con el campo magnético aplicado.

3. El gravitoelectromagnetismo estudia fenémenos analogos a los electromagnéti-
cos con un origen gravitacional. Se explica mediante la existencia de corrientes
de masa-energia, entre dos objetos masivos. Es una teoria ajena al electromag-
netismo y a la Relatividad, que combina efectos de una y causas de la otra,

sin embargo, es una teoria con limitantes, ya que lleva a inconsistencias.

4. Larotacion Faraday gravitacional depende de la geometria del espacio-tiempo,
por lo que su comportamiento no seré el mismo en los distintos sitemas as-

trofisicos, destacando el hecho que no existira rotacion Faraday en un agujero
NUT.
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RECOMENDACIONES

1. Presentar de manera clara los conceptos de los fenémenos analogos al estudiar
analogias entre distintas teorfas, separando los fundamentos e ideas de estas y
resaltando que el hecho que sean similares no constituye que sean equivalentes,
en este caso la rotacion del plano de polarizaciéon por origen electromagnéti-
co es distinta a la de origen gravitacional, observandose con el hecho que el
electromagnético tiene dependencia de la frecuencia de la onda mientras el

gravitacional inicamente depende de la geometria del espacio-tiempo.

2. Desarrollar estudios posteriores con los datos experimentales obtenidos para
una mayor comprension del fendmeno gravitacional, y aprovechar los mismos
para determinar caracteristicas propias del sistema astrofisico del que provie-

nermn.
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APENDICE A:
DERIVADA COVARIANTE

. . i/ . .
Consideremos un vector contravariante A® en el sistema cartesiano que se

transforma a un sistema no cartesiano de la siguiente manera:
Al = al A7 (1)
Tomando la derivada ordinaria obtenemos:
dA" = d(al)A" + al,dA” (2)
Si el vector cartesiano no cambia sus componentes en cualquier forma dA” = 0

y dA" es debido tnicamente al desplazamiento paralelo, entonces d(aﬁ,)Ai' = §A"

Por lo que ahora tenemos:
dA" = §A* + a,dA” (3)
aydA” = dA" — §A’ (4)
multiplicando la ecuacién por la transformacion inversa nos da:
dA" = af (dA" — 5 AY) (5)

., . . . i/ i/ ;
Una ecuacion similar puede tenerse para un sistema estrellado, dA* = a}, (dA™ —

§A™), que al igualarlos obtenemos:

al (dA* — §AY) = al (dA™ — §A™) (6)

alal (dA" — §AY) = a,al, (dA™ — 5 A™) (7)
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(dA" = 6 A7) = al (dA™ — 6 A™) (8)

La primera de las cantidades anteriores en paréntesis se transforma de un
sistema de coordenadas a otro como un vector, asi que este es un vector. Se designa

COINO:
DA’ = dA' — §A! (9)

Este vector diferencial representa el cambio dA* que se observa en el sistema de
coordenadas menos el cambio dA* debido al desplazamiento paralelo. Esta diferencia
da el cambio en el vector debido a las caracteristicas curvilineas del sistema de
coordenadas, dejando el cambio real en el vector. La ec. (9) escribirse como:

) dA* ) )
i hatlal 7 j
DA' = (dxj —|—ij) dx (10)

la cantidad entre paréntesis es la llamada derivada covariante y es un tensor mixto.
La ecuacion anterior puede ser expresada como:
i i ik
A=A+ T A (11)

Donde la coma representa la derivada ordinaria, el punto y coma representa
la derivada covariante y esto puede expresarse de manera similar para un vector
covariante. Todos estos conceptos pueden generalizarse para la geometria del espacio-
tiempo, simplemente extendiendo todo a cuatro dimensiones, lo cual no es muy

complicado.
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APENDICE B:
PROYECCION DE LA ORBITA

La ecuaciéon que gobierna la proyeccion de una orbita en el plano (r, ) para

la métrica de Kerr esta dada por:

/T dr _ )
N e R T T

do

0
= 2
/ VN +a2cos?f — €2 cot?f @

Donde £ y 1 son constantes de movimiento y elegimos el caso para n > 0,
que corresponde a la geodésica nula que intersecta el plano ecuatorial y es simétrico
respecto a este. Desarrollamos las anteriores integrales para el caso en que a/r < 1
y m/r < 1, es decir para deflexiones débiles. Primero evaluamos el lado izquierdo de

la ecuacion anterior, el cual puede reescribirse descartando los términos pequenos:

/dr/rQ\ [1—7r2. /12 = (1/7min)arcos(Tmin/T) (3)

Donde 7,,;, = /&% + 1 es el término principal en el desarrollo de la expancion
de la raiz de r* + (a® — &2 — n)r? + 2m[n + (£ — a)?]r — a®>n = 0 para pequeiias
deflexiones.Ahora evaluamos el lado derecho (LD) de la misma ecuacion, para el

mismo limite, y esta puede escribirse como:

_ dy
LD = /\/n+u2(a2—§2—77)—azﬂ4 W

Ahora utilizando el hecho de que a/rim < 1y Tmin = V&2 + 1 se puede

aproximar para evaluar la integral anterior, quedando:

D / #% = (Ufryn)aresen (Mm) (5)
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igualando las ecs. (2) y (5) tenemos:

Tmin
Torb = (6)
T VT= (2, /n) cos? 0
Que es la proyeccion de la orbita en el plano (r, ) para pequenas deflexiones
y en el caso, como este, donde no hay deflexiones porque no hay ningtn término
dependiente de m o a. Se puede observar también que r — oo cuando cosf =
+/1 /Tmin donde los signos més y menos corresponden a los angulos de posicion 6,

Y Ofuente del observador y la fuente, respectivamente.
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