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OBJETIVOS

General

Definir una funcién zeta para un operador lineal sobre un espacio de Banach
por medio de sus valores propios y encontrar la region de convergencia de dicha

funcion.

Especificos

1. Establecer los requerimientos minimos de anélisis funcional para la definicion

de funciones zeta.

2. Establecer los requerimientos minimos de anélisis complejo para el estudio de

las funciones zeta.

3. Considerar casos de espectros de un operador lineal para encontrar la region

de convergencia de su funcion zeta asociada.

4. Determinar si las funciones espectrales zeta pueden representarse integralmen-

te de manera natural o por medio de alguna modificacion.
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INTRODUCCION

El analisis funcional juega un papel muy importante en el desarrollo de diversos
conceptos y aplicaciones en fisica y matematica, particularmente la teoria espectral,
cuyo desarrollo se debe en gran parte a la investigacion de problemas con valores
en la frontera realizadas por Sturm y Liouville y a la famosa teoria de Fredholm de
ecuaciones integrales [9].

La teoria espectral extiende la teoria de valores propios de una matriz a un ope-
rador lineal definido sobre un espacio normado. Ademés, es posible definir funciones
de valor complejo y asociarlas con los operadores lineales, las cuales son representa-
das por medio de los valores propios del operador lineal considerado. Estas funciones
son llamadas funciones espectrales y un ejemplo de ellas es el determinante de una
matriz, el cual se obtiene multiplicando los valores propios de dicha matriz [2].

En el presente trabajo se definird a una funcion espectral en particular, la
funcion espectral zeta para un operador lineal definido en un espacio de Banach,
la cual puede considerarse como una generalizacién de las funciones zetas asociadas
con operadores diferenciales, utilizadas en el estudio del efecto Casimir y el efecto
de condensacion de Bose-Einstein [§], las cuales a su vez se apoyan en funciones zeta
mas elementales, como la funcion zeta de Riemann y la funcion zeta de Hurwitz.

Se analizaran distintos tipos de espectros y se obtendra la region de convergen-
cia de la funcién espectral zeta para cada uno de ellos, dependiendo del comporta-
miento asintético de los valores propios.

Se utilizara a la transformada de Mellin, la cual esta relacionada en gran manera
con las transformadas de Laplace y Fourier [I], para encontrar representaciones
integrales de la funcion espectral zeta. De igual manera, la teoria de productos
infinitos de nimeros complejos y las factorizaciones de Weierstrass para construir
funciones enteras con ceros prescritos [5], seran de utilidad para encontrar otras
representaciones. Se finalizara con ejemplos particulares de la funcion espectral zeta

para distintos operadores lineales.
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1. Productos infinitos de Weierstrass

1.1. Series de potencias y funciones analiticas

Para empezar, es necesario recordar que si (a,) es una sucesion de nimeros
complejos, se dice que la serie
oo
§ an7
n=0
(o simplemente ) a,), converge a a € C si para cada € > 0 existe un entero N tal

que
m

Zan—a < € para cadam > N,
n=0

es decir, la sucesion de sumas parciales s, = a; + - - - + a, converge.

Ademas, se dice que la serie ) a,, converge absolutamente si ) |a,| converge.
Si una serie no converge, se dice que es divergente.

Las siguientes proposiciones presentan la relaciéon entre una serie y su conver-

gencia absoluta y un criterio necesario para la convergencia de series.
Proposicion 1.1. Si > a, converge absolutamente entonces > a, converge.

Demostracion. Sean € > 0y z, = ap+a; +---+ay. Ya que la serie ) |a,| converge,
la sucesion de sumas parciales ¢, = |a1|+- - -+ |a,| es de Cauchy, de donde existe un
entero N tal que |¢, — ¢,,| < € para cada m,n > N. Luego, si m > n > N, se tiene
que |z, — zm| = |Zng1 + - F Zm| < Jzng1| + o+ 2m] = |en — eml| < €, de donde la

sucesion de sumas parciales (z,) es de Cauchy, es decir ) a,, converge. O
Proposicion 1.2. Si > a, converge, entonces a, — 0.

Demostracion. Sea z, = ag + - -+ + a,, como Y _ a, converge, la sucesion de sumas
parciales (z,) es de Cauchy, de donde, para cada € > 0, existe N tal que sin,m > N,
entonces |2, — zy| < €. Sin > Ny m =n+ 1, se cumple que |a,| = |z, — 2| <€,

es decir, a,, — 0. O



Una serie de potencias alrededor de a € C es una serie de la forma

oo
Z an(z —a)",
n=0

cuya convergencia depende en general de z. Una de las series de potencias mas
conocidas es la serie geométrica
o0
>
n=0
la cual es convergente cuando |z| < 1, ya que
1 — ZnJrl

1+z+'--+z”—1— y limz"=0 si |z| <1.
-z

n+1

En cambio, dado que lim |z|""" = oo cuando |z| > 1, la serie diverge en este caso.

En general, dada una serie de potencias

[e.e]
Z an(z —a)",
n=0

existe un tnico namero 0 < R < oo tal que la serie converge absolutamente si
|z —al] < Ry diverge si |z —a| > R debido a que sus términos crecen sin cota. A

este nimero se le conoce como radio de convergencia y es igual a

Qn

R =lim : (1.1)

Qp41

(mientras el limite exista, siendo este finito o infinito).
Si |z —a] = R, no es posible concluir acerca de la convergencia o divergencia
de la serie. Si R = oo, se dice que la funcion definida por la serie es una funcion

entera.

Definicién 1.1. Si G es un conjunto abierto en C (la definicion de conjunto abierto
se encuentra en [5]) y f: G — C, se dice que f es diferenciable en a € G si existe

el limite b
o flath) = fla)
h—0 h

Al valor de este limite se le conoce como la derivada de f en a y se denota
por f'(a). Se sigue que si una funcion es diferenciable en un punto a, también es
continua en a.

Si f es diferenciable en todos los puntos de G, se dice que f es diferenciable



en G y es posible definir una funcién f': G — C por medio del limite anterior, la
cual es llamada la derivada de f.

Ademas, si f’ es continua, se dice que f es continuamente diferenciable y si una
funcion diferenciable es tal que todas las derivadas son diferenciables, se dice que es

infinitamente diferenciable.

Definicién 1.2. Se dice que la funciéon f: G — C es analitica en G si es conti-

nuamente diferenciable en G.

Las siguientes proposiciones y el siguiente teorema, cuyas demostraciones pue-
den encontrarse en [5], permiten calcular la derivada de una composicion de funciones
analiticas y caracterizan a las funciones con derivada igual a cero.

Ademas, se presenta la forma explicita de la derivada de una serie de potencias
y se deduce que las series de potencias son funciones analiticas en cierto conjunto

del plano complejo asociado con su radio de convergencia.

Proposicion 1.3 (Regla de la cadena). Si f y g son analiticas en G y U, respecti-
vamente, y ademds f(G) C U, entonces go f es analitica en G y para cada z en G

se cumple que
(g0 f)(2) =g (f(2)f(2).

Proposicion 1.4. Si G es un conjunto abierto y conexo y f: G — C una funcion

diferenciable tal que f'(z) = 0 para cada z € G, entonces [ es constante.
[ee]

Teorema 1.1.1. Si f(z) = Zan(z —a)" es una serie de potencias con radio de
n=0
convergencia R > 0, entonces:

1) Para cada k > 1, las series
Znn—l (n—k+Day(z —a)""
n=~k

tienen radio de convergencia R.

2) La funcion f es infinitamente diferenciable en
B(a,R)={z€C:|z—a| <R},

y ademds,

Znn—l (n—k+Day(z —a)""
n=~k

3



para cada k> 1y z € B(a, R).
3) Para cadan >0,

1 n
ay, = ﬁf( )(a).

Como consecuencia del teorema anterior, si la serie de potencias

Z an(z —a)"

n=0

tiene radio de convergencia R > 0, entonces la funcion definida por
o
f(2) =) an(z—a)"
n=0

es analitica en B(a, R), ya que todas sus derivadas existen, en particular la segunda

derivada, por lo que f es continuamente diferenciable.

Proposicion 1.5. Sean G y U conjuntos abiertos en C. Sean f: G — C y
g: U — C funciones continuas tales que f(G) C U y g(f(z)) = z para cada
z € G. Si g es diferenciable y ¢'(2) # 0, entonces [ es diferenciable y su derivada es

Demostracion. Sea a € Gy elijase h € Ctal que h #0y a+ h € G. Como h # 0,

9(f(a)) =ay g(f(a+h)) =a+hentonces f(a) # f(a+h).
Ademaés,

g(f(a+h)) —g(f(a))

1=
h
_9(fla+h)) —g(f(a)) fla+h) + f(a)
fla+h)— f(a) h

Dado que el limite del lado izquierdo cuando h — 0 existe y es igual a 1,
también debe existir el limite del lado derecho y tener el mismo valor.
Como f es continua, se cumple que

lim [f(a + h) — f(a)] = 0,

h—0

de donde
o 90+ 1) = g(f(@)

h—0  f(a+h)— f(a)
4

=¢'(f(a)).




Por lo tanto, la derivada de f en a,

oy e flat )+ fla)
f'(a) = lim Y ,

h—0

también existe y se cumple que 1 = ¢'(f(a))f'(a).
Como ¢'(f(a)) # 0, se tiene que

Si ademads g es analitica, ¢’ es continua, y por lo tanto f también es analitica. [

Es necesario mencionar que al calcular una derivada, el limite h — 0 puede
evaluarse de distintas maneras, pero el valor del limite siempre debe ser el mismo.
Como consecuencia de lo anterior, si f: G — C es una funcién analitica y si

se definen las funciones

u(z,y) = Re f(r +iy) v wv(z,y) =Im f(xr +iy)

para cada z = z + iy € G, en donde Re f(z) e Im f(z) son la parte real e imaginaria
de f(z), respectivamente, al evaluar el limite h — 0 para valores reales de h # 0 se

obtiene que

flz+h)—f(z)  fle+h+iy)— flx+iy)

h h
_ w(x+ h,y) +v(z+h,y) —ulz,y) —v(x,y)
h

— U(I + h7y> B u(a:,y) +Zv(x =+ hay> - U(;U,y)

h h ’

de donde
oy e JEHR) = f(2)
fiz) = Jim h
= %(w,y) +i%(:¢,y). (1.2)

Por otro lado, si se calcula el limite para valores de la forma ih con h # 0 real,
se obtiene que

fletih) = f(z) _ flatily+h) - fle+ily+h)

ih h




U(ZE,y + h) + U(x7y_|T h) — u(x,y) — ’U(l‘,y)

ih
U(Q?,y—l-h) —U(l’,y) U(%,y—l—h) _U<x7y)

= - +1 -

ih ih
_ _iu<$,y =+ h‘) — u(:c,y) + U(.’K,y—F h) — U(.I',y)
B h h ’

de donde
iy e flEh) = f(2)
f2) = lim h
0 0
= —ia—Z(x, y) + a—;(x, ). (1.3)

Como ambas formas de calcular el limite no modifica el valor de la derivada,
las partes reales e imaginarias de [1.2] y [I.3] deben ser iguales.

De esta manera se obtienen las denominadas ecuaciones de Cauchy-Riemann

para una funcién analitica:

ou Ov ou ov
=y —=_— (1.4)
or 0Oy Jy ox

Reciprocamente, si u(x,y) v v(z,y) son funciones que satisfacen las ecuaciones

de Cauchy-Riemann, entonces la funcion definida por

flz +iy) = u(z,y) +iv(x,y)

es una funcién analitica.

1.2. Funcién exponencial y potencias complejas

Para definir a la funciéon exponencial compleja, se usard una serie analitica

usando como inspiracién a la funcién exponencial real.

Para z € C se define:

o0 n

€Z:eXpZ:ZZ—‘. (1.5)
n!

n=0
De hecho, la definicién anterior coincide con la funcién exponencial real cuando
2z € R y como consecuencia del teorema [1.1.1] la ecuacion define una funcion

6



analitica en todo C, ya que su radio de convergencia es

— lm —
R= I ey =

es decir, la funcion exponencial es entera. Ademas, la derivada de f(z) = e es

b +b

Proposicion 1.6. Si a,b € C, entonces e®e” = €.

Demostracion. Sea g: C — C la funcion definida por g(z) = e®e®#, para algin
a € C. Se sigue que ¢'(z) = e*e** + e*(—e* %) = 0.

Luego, por la proposicion la funcién g(z) es constante y existe un w € C
tal que g(z) = w para cada z € C.

En particular w = g(0) = €%* Y = 1. ¢% = €%, de donde €*e** = e para cada

b

z € C, por lo que e**? = e%? para cada a,b € C. O

z

De lo anterior, se deduce que 1 = e*e¢™ %, por lo que e* # 0 para cada z € C y

evidenciando la similitud de la funciéon exponencial definida en[I.5]con su contraparte
real.
De manera analoga a como se defini6 la funcién exponencial, se define el seno

y el coseno para z € C como

n

(D" e (D" .,
sen z = Z ﬁz y cosz= ; <(2n§! z" (1.6)

n=0

Estas funciones también son enteras, ya que

1/(2n+ 1)!
Ii — lim (20 +3)(2n + 2) =
o R )+ 1) A (2n+3)(2n+2) =co,

7



_ V@) on ) n g 1) =
nh—>oo 1/(( 1))!_711—>oo(2 +2)(2 +1)

y por la ecuacion el radio de convergencia de sen z y cos z es infinito.

Ademas, debido al teorema [1.1.1]

(2n+ 1)! < (2n)!
y . .
r_ (=1)"2n 4, _ (=" 2n+1
(cos z) —; @n)] z —;(2n+1>‘z = sen z
También, notese que
. o] (’LZ)’VL B 00 Z4n o] Z'Z4n+1 00 Z4n+2 o) ’LZ4n+3
y
- = (—iz)" = 4 2, jpintl o yAn+2 20 A3
S S Y Y e o Ty
| ] | | i
~ n — (4n) o (4n+1) — (4n + 2) o (4n + 3)
de donde
[e’e] Z4n Z4n+2 [e'e] (_1)n ,
(74 1z — . _ _ 1 7
(e” +e*) 2 {(4n)| (4n+2)!} 2 (2n)! z Cos 2 (1.7)
y
1 . ) 0 Z4n+1 4n+3 o0 2 N
2il¢ )= "= genz. (1.8
2@‘(6 e ") ;;{(471—1—1) (dn 1 3)! } 2 2n+ senz. (1.8)

Las igualdades y son conocidas como las formulas de Euler para el

coseno y seno, respectivamente, y ademas implican que
e'” =cosz+isenz. (1.9)

Por otro lado, todo niimero complejo z € C con arg z = 6 € R, puede escribirse

como z = |z| (cos@ + isenf), en donde |z| es el modulo de z, que es equivalente a

z=|z|€?. (1.10)

8



Por lo tanto, si z = T+iy conx € R, entonces e* = e W= exeiy cone® >0
s ) 5 ) ’
de donde

le*] =ef** vy arge® =Imz, (1.11)

es decir,

62 _ eRez(

cosImz +isenlm z). (1.12)

A diferencia de su contraparte real, la funciéon exponencial compleja no es
inyectiva, ya que €® = 1 = cos(2m) + sen(27)i = €*™, esto sugiere la siguiente

definicidn.

Definicién 1.3. Una funciéon f: C — C se llama periédica con periodo ¢ € C si
f(z+c¢) = f(z) para cada z € C.

Proposicion 1.7. La funcidn exponencial compleja f(z) = €* es periddica con

periodo 2mi.

Demostracion. Si c es un periodo de e?, entonces debe cumplir que e* = "¢ = ¢%¢e°
para cada z € C, de donde ¢¢ = 1. Como 1 = |e¢| = eR°¢, entonces Rec = 0, de
donde ¢ = if para algin 6 € R.

Luego 1 = ¢ = ¢*

= cosf +isenf, de donde 6 = 2kn para algin k € Z y los
periodos de f(z) = e* son los miltiplos enteros de 2.

Si en particular se elige ¢ = 274, entonces para z = x + iy se tiene que

6z+c — em

+(y+2m)i

= e"(cos(y + 2m) + isen(y + 2m))
= e”(cosy + iseny)

— eachiy

= ¢”. O]

Para definir al logaritmo como la operacion inversa de la exponencial, es nece-
sario tener ciertas consideraciones adicionales, ya que la periodicidad de la funcion
exponencial implica que no es una funciéon inyectiva.

Dado que e* # 0 para cada z € C, no es posible definir log0. Ademas, si
w # 0, entonces cualquier elemento del conjunto {log|w| + i(argw + 27k) : k € Z}

es solucion de e* = w, en donde log |w| es el logaritmo real.

Definicién 1.4. Si G es un conjunto abierto y conexo en Cy f: G — C es una
funcion continua tal que z = /®) para cada z € G, entonces f es llamada una rama

de logaritmo en G. Notese que 0 ¢ G.



Proposicion 1.8. 5i G es un conjunto abierto y conexo en C y f es una rama de

logaritmo en G, entonces la totalidad de ramas de logaritmo en G es el conjunto

{f(2) 4+ 2kmi : k € Z}.

Demostracion. Sea g(z) = f(z) + 2kmi, entonces exp g(z) = exp f(z) = z para cada
z € Gy como g(z) es un elemento arbitrario de {f(2) + 2kmi : k € Z}, cualquier
elemento de dicho conjunto es una rama de logaritmo en G.

Reciprocamente, sea g: G — C una rama de logaritmo en G. Se sigue que
exp g(z) = exp f(z) para cada z € G. Como la funcién exponencial tiene periodos
multiplos de 27, existe un k € C que depende de z, tal que f(z) = g(z) + 2kmi.

En realidad, el mismo valor de k funciona para cada z € G, ya que como f y

g son continuas en G, la funcion h: G — C definida por

hz) = == (f(2) — 9(2)

2T

también es una funcion continua en G'y h(G) C Z.

Como G es conexo y h es continua en G, también h(G) debe ser conexo, pero
Z es un espacio totalmente inconexo, por lo que los tnicos conjuntos conexos en Z
son los conjuntos unitarios {k} con k entero, es decir, h(z) = k para cada z € G y
k un entero fijo.

De lo anterior, si g es una rama de logaritmo en G, debe ser un elemento de
{f(2) +2kmi : k € Z}. O

SiG =C\{z € R: z <0}, se tiene que G es un conjunto abierto y conexo en C
en el cual es posible definir una rama de logaritmo. La definicién de G es equivalente
a{zeC:—m<argz <m}.

Definase f: G — C como f(z) = log|z| + 0, en donde § = argz y log |z
es el logaritmo real, dicha funcion es continua en G y es tal que exp f(z) = z para
cada z € (G. Se sigue que la funcién f es una rama de logaritmo, llamada la rama

principal de logaritmo, la cual se utiliza para definir a log 2z, con z € C, como
logz =log|z| +iargz para z€ C\{z€R:2<0}con argz € (—m,m). (1.13)

La definiciéon del logaritmo complejo incluso es valida para los niimeros reales
negativos, los cuales son de la forma |z| €™, por lo que el valor del logaritmo para
z € R~ seria

log z = log |z| + . (1.14)
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Teorema 1.2.1. La derivada de la funcion log z es

Demostracion. Por definicion de rama de logaritmo, se tiene que

log 2z

€% =z paracada z #0.

d
Como d—ez = e?, por la proposiciéon se tiene que
z

= . [l

Como corolario del teorema [1.2.1] y haciendo uso de la regla de la cadena, se

obtiene el siguiente resultado.

Corolario 1.1. Si f es una funcidn analitica, entonces

f'(2)
fz)

d
EIng(Z) =

Por medio del logaritmo complejo es posible definir a las potencias complejas,

es decir, nimeros de la forma z° con z,b € C y 2z # 0. Esto es
2’ = exp[blog 2] . (1.15)

Esta definicién no debe parecer sorpresiva, ya que coincide con el valor de z°
cuando z,b son nimeros reales. Ademas, si z =0y b # 0 € C\ R™, simplemente

2b = 0.

1.3. Integracién compleja

Ademas de las series analiticas, otro objeto de estudio muy importante en
analisis complejo es la integracion, debido a la variedad de resultados que es posible

obtener, especialmente por el Teorema de Cauchy, el cual se enunciard mas adelante.

Definicién 1.5. Si GG es un conjunto abierto y conexo en C, se dice que G es una

region en C.
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Definicién 1.6. Si G es una region en C y v: [a,b] C R — G es una funcion
continua, se dice que 7 es una curva en G.

Si 7/ existe en [a,b] v 7": [a,b] — C es continua, se dice que vy es una curva
suave en G.

Ademas, si una curva v es tal que y(a) = ~(b), es llamada curva cerrada.
Usualmente se dice que la curva - empieza en y(a) y termina en 7(b).

A la imagen 7([a, b]) de 7 se le llama la traza de v y se denota por {7}.

Definicién 1.7. Sea v: [a,b] — C una curva suave en C. Se define como la

longitud de la curva v a la expresion

uwz/rﬂmw. (1.16)

Definicién 1.8. Sea v: [a,b] — C una curva suave en C y f una funcién continua

y definida en la traza de v, la integral de f sobre v se define como

[f:lfWWw:lUW@MVMt (117

La siguiente proposicion, cuya demostracion puede encontrarse en [5], presenta

algunas propiedades de la integral de una funcién sobre una curva suave.

Proposicion 1.9. Sea v una curva suave en C y supdngase que [ es una funcion

continua en la traza de v, entonces:

)0 f==11

2) | [, | < Loy sulIf )l = € 31

3) Sic e C, entonces [ f(z)dz= [ f(z—c)dz.

(La funcion —v estd definida por (—v)(x) = —v(z), para cada x en el dominio de

la funcidn ).

El siguiente teorema puede considerarse como una generalizacion del teorema
fundamental del calculo para integrales de funciones de variable y valor real.
En este caso se consideran funciones de valor y variable compleja sobre una

curva suave en C, no necesariamente sobre un intervalo real.
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Teorema 1.3.1. Sea G una region en C y v una curva suave en G que empieza
en v(a) = a y termina en y(b) = B. Si f: G — C es una funcion con primitiva
F. G — C, entonces

/7 f=F(8) - Fla).

Demostracion. Haciendo uso de que F' es una primitiva de f y del teorema funda-

mental del célculo, se tiene que

[ 1= seonwa= [ Fowwy o
— [ LFO@M = FO®) - Fo)

= F(B) — F(a). O

Proposicion 1.10 (Regla de Leibniz). Sea ¢: [a,b] X [c,d] — C una funcion
continua. Si g: [c,d] — C es la funcion definida por

o(t) = / o(s. 1)ds,

entonces g es continua.
.0 : 4
Ademds, si eriste if(s,t) y es continua en [a,b] x [c,d], entonces g es conti-

nuamente diferenciable y
g'(t) = /b —(S t)ds
. Ot .

Demostracion. Sea € > 0, como ¢ es continua, existe o > 0 tal que
‘¢<81,t1) — ¢(52,t2)| <€ si (Sl — 82)2 + (tl — t2)2 < (52.

En particular,
|¢(S,t1) — ¢(S,t2>| <€ si ’tl — t2| <0,

de donde

l9(t1) — g(t2)| = / [6(s, 1) — (s, t2)] ds </ |6(s,11) — &(s,12)| ds

b
</ e ds =¢€(b—a).

Dado que € > 0 es arbitrario, la funciéon g es continua. Solamente hace falta

verificar la formula para ¢'(t).
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0
Sean € > 0y ty € [¢,d] y denotese 8—? por ¢s. Se tiene que ¢, es uniformemente

continua en [a,b] X [c,d], ya que es continua y estd definida sobre un conjunto

compacto. Por lo tanto, existe un 6 > 0 tal que

|Pa(s1,t1) — Pa(s2,12)| < €,

cuando (s; — $9)% + (t; — t2)? < &2, en particular |pa(s,t) — ¢a(s,t9)| < € cuando
[t —to] <dya<s<h.

Esto implica que si |t — to| < 0 y s € [a, b], entonces

/[ng(s,T)—ng(s,to)]dT <elt—tol.

to

Por otro lado, para un numero real s € [a,b] fijo, se tiene que la funcion
O(t) = ¢(s,t) — toa(s,tg) es una primitiva de ¢o(s,t) — ¢o(s,tp), asi que por el

teorema fundamental del calculo se obtiene que
|D(t) — D(to)| < €]t — o,

es decir,

|6(5,1) — ¢(s,t0) — (£ —to)pa(s, to)| < €]t —tol,

para cualquier s € [a,b] y |t — to| < J. Luego, para 0 < |t — ty| < & se tiene que

¢(57 t) - (b(S? tO)
t— 1o

<e

— ¢a(s, o)

De lo anterior y de la definicién de g se obtiene que

‘M - /ab (s, to)ds

< e(b—
t—t s elb—a)

cuando 0 < [t — ty| < . Como € > 0 es arbitrario, se concluye que

b b
9,
gl(t):/ ¢2(8,t)d82/ a—f(s,t)ds,

la cual es continua por la primera parte de la demostracion, es decir, g es continua-

mente diferenciable. O

La regla de Leibniz se utiliza en la demostracion de la siguiente proposicion, la
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cual sera de utilidad para demostrar el importante Teorema de Cauchy.

Proposicion 1.11. Si |z| < 1, entonces

Demostracion. Counsidere la funcion

eis

¢(37t) =

ets — iz

definida sobre [0,1] x [0,27]. Notese que ¢ es continua porque su numerador y
denominador son funciones continuas, ademas el denominador nunca es cero, ya que

|z] <1y sie*—tz=0,se cumplirfa que
1=|e”| = Jtz| < |t| <1,

lo cual es una contradiccion.

Por la misma razon, la derivada parcial

% Zeis

~ (efs —tz)?

existe y es continua en [a, b] X [c,d], de donde la funcion

o(t) = / (s t)ds

es continuamente diferenciable y por la regla de Leibniz se obtiene que,

27 i85
ze
(t) = / 2 s
g() o (els—tz)?
1

Por otro lado, para un t fijo, se tiene que la funcién ®(s) = zi(e’ — tz)~! es

una primitiva de la funcion
s

ze

h(s) = m,

de donde ¢'(t) = ®(2m) — ®(0) = 0, por lo que g(t) es constante. Finalmente,
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Teorema 1.3.2 (Teorema de Cauchy). Sea f: G — C wuna funcion analitica y
supdngase que para algin v > 0, B(a,r) C G. Siy(t) = a +re*, 0 < t < 2m,
entonces

flz) = 2%” /7 %dw para |z —a| <.

Demostracion. Al considerar al conjunto Gy = {1(z —a) : z € G} y a la funcién
g(z) = f(a+ rz) se sigue que sin pérdida de generalidad es posible suponer que
a=0yr=1.

Es decir, supoéngase que B(0,1) C G. Sea z € C un ntimero fijo tal que |z| < 1.

Se debe mostrar que
1 w 1 (% f(e™)e'
flz) = —/—f< )dw = — —f(. ) ds,
2mi J,w — z 2 Jo e¥ —z
esto es equivalente a mostrar que

o= [ &S)‘fds _onf(z) = /:ﬂ [M _ f@)} ds.

0 ets — eis_z

Sea .
f(z+ (e —2))
eis — 2

¢(s,1) = —f(2)

para 0 <t <1y 0 < s <2r. La funcién ¢ esta bien definida, ya que

|z 4+ t(e” = 2)| = [2(1 —t) + te®| < [z — €| <1

y B(0,1) C G, ademas es continuamente diferenciable.
Considere la funcion )
o) = [ ols.t)is.
0
Por la definicion de ¢(s,t) y la proposicion se tiene que
2m

9(0): ; QS(S,O)dS

_ /0 v [;’;(Z)_ez - f(z)} ds

= f(2) /0% s —onf(2)

e — 2

= 0.
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Ademas, por la regla de Leibniz,

g'(t) = /O ’ e (2 + (e — 2))ds.

Por otro lado, para 0 < ¢ < 1 la funcion ®(s) = —it~! f(z + (e’ — 2)) es una
primitiva de € f'(z + t(e" — 2)), asi que ¢'(t) = ®(27) — ®(0) = 0 para 0 < t < 1,
pero como ¢’ es continua, también debe cumplirse que ¢'(0) = 0, de donde ¢’ =0y

g debe ser una funcion constante. De lo anterior, g(¢t) = 0 para cada 0 <t < 1, en

I L )] as =g -0 0

particular,
e’ — z

La definicion de convergencia uniforme se encuentra en [5] y se utilizaré en el

siguiente lema.

Lema 1.1. Sea v: [a,b] — C una curva suave en C y supdngase que los términos
de la sucesion (F,,) y F' son funciones continuas en la traza de v tales que la sucesion

(F,) converge uniformemente a F' en v, entonces

/F:Hm/Fn.
Y g

Demostracion. Sea € > 0, como (F),) converge uniformemente a F', entonces existe

un entero N tal que
€

L(v)

| Fn(w) = F(w)] <

para cada w € {7y} y n > N. Luego,

AF—L&

b
/ F((1)) — Fu(y(8))] 7/ (D)t

< [ F((@) = Fa(y()] 1Y (8)] dt

para cada n > N. Como € > 0 es arbitrario, se concluye que

/F—h'm/Fn. O
g g
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Como consecuencia del teorema la funcion definida por una serie de
potencias alrededor de a y radio de convergencia R es analitica en B(a, R). El
siguiente teorema es de cierta forma, el reciproco de dicho teorema. Ademés, es una
caracterizacion de las funciones analiticas, ya que presenta una forma explicita de

representar a una funciéon analitica.

Teorema 1.3.3. Si f una funcion analitica en B(a, R), entonces

para |z — al < R, en donde

ol

y dicha serie de potencias tiene radio de convergencia mayor o igual a R.

Demostracion. Sea 0 < r < R de tal manera que B(a,7) C B(a, R). Considere la
curva suave v(t) = a + re' para 0 <t < 2.

Por el Teorema de Cauchy se tiene que

f(z) = 27” ij(_l dw paralz —al <r.

Dado que w esté en la circunferencia {7}, se tiene que |w —a| = r, pero como

también |z — a| < r, se obtiene que

[f(w)llz—al” _ M (]z—al\"
|w_a|n+l - r r )

2 = al
r

en donde M = max{|f(w)| : |w —a| =r}. Ya que

i%(@)

n=0

< 1, la serie

es convergente, asi que por la prueba M de Weierstrass, la serie
(z — a)

converge uniformemente en {7} (el enunciado y la demostracion de la prueba M de

Weierstrass se encuentra en [5]).
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Ademaés,

S S S i": z—a\"
w—z w-—a 1—(2_“)_w—a w—a) ’

< 1, de donde

zZ—Q

ya que
w—a

M — Zf(w) (z —a)"

(w— )1

Luego, por el lema [I.1]y el Teorema de Cauchy se sigue que
[ 1 f(w)
f(z) = [ : / dw} (z—a)".
nz; 2mi J., (w— a)"*!
Sea

_ 1 [ fw)
0= 5 | e

el cual es independiente de z; se sigue que f(z) es una serie de potencias que converge
para |z —a| < ry por el teorema[1.1.1] se tiene que

1 n
a, = . ( )(a)7

de donde el valor de a, es independiente de 7, es decir, independiente de r. De lo

anterior,

f(z) = Zan(z—a)” (1.18)

para |z —a] < r. Dado que r < R es arbitrario, se tiene que la ecuacion es
valida para |z — a| < R, de donde, el radio de convergencia de debe ser mayor

o igual que R, por definicion de radio de convergencia. O
A partir del teorema [1.3.3] se deduce inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 1.2. Si f: G — C es analitica y B(a,r) C G, entonces

£0)(a) = L!/—ﬂ“’) dw (1.19)

2mi ), (w—a)tt

en donde v(t) = a+re', 0 <t < 2.

Por consiguiente, las funciones analiticas son infinitamente diferenciables.
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Proposicion 1.12 (Estimacion de Cauchy). Sea f una funcion analitica en B(a, R)

y supongase que |f(z)| < M para cada z € B(a, R). Entonces

7™(a)| < ”;f

Demostracién. Sean r < Ry v(t) = a+re®, 0 < t < 2m. Por el corolario y la
n!

proposicion [I.9] se tiene que
1/ 2
2mi| |, (w —a)"+!

7 @)] = ;
el

IN

— su
27 P

n! M 5
% ,,an-i-l mr

n!M

rn

IN

Dado que r < R es arbitrario, se sigue que

TRIOIE ";f , O

Proposicién 1.13. Sea f una funcion analitica en B(a, R) y supdngase que vy es

una curva suave cerrada en B(a, R), entonces

szo.

Demostracion. Por el teorema f(z) => an(z —a)" para |z — a| < R. Sea

> Qnp, n > an, n
F(Z):Z(n+1> (2 — a) +1:(z—a)2(n+1) (z —a)™.
n=0 n=0
Dado que
lim 22 g,

se sigue que la serie de potencias F'(z) tiene el mismo radio de convergencia que

S an(z —a)™
Por lo tanto, F' esta definida en B(a, R), ademas F'(z) = f(z) para |z — a| < R.

Como 7 es una curva suave cerrada definida sobre algin intervalo [a, b], se tiene que
v(a) =(b).
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Ademas, como F' es una primitiva de f, por el teorema se obtiene que

/ f = F(y(b)) - F(7(a))
=0

1.4. Factorizacién con productos infinitos

Es conocido que si P(x) es un polinomio y a es un ntmero tal que P(a) = 0,
entonces existe un polinomio Q(x) tal que P(z) = (x — a)Q(x), en donde Q(a)
podria ser también 0. También es conocido que es posible encontrar un polinomio
P(z) tal que P(a;) =0 para 1 <i <n con ay,...,a, numeros dados.

En el caso de una funcién analitica f: G — C, se dice que a € G es un cero
de f o que f se cancela en a, si f(a) = 0y es posible encontrar resultados similares

a los enunciados en la discusién anterior, incluso para una cantidad infinita de a;s.

Definicién 1.9. Si f: G — C es una funcion analitica y a € G es tal que f(a) = 0,

entonces a es un cero de f de multiplicidad m € Z™ si existe una funcién analitica
g: G — Ctal que f(2) = (2 —a)"g(z) vy g(a) # 0.

Teorema 1.4.1. Sea G una region en C y sea f: G — C una funcion analitica.

Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) f es idénticamente cero.

2) Egiste un punto a € G tal que f™(a) = 0 para cada n > 0.

3) El conjunto Z = {z € G : f(z) = 0} tiene un punto de acumulacion en G.

Demostracion. Es claro que 1) implica 2) y 3).

Para mostrar 3) = 2), sea a € G un punto de acumulacion de Z. Como G es
abierto, existe R > 0 tal que B(a, R) C G. Como a es un punto de acumulaciéon de
Z y f es continua, se sigue que f(a) = 0.

Supongase que existe un entero n > 1 tal que

fla)=fla)=-=f"Ya)=0 y f"(a)#£0,
es decir, .
["(a)
0 ?’é ap = T
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Como f es analitica en G, es posible expandirla como serie de potencias alre-
dedor de a en B(a, R) C G, es decir,

f(z) = Zak(z —a)*  para |z —a| < R.

k=n
Considere la funciéon
9(2) =Y ar(z —a)*.
k=n

Se tiene que g es analitica en B(a, R), f(z) = (z —a)"g(2) y g(a) = a, # 0.

Como g es continua en B(a, R), existe un r, 0 < r < R tal que g(z) # 0 para
|z —a| < r. Pero como a es un punto de acumulacion de Z, existe un b tal que
f(b) =0y 0 < |b—a|l < r.De donde 0 = (b —a)"g(b) y g(b) = 0, que es una
contradiccion. Por lo tanto, no existe tal entero n, probando la parte 2).

Para probar 2) = 1), sea A = {z € G : f(z) = 0 para cada n > 0}. Por
hipotesis, A # &. Sea z € A y sea (z;,) una sucesion en A tal que z = lfim z;,. Como
cada f™ es continua, se sigue que f™(z) = f(™(z,) =0, de donde z € Ay A es
cerrado.

Por otro lado, sea a € A, como A C G y G es abierto, existe un R > 0 tal
que B(a,R) C G. Como f es analitica, se tiene que f(z) = > an(z — a)" para
|z —a| < R, en donde

_ f)

n!

an =0,

para cada n > 0, de donde f(z) = 0 para cada z € B(a,R) y B(a,R) C A. Como
a € A es arbitrario, se tiene que A es abierto.
Finalmente, A es un subconjunto no vacio, abierto y cerrado en G, que es

conexo, asi que necesariamente A = G, es decir, f(z) = 0 para cada z € G. n
Como consecuencia del teorema [1.4.1] se obtienen los siguientes corolarios.

Corolario 1.3. §i f y g son funciones analiticas en una region G, entonces, f = g

sty solo si el conjunto {z € G : f(z) = g(z)} tiene un punto de acumulacion en G.

Corolario 1.4. Sea G una region en C. St f: G —> C es una funcion analitica
distinta de la funcion constante cero, entonces para cada a € G tal que f(a) = 0,
existe un tunico entero n > 1 y una funcidn analitica g: G — C tal que g(a) # 0 y
f(2) = (2 —a)"g(2) para cada z € G, es decir, cada cero de F' tiene multiplicidad
finita.
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Corolario 1.5. 57 f: G — C es una funcion analitica no constante y a € G es
tal que f(a) = 0, entonces existe un R > 0 tal que B(a,R) C G y f(z) # 0 para

0 < |z —a| < R, es decir, los ceros de una funcion analitica estin aislados.

Proposicion 1.14. Si f es una funcion entera distinta de la funcion constante cero,

con infinitos ceros, entonces sus ceros no estdn acotados.

Demostracion. Si f no tiene ceros, no hay nada que probar. Sea (a,) la sucesion
de ceros de f. Como cada cero de una funciéon analitica tiene multiplicidad finita,
existen infinitos términos distintos en la sucesion (ay,).

Si (a,) esta acotada, entonces por el teorema de Bolzano-Weierstrass, la suce-
sion (a,) tiene un punto de acumulacion, pero por el teorema se tiene que f
es idénticamente cero, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, la sucesion (a,) no

esta acotada, es decir lim |a,| = co. O

Ademas de los ceros de una funcién analitica, las singularidades son otro objeto

de estudio en el analisis complejo.

Definicién 1.10. Una funciéon f tiene una singularidad en z = a si existe un R > 0

tal que f esta definida y es analitica en B(a, R) \ {a} pero no en {a}.

Definicién 1.11. Sea f una funcién con una singularidad en z = a, se dice que

dicha singularidad es removible si lim(z — a)f(z) = 0.
zZ—a

Definicién 1.12. Si z = a es una singularidad de f, entonces se dice que a es un

polo de f si lim |f(2)| = oc.
z—a

No es posible clasificar todas las singularidades en las dos categorias anteriores,
por lo que si una singularidad no es removible ni es un polo, entonces se dice que es
una singularidad esencial.

La siguiente proposiciéon presenta la relacion que existe entre los polos de una

funcion y las singularidades de su funcién inversa.

Proposicién 1.15. Si la funcion f tiene un polo en z = a, entonces la funcion

[f(2)]" tiene una singularidad removible en z = a.

Demostracion. Sea € > 0. Por la propiedad arquimediana de los niimeros reales,

existe un entero positivo n tal que

23



Por otro lado, como f tiene un polo en z = a, se cumple que lim |f(z)| = oo,
z—a

por lo que existe un o > 0 tal que n < |f(2)] si |z — a| < «, es decir,

I <2 <e

n

para |z — a| < .. Sea 6 = min{1, a}, si |z —a| < J, se tiene que

(=) [f(2)] 7] <,

es decir, lim(z —a) [f(2)] " = 0, de donde [f(2)]”" tiene una singularidad removible
zZ—a

en z = a. ]

Teorema 1.4.2. Si G es una region en C y a € G es tal que f es analitica en
G\ {a} con polo en z = a, entonces existe un entero positivo m y una funcion

analitica g: G — C sin ceros tal que

g(z

1o =1
Demostracion. Como f tiene un polo en z = a, entonces [f(z)]”" tiene una singu-
laridad removible en z = a, por lo tanto, la funciéon h(z) = [f(z)}_1 para z £ a'y

h(a) = 0 es analitica en B(a, R) para algin R > 0.
Como h(a) = 0, por el corolario existe un entero m > 1 y una funcion
analitica hy tal que hy(a) # 0y h(z) = (2 — a)™hy(2). Al definir g como [hy(2)] "y
despejar [h(z)]_l, se obtiene lo deseado, ya que h;(z) nunca es cero, en caso contrario,

existiria un z, € G tal que [f(20)]" = 0, lo cual es un absurdo. O

En este caso se dice que f tiene un polo de orden m en z = a. Si m = 1, se

dice que f tiene un polo simple en z = a.

Teorema 1.4.3. Sea G' una region, a € G y [ una funcion analitica en G\ {a}. Si

f tiene un polo de orden n en z = a, entonces existen Ay, As, ..., A, € C tales que
An An—l Al
prm— .« .. G
f(z) C_apr + = a) +- G—a) + G(z2),

en donde G(z) es analitica en B(a,r) para algin r > 0.

Demostracion. Por el teorema existe una funcion analitica g(z) tal que



Como ¢g(z) es analitica, puede escribirse en B(a, ) como una serie de potencias

g2)=A+ A 1(z—a)+ -+ A(z—a)" (2 — a)nzak(z —a)t,

oo
=0

para algin r > 0. Por lo tanto

fR)=(G—a) A+ A 1(z—a)+-+A1(z—a)" "+ (2 —a)"G(2))

An Anfl Al
_ Il S
Coar g T g O
en donde G(z) = "2 ar(z — a)* es una funcién analitica en B(a, 7). O

La expresion
A, An A
R Rt 1.20
I LI s T B Py (1.20)

es conocida como la parte principal de f en el polo z = a y el coeficiente A; se llama

el residuo de f en z = a y se escribe
Res(f,a) = A;. (1.21)
Del teorema[1.4.3|es inmediato que si f tiene un polo simple en z = a, entonces

Res(f,a) = lim(z — a) f(z). (1.22)

z—a

De igual manera, se deduce una formula méas general para polos de orden n > 1,

en este caso se tiene que

Res(f, ) = lim — ( d )nl (2= a)"f(2). (1.23)

z—a (n — 1)! E

La importancia de los residuos se encuentra en el resultado conocido como la
formula del residuo, la cual se deduce a partir del Teorema de Cauchy y relaciona la
integral alrededor de un circulo de una funcion analitica y los residuos de los polos

encerrados por dicho circulo.

Teorema 1.4.4. Sea f una funcion analitica en una region G, excepto en un polo

z=a. Siy es un circulo contenido en G que encierra a z = a, entonces
/f(z)dz = 2mi Res(f, a).
.
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Demostracion. Por el Teorema de Cauchy aplicado a la funcion constante f(z) = Ay,

1 A
—,/—1dz = A,.
2mi J., (2 — a)

De igual manera, por el corolario[l.2]aplicado a la funcion constante f(z) = Ay,

se tiene que

se tiene que

1 A,
2mi ), (z —a)b

para k > 1. Sea n el orden del polo z = a.
Por el teorema la funcion f se puede escribir como
A, A, Ay

f(z):(z—a)"+(z—a)”—l—i_.”—i_(z—a)

+ G(2),

en donde G(z) es una funcion analitica en B(a,r) para algin r > 0. Luego, por la
proposicion [I.13] se tiene que
/ G(z)dz = 0.

o

Finalmente, se tiene que

1 w1 Ap 1 Ay 1
%Af(z)dz_;%l—(z—a)kdﬁ%l—(z—a)dz+ﬁlG(Z)dZ

= Res(f,a).

De donde
/f(z)dz = 2mi Res(f, a). O

El teorema anterior puede generalizarse para una cantidad contable de polos

(finita o infinita), de la siguiente manera.

Teorema 1.4.5 (Formula del residuo). Sea f una funcidn analitica en una region
G, excepto en una sucesion de polos (ay). Si vy es un circulo contenido en G que

encierra a los polos (a,), entonces

/f(z)dz = 2m’i Res(f, ax).
v k=1

El circulo v podria ser de radio infinito si la sucesion de polos no esta acotada,

siempre y cuando el limite de la integral exista cuando el radio del circulo tiende a
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infinito.

Notese que en caso de una cantidad finita de polos a4, ..., a,, basta con definir
ar = a para cada k > n, en donde la funcion f(z) es analitica en z = a, ya que
Res(f,a) = 0.

Teorema 1.4.6. Sea f una funcion analitica con un cero de orden n en z = a. Si

g(z) es una funcion analitica en z = a, entonces la funcion

L) = g(2) - log f(2)

tiene residuo n g(a) en el polo z = a.

Demostracion. Por el corolario [1.1] se tiene que

f'(2)
fz)

d
Elogf(Z) =

Como z = a es un cero de orden n de f, existe una funcion analitica h(z) en
z =a, tal que h(a) #0y
f(z) = (z = a)"h(z).

Luego,

y por lo tanto

de donde () W)
n g(z z
L(z) = .
()= 22+ 20
La funcion L(z) tiene un polo simple en z = a, ya que g(z) es analitica en z = a
y h(a) # 0. Luego, por la ecuaciéon se tiene que

Res(L,a) =n g(a). O

Ademas de las series de nimeros complejos, resulta de interés definir el producto
infinito de niimeros complejos, ya que esto sera de utilidad para construir funciones
analiticas cuyos ceros formen cualquier sucesion deseada, gracias a los productos de

Weierstrass.
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Definicién 1.13. Sea (z,) una sucesion de nimeros complejos. Si el limite

De la definicién de producto infinito, se sigue que si alguno de los ntimeros z,
es igual a cero, entonces el limite existe y es cero, sin importar los términos restantes

de la sucesion.

Proposicion 1.16. Sea (z,) una sucesion de nimeros complejos distintos de cero

tales que
z= H Zn
n=1

existe y es distinto de cero, entonces z, — 1.

Demostracion. Sea

para n > 1. Como todos los z, son distintos de cero, se sigue que ningin p,, es cero,

de donde
Pn

Pn—1

para n > 2. Como z = lim p, existe y es distinto de cero, entonces
n—oo

:Zn

lim z, = c_ 1. O
n—oo z

Notese que si el limite de p, es cero, no necesariamente z, = 0 para algin
n € N, por ejemplo, la sucesion z, = a con 0 < |a| < 1 es tal que limp,, = 0 pero
ninguno de los z, es cero.

Las siguientes proposiciones seran utilizadas en la construccion de funciones
enteras con ceros dados.

Proposicion 1.17. Si (z,) es una sucesion de nimeros complejos tal que Re z, > 0

para cada n > 1, entonces | | Z, converge a un numero distinto de cero si y solo si

n=0
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la serie

Z log z,

n=1

converge.

Demostracion. Considérese la sucesion

tal que p, — 2 =71e" con —mr <O <mwyr#0.

Si s, =logz + -+ log z,, entonces

exp(sy) = Hexp(log 2k) = Dns
k=1
de donde s, = logp, + 2mik, para algin entero k,. Como p, — z # 0, entonces
z, — 1, de donde s, — s,_1 = log z,, — 0. Ademés, también logp, — logp, 1 — O,
ya que log p, — log z. Por lo tanto,

Sp — Sp— 1 n—1 — 1 n
1+ OgP 1 ogp _
27

(ky — k1) = 0.

Como cada k, es un entero, se sigue que existe un N tal que k,, = k para cada
n > N, por lo tanto s, — log z + 2mik, es decir, > log z,, converge.
n

Reciprocamente, si s, = E log z;, — s, entonces exp s, — exp s. Pero
k=1

n

€Xp Sp = H 2k,

k=1

de donde H 2, converge a z = exp s # 0. O

n=1
La siguiente proposicion servira para demostrar un lema sobre convergencia de
productos infinitos, el cual a su vez serd de utilidad para probar que bajo ciertas
condiciones, el producto infinito de funciones analiticas es una funciéon analitica,

cuyos ceros son los ceros de los factores.
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Proposicion 1.18. Si |z| < =, entonces

N | —

1 3
5 2| < [log(1+ 2)] < 5 |2|.

Demostracion. Si z = 0 el resultado es trivial. Sea z # 0 y considérese la serie de

potencias de log(1 + z) alrededor de a = 0,

- 2" 2228
log(1 =) ()"t = 2
og(l+ z) ;( ) = 2+3
1
Como |z| < 5 < 1, entonces
log(1 1 1
-Gk N L VS
z 2 3
1 2
gi(\z|+|zl +...)
_ 1
2 1|7
1
<_7
-2
de donde lon(1 lon(1 .
M S‘l_w _|_1§__|_1
z z 2
y
lg‘l_log(ljtz) N log(1 + 2) Sl-f— log(1 + 2) 7
z z 2 z
es decir
1 3
Izl < llog(1+2)| < 2 . 0

Proposicion 1.19. Si (z,) es una sucesion en C tal que Rez, > —1 para cada
n > 1, entonces, Y log(l + z,) converge absolutamente si y solo si Y z, converge

absolutamente.

Demostracion. Si ) |z,| converge, entonces por la proposicion |zn| — 0, asi que
existe un entero N tal que |z,| < 1 para cadan > N.
Por la proposicion [1.18],

N-1 o)
3
log(1+ 2,)| < log(1+ z,)| + = Zn| < 00,
> flog( )| ;! g( )| 2§v| |
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es decir Y |log(1 + z,)| converge.
Reciprocamente, si Y |log(1 + z,)| converge, entonces |log(1l + z,)| — 0, de

donde |z,| — 0 y existe un entero N tal que |z,| < 3 para cada n > N, asi que

N-1 ]
Sled <2 (X lul + 3105l <o
n=1 N
es decir, Y |z,| converge. O

Al igual que ocurre con las series infinitas, es posible definir la convergencia
absoluta de un producto infinito, de manera que esta implique la convergencia del

producto, sin embargo, esta definicién no puede ser que el producto

o0
H |20
n=1

sea convergente, ya que si z, = —1 para cada n € N, el producto []|z,| converge
a 1, pero los valores del [];_, zx alternan los valores de 1 y —1 dependiendo de la
paridad de n, por lo que el producto [] 2z, no es convergente.

Por lo tanto, usando la proposicion [1.17] como inspiracion, se utiliza la siguiente
definicion.

Definicién 1.14. Si Re z, > 0 para cada n, entonces se dice que el producto infinito
(e.)

H z, converge absolutamente si la serie Y log z, converge absolutamente.

n=1

De la definicion de convergencia absoluta de un producto y por la proposicion

1.19, se deduce inmediatamente el siguiente resultado.

Corolario 1.6. Si Rez, > 0 para cada n, entonces
o0
I]=
n=1
converge absolutamente si y solo si la serie > (z, — 1) converge absolutamente.

Lema 1.2. Sea X un conjunto y sean f, f1, fa,... funciones de X a C tales que la
sucesion (f,) converge uniformemente a f en X. Si existe una constante C' tal que
Re f(z) < C para cada v € X, entonces (exp f,) converge uniformemente a exp f
en X.
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Demostracion. Sea ¢ > 0. Como €* es una funcién continua en C, existe o > 0 tal
que
" =1 =|e* — €| < ce ©,
si|z| =]z —0] <.
Como (f,) converge uniformemente a f en X, existe un entero N tal que
|fu(z) — f(z)] < 0 para cada z € X sin > N, de donde

exp fr ([L’)
exp f(z)

_ 1‘ — Jexp [fu(2) — f(2)] — 1] < eeC,

paracadan > Ny x e X.
Luego,

lexp fu(x) — exp f(x)] < ee™ |exp f(x)]
= ce YexpRe f(z)
<ee Cel

:67

para cadan > N y z € X es decir, exp f,(z) converge uniformemente a exp f(x)
en X. O

La definicion de espacio métrico compacto se encuentra en [5] y sera utilizada

en el siguiente lema.

Lema 1.3. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y sea (g,) una sucesion de fun-
ciones continuas de X a C tal que >, g,(x) converge absolutamente y uniformemente

en X. Entonces el producto

o0

f(x) =[]+ ga(2))

n=1

converge absolutamente y uniformemente en X.
Ademds, eziste un entero positivo M tal que f(x) =0 si y solo si g,(z) = —1

para algun entero positivo n < M.

Demostracion. Como Y g,(z) converge uniformemente en X, existe un entero N

tal que
n n—1
1
92 (2)] = D galz) = > gulw)| < 3
n=1 n=1
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para cadan > N y x € X, por lo tanto Re [l + g,(z)] > 0, ya que

Re [l + gn(x)] =1+ Re[gn(2)]

> 1~ [Re [ga ()]
> 1~ |ga(2)
212

- 2

> 0.

Por la proposicion [1.18] [log(1 + g, (x))| < 3 |gn(x)], para cadan > Ny z € X.
Luego,

h(z) = log(1+ gn(z))

converge uniformemente en X. Como h(z) es continua sobre X compacto, debe ser
acotada, por lo que existe un a > 0 tal que Re h(z) < |h(z)| < a para cada x € X.

Por el lema[1.2]

exp h(z) = H (1 + gn(2))

n=N

converge uniformemente en X. Finalmente, el producto

fx) =+ g@)]--[L+gna(x)] exph(z)

converge absolutamente debido al corolario [1.6] porque por hipotesis Y g, (x) con-
verge absolutamente. Ademés exp h(z) # 0 para cada x € X, asi que f(z) =0siy

solo si g,(z) = —1 para algin entero positivo n < N — 1. O

Teorema 1.4.7. Sea G una region en C y sea (f,) una sucesion de funciones ana-
liticas en G, tal que ninguna f, es idénticamente cero. Si la serie > [fn(2) — 1]

converge absolutamente y uniformemente en los subconjuntos compactos de G, en-

[17:(2)

converge a una funcion f(z), analitica en G.

tonces

Ademds, si z = a es un cero de f, enlonces z = a es un cero de unicamente
una cantidad finita de funciones f, y la multiplicidad de dicho cero es la suma de

multiplicidades de z = a como cero de las funciones f,.

Demostracion. Como »_ [f,.(z) — 1] converge uniformemente y absolutamente en los
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subconjuntos compactos de G, por el lema se sigue que

7z) =[] #(2)

converge uniformemente y absolutamente en los subconjuntos compactos de G, es
decir, el producto infinito converge a una funcion f(z), analitica en G.

Por otro lado, si f(a) = 0, sea 7 > 0 tal que B(a,r) C G. Por hipotesis,
3" [fn(2) — 1] converge uniformemente en B(a,r), ya que este conjunto es cerrado y
acotado (consultar el Teorema de Heine Borel en [5]).

Por el lema [1.3|existe un entero n tal que f(z) = fi(z)----- fn(2)g(2) en donde
la funciéon g no se cancela en B(a,r), es decir, z = a es un cero de tnicamente una
cantidad finita de funciones f,, y su multiplicidad es la suma de multiplicidades de

z = a como cero de dichas funciones. O

Antes de aplicar el teorema [1.4.7 para construir funciones enteras con ceros
dados, es necesario definir a los factores elementales, los cuales son la base de los

productos de Weierstrass.

Definicién 1.15. Para p € N, un factor elemental E,(z) es una funcién que se

define como:

Eo(z)=1-2

2 P

Ep(z):(1—z)exp(z+%+~--+z—>, sip>1.
p

Es inmediato que para cada a # 0, la funcién E,(z/a) tiene un cero de multi-

plicidad uno en z = a y no tiene mas ceros. Ademaés, si b € C\ G, la funcion

a—2b
5 (453)

tiene un cero de multiplicidad uno en z = a y es analitica en G.

Lema 1.4. Si |z| <1y p €N, entonces |1 — E,(2)| < |2|/T.

Demostracion. Si p = 0 el resultado es trivial. Si p > 1, su expansion en serie de

potencias alrededor de a = 0 es
E,(z)=1+ Zakzk,
k=1
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de donde,

0
= E kapz""1.
k=1

Por otro lado, al derivar la expresion original de E,(z) se obtiene que,

Ez’,(z):—zp<z+~--+z—p).

p

Al igualar coeficientes de ambas expresiones de £}, (z), se sigue que
ay =ag=---=a,=0.

Ademaés, dado que todos los coeficientes de exp (2 + %) son positivos, se tiene

que a; < 0 para cada k > p+ 1, de donde |ax| = —ay, para k > p+ 1.

Por otro lado,

o0
0=E,(1)=1+ > a
k=p+1
de donde,
o0 [o¢]
D lal== 3 a=
k=p+1 k=p+1
Por lo tanto, si |z| < 1, se tiene que
oo
B0 -11=| 3 ] =] 3w

k=p+1 k=p+1

E Z Jax] 21777 < [ Z ||

k=p+1 k=p+1
< |zl O

Teorema 1.4.8. Sea (a,) una sucesion de nimeros complejos distintos de cero tal

que lim |a,| = oo. Si (p,) es cualquier sucesion de enteros tal que

Z <|an|)pn+1 < 00, (1.24)

para cada r > 0, entonces



converge a una funcion entera cuyos unicos ceros son los nimeros a,,.
Ademds, si z = a aparece m veces en la sucesion (ay,), entonces f tiene un cero

en z = a de multiplicidad m.

Demostracion. Supongase que existe una sucesion de enteros (p,) que satisface la
desigualdad Sea r > 0. Como |a,| — o0, existe un entero positivo N tal que
r < |a,| para cada n > N. Entonces, por el lema [1.4]se tiene que

P pn+1 r pnt1l
< | —
<(i)

1= Ep, (2/an)| <

an

cuando |z| < r. Por lo tanto,

o0 N-1 [e.9] pn+1

T
S - By (zfa) < 31— By (fan) + 3 (,—|) < o0,
n=1 n=1 n=N n

cuando |z| < r, es decir, la serie ) |1 — E,, (2/a,)| converge absolutamente y unifor-
memente en B(0,7). Como r > 0 es arbitrario, la serie > [1 — E, (z/a,)] converge
absolutamente y uniformemente en los subconjuntos compactos de C.

Por el teorema [1.4.7] el producto
fz) =11 Epu(z/an)
n=1

converge a una funcion analitica en C, es decir, f(z) es una funcion entera. Todos
los ntimeros a,, son ceros de f, ya que E, (1) = 0 para cada p,.

Ademas por el teorema [1.4.7] si z = a es un cero de f, debe ser cero de una
cantidad m finita de funciones E, (z/ay), las cuales tienen a z = a, como tnico
cero, es decir, z = a es un término que aparece m veces en la sucesion (a,) y su

multiplicidad como cero de f es m. O]

Del teorema se sigue que si (a,) es una sucesion de nimeros complejos,

distintos de cero, tal que lim |a,| = 0o, entonces la funcion definida por el producto

f(z) =] En(z/an) (1.25)

es una funciéon entera cuyos tnicos ceros son los términos de la sucesion (a,,).

En efecto, ya que lim |a,| = oo, entonces para cualquier r > 0 existe N € N tal
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que |a,| > 2r para cada n > N, de donde

T < 1
|an| 2’

para cada n > N, por lo que la serie

o] n+1
r
(1)

n=1

es convergente, ya que la cola final estd dominada por la serie

00 1 n+1
E = < 00.
n=N

Ademas, si se desea que la funcién definida en tenga a z = 0 como un cero
de multiplicidad m, basta con agregar un factor z™, de esta manera se obtiene a
una funcion entera cuyos tnicos ceros son los términos de la sucesion (a,) tal que
lim |a,| =00y z=0.

Dicha funcién es

f(z) = 2" [ Eulz/an). (1.26)

El reciproco del teorema [1.4.8] asegura que cualquier funcion entera puede es-
cribirse haciendo uso del producto infinito de factores elementales, este resultado se

conoce como el Teorema de factorizacién de Weierstrass.

Teorema 1.4.9 (Factorizacion de Weierstrass). Sea f una funcion entera y sea (a,,)
la sucesion de sus ceros distintos de cero repetidos de acuerdo a su multiplicidad.
Supongase que f tiene un cero en z =0 de multiplicidad m > 0.

Entonces existe una funcidn entera g y una sucesion de enteros (p,) tal que
oo
f(Z) = Zmeg(Z) H Epn(z/a’n)'
n=1

Demostracion. Por la proposicion [1.14] la sucesion (a,,) es tal que lim |a,| = co. Sea
(pn) una sucesion de enteros tal que p, =n — 1.

para cada r > 0, existe un entero N tal que |a,| > 2r para cada n > N, de

donde
r pn+1 _ 1 n
|an| 2 ’
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para cada n > N.
Por lo tanto, la sucesion (p,,) satisface la desigualdad para cada r > 0, ya

que el miembro izquierdo esta dominado por la serie
>(5)
2 9
Por el teorema [1.4.8| el producto

H (z/ayn)

converge a una funciéon entera, de manera que la funcién entera

la cual es una serie convergente.

z) =2z™ H E, (z/ay,)

tiene los mismos ceros que f, con las mismas multiplicidades. Se sigue que f(z)/h(z)
tiene singularidades removibles en z = 0,aq,as, ..., de donde f/h es una funciéon
entera, ademds, no tiene ceros. Como C es simplemente conexo (la definicion de
un conjunto simplemente conexo se encuentra en [5]), entonces existe una funcion

entera g tal que

f(2) — 92
h(z) ’

es decir,

f(z) = 2med H (z/ay). O
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2. Transformada de Mellin

2.1. Comportamiento asintético

En ocasiones, se requiere conocer qué tan rapido crecen los valores de una suce-

3 crecen indefinidamente,

sion o funcién, por ejemplo, las sucesiones a,, =ny b, =n
sin embargo, la sucesion (b,,) alcanza los miles a partir de su décimo término, mien-
tras que (a,) lo alcanza hasta en su milésimo término; esto es lo que se conoce como

comportamiento asintotico de una sucesion o funcion.

Definicién 2.1. Sean (a,,) una sucesion en Cy f(n) : N — C una funcion. Se dice

que la sucesion (a,,) tiene orden de crecimiento de f(n) y se escribe

(an) = O(f(n)),

si existe una constante ¢ > 0y ng € N tal que |a,| < c¢|f(n)|, para cada n > ny.

Proposicion 2.1. Sea (a,) una sucesion de nimeros complejos y f : N — R una

funcion tal que f(n) # 0 para cada n >k , para algin k € N. Si

o an]
L = lim € RT,
n—oo |f(n)|

entonces (a,) = O(f(n)).

Demostracion. Por hipotesis, el limite L es un real positivo, asi que existe m € N

tal que
|ay|

£ (n)]

para cada n > m. De no ser cierto el enunciado que se quiere probar, se tendria que

<L+1,

para cada ¢ > 0 y para cada ny € N existe n > ng tal que |a,| > c|f(n)].

En particular, para ¢ = L 4+ 1 y ng = max{m,k}, existe n > ng tal que
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lan| > (L + 1) |f(n)]. Como n > k, se tiene que |f(n)| # 0, y por lo tanto

|an|
>L+1
[f(n)] ’
pero esto es una contradiccion porque n > m. Por lo tanto, existen ¢ > 0y ng € N
tal que |a,| < c|f(n)| para cada n > ny, es decir, (a,) = O(f(n)). O

Definicion 2.2. Sean f,g: R — C funciones continuas. Se dice que la funcién f

es de orden g cuando x crece indefinidamente y se escribe
f(x) =0(g(x)) con z — oo,

si existen nameros ¢, xg > 0 tales que |f(x)| < c¢|g(x)| para cada z > x.

En el caso de las funciones, es posible que también sea de interés conocer el
comportamiento de sus valores cerca de un punto en particular, asi que es posible
referirse al orden de f(x) cuando x se acerca a un valor b, para cual es 1til la siguiente

definicion.

Definicién 2.3. Sean f,g: R — C funciones continuas. Se dice que la funciéon f

es de orden g cuando x se acerca a by se escribe
f(x) =0(g(x)) con x — b,

si existen nimeros ¢, 6 > 0 tales que |f(x)| < c¢|g(z)| para cada x tal que |z — b| < 6.

Se esperaria conocer una proposicion similar a la proposicion que también
sea valida para conocer el orden de una funcion f(z) cuando z crece indefinidamente.
Esto se logra gracias a algunos resultados de continuidad, incluso es posible
encontrar una generalizacion para conocer el orden de una funcién cerca de algin

valor en particular.

Proposicion 2.2. Sean f,g: R — C funciones continuas y r > 0 tal que g(z) # 0

para cada x > 1. Si

L= iim O e
=0 |g(x)]

entonces f(x) = O(g(x)) con x — oc.

Demostracion. Sea € > 0. Como el limite L es un ntimero real positivo, existe ¢ > 0

tal que
/()|
|9()]

< L+,
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para cada z > t. Supongase por el absurdo que para cada ¢ > 0y xyp > 0 existe
z > xg tal que |f(2)| > c|g(2)|-

En particular, para ¢ = L + € y xy = max{r,t}, existe z > ¢ tal que |f(2)| >
(L+¢€)|g(z)]. Como z > r, entonces f(z) # 0y por lo tanto

G
l9(2)|

pero esto es una contradiccion porque z > t. Por lo tanto, existen c¢,xy > 0 tales

> L+ e,

que |f(z)| < ¢|g(z)| para cada x > zg, es decir, f(z) = O(g(x)) con z — oc. O

Proposicion 2.3. Sean f,g : R — C funciones continuas, b € R y d > 0 tal que
g(x) # 0 siempre que |v —b| < d. Si

L= tim O e
v |g(x)]

entonces f(x) = O(g(x)) con x — b.

Demostracion. Sea e > 0. Como el limite L es un nimero real positivo, existe r > 0

tal que
|f(2)]
|9(2)]

siempre que |r — b| < r. Supongase por el absurdo que para cada ¢ > 0y § > 0

< L +e,

existe z tal que |z —b| <0y |[f(2)| > c|g(2)].
En particular, para ¢ = L+ €y § = min{d, r}, existe z tal que |z —b] < J y
|f(2)] > (L +¢€)|g(2)]. Como |z —b| < d, entonces f(z) # 0y por lo tanto

G
l9(2)]

pero esto es una contradiccion porque |z —b| < r. Por lo tanto, existen ¢,0 > 0

> L+e,
tales que |f(z)] < clg(x)| siempre que |x —b| < ¢, es decir, f(x) = O(g(z)) con
x — b. O

2.2. La transformada de Mellin

Definiciéon 2.4. Sea f : R™ — C una funcién continua a trozos. La transformada
de Mellin de f se define como

M{f(z).s] = *(s) = / " fa)e e,
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En la definicién anterior, s es un niimero complejo y es posible que la transfor-
mada de Mellin de f no exista para cada valor de s debido a que la integral puede no
ser convergente; sin embargo, a partir del comportamiento asintético de f en cero
y en el infinito, es posible establecer una region en el plano complejo, en la cual la

transformada de Mellin siempre existe.

Proposicion 2.4. Si f : RT — C una funcidén continua tal que

fz) =

O(z%), con = —0
O(z?), con x—

entonces la transformada de Mellin f*(s) existe para cadas los s € C tales que
—a < Re(s) < —4.

A esta region se le conoce como la franja fundamental de f*(s).

Demostracion. Como f(z) = O(z®) con z — 0, existen ¢1, > 0 tal que f(x) < ¢z
cuando 0 < x < 6. De igual manera, como f(z) = O(2?) con  — oo, existen cy, xg
tal que | f(z)| < ez’ cuando x > xo.

Si § < 1, la funcion g(x) = f(x)/z* esta acotada en [, 1] por un numero
M >0, es decir, |f(z)| < Ma® para x € [0, 1], ya que g es continua.

De igual manera, si ro > 1, la funcion f(x)/2” esta acotada en [1, ] por un
nimero N > 0, de donde |f(x)] < Naf para z € [1, z].

Por otro lado, si —a < Re(s) < —f, entonces las integrales

1 e
/ xRe(s)+o<fldx y / $R6(5)+,371dx
0 1

convergen.
Definase
a MY, si 0<1 , si <1
A= méx{cy, M} 1 v B= Co 1 Ty <
c1, si 1<6 max{ce, N}, si 1< .

De esta manera se obtiene que

1 1
/ ‘f(l‘)| l’Re(s)_ldI' < A/ :L,Re(s)—i-a—ldx
0 0

/ | f(z)] 2Bz < B/ aReE+8- 1,
1 1
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Luego,

lévunsﬁx+[mﬂ@ﬁlm
A{ﬂ@f”%x wa@ﬂsWx
- [ [T 11

:lzf|f@®\xR“$‘1dx%—j{m\fcw\xR“@_l¢r

1 e}
< A/ xRe(s)+a—1dx+B/ $Re(s)+ﬁ_1d$
0 1

Amf@nswx

< +

< 00,

de donde la transformada de Mellin f*(s) existe cuando —a < Re(s) < —f. O

De lo anterior, se sigue quef*(s) es una funciéon analitica en su franja funda-
mental, ademas la transformada de Mellin de un polinomio no existe, ya que la
integral que la define es divergente.

A continuacion se presenta una tabla de algunas funciones béasicas con su res-

pectiva transformada de Mellin y su franja fundamental.

Tabla 2.1. Funciones y transformadas

No. Funcién Transformada de Mellin | Franja fundamental
L. er I'(s) (0, 00)
2. et —1 ['(s) (—1,0)
3. e —1+ux I'(s) (—2,-1)
1 s
4 —a = (-) 0
1 s
. 0,1
l1+z sen s (0.1
T
6 log(1 —1,0
og(1 +7) ssen s (=1.0)
1
7. B — 0 0
15 2) (s,p—s) 0,p) p>
8. |H(x)=1(0<z<1) 1/s (0, 00)
(continna)
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Tabla 2.1. (continuacion)

No. Funcién Transformada de Mellin | Franja fundamental
9. 1— H(x) —1/s (—00,0)
a k (_1>kk'
10. x%log"(x)H () 5T ap (—a,00) keN
12. S T'(s)¢(s) (1, 00)
1l—e®
13, log<1_e_ ) DP(s+1)¢(s+1) (~1,0)
x s
14. log(1 —e™?) —I'(s)C(s+1) (0, 00)

También es necesario conocer algunas propiedades de la transformada de Mellin

de una funcion, las cuales son en su mayoria una consecuencia directa de la definicion,

y en algunas otras es necesario usar integracion por partes para deducirlas.

Tabla 2.2. Propiedades de f*(s)

No. Funcién Transformada de Mellin
L. a? f(z) f*(s+p)
2. f(pz) pf (s) w>0
3 f(ar) Lr(s/n) b >0
1 f(x)log 1 (s)
5 e ~(s=1)f*(s—1)
d *
6. x%f(x) —sf*(s)
7. xf(t)dt —lf*(3+1)
0 s
8. | f(z)= Z Aeg(px) | f7(s) = g (s) Z Akt A finito
kEA kEA
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La propiedad 8 se puede generalizar para sumas infinitas del tipo
F(z) =) Mef (),
k

las cuales son conocidas como sumas armoénicas.

Teorema 2.2.1. La transformada de Mellin de una suma armonica estd definida
en la interseccion de la franja fundamental de f(x) y el dominio de convergencia

absoluta de la serie Y, Ay, .

Demostracion. Si la interseccion de la franja fundamental de f(z) y el dominio de
convergencia absoluta de la serie ), Ayp, * es no vacia, entonces f*(s) y >, Appty
son analiticas en dicha interseccion, por lo tanto por el teorema de Fubini y por la

propiedad 2, se obtiene que
F*(s) = / F(z)z* dx
0
= / Z e f ()2 tdx
0k
= Z/ e f ()2t dx
 Jo

= Z)‘k’ /00 f )z tdx
k 0

= Z/\k,u;;sf*(s)' -
k
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3. El espectro de operadores acotados

3.1. Espacios de Banach

Definicion 3.1. Sean X un espacio vectorial sobre Cy ||-|| : X — R una aplicacion

tal que
1) ||z|| > 0 para cada z € X.
2) ||z]| =0« 2z =0.
3) |laz|| = |af ||x|| para cada a € Cy z € X.
2) llz+ll < lle]l + |yl para cada z,y € X.
Se dice que ||-|| es una norma definida sobre X y que X es un espacio normado.

Definicién 3.2. Se dice que un subconjunto M C X de un espacio normado X es

acotado si existe C' > 0 tal que ||z|| < C para cada z € M.

Definiciéon 3.3. Sea z € X con X espacio normado. Sea r > 0. Al conjunto
B(z,r)={z: ||z —z| <r}
se le conoce como bola abierta de radio r centrada en z.

Definicion 3.4. Sea z € X con X espacio normado. Sea r > 0. Al conjunto

B(z,r) =A{z: ||z —2[ <r}
se le conoce como bola cerrada de radio r centrada en z.

Definicién 3.5. Un subconjunto A de un espacio normado X se dice que es abierto
si todo punto en A pertenece a una bola abierta centrada en dicho punto, contenida

en A. Un subconjunto C' de X se dice que es cerrado si X \ C' es abierto.
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Resulta que efectivamente las bolas abiertas son conjuntos abiertos y las bolas

cerradas, conjuntos cerrados. Estos conjuntos seran de utilidad en lo que sigue.

Definicién 3.6. Un punto x € A se dice que es un punto interior de A si existe una

bola abierta centrada en x contenida en A, es decir
B(z,¢e) C A para algtn € > 0.

Definicién 3.7. Sea M un subconjunto de un espacio normado X. Si un elemento
x € X es tal que toda bola abierta centrada en x tiene al menos un elemento de M

distinto de x, se dice que x es punto de acumulaciéon de M, es decir, si
(B(z,e) \ {z}) N M # &, para cada € > 0.

Definicién 3.8. Sea X un espacio normado. A la uniéon de un conjunto M C X
con sus puntos de acumulacion se le conoce como la clausura de M y se escribe M.

Si M = X, se dice que el conjunto M es denso en X.

Teorema 3.1.1. Un subconjunto M C X de un espacio normado X es cerrado si

y solo st M = M, es decir, contiene a todos sus puntos de acumulacion.

Demostracion. Sea x € M, si & ¢ M entonces es un punto de acumulacién de M,
ademas = € X \ M que es abierto, ya que por hipdtesis M es cerrado, de donde existe
una bola abierta centrada en x contenida en X \ M, es decir, dicha bola abierta no
contiene ningiin punto de M, pero esto contradice que x sea punto de acumulacion
de M, por lo tanto x € M, es decir, M C M.

Por otro lado, por definicién de clausura se tiene que M C M, de donde
M =M. O

Definicién 3.9. Se dice que una sucesion (z,,) de elementos de un espacio normado

X es convergente, si existe x € X tal que para cada € > 0, existe N € N tal que

|z, — z|| < € para cada n > N, es decir lim ||z, — x| = 0. A x se le conoce como
n—o0

el limite de la sucesion (x,,) y se escribe x, — .

Teorema 3.1.2. Sea M un subconjunto no vacio de un espacio normado X y sea
x € X. Se tiene que v € M si y solo si eviste una sucesion (x,) contenida en M tal

que T, — T.

Demostracion. Considérese a las bolas abiertas B,, = (z, %) Notese que

By 2By, 2>2B32O ... .
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Como z es un punto de acumulacion de M, se tiene que (B, \ {z}) N M # &
para cada n > 1, es decir, existe una sucesion (z,) de elementos de M tal que
o —all < L.

Sea € > 0. Por la propiedad arquimediana de los ntimeros reales, existe m € N
tal que % < €, por lo tanto ||x — z,,|| < €, pero como By C B, para cada k > m,
entonces ||z — x| < € para cada k > m, es decir, la sucesion (xy) converge a x.

Reciprocamente, sea (z,) una sucesiéon contenida en M tal que z, — = € X.
Si = pertenece a M entonces también pertence a M. Si x ¢ M entonces cualquier
bola abierta centrada en x contiene puntos z,, € M distintos de z, por lo que z es

un punto de acumulaciéon y por lo tanto pertenece a M. O]

Teorema 3.1.3. Sea X un espacio normado. Si (z,,) es una sucesion contenida en

X que es convergente, entonces es acotada.

Demostracion. Sea x el limite de la sucesion (z,,). Como la sucesion es convergente,

existe N € N tal que ||z, — z|| < 1 para cada n > N. Luego,
|zn|] < ||lwn — 2| + ||z]] <1+ ||z|, para cadan > N.

Sea C' = max{||z1||,..., ||z, 1+ ||z]}. Se sigue que ||z,|| < C para cada

n > 1, es decir, la sucesion (z,,) es acotada. O

Definicién 3.10. Se dice que una sucesion (z,,) de elementos de un espacio normado
X es de Cauchy, si para cada € > 0 existe N € N tal que ||z, — z,,|| < €, para cada
n,m > N.

Proposicion 3.1. Si (z,) es una sucesion convergente contenida en un espacio

normado X, entonces también es de Cauchy.

Demostracion. Sea x € X el limite de (x,). Sea € > 0. Como (x,) es convergente,

existe NV € N tal que

€

o — ol < 5

v lzm — x| < % cuando n,m > N.
Entonces, si n,m > N, se tiene que
&0 = @nll < llew = all + o = 2nll < 5+ 5 = €.
Es decir, (z,) es de Cauchy. O
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Definicién 3.11. Se dice que un subconjunto M C X de un espacio normado X es
compacto si toda sucesion de elementos de M contiene una subsucesion que converge

a un elemento de M.

Proposicion 3.2. Un subconjunto compacto M C X de un espacio normado X es

cerrado y acotado.

Demostracidn. Sea x € M, por el teorema existe una sucesion (x,) contenida
en M tal que x,, — z. Por definicién de conjunto compacto se tiene que x € M, es
decir, M contiene a todos sus puntos de acumulacion, asi que por el teorema [3.1.1
M es un conjunto cerrado.

Supongase que M no es acotado. Sean m € Ny y € M, debe existir x,,, € M
tal que ||z,,, — y|| > m, en caso contrario, M estaria contenido en la bola cerrada
B(y,m) y M seria acotado. Luego, existe una sucesion (z,) tal que ||z, —y|| > ny

por lo tanto

[znll = llen =yl = llyll = n = lyll

para cada n € N, es decir, la sucesion (x,) no es acotada. Por el teorema [3.1.3) la
sucesion (z,) no puede tener una subsucesion convergente, ya que no es acotada, es

decir, el espacio M no es compacto. Por lo tanto, el conjunto M debe ser acotado. [

Seria ideal tener una caracterizacion para conjuntos compactos en espacios
normados en general, sin embargo el reciproco de la proposiciéon anterior no es
siempre cierto.

El siguiente teorema, cuya demostracion puede ser hallada en [9], presenta una

caracterizacion para conjuntos compactos en espacios de dimension finita.

Teorema 3.1.4. En un espacio normado X de dimension finita, un subconjunto

M C X es compacto si y solo st es cerrado y acotado.

Lema 3.1 (Lema de Riesz). Sean Y, Z subespacios de un espacio normado X de
cualquier dimension. Supongase que Y es un conjunto cerrado en X y ademds es un
subconjunto propio de Z. Entonces para cada 0 € (0,1) existe z € Z, con ||z|| = 1,
tal que

lz—vy|| >0 para caday €Y.

Demostracion. Sea v € Z \ 'Y y definase su distancia hacia Y como
d=1inf |[v —y|.
i o - ]
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Se tiene que d > 0, de lo contrario para cada ¢ > 0 existe y € Y tal que

|lv — y|| < e. En particular, existe una sucesion (y,) contenida en Y tal que

1
lv = ynll < —,
n

de donde y, — v y como Y es cerrado, se sigue que v € Y, en contradiccion con
veZ\Y.Seaf e (0,1).
Se tiene que

d
d< =
<97

yva que 0 < 6 < 1, luego por definicion de d, existe yo € Y tal que

a< |lo—yoll < (3.1)

SRS

Sea z = ¢(v — yp) con
1

v —woll
Se tiene un z € Z tal que ||z|| = 1. Falta probar que ||z — y|| > 0 para cada y € Y.

C

Notese que

|z =yl = lle(v — yo) — ¥l
=cllv—yo— 'y

= cllv—=ull,
en donde y; = yo + ¢ 'y € Y. Por lo tanto ||[v — y1|| > d, por definicion de d.
Finalmente, usando la desigualdad en se obtiene que

o d
lv = woll — d/

Iz =yl =cllv—wl = cd = ;=0 =
Teorema 3.1.5. Si un espacio normado X tiene la propiedad de que la bola cerrada

unitaria

E={reX: |z|| <1}
es compacta, entonces es de dimension finita.

Demostracion. Supoéngase que E es un conjunto compacto pero X es de dimension
infinita. Sea x; € X tal que ||z;|| = 1. Este z; genera un subespacio X; de X de
dimensién 1, el cual es cerrado y ademas es subconjunto propio de X, ya que X es

de dimensién infinita.
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Por el Lema de Riesz, existe zo € X de norma 1 tal que
lz2 — 21| 2 6= 3.

Los elementos x1, s generan un subespacio Xs de X de dimensiéon 2. Nueva-
. . 1
mente por el Lema de Riesz, existe z3 € X de norma 1 tal que ||z3 — z|| > 5 bara
cada x € Xy, en particular
y o lws — @ >

|23 — 22| >

N —
N —

Inductivamente se obtiene una sucesion (x,) contenida en la bola cerrada uni-
taria tal que

1
|Tm — xn|| > 5 baram # n.

Esta sucesion no puede tener una subsucesion convergente, ya que por la pro-
posicion [3.1], deberia ser de Cauchy y en algtin momento la norma de las diferencias
debe ser menor que 3 contradiciendo que F es un conjunto compacto, por lo tanto

X debe ser de dimension finita. O

Definicién 3.12. Sea x un espacio vectorial normado. Se dice que X es un espacio

de Banach, si todas las sucesiones de Cauchy contenidas en X convergen.

Teorema 3.1.6. Un subespacio M de un espacio de Banach X es cerrado si y solo

st es un espacio de Banach.

Demostracion. Supéngase que M es espacio de Banach. Sea x € M. Por el teorema,
existe una sucesion (z,) contenida en M tal que x,, — z. Como la sucesion es
convergente, también es de Cauchy y como M es de Banach, se tiene que x € M, es
decir, M contiene a todos sus puntos de acumulacion, por lo que es cerrado.
Reciprocamente, supongase que M es cerrado y sea (z,) una sucesion de
Cauchy en M, luego (z,,) también es de Cauchy en X, que es espacio de Banach, por
lo que x, — x € X. Por el teorema se sigue que x € M, pero por el teorema
se tiene que M = M, ya que M es cerrado, de donde z,, — z € M y M es un

espacio de Banach. O

El siguiente teorema, cuya demostracion se encuentra en [9], garantiza que

algunos espacios normados en particular, siempre seran espacios de Banach.

Teorema 3.1.7. St X es un espacio normado de dimension finita, entonces es un

espacio de Banach.
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Definicién 3.13. Un subconjunto B de un espacio normado X se dice que es
1) Raro (o en ninguna parte denso) en X, si su clausura B no tiene puntos interiores.

2) Magro (o de primera categoria) en X, si B es la union contable de conjuntos

raros en X.
3) No magro (o de sequnda categoria) en X, si B no es de primera categoria en X.

Teorema 3.1.8 (Teorema de categoria de Baire). Si X es un espacio de Banach,

entonces es no magro en S MisSmMo.

Demostracion. Supoéngase que el espacio X es magro en si mismo. Se sigue que

X = O M,
k=1

en donde M} es un conjunto raro en X para cada £ > 1. Como M; es raro en X,
M, no contiene ninguna bola abierta. Como X si contiene bolas abiertas, se tiene
que M, # X. De donde EC =X \M es no vacio y abierto.

Luego, es posible elegir un p; € M y un ¢; > 0 tal que

- 1
By = (pl,(fl) C Mlc con €1 < 5

De igual manera, M, no contiene bolas abiertas, asi que B(p1, %) no esta
. v -5C . . .
contenida en My, de donde My N B(p;, $) es no vacio y abierto, asi que se puede

elegir una bola abierta

——C €1 €1 €1
BQIB<p2,€2)CM2 ﬂB(pl,E) CB(pl,E) C B; con €2<5.
Inductivamente, se obtiene una sucesién de bolas By = (py, €x) con ¢, < 27*
tal que By N My = @y Bjy1 C B(p, %) C By, para k > 1. Como ¢ < 277, la
sucesion de los centros (pg) es de Cauchy y converge a algin p € X, ya que X es un
espacio de Banach.

Ademas, si n > m entonces B, C B(pm, %), de donde

1Pm — Pl < lpm — pall + ll2n — Pl
€m

2

€m

<
2 )

+ llpn — pll =
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—C .
cuando n — oo. Por lo tanto p € B,, para cada m > 1. Como B,, C M,, , se tiene

que p ¢ M, para cada m > 1, de donde
pé )M =X
k=1
Pero esto contradice que p € X. Por tal razén, X es no magro en si mismo. [J

3.2. Operadores lineales y acotados

En &lgebra lineal y analisis funcional, particularmente en teoria espectral, los

operadores lineales juegan un papel muy importante.

Definiciéon 3.14. Se dice que un operador T: V. — W con V, W espacios vecto-

riales sobre C es lineal, si para cada x,y € V y «, § € C se cumple que
T(az + By) = aT(x) + AT(y).

Ademas, los operadores lineales tienen asociados dos conjuntos importantes, el

kernel y la imagen.

Definicién 3.15. Si T: X — Y es un operador, se denotara por R(T') al rango o

imagen de T, es decir,
R(T)={y €Y :T(x) =y, para algin x € X}.

Se dice que un operador T es sobreyectivo cuando R(T) =Y.

Definicién 3.16. Se dice que un operador T: X — Y, con X,Y espacios vec-
toriales es inyectivo, si T'(z1) = T(xz9) = 1 = 9, en este caso al operador
T~ R(T) — X que mapea a yp € R(T) en zo € X tal que T(xg) = yo se le
llama operador inverso de 7"y se dice que T tiene inverso o que 7' es invertible.

Si un operador es inyectivo y sobreyectivo, se dice que es biyectivo.
Definiciéon 3.17. Sea T': V — W un operador lineal. Al conjunto
N(T)={xzeV:T(x)=0}

se le conoce como kernel del operador T". Por la proposicion se sigue que N (T)

no es vacio.
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Resulta que el kernel y la imagen de un operador lineal 7: X — Y, con X y
Y espacios vectoriales, son subespacios vectoriales de X y Y, respectivamente.

Ademaés, se cumple que
dim X = dim N(T) + dim R(T), (3.2)

cuya demostracion se encuentra en [9] y [10].
De la ecuacion [3.2 se deducen las desigualdades

dmR(T) < dim X y dimN(T) < dim X. (3.3)
Si dimR(T') < oo, se dice que T' es un operador de rango finito.

Proposicion 3.3. Sea T: V — W un operador lineal con V,W espacios vectoria-
les. Se cumple que
T(0) =0.

Demostracion. Sea v € V un vector cualquiera. Como T es lineal, se tiene que
T0)=T(v—v)=Tw)—T()=0. O

Teorema 3.2.1. 5i X, Y son espacios vectoriales y T: X — Y un operador lineal,

entonces

1) T7': R(T) — X, con R(T) C Y, emiste si y solo si N(T) = {0}.
2) Si T existe, entonces es lineal.

Demostracion.

1) Supongase que N (T) = {0}, sean 1, 22 € X tales que T'(z1) = T(x3). Como T es
lineal, entonces T'(xq — x9) = T(x1) — T'(z2) = 0, luego por hipdtesis x1 —x9 = 0,
es decir z; = 9, por lo que T es inyectivo y por lo tanto existe 7.
Reciprocamente, supéngase que T'~! existe, es decir T es inyectivo. Sea v € X
tal que T'(x) = 0. Por la proposicion [3.3| se tiene que T'(0) = 0, pero como T es

inyectivo, necesariamente x = 0, es decir N'(T') = {0}.

2) Supongase que T—!: R(T) — X existe. Sean y;,y» € R(T) y a, 3 € C. Existen
11,79 € X tales que T (yy) =21 y T (o) = o.
a

Luego, T'(axy + fxs) = a1 (x1) + BT (x2) = ayy + Bye, es decir,
T oy + Bya) = axy + Brg = T (1) + BT (va). L

25



Definicién 3.18. Sea T: X — Y un operador con X, Y espacios vectoriales nor-
mados. Se dice que T es continuo en xy € X si para cada € > 0 existe un ¢ > 0 tal
que, si ||z — xo|| < d entonces || T(x) — T'(zo)]] < e.

Ademas, se dice simplemente que T es continuo cuando 7' es continuo en todo
r e X.

Teorema 3.2.2. Sean X,Y espacios normados y T: X — Y un operador. El
operador T' es continuo en un punto x € X si y solo si cualquier sucesion contenida

en X tal que x, — x cumple que T(z,) — T'(x).

Demostracion. Supéngase que T es continuo en un punto x € X y sea (z,) una
sucesion en X tal que z, — x. Sea € > 0. Como T es continuo en z, existe § tal que
si|ly — z|| < ¢ entonces | T'(y) — T'(x)|| < e.

Por otro lado, como (x,) converge a x, existe N € N tal que si n > N entonces
|z, — z|| < 0, pero esto implica que ||T(z,) — T(x)|| < €, de donde la sucesion
T(x,) = T(x).

Reciprocamente, supéngase que T'(z,) — T'(x) siempre que x,, — x. Si T no es
continuo en z, existe € > 0 tal que para cada § > 0, existe y € X tal que ||y — z|| < ¢
pero |T'(y) = T(z)|| > e

En particular, considérese 6 = %, luego existe una sucesion (z,) € X tal que
|z, — z|| < £ pero ||T(z,) — T(z)| > €. De donde x,, — x pero T'(x,) no converge
a T'(z), pero esto contradice la hipotesis que T'(z,) — T'(x), por lo que T' debe ser

continuo. OJ

Teorema 3.2.3. Sean X,Y espacios normados y T: X — Y un operador. El
operador T es continuo st y solo si la 1tmagen inversa de cualquier conjunto abierto

en'Y es un conjunto abierto en X.

Demostracion. Supoéngase que T es continuo y sea A C Y un conjunto abierto. La

imagen inversa de A es el conjunto
T A) ={r e X:T(z) € A}.

Sea v € T '(A), entonces T(xr) € A, como A es abierto, existe una bola
abierta B(T'(z),e¢) C A para algin € > 0. Como T es continuo, existe un 6 > 0 tal
que, si ||y — || < d entonces || T(y) — T'(z)|| < €, es decir, si y € B(z,d) entonces
T(y) € B(T(z),¢) C A. De donde la bola B(x,d) esta contenida en T~1(A). Ya que
x € T71(A) es arbitrario, se tiene que T71(A) es abierto.
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Reciprocamente, supéngase que 1" es un operador tal que las imagenes inversas
de los conjuntos abiertos en Y son conjuntos abiertos en X. Sea z € X y sea ¢ > 0,
el conjunto B = B(T'(x),¢) es abierto en Y, asi que T~1(B) es abierto en X.

Como x € T7(B), existe un 6 > 0 tal que la bola B(x,d) esta contenida en
T~Y(B), es decir, si y € B(z,0) entonces T'(y) € B(T(z),€), en otras palabras, si
|ly — z|| < ¢ entonces ||T(y) — T'(x)|| < e. Como x € X es arbitrario, se tiene que el

operador T es continuo. O

Definicién 3.19. Sean X, Y espacios normados y T: X — Y un operador lineal.
El operador T se dice que es acotado si existe un nimero real ¢ > 0 tal que para
cada x € X,

[T]| < ¢l (3.4)

Al menor numero real que cumple esta condicién, se le llama norma del opera-

dor y se escribe |||

Proposicion 3.4. Si T es un operador acotado definido sobre un espacio normado

X, entonces

|17 = sup [|T'(x)], (3.5)

llzfl=1

en donde x € X.

Demostracion. Se debe probar que el nimero

satisface la desigualdad en y que no existe un nimero menor que la satisfaga. Si

x = 0, el resultado es inmediato, ya que T' es un operador lineal.

Sean x # 0y
x
z=—".
]l
Notese que ||z]] = 1. Como el supremo de un conjunto de niimeros reales es

cota superior de los elementos del conjunto, entonces

- = ITz|| < sup || T(x)].
] lell=1
Luego,

|Tz|| < sup ||T'(z)|| |||,

[lz]l=1
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y como z # 0 es arbitrario, se satisface la desigualdad en

Supongase que existe un

¢ < Sup 1T ()|l
z||=1

que satisface la desigualdad, entonces por la definicion de supremo, existe z con

|z]] = 1 tal que ¢ < ||Tz||, de donde ¢ ||z]| < ||Tz||, pero esto es una contradiccion,
ya que por hipotesis ¢ satisface la desigualdad en para cualquier z. ]

El siguiente lema, cuya demostracion puede ser encontrada en [9], sera de uti-
lidad para probar que para ciertos espacios normados, todos los operadores lineales

definidos en ellos son acotados.

Lema 3.2. Si {z1,...,2,} es un conjunto de vectores linealmente independientes
en X de dimension finita, entonces existe ¢ > 0 tal que para cualquier conjunto

{A1,.. ., A} de nidmeros complejos se cumple que

Teorema 3.2.4. St X es un espacio normado de dimension finita, entonces todo

operador lineal definido sobre X es acotado.

Demostracion. Sean n > 1 la dimension de X y {ey, ..., e,} una base de X.
Sea
n
T = &ex
k=1

cualquier elemento de X y 7" un operador lineal definido sobre X.

Como T es lineal, se cumple que

T @) = [T er)|| = || T(&er)
k=1 k=1
< Z €6l 1T (ex)[| < méx 1T (ex) |l Z 1€kl -
k=1 k=1
Como {ey, ..., e,} son linealmente independientes por ser una base, por el lema

3.2| existe ¢ > 0 tal que

(|8l + -+ [&nl) < ll&rer + -+ &uenll =[]l
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de donde

T
17 < mix Ly
k C

Por lo que el operador T' es acotado. O

Teorema 3.2.5. Sea T: X — Y wun operador lineal, en donde X,Y son espacios

normados. Entonces

1) El operador T es continuo si y solo si es acotado.
2) Si T es continuo en un punto, entonces es continuo.
Demostracion.

1) Si T =0 el resultado es inmediato.

Sea T # 0, luego ||T'|| # 0. Supongase que T' es acotado y considérese a cualquier
Xo € X.

Sea € > 0. Como T es lineal, se tiene que para cualquier x € X tal que
|z — @0l <6,

en donde

se cumple que

1T (z) = T(xo)| = 1T (x = o)
< Tl = ol
<|Tlo

:67

de donde T es continuo.

Reciprocamente, supéngase que 1" es continuo y sea zo € X. Luego, para ¢ = 1
existe 6 > 0 tal que

IT(x) = T(xo)|| <1,
cuando ||z — xo|| < 9.

Seany #0€ Xy
)
.Z':l’o—i——.
lyll
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Como || — zo|| =9 y T es lineal, se cumple que

12> ([T () = T (o)l
= [[T(z — o)

I Gl

“ ” ITy)ll -

Por lo tanto,
1T < cllyll,

1 .
en donde ¢ = —, es decir, T" es un operador acotado.

J

2) SiT es continuo en un punto zg € X, por la demostracion del inciso 1) se obtiene

que también es acotado.
De igual manera, por el inciso 1), el operador T es continuo. O
Si X, Y son espacios normados sobre un mismo campo, denotaremos por B(X,Y)
al conjunto de todos los operadores lineales acotados definidos sobre X con rango

en Y.
Si ademas para 11, T, € B(X,Y) se define la suma como

(Ty + T3)(z) = Th(x) + Tx(z),
y el producto de T' € B(X,Y) por un escalar o como
(aT)(z) = aT(x),
es inmediato que B(X,Y) es un espacio vectorial sobre el mismo campo que X y Y.

Si X =Y, por simplicidad se escribirda B(X, X) tnicamente como B(X).

Teorema 3.2.6. El espacio vectorial B(X,Y) es un espacio normado con la norma

definida como
17| = sup |T(z)]- (3.6)

ll=]|=1
Demostracion. Como ||T(x)|| > 0 para cada z € X, el supremo también cumple la

desigualdad, asi que ||T’|| > 0. Ademas, si 7' = 0 entonces

sup ||Tz|| = sup [|0[| = 0.
Jall=1 Jall=1
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De igual manera, si

sup [|T(z)[| =0,

llzll=1

entonces ||[Tz|| < 0 para cada x € X, pero como 0 < ||[Tz|| para cada z € X, se

tiene que || 7'(x)|| = 0 para cada x € X, es decir T' = 0. Por otro lado, se cumple que

laT[| = sup [[oT'(x)]|

lef=1
= swp | [T ()]
= |of Sup 1T ()l
= [l 17

Finalmente, sean 77, T, € B(X,Y), se sigue que

|1y + Taf| = sup ||(T1 + T3)(2)]|

[|lz][=1

= Hanlp |71 (z) + To(x)||
x||=1

< ||81H1Pl(\|T1(96)H + | To(2)1])

= ”Sl‘lp |11 ()| + Hsllllp | To ()]
z||=1 z||=1

= 173 (@) + | T2 ()] -

De lo anterior, la aplicacion ||| : B(X,Y) — R es una norma, por lo que el

espacio vectorial B(X,Y") es un espacio normado. ]
Teorema 3.2.7. Si Y es un espacio de Banach, entonces B(X,Y') también lo es.

Demostracion. Sea (T),) una sucesion de Cauchy en B(X,Y'), asi que para cada e > 0
existe N € N tal que ||T,, — T),,|| < € para m,n > N. Luego, para cada = € X y

m,n > N se cumple que
[T0(x) = To(@) || = (T — To) ()| < [Ty — Ta|| [|f] <ell=]-

Para cualquier z € X fijoy € > 0 dado se puede elegir €, > 0 tal que €, ||z]| < €.
Luego,

es decir, la sucesion (7, (z)) es una sucesion de Cauchy en Y, pero por hipotesis Y
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es de Banach, asi que T, (z) — y para algin y € Y. El limite y depende de z, asi
que queda definido un operador 7: X — Y en donde T'(x) = y.

El operador T es lineal, ya que
T(axy + Pag) = lim T, (axy + Bzs)
= nliﬂ;()(OéTl(.fl) + /BTQ(IQ))
= lim o7, (1) + lim ST, (x2)
n—oo

n—oo

= ol (x1) + BT (x2).

Por otro lado, como ||T,,(z) — T'(z)|| < €||x| para n,m > N y como la norma

es una aplicacion continua, para cada x € X y n > N se cumple que

(T, — T)z|| = || To(z) — T(z)|| = ’

Thia) = Jim T (o)

= I |[Tu(2) ~ Tu(@)] < 2],

es decir, el operador T,, — T" es acotado, de donde T'=T,, — (T,, — T') también es un
operador acotado.

De lo anterior, T € B(X,Y). Ademas, al tomar supremos sobre todos los z tal
que ||z]] = 1, de la desigualdad ||(T,, — T))(z)|| < €||x|| se obtiene que ||T,, — T'|| < €,
de esto T,, — T, es decir, la sucesion de operadores (7,,) C B(X,Y) converge a un
operador 7' € B(X,Y).

Como la sucesion de Cauchy (T,) era arbitraria, se concluye que B(X,Y) es

un espacio de Banach. O

Lema 3.3. Si T € B(X) con X espacio normado, entonces
1T < |T]]".

Demostracion. Se procederd por inducciéon. Para n = 1 es trivial.
Sea k > 1 tal que ||TkH < HTHk Haciendo uso de la proposicion , de la

definicion de norma de un operador y de la hipotesis de induccion, se obtiene que

|74+1]| = HSllllfl |7 ()] = HSlHlEl |T*(T ()|

< sup [T T @) = T[T

|lzll=

< |7
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completando la demostracion. O

Teorema 3.2.8. Sea T € B(X) con X espacio de Banach. Si |T| < 1, entonces el

1

operador lineal (I —T)~" existe y es acotado, ademds estd definido en todo X y

I-T)"'=) TV=I+T+T"+..., (3.8)

=0
en donde la serie es convergente en la norma definida en B(X).

Demostracion. Por el lema [3.3]se tiene que |79 < ||T|".

La serie 3 ||T]|” es una serie geométrica y converge si || T|| < 1, por lo tanto la
serie en [3.8] es absolutamente convergente para ||T']] < 1, de donde la serie también
es convergente, ya que B(X) es un espacio de Banach debido al teorema [3.2.7] (este
resultado es una generalizacion de la proposicion y su demostracion se encuentra
en [9]).

Por lo tanto, el operador lineal S =1+ T + T2+ ... es un elemento de B(X),
tnicamente falta probar que S = (I — 7).

Por otro lado, se tiene que

I-T)I4+T+T*+- +T)V=I+T+T*+-- - +TYHI-T)
=1 -7

Cuando n — oo se obtiene que 7" — 0, ya que |77+ < ||T""" v ||| < 1, de
donde
(I-T)S=81I-T)=1,

es decir, S = (I —T)~L. O

Definiciéon 3.20. Sea T: X — Y un operador con X,Y espacios vectoriales. Se
dice que T es un operador abierto si T'(A) es un conjunto abierto en Y para cada

conjunto abierto A en X.

Definicién 3.21. Sean X,Y espacios normados y 7': X — Y un operador lineal.

A T se le conoce como operador lineal cerrado si su grafica
G(T) ={(z,y): v € X,y =T(x)}

es un conjunto cerrado en el espacio normado X x Y con la norma definida como
1@, )|l = [zl + lyll-
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Lema 3.4. SiT € B(X,Y) con X,Y espacios de Banach y By = {z € X: ||z|| < 1}
es la bola unitaria abierta en X, entonces T(By) contiene una bola abierta centrada
en0e€Y.

Demostracion. Considérese la bola abierta B; = B(0, %) € X. Para cada x € X

existe un k € N lo suficientemente grande tal que

£ s el
— T
2 b)

k 1
reB (0,5) =kB (0,5) —]{)Bl,

de donde X = U kB;. Como T es sobreyectivo y lineal, se tiene que
k=1

YzT(X)zT(Gk&) UT (kBy) =
k=1

es decir,

o0

Notese que al usar las clausuras no se esta agregando ningin elemento, ya que
la unién es todo el conjunto Y. Ya que Y es un espacio de Banach, por el Teorema

de categoria de Baire, Y es no magro en si mismo.

Por tal raz6n, para algin k € N el conjunto kB; es de interior no vacio, es decir,

kT(B;) contiene una bola abierta, pero esto implica que también T'(B;) contiene

una bola abierta. Sea

B* = B(yo,¢) C T(By)

dicha bola abierta, para algin yo € T(B;) y € > 0. Luego,

B* —yo = B(0,¢) C T(B1) — yo.

Sea y € T'(B1) — yo. Se tiene que y + yo € T'(By), también yy € T'(By), asi que
existen u, = T(w,),v, = T(z,) € T(B;) tales que u, = y + 4o y vn — Yo. Como
Wy, 2n € B1 y By es de radio %, se tiene que

1

I | < Jwall + 1] ||<1+ 1
Wp — Zn|] > ||Wn Zn 5 5 L
2 2

de donde w,, — z, € By. Por otro lado, se tiene que T'(w,, — z,) = T(wy,) — T(z,) =

Uy — U, — Y, de donde y € T'(By). Como y € T(By) — yo es arbitrario, se obtiene
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que

T(By) —yo C T(Bo),

pero como B* —yg = B(0,¢) C T(B;) — yo, entonces

B* — Yo = B(O,E) C T(BO>

Sea B, = B(0,27") € X. Como T es lineal, se sigue que T(B,,) = 27"T(By),

asi que

V., = B(0,27") C 27'T(By) = T(B,).

Por otro lado, sea y € Vi, como Vi C T(By), se tiene que y € T'(B;). Como y es

un punto limite de T'(B;), existe v € T'(B) tal que ||y —v|| < 5. Ya que v € T'(By),

existe x; € By tal que v = T'(z;), por lo tanto

€
Iy~ TG < <.
De lo anterior, se tiene que y — T'(z1) € Vo C T(Bs). Anéalogamente, existe
T9 € By tal que
€
Iy = T(1)) = T(2)ll < g,
de donde y — T'(z1) — T(z2) € V3 C T(Bj3). Inductivamente, para cada n > 1 se
puede elegir x,, € B; tal que

< cuando n — 0. (3.9)

2n+1
Sea z, = 1 + 22+ -+ + x,. Como x € By, se tiene que |z < %, asi que

para n > m se cumple que

n n

1
|2n — zm|| < Z |z < Z ﬁ—>0cuandom—>0.

Por lo tanto, la sucesion (z,) es de Cauchy. Como (z,) C X y X por ser espacio de

Banach es completo, entonces z, — x para algin x € X.

Ademés x € By, ya que

> <1 1
lel <D ol <D gem =5 < 1.
k=1 k=1
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Como T es continuo, se tiene que T(z,) — T'(z), pero de la igualdad en [3.9]se sigue

que

— 0,

y— > Tl(x)

de donde T'(x) = y.
Por lo tanto y € T'(By). Como y € V; es arbitrario, se tiene que

B(0,5) = Vi € T(Bo),
es decir, la imagen de la bola abierta unitaria en X contiene una bola abierta cen-

tradaen 0 €Y. O

Teorema 3.2.9 (Teorema del mapeo abierto). Sean X, Y espacios de Banach. Si

T € B(X,Y) es sobreyectivo, entonces es un operador abierto.

Demostracion. Sean A € X un conjunto abierto y sea y € Y. Como T es sobreyec-
tivo, existe © € X tal que y = T'(x). Como A es abierto, contiene una bola abierta
centrada en x.

Por lo tanto, A — x contiene un bola abierta centrada en 0 € X, sean r > 0 el
radio de dicha bola y k = 1. Luego, k(A — z) contiene a la bola B(0,1). Por ¢l lema
se sigue que T'(k(A—x)) = k(T(A) —T(x)) contiene una bola abierta centrada
en 0 €Y, al igual que T'(A) — T'(x).

Por lo tanto, T'(A) contiene una bola abierta centrada en 7'(z) = y. Como

y € T'(A) es arbitrario, se tiene que T'(A) es abierto. O

Corolario 3.1. Sea T € B(X,Y) con X,Y espacios de Banach. Si T es un operador

biyectivo, entonces T~ es continuo y acotado.

Demostracion. Como T es biyectivo, es en particular inyectivo, por lo que el ope-
rador 71 existe. El operador también es sobreyectivo, asi que por el teorema del
mapeo abierto, 7" mapea los conjuntos abiertos de X en conjuntos abiertos en Y.
Pero T es el operador inverso de 77!, es decir, las preimagenes de conjuntos
abiertos en X son conjuntos abiertos en Y, asi que por el teorema [3.2.3| el operador
T~ es continuo. Ademas, por el teorema [3.2.1, 7! es lineal.
Finalmente, por el teorema , se sigue que T~! es acotado, ya que es lineal

y continuo. O

Es importante notar que el corolario anterior podria aplicarse atin cuando el

operador T: X — Y aparentemente no es biyectivo por falta de sobreyectividad.
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Esta situacion se soluciona considerando al operador T: X — R(T), ya que

la imagen de un operador lineal es un subespacio vectorial del contradominio.

Luego, para aplicar el corolario inicamente se necesita que el operador sea

inyectivo, o bien, que el kernel sea N'(T') = {0}.

Teorema 3.2.10 (Teorema de la grafica cerrada). Sean X, Y espacios de Banach y
T: A—Y un operador lineal cerrado, en donde A C X. Si A es cerrado, entonces

el operador T es acotado.

Demostracion. Sea (z,) una sucesion de Cauchy en X x Y, en donde z, = (2, y,).

Luego, para cada € > 0 existe un N € N tal que
12n = 2]l = 170 — Zmll + lm — 4]l < € para cada m,n > N,

de donde las sucesiones (x,,) v (y,) son de Cauchy en X y Y, respectivamente.

Como X,Y son espacios de Banach, existen xr € X yy €Y talque z,, >z y
Yn — vy, de donde z, — z = (x,y), ya que

lzn = 2ll = llzn = [l + llym = yll

y para cada € > 0, tanto ||z, — x|/ y ||yn — y|| se pueden hacer mas pequefios que 5.
Como la sucesion de Cauchy (z,,) es arbitraria y converge a un z € X X Y, se sigue

que X X Y es un espacio de Banach.

Por otro lado, por hipotesis T' es un operador lineal cerrado, es decir, su grafica
G(T) es un conjunto cerrado en X € Y. Por el teorema G(T) es un espacio de

Banach.

Considérese el operador P: G(T) — A definido como
P(z,T(z)) = x.

El operador P es biyectivo, de hecho su inverso P~': A — G(T') es el operador
P~ (z) = (,T(x)).
Luego, por el teorema del mapeo abierto y el corolario se tiene que P! es

un operador acotado, de donde, existe b > 0 tal que

|(z, T(2))|| < b|lx| para cada z € A.
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Por lo tanto, T' también es acotado, ya que

1T (@) < 2]l + 1T ()]
= [I(z, T (@)l

< bz,
para cada x € A. O

Teorema 3.2.11. Sean X,Y espacios normados. Sea T: A — Y un operador
lineal con A C X. El operador T es cerrado si y solo si cuando una sucesion (x,)

contenida en A que cumple x, — x y T(x,) — y, también se cumple que v € A y
T(x) =y.

Demostracion. Por el teorema [3.1.1) G(T') es un conjunto cerrado si y solo si se tiene

que G(T) = G(T), en particular G(T') C G(T'). Luego, por definicion de operador

cerrado, T" es un operador lineal cerrado si y solo si G(T') C G(T'), que es equivalente
a que para cada z = (x,y) € G(T) se cumple que z € Ay T(z) = y.

Por el teorema , se tiene que z = (x,y) € m si y solo si existe una
sucesion z, = (z,,T(x,)) contenida en G(7T) tal que z, — z, es decir, z,, = = y
T(z,) — y. Por lo tanto, T" es un operador cerrado si y solo si cuando una sucesion
(x,) contenida en A cumple que x,, — x y T(x,) — y, también debe cumplir que

reAyT(x)=uy. O

Corolario 3.2. Sea T: A — Y wun operador lineal cerrado con A C X y XY

espacios normados. Si T~ existe, entonces es cerrado.

Demostracion. Sea z = (y,z) € m, por el teorema existe una sucesion
Zn = (Yn, Tn) contenida en G(T1) tal que z, — 2, es decir, existe una sucesion
zn = (T(xy,),x,) con (z,) C A tal que z,, > x y T(x,) — v.

Como T es cerrado, por el teorema se cumple que z € Ay T(x) =y,
de donde z = (y,z) € G(T™1).

Como z € G(T1) es arbitrario, el conjunto G(T ') contiene todos sus puntos

de acumulacion y por lo tanto es cerrado, de donde el operador T—! es cerrado. [

Teorema 3.2.12. Sea T: A — Y un operador lineal acotado con A C X y XY

espacios normados.

1) Si A es cerrado en X entonces T' es un operador cerrado.
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2) Si T es un operador cerrado y Y es un espacio de Banach entonces A es un

conjunto cerrado en X.
Demostracion.

1) Sea (x,) una sucesion en A tal que z, - =z € X y T(x,) —» y € Y. Por el

teorema se cumple que x € A y por el teorema se tiene que A = A,
ya que A es cerrado, de donde x € A.

Por otro lado, el operador T es continuo, ya que es lineal y acotado, entonces
T(x,) — T(x), de donde T'(xz) = y. Por el teorema [3.2.11} el operador T" es

cerrado.

2) Sea x € A, por el teorema existe una sucesion (x,) contenida en A tal que

xn, — x. Como T es acotado se cumple que
1T (xm) = T(za)|| = T (@m — z0) | < TN l2m — 2all,

de donde la sucesion T'(z,,) contenida en Y es de Cauchy, ya que (x,,) es conver-

gente. Como Y es un espacio de Banach, T'(x,) — y € Y. Como T es cerrado,
por el teorema |3.2.11} x € Ay T'(z) =y, es decir z € A.

Como x € A es arbitrario, se tiene que A contiene todos sus puntos de acumula-

cion, por lo que es cerrado. O

Existe otro tipo de operadores lineales que son de particular interés, ya que sus
propiedades son parecidas a las de un operador lineal en un espacio de dimensiéon
finita, es decir, sus propiedades pueden considerarse como una generalizaciéon en
dimensién infinita, particularmente algunas relacionadas con teoria espectral.

Dichos operadores son llamados operadores compactos.

Definicién 3.22. Sea T: X — Y un operador lineal con X, Y espacios normados.
Se dice que T es un operador compacto si la sucesion de imégenes T'(x,,) de cualquier

sucesion acotada (z,,) en X tiene una subsucesion convergente en Y.

A partir de la definicion de operador compacto, es inmediato que la suma de
operadores compactos es un operador compacto, también que la multiplicacion de
un escalar por un operador compacto resulta ser un operador compacto, es decir,
los operadores compactos entre dos espacios normados forman un espacio vectorial.

Ademas, la siguiente proposicién proporciona una forma de construir operado-

res compactos por medio de la composicion.
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Teorema 3.2.13. Sean W, X,Y, Z espacios normados y T: X — Y un operador
compacto. S1 S € B(Y,Z) y R € B(W, X), entonces los operadores ST: X — Z y
TR: W —'Y son compactos.

Demostracion. Sea (x,) una sucesion acotada en X. Como T es compacto, la sub-
sucesion y,, = T'(z,,) tiene una subsucesion y,, = T'(z,,) que converge a un algin
yey.

Como S es lineal y acotado, por el teorema se tiene que S es continuo, lue-
go por el teorema[3.2.2] se tiene que S(y,,) — S(y) € Z, es decir, la sucesion ST'(z,,)
tiene una subsucesion que converge en Z y como (x,) es una sucesion arbitraria en
X, se tiene que el operador ST es compacto.

De igual manera, sea (w,) una sucesion acotada en W. Existe C' > 0 tal que
|w,|| < C para cada n € N.

Como R es acotado se sigue que
[R(wn)[| < [[R] [lwn| < R C,

de donde la sucesion R(w,) C X es acotada. Luego, como T es compacto, la sucesion
T(R(wy)) tiene una subsucesion que converge en Y.
Como (w,) es una sucesion arbitraria en W, se tiene que el operador TR es

compacto. O

Teorema 3.2.14. Si T: X — Y es un operador compacto, con X,Y espacios

normados, entonces es acotado y por lo tanto continuo.

Demostracion. Supoéngase que el operador T no es acotado, entonces por la propo-
sicion [3.4] se tiene que
IT| = sup [|T(x)]| = oo,

de donde, para cada n € N existe x,, € X tal que ||z,]| =1y ||T(x,)] > n, es decir,
la sucesion T'(z,,) no es acotada.

Por otro lado, la sucesion (x,) es acotada porque todos sus términos son de
norma 1. Luego, como T es compacto se sigue que la sucesion T'(z,) tiene una

subsucesion convergente en Y, pero esto no es posible, porque la sucesion 7T'(z,) no

es acotada.
Por lo tanto, el operador T" debe ser acotado y por el teorema también
es continuo. [

Teorema 3.2.15. Sea T': X — Y un operador lineal con X,Y espacios normados.
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1) Si T es acotado y dimT(X) < oo, entonces T es un operador compacto.
2) Sidim X < oo, entonces T' es un operador compacto.
Demostracion.

1) Sea (x,) una sucesion acotada en X. Existe C' > 0 tal que ||z,|| < C para cada

n € N. Como T es acotado, se cumple que

1T )l < Tzl < [T C,

de donde el conjunto de imagenes T'(z,) es acotado. De igual manera T'(x,) es

acotado.

Por otro lado, como dim T'(X) < oo, por ¢l teorema [3.1.4] el conjunto T'(z,) es

compacto, ya que es cerrado y acotado. Luego, cualquier sucesion en T'(z,,) tiene

una subsucesion convergente en 7'(x,,), en particular, la sucesion T'(x,,) tiene una

subsucesion convergente en Y.

Como la sucesion (z,) es arbitraria, el operador T es compacto.

2) Como dim X < oo, el operador T es acotado por el teorema ademas es
cierto que dim7'(X) < dim X, por lo que haciendo uso del inciso anterior se

sigue que 1" es compacto. ]

El siguiente teorema asegura que la compacidad del operador identidad tinica-

mente depende de la dimensién del espacio vectorial en donde esta definido.

Proposicion 3.5. Sea X un espacio normado. El operador identidad T: X — X

es compacto st y solo si X es de dimension finita.

Demostracion. Supoéngase que I es compacto y que X es de dimension infinita. Por
el teorema la bola unitaria cerrada F = {x € X: ||z|| < 1} no es compacta,
de donde existe una sucesion acotada (z,) contenida en E tal que ninguna de sus
sucesiones converge en [.

Por otro lado, como T' es compacto, la sucesion x,, = I(x,) tiene una subsu-
cesibn x,, que converge a algin = € X, pero como ||z, | < 1 para cada n; € N,
necesariamente debe cumplirse que ||z|| < 1, es decir, z € E, contradiciendo el hecho
que ninguna subsucesion de (z,) converge en E, de donde X debe ser de dimension
finita.

El reciproco es inmediato a partir del teorema [3.2.15] O
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3.3. Teoria espectral para operadores lineales acotados

Definiciéon 3.23. Sea X un espacio normado complejoy T: X — X un operador

lineal. Si A € C, el operador resolvente de T" asociado a A se define como
RA\(T) = (T — M)~ (3.10)

Definiciéon 3.24. Sea X # {@} un espacio normado complejo y 7: X — X un
operador lineal. El conjunto resolvente p(7T") de T es el conjunto formado por los

ntimeros complejos A tales que
1) Ry\(T) existe.
2) R\(T) es acotado.
3) RA(T) esta definido en un conjunto denso en X.
A los elementos de p(T') se les llama valores regulares de 7.

Definiciéon 3.25. El espectro de un operador o(7T) es el complemento del conjunto

resolvente.
o(T)=C\ p(T). (3.11)

A los elementos de o(T') se les llama valores espectrales de 7T'.
El espectro o(T") esta particionado en 3 conjuntos disjuntos:

1) El espectro puntual o espectro discreto o,(7) es el conjunto de los A tales que
R, (T) no existe.

A los elementos de 0,(7T’) se les llama valores propios de 7T'.

2) El espectro continuo o.(7") es el conjunto de los A tales que Ry(T") existe y esté

definido sobre un conjunto denso en X, pero no es acotado.

3) El espectro residual o,.(T) es el conjunto de los A tales que R)(T") existe pero no

estd definido sobre un conjunto denso en X, sin importar si es o no acotado.

A partir de este punto, se asumira que el dominio de los operadores es distinto
al espacio vectorial trivial.
Notese que la definicién de espectro y conjunto resolvente se hizo para opera-

dores lineales en general sobre un espacio vectorial normado cualquiera, es decir, el
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operador T' no necesariamente es acotado, de igual manera, el espacio vectorial X
puede ser de Banach o simplemente un espacio normado.

El interés principal de la teoria espectral es conocer para qué tipos de opera-
dores y de espacios normados existe cada uno de los espectros.

El siguiente teorema, cuya demostracion se encuentra en [9], afirma algo de
mucha importancia, la existencia de al menos un valor espectral para cierta clase de

operadores.
Teorema 3.3.1. Si X es un espacio de Banach y T € B(X), entonces o(T) # &.

Teorema 3.3.2. Sean X un espacio de Banach, T: X — X un operador lineal y
A € p(T). Si el operador T es cerrado o acotado, entonces Ry(T) estd definido en
todo X y es acotado.

Demostracion. Supongase que T' es cerrado y sea (x,,) una sucesion contenida en X
tal que z,, » = € X y T(z,) — y. Por el teorema[3.2.11]se cumple que T'(z) = y, ya
que T es cerrado, de donde (T'— A )(x,) = T(x,) — A\x, — T(x) — Az = (T —\I)(z),
por lo que el operador T'— A\l también es cerrado.

Como A € p(T), existe Ry(T'), es acotado y ademaés es cerrado, por el corolario
Por el teorema [3.2.12} el dominio B de R\(T') es cerrado, ya que Ry(T) es un
operador cerrado y acotado, y X es un espacio de Banach, de donde B = B.

Por otro lado, como A € p(T), se tiene que B = X, ya que el dominio de Ry(T)
es denso. Por lo tanto B = X, es decir, R)\(T) esta definido sobre todo X y es
acotado.

Ahora supéngase que T es acotado, el dominio del operador T' es cerrado, ya
que es todo X, asi que por el teorema T es cerrado y del caso anterior, se

deduce el resultado. O

Los valores propios tienen particular interés en la teoria espectral, dado que
con ellos es posible definir cierta clase de subespacios vectoriales, ademas existe una

forma de caracterizarlos como se muestra a continuacion.

Teorema 3.3.3. Sea T: X — X un operador lineal con X espacio normado. Se
tiene que Rx(T) existe y es lineal si y solo si N(T — \I) = {0}.

Demostracion. El resultado es inmediato a partir del teorema |3.2.1] O]

Proposicion 3.6. Sea T: X — X un operador lineal con X espacio normado. Se

tiene que X € 0,(T) si y solo si (T'— X )x =0 para algin v € X distinto de cero.
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Demostracion. Si X € 0,(T'), por definicién se tiene que no existe Ry (7'), luego por
el teorema se tiene que el kernel de T — Al no es solo cero, es decir, existe
x # 0 tal que (T"— M)z = 0.

Reciprocamente, sea A € C para el cual existe un z € X distinto de cero tal
que (T'— M)z = 0, nuevamente por el teorema R\(T) no existe, asi que
A€ ay(T). O

La proposicién es equivalente a que A\ es un valor propio del operador T’ si
existe un = # 0 tal que T'(x) = Az. A dicho x € X se le conoce como vector propio
asociado al valor propio A.

Resulta que un valor propio A no tiene un solo vector propio asociado, ya que si
T'(xz) = Az también se cumple que T'(Sz) = A(Sx) para cualquier escalar 5. Ademas,
siz,y € X son tales que T(z) = A\x y T(y) = Ay, se obtiene que T'(z+vy) = Az +y),
yva que 1" es un operador lineal.

De lo anterior, los vectores propios asociados a un mismo valor propio forman
un espacio vectorial, el cual es llamado el subespacio propio de T asociado a A y
se denota por V), cuya dimension es llamada la multiplicidad geométrica de A y es

simplemente la dimension del kernel del operador T"— A1, es decir,

dim V), = dim N (T — ).

Proposicion 3.7. Sea n > 1 y sean xq,...,x, vectores propios, distintos de ce-
ro, correspondientes a diferentes valores propios \i,..., A\, de un operador lineal
T: X — X, con X espacio vectorial. El conjunto {xi,...,x,} constituye un con-

junto de vectores linealmente independientes.

Demostracion. Se procederd por induccion. El enunciado es cierto para n = 1, ya

que si ax; = 0, entonces necesariamente o = 0, ya que por hipétesis z1 # 0.

Supongase que el enunciado es cierto para algin k£ > 1. Sean xq,..., 75
vectores propios distintos de cero, asociados a diferentes valores propios Ay, ..., A\xi1.
Sean aq,...,ap1 € C tales que

o1ry + -+ A1 T+1 = 0. (312)

De lo anterior, se obtiene que

Aer100®y + - -+ Apr10g+1 T4 = 0. (3.13)

74



Por otro lado, como zy, ..., xky1 son vectores propios del operador lineal 7', al

aplicar 1" a ambos miembros de la ecuacion se obtiene que
a1 + -+ g Agr1 T = 0. (3.14)
Luego, al restar la ecuacion de la ecuacion se obtiene que
a1 (Arr1 — A1)y + -+ ag(Arpr — M)z = 0.

Por hipotesis de induccion, los vectores 1, ..., xx son linealmente independien-
tes, de donde

ar(Mem1 — A1) = = ag( M1 — M) =0,
pero los niimeros \q, ...\, son distintos entre si, asi que
ap=---=aq=0.

Luego, se sigue que
1Ty = 0,
pero el vector xp,q es distinto de cero, de donde a1 = 0.

De lo anterior, los vectores xy, ..., 2,1 son linealmente independientes, com-

pletando la demostracion. O

La proposicion es incluso valida para una sucesion infinita de vectores pro-

pios no nulos asociados a una sucesiéon de valores propios distintos entre si.

Teorema 3.3.4. El conjunto resolvente p(T) de un operador lineal acotado T en

un espacio de Banach es abierto. Por consiguiente, el espectro o(T) es cerrado.

Demostracion. Si p(T') = @ entonces es abierto. Supoéngase que p(T) # 0 y sea
Ao € p(T). Sea A € C.

Se tiene que

T—)\I:T—)\OI—()\—AO)I
= (T - >\0[>(I - (>\ - )‘O)R)\o)'

Ademas, por el teorema [3.3.2] se tiene que R\ es acotado, ya que T es acotado.
Sea V=1 — (A — X\og)R),, por el teorema el operador V tiene inverso si
A= ol 1227, | = [[(A = Ao) R || < 1.
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Luego, V! existe si
1
A= Xo| < 75—
Bl

y por consiguiente, también existe (T'— AI)~! para cadas los A € C que cumplan la

desigualdad anterior, ya que

VIR, =V HT = XI) ' = (T = XD)V) ' = (T = XI)71,

1
B (A, ——
(0 HR)\oH)

Como Xy € p(T') es arbitrario, se sigue que el conjunto resolvente p(T") es un

de donde la bola abierta

esta contenida en p(7).

conjunto abierto y el espectro o(T') = C\ p(T) es un conjunto cerrado. O

Teorema 3.3.5. El espectro o(T') de un operador lineal acotado T' sobre un espacio
de Banach X estd contenido en la bola cerrada B(0, ||T|)).

1
Demostracion. Sea A #0y k = T Se tiene que el operador (T — A\ )~! existe si y

solo si (I — kT)™! existe, ya que

(T — \I) = —%(1 — kT).

Por el teorema el operador (I — kT)™! existe si

1
B 1T = NIkt < 1,

es decir, si |[\| > ||T|| entonces el operador (T'— X\I)~! existe, ademas es acotado y
esta definido en todo X, de donde

A={AeC: A>T} € p(T).

Por lo tanto, el espectro o(T) al ser el complemento de p(T'), debe estar con-

tenido en el complemento de A, es decir,
o(T) S {re C: A <|ITII} = B(0,[|T). O

El teorema |3.3.2| enuncia que para cierto tipo de operadores, sus operadores

resolventes estan definidos sobre todo el espacio, el cual debe ser de Banach.
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La siguiente proposicion, cuya demostracion puede ser hallada en [7], es mas
general en el sentido que el espacio no necesariamente debe ser de Banach, sin
embargo se necesita que el operador sea compacto, ademas presenta condiciones
necesarias y suficientes para que los operadores resolventes estén definidos sobre
todo el espacio.

Dicha proposicién sera utilizada en la demostracion del importante teorema

sobre la naturaleza de los valores espectrales de los operadores compactos.

Proposicion 3.8. Sea T': X — X un operador compacto, con X espacio normado.

El operador (T — I)™! existe, es acotado y estd definido sobre todo X si y solo si
N(T —I) = {0}.

Teorema 3.3.6. Sea T': X — X un operador compacto, con X espacio normado.
1) Si X es de dimension infinita, entonces 0 es un valor espectral de T .

2) Todos los valores espectrales no nulos de T son valores propios de T .

3) Los valores propios de T tienen multiplicidad geométrica finita.

4) El espectro de T' es contable. Si es infinito, sus elementos no nulos pueden orde-

narse en una sucesion (\,), tal que para cada n € N se cumple que

Demostracion.

1) Si 0 no es un valor espectral, entonces existe T~' = (T — 0I)~!, el cual es lineal
y acotado por el teorema y por el corolario respectivamente.

Luego, por el teorema |3.2.13|se tiene que el operador identidad I = TT~! es com-
pacto y por la proposicion [3.5] X debe ser de dimension finita, lo cual contradice

la hipoétesis, de donde 0 debe ser un valor espectral de T

2) Sea X\ # 0 € C un valor espectral de T. Supéngase que A no es un valor propio
de T'. Por la proposicion se sigue que no existe x # 0 tal que (T'— A )x = 0.

Luego, como A # 0, se tiene que
{0} =N(T — NI) =N(T/\— 1),
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de donde, por la proposicion , el operador (T/\ — I)™! esta definido sobre

todo X y es acotado, pero
1 ~1
(T/A=D7 = ST =),

de donde el operador (T'—\I)~! es acotado y est4 definido sobre todo X, es decir

A ¢ o(T), lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, todos los valores espectrales no nulos de T' son valores propios de
T.

Sea A € 0,(7T). La multiplicidad geométrica de A es la dimension del kernel de

T — A, el cual es un subespacio vectorial de X.

Se procedera a probar que la bola unitaria cerrada en N'(T — AI) es compacta,
luego por el teorema se obtendra que dim N (T — AI) < oc.

Sea
E={zeNT-X\): || <1},

vy sea (z,,) una sucesion en F. Como la sucesion (z,,) es acotada y T es un operador
compacto, la sucesion T'(x,,) tiene una subsucesion T'(x,, ) que converge a algin

elemento de X.

Por otro lado, como z,, € N (T — A\I) para cada n € N, se tiene que
T(x,) — Az, =0,

para cada n € N, de donde
1
Ly = XT(xnk)>
ya que A # 0. Por consiguiente, la subsucesion (z,,) converge a algin elemento
de X.

Por el teorema, el limite de la subsucesion (z,,) pertenece a F, ya que E
es un conjunto cerrado, por lo tanto la bola unitaria cerrada en N(T — \I) es
compacta, de donde dim N (T — AI) < oo y la multiplicidad geométrica de X es

finita.

Solamente es necesario probar que para cada € > 0, existe tinicamente una can-

tidad finita de valores espectrales A de T tales que |A| > e.
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Por el absurdo, supongase que existe € > 0 para el cual existe una sucesion (\,)

de valores espectrales, distintos entre si, de 7" tales que |\,| > € para cada n € N.

Por el inciso 2), todos los A, son valores propios de T, asi que existen x,, distintos
de cero tales que T'(z,) = \,z, para cada n € N. Luego, por la proposicion

los vectores x,, son linealmente independientes.

Sea M, el conjunto generado por los vectores {x1,...,x,}. Todo z € M, tiene
una representacion tnica como combinacién lineal de elementos de M,,, es decir,

existen asq, ..., qa, € C tales que
r=o1r1+ -+ a,x,.
Luego,
(T — N Dz =a1(AM — A)xg 4+ 4+ a1 (A1 — M) T,

es decir,
(T'— M\ D)x € M,y para cada x € M, (3.15)

Por otro lado, los conjuntos M,, son cerrados, por ser de dimension finita y son
tales que M, € My C --- C M,y C M,. Por el Lema de Riesz, existe una
sucesion (y,) € X tal que y, € My, |lyn|| =1y

1
| yn — || > 5 bara cada x € M,_4.

Sean m,n € N tales que m < nysea z = Ay — T(yn) + T (Ym)-

Luego,

Por otro lado, como m < n — 1, se tiene que y,, € M,, C M,,_1, de donde

T(ym) € My-1, (3.16)
ya que Y, es combinacion lineal de los vectores {x1,..., 2,1} y T'(x;) = \jz;.
Luego, por [3.15] se sigue que

M — T(yn) = —(T — N\ D)y, € M,,_4. (3.17)
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Por v se obtiene que z € M,,_, de donde también = = \,'z € M,,_,

asi que

= [An] [|yn — 2]

1
> — A
— 2 | n|
1
> —€.
2
Como m,n € N son arbitrarios, la sucesion T'(y,) no es de Cauchy y por lo tanto,
no tiene subsucesiones convergentes en X, lo cual es una contradiccién, ya que

la sucesion (y,,) es acotada y el operador T' es compacto.

Por lo tanto, para cada € > 0 existe Gnicamente una cantidad finita de valores

espectrales A de T tales que |A| > e.

De esta manera, el espectro de T es contable y en caso de ser infinito, pueden
ordenarse de manera decreciente, segun su moédulo, utilizando la sucesion (e,)
tal que

1
€n = —. ]
n

Como consecuencia del teorema anterior, se deduce un importante resultado
concerniente a la naturaleza de los valores espectrales de un operador definido sobre

un espacio de dimension finita.

Teorema 3.3.7. Sea T: X — X un operador lineal con X espacio normado. St
X es de dimension finita, entonces o(T)\ {0} = 0,(T), es decir, todos los valores

espectrales no nulos de T son valores propios. Ademds el espectro de T es finito.

Demostracion. Como X es de dimension finita, por el teorema [3.2.15]se sigue que el
operador 1" es compacto, asi que por el teorema todos los valores espectrales
no nulos de T son valores propios.

Ademés, inicamente existe una cantidad finita de valores propios de 7', en caso
contrario, por la proposicién existiria un conjunto infinito de vectores propios,
los cuales son linealmente independientes en X, pero esto no posible porque X es
de dimension finita.

Ademas, la dimension de N (T') es finita, ya que el kernel de T" es un subespacio
vectorial de X, o bien, por las desigualdades en yva que X es de dimension
finita. O
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4. Funcioén espectral zeta

4.1. Funciones zeta

4.1.1. Zeta de Riemann

Una de las funciones zeta mas conocidas es la funcion zeta de Riemann, la cual

esta definida por

Cr(s) =D~ (4.1)

en donde s es un ntmero complejo.

La region de convergencia de la funcion zeta de Riemann esté dada por Re(s) >

1, va que
|1 =1
Zl E - Zl nRe(s)’

y por el criterio de convergencia de las p-series se obtiene que Re(s) > 1.

4.1.2. Zeta de Hurwitz

La funcion zeta de Hurwitz es una extension de la funcion zeta de Riemann y

esta definida por

CH(Sv Q) = Z ﬁv (42)

n=0

para Re(s) > 1y Re(q) > 0. Es inmediato que (r(s) = Cu(s,1).

4.2. Funcién espectral zeta y regiéon de convergencia

Sea V un espacio vectorial y P: V —— V un operador lineal. Se define la

funcion espectral zeta de P como

G(Ps)= Y (dmVA)XA !+ dim N (P). (4.3)

A€op\{0}
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Es de interés conocer cuando (,(P, s) es convergente, para lo cual es necesario
analizar por casos el comportamiento asintético de los valores propios de P y de
las dimensiones de sus respectivos subespacios propios, las cuales deben ser siempre

finitas para que la ecuacion tenga sentido, en particular,

dim N (P) < co. (4.4)

Por la proposicion al encontrar la region de convergencia absoluta de la
sumatoria en la ecuacion también se estard hallando una regién en donde la

funcion espectral zeta (,(P, s) es convergente.

4.2.1. Espectro finito

Supongase que los valores propios del operador P son finitos. En este caso es
trivial que la funcién definida en es convergente para cualquier valor complejo

de s, ya que la serie

> (dim VA AT

Aeop\{0}

es finita. Por lo tanto, la region de convergencia de la funcion (, (P, s) esta dada por

s e C. (4.5)

4.2.2. Espectro no acotado por arriba

Supongase que los valores propios del operador P son discretos y pueden ser
numerados de manera creciente con respecto a su modulo.

En este caso se considera a los valores propios de tal manera que (A\,) = O(n?)
con p > 0, ademés supongase que las dimensiones de los subespacios propios crecen
de tal manera que

(dimV,,) =0O(n?) con ¢ >0,

(si las dimensiones estan acotadas puede hacerse ¢ = 0).

Por lo tanto, existen ¢y, nq, ¢, ny > 0 tales que
|An| < P para cada n > ny y dimV,, < con? para cada n > no. (4.6)
Sea N = méx{ny,ny}. Si n > N, por las desigualdades en se obtiene que
A7 < (emP) "Ry dim Vi < cond,
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de donde

G(Ps)l <3 (dim V) M|~ + dim N(P)

n=1

2

(dlmV,\n)\)\ | 7R 1y (¢q) ) ann PRe(s) L dim N (P).

n=N

I
_.

n

Luego, para que la funcion (,(P, s) sea absolutamente convergente solamente

se necesita que
o0
E nd—pRe(s) - 0,
n=N

lo cual es cierto si y solo si pRe(s) — ¢ > 1, es decir,

Re(s) > —. (4.7)

4.2.3. Punto de acumulaciéon en cero

Supongase que los valores propios del operador P son discretos y pueden ser
numerados de manera decreciente con respecto a su moédulo. En este caso se consi-
dera que los valores propios de P son de tal manera que (\,) = O(n?) con A\, — 0,
en donde p > 0, ademéas supongase de nuevo que (dim V), ) = O(n?) con ¢ > 0.

Por lo tanto, existen ¢y, 9, ¢, ng > 0 tales que
IAn] <an™ si A, <0y dimV,, < cen? para cada n > ny. (4.8)

Como cero es punto de acumulacion del espectro de P, existe n; € N tal que |\,| <

0 paracada n > n;.

Sea N = méx{ng,n1}, si n > N, por la ecuacion se tiene que
|/\n|_Re(8) < (cln_p)_Re(S) y dimV,, < con,

de donde

G (P,s)] <) (dim V) A~ + dim N (P)
n=1
N

1
Z(dlvan An| ) ey (eg) R an nPRels),

n=

—
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Luego, para que la funciéon (,(P,s) sea absolutamente convergente solamente
se necesita que
o0
Z nItPR) < o0
n=N
lo cual es cierto si y solo si —q — pRe(s) > 1, es decir,
1+4¢

Re(s) < - (4.9)

4.2.4. Cero e infinito

Supodngase que el espectro tiene a cero e infinito como puntos de acumulacion
y los valores propios del operador P son discretos de tal manera que se pueden
enumerar utilizando a los enteros, en donde (A_,) - 0y (\,) — oo con n € N.

En este caso se considera que los valores propios son tales que O(A_,) = O(n™")
con A, = 0y O(\,) = O(nP), en donde r,p > 0.

Supongase ademas que las dimensiones de los subespacios propios son tales que
(dimV,_ ) =0(n")y (dimV,,) = O(n®), en donde ¢, g2 > 0.

Debido ay , para que (, (P, s) sea absolutamente convergente, se necesita

que

1 1
1T @ v Re(s) < — +Q1’

r

Re(s) >

de donde la region de convergencia absoluta en este caso es vacia.

4.2.5. Acotado sin puntos de acumulacién

Supongase que el conjunto de los valores propios del operador P no tiene punto
de acumulacion pero esta acotado. Por el teorema de Bolzano-Weierstrass se tiene
que dicho conjunto de valores propios debe ser finito, por lo que en este caso la region
de convergencia de la serie dada por la ecuacion es todo el plano complejo, es
decir,

s e C. (4.10)

4.3. Representaciones integrales

Al encontrar la region de convergencia absoluta de la funcion espectral zeta

definida en en cada uno de los casos considerados, en realidad se encontré la
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region de convergencia de la funcion

Qoi(Prs) = > (dimV3) [A ™ + dim N (P), (4.11)

A€op\{0}

la cual se define como la funcion espectral zeta absoluta de P.

Si P es un operador lineal con kernel de dimension finita, cuyos valores propios
distintos de cero pueden ser arreglados en una sucesion (A,) tal que |\,| — oo,
entonces es posible construir una funcién entera cuyos ceros sean los elementos de
la sucesion (|\,|), haciendo uso de los productos de Weierstrass.

La hipoétesis anterior implica que cada valor propio aparece una cantidad finita
de veces en la sucesion de valores propios, de hecho aparece el nimero de veces dado
por dim Vj, .

La ecuacion [I.25 asegura que la funcion
F(z) =[] Balz/ Aa))
n=1

es una funcion entera, cuyos ceros son los términos de la sucesion (|A,|) con multi-
plicidades dim V) ,.
Luego, la funciéon

d
L(z) = z_sa log F'(z)

tiene como polos a los ceros de F'(z), ya que por el corolario es cierto que

F(z)

ilogF(z) = F)

dz

Como A, # 0 para cada n € N, se tiene que la funcion g(z) = 2% es analitica

en |\,| para cada n € N, asi que por el teorema se sigue que
Res(L, |An|) = (dim V)| A

Por lo tanto, por el teorema [1.4.5] se tiene que

[e.e]

1 . d ) —s
5 7z alogF(z)dz = ;(dlmVAn) |An]

= C|U‘<P7 S) o dlmN(P>7
en donde ~y es una circunferencia de radio infinito que contiene a la sucesion (|A,]|)
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en su interior, pero no a z = 0.

Finalmente,

Col(Pys) = %/zsd;ilog F(z)dz + dim N (P). (4.12)
v

En particular, por el teorema [3.3.6, los operadores compactos satisfacen las
condiciones para la representacion en Si los valores propios, distintos de cero,
de un operador son todos reales positivos, entonces la representacion en[4.12] coincide

con la funcién espectral zeta del operador.

Supdngase ahora que la sucesion (A,,) de los valores propios distintos de cero
del operador lineal P es tal que
|An] — 0.

Nuevamente la hipotesis asegura que cada valor propio aparece una cantidad
finita de veces en la sucesion de valores propios, de hecho aparece el nimero de veces

dado por dim V) .

La sucesion (a,,) definida por a,, = 1/ |\,| para cada n € N es tal que |a,| — oc.
Luego, por la ecuacién la funcién

F(Z) = H En(z/an)

es una funcion entera, cuyos ceros son los términos de la sucesion (a,) con multipli-

cidades dim V.

Como A, # 0 para cada n € N, se tiene que la funcion g(z) = 2% es analitica
en z = a, = 1/|\,| para cada n € N, asi que por el teorema se tiene que

Res(L,a,) = (dim Vy,)a,~* = (dim Vy,,) [An]”.

Por lo tanto, por el teorema [1.4.5] se tiene que

o0

1 d
— [ D iog F(2)dz = i .
omi ). z s og F(2)dz ;(dlm Vi) [Anl

= C|J|(P, —S) — dlmN(P),

en donde v es una circunferencia de radio infinito que contiene a la sucesion (a,) en

su interior, pero no a z = 0.
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Finalmente,
1 d :
ol(P,5) = 5 / e log F(z)dz + dim N (P). (4.13)

Si los valores propios de un operador, distintos de cero, son todos reales posi-
tivos, entonces la representacion en [£.13] coincide con la funcion espectral zeta del
operador.

La funcion espectral zeta absoluta también admite una representaciéon por me-
dio de la funcién gamma, haciendo uso de la transformada de Mellin.

Para tal efecto, supongase que los valores propios distintos de cero del operador
lineal P pueden ser arreglados en una sucesion (A,) y considérese la funcion H :
Rt — C definida por

oo

H(z) = (dimVj,)e ", (4.14)

n=1
Dicha funcién es una suma armonica y por lo tanto, su transformada de Mellin

estd dada por
H*(s) = Z (dim Vy,) | A ~°
n=1

()Y (dimVy,) (M|,
n=1

de donde

Col(P,5) = };((j + dim N(P). (4.15)

Ademas, al igual que en las representaciones por medio de productos de Weiers-

trass, la funcion espectral zeta de P coincide con la expresion en [4.15] cuando los

valores propios distintos de cero de P son todos reales positivos.

4.4. Relacion con el operador inverso

Sea T': X — X un operador lineal, con X espacio vectorial normado, tal que
existe el operador 7.
Sea A # 0 un valor propio de T. Se sigue que existe un vector z € X distinto
de cero, tal que
T(x) = A\x.

Como por hipotesis existe 7! y es lineal por el teorema [3.2.1] se tiene que
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x =T (A\z) = \XT"(x), de donde

1
es decir, el nimero 1 es un valor propio de T 1.
Por otro lado, supéngase que o # 0 es un valor propio de T—!. Se sigue que
existe un vector y € X distinto de cero, tal que T-1(y) = ay.

Luego, como T es lineal se tiene que

y =T(ay)
= aT'(y),
de donde
1

es decir, @« = A\~! para algin A € 0,(T) distinto de cero.

De lo anterior, se sigue que

op(T7H\{0} = {A71: A e 0, (T) \ {0}}.
Por otro lado, se cumple que si A € 0,(7") \ {0}, entonces

,M@—AU:AMTl—iﬂ,

ya que

xGN(T—A[)@T(x)zAx@%x:T1(x)<:>:c€N(T1—§T),

de donde dim V) = dim Wy, en donde V) y W,y son espacios propios asociados a
los operadores T'y T!, respectivamente, ya que la multiplicidad geométrica de un
valor propio o de un operador lineal P, es la dimension de N'(P — al).

Ademas, si T~ existe, entonces
dim N(T™') = dim N (T) = 0,

como consecuencia del teorema B.2.11

Por lo tanto, si los valores propios no nulos de un operador 7', cuyo operador
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inverso existe, son los elementos de la sucesion ()\,), entonces

QU\(T_17 S) = Z(dlm ‘/1//\71) })\;1|_5

Notese el cambio de signo en el argumento de la funcion espectral zeta absoluta
de T y T~!. Esto es consecuencia de que la region de convergencia absoluta de la
funcion espectral zeta se refleja en el eje Re = 0.

Lo anterior sucede porque si los valores propios no nulos (A,,) del operador T'
son tales que (\,) = O(n?), entonces la region de convergencia absoluta de (, (7T, s)
es

Re > ﬂ,
p
en donde ¢ > 0 es tal que (dim V) = O(n?), por la ecuacion [4.7]

Luego, los valores propios no nulos (,,) = (1/)\,) del operador T~ son tales
que (a,) = O(n™P) con «,, — 0, por lo que la regiéon de convergencia absoluta de
(T s) es

Re(s) < —ﬂ,
p
por la ecuaciéon
Finalmente, es inmediato que si el espectro puntual de T es finito, entonces la

region de convergencia de T'y T~ ! es todo C.
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5. Ejemplos

Ejemplo 5.1. Sea T': R* — R? el operador lineal definido por

T 1 3 -3 T
Tlyl=|-3 7 -3 Y
z -6 6 —2 z

Por el teorema [3.1.4] el operador T" es compacto, asi que por el teorema |3.3.7|
los valores propios no nulos de P son finitos, de hecho, son A\; =4y A\, = —2 al
ser las soluciones del polinomio caracteristico de T' (para la definicion de polinomio
caracteristico de un operador lineal y su relacion con sus valores propios, revisar en
el capitulo 5.1 de [6]).

Resulta que los vectores

son vectores propios asociados al valor propio \; = 4, ya que

1 3 =3 1 4
T(Ul) == —3 7 —3 1 = 4 = 41)1
-6 6 -2 0 0
y
1 3 =3 1 4
T(w)=1-3 7 =3 0 |=101]=4v.
-6 6 —2 -1 —4
Ademas, v; v vy son linealmente independientes, ya que si avy + bvy = 0,
entonces

a+b=0,a=0y —b=0,

91



de donde a = b = 0 y por lo tanto, se tiene que

dim V)\l = 2.
Por otro lado, el vector
1
V3 = 1
2
es un vector propio asociado al valor propio Ay = —2, ya que
1 3 -3 1 -2
T(’Ug) == -3 7 =3 1 = —2 == —21)3.
-6 6 —2 2 —4

La multiplicidad geométrica de Ay no puede ser mayor que 1, ya que el espacio
sobre el cual estd definido el operador 7" es de dimension 3.

Por lo tanto,
dim V)\Q = 1.

Por otro lado, como la matriz asociada al operador T' es de rango 3 (Para la
definicién de rango de una matriz y su relacion con el kernel del operador lineal

asociado, revisar en el capitulo 5.3 de [10]), se tiene que
dim N (T) =3 —3 = 0.

Finalmente, por la ecuacion en [4.5] la region de convergencia de la funcion

espectral zeta de T" es todo el plano complejo y la funcion esta definida por

]

(T, s) (dim Vi )M | Akl 40
= QW@ + L))
=27t 97,

Ejemplo 5.2. Sea P: C[0,L] — C [0, L] el operador lineal definido por

P(H) = - ptw),

en donde C |0, L] es el espacio de las funciones continuas definidas en el intervalo
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[0, L] con norma definida por

1l = mix {|f ()] : 0 < & < L}.

(5.1)

(Para la demostracion de que la formula en [5.1] efectivamente es una norma, revisar

el capitulo 2.3 de [3]).

Supongase ademas que las funciones f a las que se les aplica

cumplen que

Las funciones definidas por

™
fn(z) = sen (TI) , nE€Z

son vectores propios del operador P, soluciones de la ecuacion

d2

a2 (z) = Az,
con valores propios asociados
- <7m>2
n — L )

ya que

() = () o ().

el operador P

(5.2)

Ademas, por las condiciones en se tiene que las unicas soluciones de la

ecuacion [5.4] son las funciones indicadas en la ecuacion [5.3]y por lo tanto, los tinicos

valores propios de P son los indicados en la ecuacién es decir, son los nimeros

An, con n € N,

Por otro lado, para cada n > 1, se tiene que el valor propio A, tiene como vec-

tores propios a las funciones g, (z) y g_,(x), las cuales son linealmente dependientes,

ya que
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Por lo tanto,

dimV,, =1 paracada n €N,

de donde (dim V},) = O(n?).
Por otro lado, por la proposiciéon , la sucesion (A,,) es de orden de crecimiento

O(n?), ya que

(z)°
lim ~£2 e R*.
n—o00 n2

Como el espectro de P es no acotado por arriba, por la ecuacion en [4.7)se tiene

que la region de convergencia de (,(P, s) es

Re(s) >

N | —

Por otro lado, el kernel de P esta formado por las funciones f(z) tales que

d2
“ag! =0

y que ademas satisfacen las condiciones en [5.2] es decir,
N(P)={f(x)=Az+B:A BeRA f(0)=f(L) =0}
La unica funciéon que satisface lo anterior es f(z) = 0, de donde
dim N (P) = 0.
Por lo tanto, la funcion espectral zeta de P esta definida por

G =30 (F) ()

+0

3
Il
i

Como los valores propios del operador P son todos reales positivos y tienden a

infinito, es posible representar a su funciéon espectral zeta por medio de las ecuaciones

en 12y (LT,
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Ejemplo 5.3. Sea K: (> — (? el operador definido por

) Xz
K(xl,mg,...,xn,...):(xl,?,...,;n,...),

en donde £? es el espacio de las sucesiones de nimeros complejos x = (zy, 7, ..)

tales que
o0
Z 2,7 < o0,
n=1

con norma definida por

Hﬂz(i}Mﬁ : (5.6)

(Para la demostracion de que la formula en efectivamente es una norma, revisar
el capitulo 2.2 de [3]).

para cada n € Z", los niimeros
1
Ap = — 5.7
. (57)

son valores propios del operador K, ya que para cada n > 1, el vector e, € (2

<%%:{OSM%n (5.8)

1 sit=n

definido por

es tal que

para cada ¢ > 1, es decir,

Por otro lado, supéngase que A # 0 es un valor propio de K distinto de 1/n,

para cada n € Z*. Se sigue que existe un vector x € ¢? distinto de cero, tal que
K(x) = Az,
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es decir,

1
(K(z) — A\z); = <—, — )\) x; =0 paracada @ > 1.

1

Como A\ # 1/i para cada ¢ > 1, entonces x; = 0 para cada i > 1, es decir,
x = 0, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, los valores propios del operador K
son los indicados en la ecuacion

Por otro lado, si x es un vector propio asociado al valor propio 1/n, nece-
sariamente © = e, para algin « € C y e, como en la ecuacion en [5.8 ya que
si

K(z) = e

entonces
ﬂ - para cada @ > 1,
i n
de donde x; = 0 si @ # n. Luego, dimV),, = 1 para cada n € Z*, de donde
(dimVy,) = O(n°).
Por otro lado, por la proposiciéon , la sucesion (A,,) es de orden de crecimiento
O(n™Y), ya que 1
fin e <R
Como el espectro de K tiene a cero como tnico punto de acumulacion, por la
ecuacion en se tiene que la region de convergencia de (, (K, s) es Re(s) < —1.
Por otro lado, el kernel de K esta formado por las sucesiones = (1,29, ...)
en (2 tales que N N
2 n
(xl,?,...,;,...):(0,0,...,O,...).
La tinica sucesion que satisface lo anterior es x = 0, por lo tanto dim N (K) = 0,y

la funcién espectral zeta del operador K esta definida por

ek =So () 0-5 ()
- i”s = (r(=s).

Il
MR

n

Como los valores propios del operador K son todos reales positivos y tienden a

cero, es posible representar a su funcién espectral zeta por medio de las ecuaciones

en .13y A.15]
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CONCLUSIONES

Para el estudio de la teoria espectral es necesario conocer la estructura del
kernel y la imagen de un operador lineal, como subespacios vectoriales, asi

como los teoremas de continuidad de operadores lineales.

Para el estudio de las funciones zeta es necesario conocer el criterio de con-
vergencia de las p-series, asi como el hecho de que la convergencia absoluta de

una serie infinita implica su convergencia.

La region de convergencia absoluta de la funcién espectral zeta de un opera-
dor lineal, depende del comportamiento asintotico de los valores propios del
operador y es un semiplano, cuyos elementos tienen todos el mismo signo en

la parte real.

La funcién espectral zeta de un operador lineal, puede representarse como
un producto infinito de Weierstrass o una transformada de Mellin cuando los
valores propios no nulos del operador son todos reales positivos, de lo contrario,

dichas representaciones corresponden a la funciéon espectral zeta absoluta.
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RECOMENDACIONES

. Utilizar operadores compactos o inversos de operadores compactos, ya que sus
valores propios son contables y el comportamiento asintético de los mismos es

conocido.

. Utilizar operadores con valores propios reales positivos, para que las represen-
taciones por medio de la transformada de Mellin y los productos de Weierstrass

coincidan con la funcion espectral zeta del operador.

. Emplear los contenidos del capitulo [3| como un curso introductorio de opera-

dores lineales y teoria espectral.

. Encontrar una forma de extender analiticamente la funcion espectral zeta de

un operador lineal a todo el plano complejo.
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