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raiz primitiva de la unidad compleja a el campo de los

numeros racionales.

Es una colecciéon de subconjuntos A de un conjunto X,
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desplazamiento

Tupla

Es un circuito digital secuencial consistente en una serie
de biestables, generalmente de tipo D, conectados en
cascada que basculan de forma sincrénica con la misma

senal de reloj.

Es una secuencia ordenada de objetos, esto es, una lista

con un numero limitado de objetos.
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RESUMEN

En el siguiente trabajo de investigacién se hace un estudio detallado de la teoria
bésica de los grupo-anillos, necesaria para el desarrollo de la teoria de cédigos, dando
énfasis en la relacién que tienen con la teoria de grupos y la teoria de anillos, ambas

materias de estudio de un pregrado en Matematica.

El trabajo estd estructurado en seis capitulos, cuyo contenido se describe a

continuacion:

El primer capitulo contiene todo el bagaje matemético que sirve de cimiento

para un estudio adecuado de los grupo-anillos.

En el segundo capitulo se da la definicion de un grupo-anillo y una grupo-
algebra, caso especial del anterior. Posteriormente, se establecen las condiciones

necesarias y suficientes para que un grupo-anillo sea semisimple.

En el tercer capitulo se estudia la teoria de representacion de grupos y su

relacion con los médulos de los grupo-anillos.

En el cuarto capitulo se estudian algunos elementos algebraicos de un grupo-

anillo como los elementos nilpotentes, los idempotentes y las unidades de torsion.
En el quinto capitulo se da una breve introduccion al estudio de las unidades

de un grupo-anillo, mostrando algunas construcciones de unidades no triviales para

los mismos.
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Finalmente en el sexto capitulo se da una introducciéon a la teoria de cédigos
correctores, dando relevancia a los codigos ciclicos y mostrando que dichos cédigos

tienen una fuerte conexién con las grupo-algebras.



OBJETIVOS

General

Describir las caracteristicas fundamentales de los grupo-anillos y su relacion

con la teoria de representacion de grupos.

Especificos

1. Identificar los elementos fundamentales que dan paso al estudio de los grupo-
anillos.

2. Identificar las condiciones necesarias y suficientes para la semisimplicidad.

3. Mostrar ejemplos de unidades en los grupo-anillos en casos particulares.

4. Documentar algunas aplicaciones de los grupo-anillos en la teoria algebraica

de cédigos.
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INTRODUCCION

Los grupo-anillos son una estructura muy interesante por sus propiedades
algebraicas y su importancia surgio, aparentemente, después de los trabajos de
T. Molien, G. Frobenius, I. Schur y H. Maschke en los inicios del siglo xX. La
importancia de esta estructura en la teoria de la representacion de grupos fue
establecida por E. Noether y R. Brauer y a partir de ese punto los grupo-anillos

comenzaron a ser estudiados como materia aparte por derecho propio.

El estudio de los grupo-anillos involucra el conocimiento de diversas ramas de la
matemadtica (teorfa de campos, el dlgebra lineal y la teoria algebraica de nimeros),
ademas de estar ampliamente relacionados con la topologia algebraica, el dlgebra
homolégica y la K-teoria algebraica. En la tltima década, también se ha encontrado

que los grupo-anillos tienen aplicaciones en la teoria algebraica de codificacion.

Dentro de la teoria de cédigos es muy importante el estudio de los codigos
correctores, los cuales estan explicitamente disenados para evitar la pérdida de
informacion debido a problemas de ruido en la transmision. En este sentido los
primeros disenos de cédigos correctores fueron los de bloque, los cuales construyen
bloques de informacion para luego ser transformados en otro tipo de bloques mediante

una aplicacién llamada diccionario.
El coste computacional de la codificacién es excesivo, asi que se hace

necesario introducir una estructura algebraica que permita simplicar los procesos

de codificacién.
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De esta forma los grupo-anillos juegan un papel importante en la teoria
algebraica de la codificacion, permitiendo conocer el codigo ciclico y su estructura

sin necesidad de una implementacion.
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1. CONCEPTOS PRELIMINARES

En este capitulo se presentard la teoria basica del algebra abstracta necesaria
para la comprension del contenido a desarrollar mas adelante. Dicha exposicion no
pretende ser una guia de estudios del algebra, mas bien refresca resultados basicos
de teoria de grupos, anillos y algebras. En la medida de lo posible se evitara dar
demostraciones de los resultados de estos conceptos, a menos que no sean materia

de estudio de la licenciatura en Matemaéatica.

1.1. Antecedentes

La teoria de grupos como se conoce actualmente tiene sus origenes en los
trabajos de Ruffini, Abel, Lagrange y Galois a inicios siglo XIX, quienes trabajaron
con el concepto de permutacién (en su tiempo Cauchy las llamaba sustituciones, ver
(18:104)). Con Cayley (1t 104) se formalizé el concepto de grupo y ademads se dieron
muchos avances significativos que impulsaron la investigacién de este tema. Entre

los avances hechos por Cayley figuran:

. Definicién formal de grupo usando la notaciéon de multiplicacién.
° Utilizar una tabla para mostrar como actiia una operacion.
° Demostracion de existencia de dos grupos no isomorfos de orden cuatro,

dando ejemplos explicitos.

° Demostracion de existencia de dos grupos no isomorfos de orden seis, uno de
los cuales es conmutativo y el otro es isomorfo a Ss, el grupo de permutaciones
de tres elementos.

. Demostracion que el orden de todo elemento es divisor del orden del grupo,

cuando este es finito.



1.2. Teoria de grupos

Definicién 1.2.1. Un grupo es un conjunto no vacio G junto con una operacion
binaria, denotada como -, tal que para cada a,b € G se cumplen las siguientes

condiciones:

(a-b)-c=a-(b-c),
° Existe un elemento tnico 1 € G, tal quea-1=1-a = a.

Para cada a € G existe un elemento tinico a~! € G, tal que

Si ademas de las tres propiedades anteriores, se cumple

a-b=>-a, para cada a,b € G

entonces se dice que el grupo es abeliano o conmutativo. Si el conjunto G es finito,

entonces el nimero de elementos de G es llamado el orden de GG y se denota como

o(@).

Ejemplo 1.2.1. Sea M un conjunto finito. El lector debera recordar que una
aplicacion biyectiva de M a M es llamada permutacién de M. Es claro entonces
que la aplicacién identidad de M a M es una permutacion, que la composiciéon de
dos permutaciones es una permutacion y la inversa de una permutaciéon también es

permutacion.

A partir de estos hechos, es evidente que dado un conjunto M se puede construir
conjunto de permutaciones y que este constituye un grupo respecto a la composicion

de funciones. Este grupo usualmente es denotado como Sy, y es llamado el grupo

2



de permutaciones de M. Si M = {1,2,...,n} entonces Sy, es llamado el grupo de
simetrias de grado n y se denotada como S,,. Dado un elemento ¢ € &, si se elige

que i, = ¥(k), 1 <k < n, entonces se puede representar 1) en la forma:

1 2 3 --- n

la cual es una notacién introducida por Cauchy en 1845 (4:64-90). Usando esta

notacion, la inversa de 1) se representa como:

ol = i1 2 13 In
1 2 3 - n
Dadas, por ejemplo,
1 2345 1 2 3 45
35 2 41 21 4 5 3

se tiene que (¢ o1)(1) = ¢(2) = 5. Haciendo el célculo para el resto de los nimeros,

se obtiene

1 2 3 4 5
porp =
5 3 4 1 2
De la misma manera
1 2 3 4 5
Yoo =
4 3 1 5 2



Este simple célculo demuestra que, en general, S,, no es conmutativo. De hecho,

es facil demostrar que S,, es conmutativo si y solo si n < 2.

Definicién 1.2.2. Un subconjunto no vacio H de un grupo G es llamado
subgrupo de G si es cerrado bajo la operacién de G y H, con la restriccion de

la operacion de GG, es un grupo por si mismo.

Ejemplo 1.2.2 (Subgrupos ciclicos). Sea a un elemento del grupo G. Para un

exponente entero n se definen las potencias de a como

(

a-a---q sin>0
—
n veces
a"={ g l-at-al sin<0
WV
In| Veces
1 sin=0.
\

n m+

Como a™ - a™ = a™™", se sigue que el conjunto

(a) ={a" :n € 7}

es un subgrupo de G, llamado subgrupo ciclico de G generado por a. Si este grupo

es finito, entonces existen enteros positivos n, m distintos tales que a”™ = a™, de esta

m m

cuenta, se tiene a"~"" = a™ " = 1. El entero positivo mas pequeno n tal que a” =1
se le llama orden de a y se denota como o(a). Si (a) es infinito se dice que a es de
orden infinito. Si existe un elemento a en G tal que G' = (a), entonces se dice que G

es un grupo ciclico y que a es un generador de G. Nétese que o(a) = |(a)].

Ejemplo 1.2.3. Sea X un subconjunto no vacio de un grupo G. Se define el
subgrupo generado por X como la interseccién de todos los subgrupos de G que

contienen a X. Esta familia de subgrupos es no vacia, ya que por lo menos G



pertenece a ella.

Es facil demostrar que esta interseccion definida previamente es un subgrupo

de G. Este subgrupo es denotado como (X). Se propone al lector demostrar que:

(X)={af' -2l € X, ¢ =+1, k> 1}U {1},

Si (X) = G se dice que X es un conjunto de generadores de G. Si X es finito,

entonces se dice que GG es un grupo finitamente generado.

Lema 1.2.1. Un subconjunto no vacio H de un grupo G es un subgrupo de GG

si y solo si para cualesquiera x,y € H se tiene que 'y € H.

Definicién 1.2.3. El centro de un grupo G es el subgrupo

Z(G) ={a € G: ax = za, para cada r € G}.

Dado un subgrupo H de un grupo G, se puede definir una particiéon de G, es

decir una cubierta de G hecha de subconjuntos disjuntos.

Definicién 1.2.4. Sea H un subgrupo de un grupo GG. Dado un elemento a € G,

los subconjuntos de la forma

aH = {ah:he€ H},
Ha = {ha:he H}

son llamados clases lateral izquierda y derecha del subgrupo H determinadas por a,

respectivamente.



Proposicién 1.2.1. Sea H un subgrupo de un grupo G y a,b elementos

arbitrarios de G. Entonces se cumple:

° Sib € aH entonces bH = aH.
. Si b ¢ aH entonces aH NbH = ().

Corolario 1.2.1. Sea H un subgrupo de un grupo G. Dados a,b € G se cumple
que b € aH siy solo si aH = bH.

Todo elemento en una clase lateral es un representante de la misma. Un
conjunto completo de representantes de una clase lateral izquierda (derecha), es

llamado transversal izquierdo (derecho) de H en G.

Definicién 1.2.5. Sea H un subgrupo de un grupo G. Si el nimero de clases
izquierdas (derechas) de H en G es finito, entonces este nimero es llamado indice de

H en G y se denota como (G : H).

Teorema 1.2.1 (Lagrange). Sea H un subgrupo de un grupo finito G. Entonces,

el orden de H divide a el orden de GG. Mas atun, de manera méas formal, se tiene

|G l=(G:H)|H].

Corolario 1.2.2. Sea a un elemento de un grupo finito G. Entonces o(a) es un

divisor de | G |.

Ejemplo 1.2.4. Considérese nuevamente a S3, el grupo de simetrias de grado

tres. Se sabe que |S3| = 6. Explicitamente, este grupo se expresa como

Sy = {I,(12), (13), (23), (123), (132)}, donde I = (1).
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Sea H ={I,(12)} y a = (123). Entonces:

af ={(123),(13)} y Ha = {(123), (23)},

con esto se demuestra que, en general, las clases laterales derechas e izquierdas

determinadas por el mismo elemento, no son iguales.

Los subgrupos cuyas clases laterales derechas e izquierdas generadas por el
mismo elemento son iguales son de especial importancia. Notese que para un elemento
a y un subgrupo H de un grupo G, se tiene que aH = Ha si y solo si a 'Ha = H.

Esto sugiere la siguiente:

Definicién 1.2.6. Sea H un subgrupo de un grupo G. Se dice que H es normal

en G,y se escribe H <G si a 'Ha = H para cualquier a € G.

1.2.1. Homomorfismos y grupos cocientes

Definicién 1.2.7. Sean GG; y G5 grupos. Una aplicacion f: G; — G, es llamada

un homomorfismo de grupos si para cada g, h € G se cumple que

flg-h)=flg)- f(h).

Definicién 1.2.8. Sea f: G; — G5 un homomorfismo de grupos. Entonces, la

imagen de f es el conjunto

Im(f) ={y € Gy: existe z € Gy, f(z) = y}.



El kernel de f es el conjunto

ker(f) ={z € Gi: f(z) =1}

Definicién 1.2.9. Un homomorfismo de grupos f: G; — G35 es llamado un
epimorfismo si es sobreyectivo. Se llama a f un monomorfismo si es inyectivo. Por
ultimo, se dice que f es un isomorfismo si es sobreyectivo e inyectivo. Dados dos
grupos GG1 y G, se dice que son isomorfos, y se denota como G ~ G4 si existe un

isomorfismo f: G7 — Gs.

Un homomorfismo de un grupo G en si mismo es llamado un endomorfismo y
si a su vez es un isomorfismo se llama automorfismo de G. El siguiente resultado se
debe al famoso matematico britanico Arthur Cayley, el cual demuestra la relevancia

de los grupos de permutacién en la teoria de grupos.

Teorema 1.2.2 (Cayley). Todo grupo G es isomorfo a un grupo de permutacio-

nes.

Definicién 1.2.10. Sea H un subgrupo normal de un grupo G y a,b € G. Se
dice que a = b (mdd H) si b 'a € H. Es facil demostrar que esta relacién es de

equivalencia. Para un elemento a € G se denota su clase de equivalencia como

a={rcG:r=a (méd H)}={re€G:a 'z € H} =aH.

Se denota como G/ H al conjunto de clases de equivalencia de los elementos de

G. Se define el producto de elementos en G/H como

a-b=ab.
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Figura 1. Primer teorema de isomorfia de grupos

Gl—f>G2

Fuente: elaboracién propia con paquete xymatrix para BETEX.

Esta operacién es bien definida y G/H es un grupo, llamado grupo cociente.

Considérese la aplicacién w: G — G/H dada por:
Goar—w(a) =a=aH.

Es evidente que w es un epimorfismo de grupos llamado homomorfismo canénico
de G hacia el grupo cociente G/ H. Este homomorfismo satisface que w(1) = 1H = H
y ker(w) = H.

Teorema 1.2.3 (Primer teorema de isomorfia de grupos). Sea f: G; — Gy un
homomorfismo de grupos, w el homomorfismo canénico de (G; hacia el grupo cociente
X = G/ ker(f) e i la inclusién de Im(f) en Go. Entonces existe un homomorfismo
tinico f: G/ ker(f) — Im(f) tal que f = io fow, es decir que diagrama de la ﬁgural

conmuta. Ademés f es un isomorfismo.
Corolario 1.2.3. Sea f: G; — G5 un epimorfismo. Entonces

Gl/ker(f) ~ GQ.



Lema 1.2.2. Sea H un subgrupo normal de GG. Entonces:

° Para cada subgrupo K de G que contiene a H, el conjunto K/H = {zH: z €
K} es un subgrupo de G/H que es normal si y solo si K es normal.

o Si K es un subgrupo de G/ H, entonces la preimagen K = {x € G: zH € K}
es un subgrupo de G que contiene a H, tal que K = K/H.

Teorema 1.2.4. Sea f: G; — G5 un epimorfismo de grupos, entonces existe un
biyeccién entre el conjunto de subgrupos de G y el conjunto de subgrupos de G

que contienen a ker(f).

Teorema 1.2.5 (Segundo teorema de isomorfia de grupos). Sea H y K

subgrupos de un grupo G y supéngase que K es normal. Entonces:

H HK
HNK K’

donde HK = {hk: h€ H, k € K}.

Teorema 1.2.6 (Tercer teorema de isomorfla de grupos). Sean H C K

subgrupos normales de un grupo . Entonces:

G/t G
K/H K
1.2.2. Productos directos

Definicién 1.2.11. Sean H, K subgrupos de un grupo G. Se dice que G es
el producto directo interno de H y K y se escribe G = H x K si se cumplen las

siguientes condiciones:
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° G=HK.
. HnNK={1}.
° H«Gy K<«G.

La definicién anterior se puede extender a familias arbitrarias de subgrupos

normales, como se muestra en la siguiente definicion.

Definicién 1.2.12. Sea {H,};c; un familia de subgrupos normales de un grupo
G. Entonces G es llamado el producto directo interno de los subgrupos { H; }i¢c; si se

cumplen las siguientes condiciones:

° G = (H;: i € I), es decir que cada elemento g de G se puede escribir como

producto de un nimero finito de elementos de los subgrupos { H; }ic;.

) H,N(H;:jel, j+#1i) = {1} para cada indice i € I.
Definicién 1.2.13. Dada una familia de grupos Gi,...,G, considérese el
producto cartesiano G = G x --- x G,,. Considérese la operacion entre elementos

de GG componente a componente, usando la operacion de cada G;,1 < i < n. Con la
operacion definida previamente es facil demostrar que G' es un grupo. A este se le

llama producto directo externo de G, ..., G,.

Si Gy,...,G, es una familia de grupos y G = G x - - - xG,, su producto directo

externo, entonces los conjuntos

Hy ={(z,1,...;1): € Gq},....H, ={(1,1,...,2): x € G,}

son subgrupos normales de G tales que G; >~ H;,1 <1 < ny G es también el producto
directo interno de los subgrupos Hy, ..., H,. De manera similar, si G es el producto

directo interno de una familia de subgrupos normales Hy, ..., H, y se construye el
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producto directo externo G' = H, X --- x H,,, entonces se tiene que G ~ G. Debido a

este hecho, no se hace distincién entre producto interno y externo.

1.2.3. Grupos abelianos

Resultan de mucho interés para el desarrollo del capitulo [f, asi que se remarca
su importancia. Sea GG un grupo abeliano. Un elemento de G es llamado un elemento
de torsion si este es de orden finito. Si dos elementos g,h € G son de torsion, de
6rdenes m y n respectivamente, entonces es inmediato que (¢g7'h)™ = 1, lo cual
demuestra que el conjunto de elementos de torsion de G es un subgrupo de G.
Es facil notar que este hecho también demuestra que dado un ntmero primo p, el
conjunto de elementos de GG cuyos 6rdenes son potencias de p también constituyen

un subgrupo de G.

Definicién 1.2.14. Sea G un grupo abeliano, entonces el subgrupo:

T(G)={g € G: o(g) < oo}
es llamado el subgrupo de torsiéon de G y el subgrupo:
G(p) = {g € G: o(g) es una potencia de p}

es llamado la componente p-primaria de G.

Se dice que G es un grupo libre de elementos de torsién si T(G) = (1). Un
grupo abeliano que es producto directo de grupos ciclicos infinitos, se llama abeliano

libre. Al ntimero de factores directos se le llama rango del grupo abeliano libre. Si

dicho niimero no es finito, se dice que tiene rango infinito.
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Teorema 1.2.7. Un grupo G que es abeliano, finitamente generado y libre de

elementos de torsion debe ser libre.

Teorema 1.2.8. Sea GG un grupo abeliano finitamente generado. Entonces T'(G)

es finito, G/T'(G) es libre de rango finito y

Lema 1.2.3. Sea g un elemento de orden o(g) = p{*---py* de un grupo G.
Entonces se puede escribir ¢ = gy ---g; con o(g;) = pi*,i < i < t. Més atn, los
elementos ¢, ..., ¢; que estan determinados de manera tnica son potencias de g y

por lo tanto conmutan entre ellos.

Un elemento cuyo orden es potencia de un nimero primo p es llamado p-
elemento. Por otro lado, si p no divide el orden del elemento, se dice que es un

p’-elemento.
Lema 1.2.4. Sea G un grupo abeliano finito de orden |G| = pi* - - - p;"*. Entonces
G=G(p1) X+ x G(pr).
Definicién 1.2.15. Sea p un primo. Un grupo finito G es llamado p-grupo si su
orden es una potencia de p. Se dice que un grupo abeliano G es un abeliano elemental
si existe un primo p tal que todos los elementos distintos al elemento identidad, son

de orden p.

Es interesante notar que los p-grupos abelianos elementales también pueden

ser vistos como espacios vectoriales.
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Lema 1.2.5. Sea G un p-grupo abeliano elemental. Entonces G es un espacio
vectorial sobre Z,,. Més aun, si G es finito entonces puede ser escrito como producto

directo de un numero finito de grupos ciclicos de orden p.

Para un grupo G se define su exponente, y se denota como exp(G), como el
entero positivo mas pequeno m, tal que ¢™ = 1 para cualquier ¢ € G. Notese que
G es un p-grupo abeliano elemental si y solo exp(G) = p y que si G es un grupo

abeliano con exp(G) = p™, entonces exp(GP) = p™ L.

Teorema 1.2.9. Sea GG un p-grupo abeliano finito. Entonces G se puede escribir
como producto directo de p-subgrupos ciclicos. Esta descomposicion es tinica, en el

sentido que si

G=C; x---xCy=D; x---x Dy

donde C;, D;,1 < i <t 1 < j < s, son p-grupos ciclicos de érdenes p™ > --- >

p"t>1yp™ >...>p™ > 1 respectivamente, entonces t =syn; =m;, 1 <1<t

Proposicién 1.2.2. Sea G un grupo abeliano finito de orden n. Entonces para
cada divisor d de n, el nimero de subgrupos ciclicos de G de orden d es igual al
numero de factores ciclicos de G del mismo orden.

1.2.4. Grupos hamiltonianos

Para hacer un estudio de los grupos hamiltonianos se procede a dar algunas

definiciones previas. Se define el grupo de cuaterniones de orden 8 como:

Ks = (a,b: a* =1, a* =b* bab™ ' =a™1).
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Los elementos de este grupo se enumeran de la siguiente manera:
Ks = {1,a,a* a* b,ab,a’b, a®b}.
Definicién 1.2.16. Dados dos elementos x,y en un grupo G, el conmutador de
x con y es el elemento [z,y] = 2~y 'xy € G. Dados dos subconjuntos H y K de un
grupo G, se denota como [H, K] el subgrupo de G generado por el conjunto:

{Ih,k]: he H k € K}.

En particular, el grupo G' = [G, G| es llamado subgrupo conmutador o subgrupo

derivado de G.

Un célculo directo demuestra que K} = Z(Kg) = {1,a*}. Ademds, a? es el
unico elemento de Ky de orden 2, entonces si H es un subgrupo cualquiera de Ky,
entonces se tiene que K} = {1,a’} C H. Ademds cualquier subgrupo de Ky es
normal.

Definicién 1.2.17. El 4-grupo de Klein esta definido por:

G = {a,b: a* =b* = (ab)* = 1).

Ejercicio 1.2.1. Demostrar que K3/K} es isomorfo al 4-grupo de Klein.

Solucién 1.2.1. Se sabe que K} = {1,a?}, entonces calculando las clases de

equivalencia se tiene:
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1 = K;
a = {a,a’}
b = {b,a’b}
ab = {ab,d®b}
lo cual genera una particién, por lo tanto Kg/Kj = {1,a,b,ab}. Ahora bien,

a-a=a?=1, bb=102=a? =1y finalmente ab- ab = (ab)? = 1 con lo que

concluye la demostracion. []

Definicién 1.2.18. Un grupo G es hamiltoniano si no es conmutativo y todos

sus subgrupos son normales.

Lema 1.2.6. Todo grupo hamiltoniano contiene un subgrupo isomorfo a K.

Teorema 1.2.10. Un grupo G es hamiltoniano si y solo si G es producto directo
de un grupo cuaterniones de orden 8, un 2-grupo abeliano elemental £ y un grupo
abeliano A en el cual todos sus elementos son de orden impar.

La demostracién de este importante teorema, se puede consultar en (20:130).
1.3. Anillos, médulos y algebras

En lo subsiguiente sera de vital importancia conocer propiedades importantes

de los anillos, médulos y algebras, es por eso que se ha dedicado esta seccion para

su estudio, la mayoria de veces, no se daran demostraciones.
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1.3.1. Anillos

Definicién 1.3.1. Un anillo es un conjunto no vacio R, dotado con dos
operaciones binarias, llamadas suma y multiplicacién y denotadas como + y -

respectivamente, tal que para cada a,b € R se cumplen las siguientes propiedades:

o a+(b+c)=(a+b)+ec.

° Existe un tnico elemento 0 € R tal que a+0 =0+ a = a.

o a+b=0>b+a.

3 Para cada a € R existe un elemento —a € R tal que a+(—a) = (—a)+a = 0.
o a-(b-c)=1(a-b)-c.

. a-(b+c)=a-b+a-c.

. (a+b)-c=a-c+b-c

Ademas, si se satisface:

° a-b=">b-a.

se dice que el anillo es conmutativo. Un anillo es llamado dominio si satisface:

° a-b =0 implica que a =0 0 b= 0.

Dos elementos a, b distintos de cero de un anillo R, tales que ab = 0 son llamados

divisores de cero. Asi que un dominio es un anillo sin divisores de cero. Un anillo R

que contiene un elemento 1 # 0 tal que:

l-a=a-1=a, paratodoa € R
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es llamado anillo con unidad. A un anillo con unidad que es un dominio conmutativo

se le llama dominio entero.

Definicion 1.3.2. Un elemento a de un anillo R es invertible si existe un elemento

a~! € R, conocido como su inverso, tal que a-a ' = a~! - a = 1. El conjunto

U(R) = {a € R: a es invertible}

se llama el grupo de unidades de R.

A un anillo se le llama de divisién si todos los elementos distintos de cero
son invertibles, dicho de otra manera; si R\{0} = U(R). Un anillo de divisién

conmutativo es un campo.

Ejemplo 1.3.1. El conjunto Z,, = {0,1,...,m — 1} de enteros médulo m es un

anillo conmutativo. Mas aun Z,, es un campo si y solo si m es un nimero primo.

Ejemplo 1.3.2. Sea R un anillo. Entonces el conjunto R[X] de todos los
polinomios con coeficientes en R e indeterminada X con la operacién usual de suma y
multiplicacién de polinomios es un anillo. El anillo de polinomios R[X] es un dominio

si y solo si R lo es.
Ejemplo 1.3.3. Sea R un anillo, entonces el conjunto M, (R) de todas la

matrices de n X n con entradas en R, con suma y producto usual de matrices es

un anillo. Este anillo es llamado anillo completo de matrices de n X n sobre R.

Ejemplo 1.3.4. Sean Ry, R», ..., R, anillos. El anillo

Rl@R2@ ’ @Rn = {(ah@% s >an)7 a; € Ri> 1 < i < TL},
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con la suma y el producto definido componente a componente es llamado suma

directa de los anillos Ry, Ro, ..., R,.

El siguiente ejemplo es el primero de un anillo no conmutativo en la historia

de las matematicas.
Ejemplo 1.3.5. Sean 4, j, k stmbolos dados y considérese el conjunto H de todas
las expresiones de la forma xg + 217 + x2j + w3k donde los coeficientes xg, 1, T2, T3
son numeros reales. Se define la suma de dos elementos de este conjunto como

(zot+m1i+Toj+r3k)+(Yot+yrity2i+ysk) = (zo+yo)+(x1+y1)i+(Totys2) i+ (z3+ys)k

La multiplicacion esté definida de manera distributiva, con las siguientes reglas:

2= 2=k =1
1] =k =—ji
jk =1 = —kj
ki =j= —ik

Por medio de un calculo sencillo se demuestra que H es un anillo, llamado

anillo de cuaterniones reales. Dado un cuaternién a = xg + x11 + 22 + x3k, se define

el conjugado & de o como

a :ZEO—Jfli—JfQj —ng/’.
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La norma de « se define como:

|af| = aa :mg+m%—l—m§+x§.

Al igual que en el caso de los nimeros complejos, se cumple que:

. lell = llalllA]] = lles]-

o ||| > 0y ||| = 0 siy solosi a=0.

Si a € H es distinto de cero, se tiene que [|a|| # 0, entonces se puede definir

o = a/|lal|. Entonces

y de manera similar se demuestra que o/ = 1, de donde se sigue que a~! = o/. Este
argumento demuestra que H es un anillo de divisién. Se define Hq restringiendo ‘H
al campo de los nimeros racionales. A este conjunto se le conoce como cuaterniones

racionales. Finalmente se definen los cuaterniones enteros como:
Hz = {xo + 218 + x2j + x3k: T0, 1, X9, T3 € Z}.
Es evidente que Hz es un anillo de divisién. Sea o € U(Hz) entonces es
inmediato, de la definicién de norma, que ||a| es un entero positivo, més atin como
aa’ = 1, entonces ||a||||e/|| = 1 y consecuentemente ||a|| = 1, es decir, x; = 1 para

algin indice 0 <7 < 3y x; = 0 para j # i. De lo anterior se tiene

U(Hz) = {£1, +i, 5, £k}
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Definicién 1.3.3. Un subconjunto no vacio S de un anillo R es un subanillo de

R si es cerrado bajo las operaciones de R y es un anillo respecto a estas operaciones.

Definicién 1.3.4. El centro de un anillo R es el subanillo

Z(R) ={a € R: ax = za, para todo = € R}.

Definicién 1.3.5. Un subconjunto no vacio L de un anillo R es un ideal izquierdo

de R si cumple las siguientes propiedades:

° Siz,y € L entonces x —y € L.

° Siz e Lyaé€ R entonces ax € L.

De manera similar se define un ideal derecho de un anillo R. Un subconjunto
no vacio L de un anillo R se llama ideal de R, si es un ideal derecho e izquierdo de
R. Los subconjuntos {0} y R de un anillo R siempre son ideales de R. Un ideal L
de R distinto de estos se llama ideal propio. Nétese que si un ideal L de un anillo R

contiene un elemento invertible a entonces L = R no es ideal propio.
Definicién 1.3.6. Sea R un anillo y a € R. El conjunto
RA ={za: z € R}
es llamado el ideal izquierdo generado por a. Al elemento a se le conoce como

generador de este ideal. Los ideales generados por un elemento a € R se llaman

ideales principales y se denotan como (a).

Proposicién 1.3.1. Sea D un anillo de divisién y n un entero positivo. Entonces

el anillo completo de matrices M, (D) no contiene ideales propios.
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Definicién 1.3.7. Sean R,S anillos. Una aplicaciéon f: R — S se llama

homomorfismo de anillos si para cualesquiera a,b € R se cumple:

e flatb) = fla)+ F).

Definicién 1.3.8. Sea f: R — S un homomorfismo de anillos, entonces la

imagen de f es el subanillo
Im(f) ={y € S: existe x € R, f(z) = y}.
El kernel de f es el ideal
ker(f) = {x € R: f(z) = 0}.
Definicion 1.3.9. Un homomorfismo de anillos f: R — S es un epimorfismo si
es sobreyectivo. Se dice que f es un monomorfismo si es inyectivo. Finalmente, si f

es inyectivo y sobreyectivo, entonces se dice que f es un isomorfismo.

Un homomorfismo de un anillo R en si mismo es un endomorfismo y si también

es un isomorfismo entonces se llama automorfismo de R.

Definicion 1.3.10. Sea I un ideal de R. El grupo cociente aditivo R/l con la

multiplicacion definida por 7s = 75 es un anillo llamado cociente de R por I.

1.3.2. Moédulos y algebras

Definicién 1.3.11. Sea R un anillo. Un grupo aditivo abeliano M es llamado un

R-modulo izquierdo si para todo a € Ry m € M se cumple que am € M y

22



. (a+b)m = am+ bm
® a(m1 -+ m2) = amy + ams
o a(b)ym = (ab)m

° Im=m

para cualesquiera a,b € Ry m,my,ms € M.

De manera similar, dado un anillo R, se define un R-moddulo derecho
considerando la multiplicacién de elementos de M por elementos de R por la derecha.

De acd en adelante, un R-médulo izquierdo sera abreviado como R-mddulo.

Ejemplo 1.3.6. Un ideal izquierdo L de un anillo R es un R-moddulo, ya que el
producto de elementos de R por elementos de L pertenece a L. Asimismo, los ideales
derechos también son R-mddulos derechos. En particular, un anillo siempre es un
modulo sobre si mismo. Cuando se considere un anillo como un R-médulo izquierdo

o derecho sobre si mismo, se denotard como rR y Rp respectivamente.

Ejemplo 1.3.7. Sea L un ideal derecho de un anillo R y R/L el grupo cociente

aditivo. Entonces R/L es un R-mddulo con
r(a+ L) =ra+ L, para todo r,a € R
Definicién 1.3.12. Sea R un anillo conmutativo. Un R-médulo A es un
R-algebra si existe una operacion de multiplicacién definida en A, tal que con su
adicién y esta multiplicacion A, es un anillo que cumple:

r(ab) = (ra)b = a(rb),

para todor € Ry a,b € A.
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Definicién 1.3.13. Sea M un moddulo sobre un anillo R. Un conjunto no vacio

N C M es llamado un R-submodulo de M si se cumplen las siguientes condiciones:

° Para todos x,y € N se tiene z +y € N
. Para cualquier r € Ry todon € N, rn e N

Si R es conmutativo y M es un R-algebra, entonces se dice que N es un R-subélgebra

de M si es un submodulo y un subanillo de M al mismo tiempo.

Todo médulo M # {0} contiene al menos dos submédulos, a saber, M y {0},
que son llamados triviales. Un submoddulo no trivial es llamado submoédulo propio.
Un moédulo, distinto al médulo que solo contiene al 0, que no contiene submdédulos
propios es un médulo simple. Sea N un submoédulo de un R-médulo M. Al igual
que en el caso de los anillos, el grupo cociente aditivo M/N es un R-médulo con

rm =71m,r € R,m € M. Este es el médulo cociente entre M y N.

1.3.3. Moébdulos libres

Definicién 1.3.14. Un conjunto S = {s;}icr, I un conjunto de indices, de
elementos de un R-médulo M es un conjunto de generadores de M si M = RS,
es decir; si todo elemento de M se puede escribir como un combinacion lineal finita

de elementos de S con coeficientes en R.
Definicién 1.3.15. Un conjunto S = {s;}ics de elementos de un R-médulo M
es linealmente independiente o R-libre si toda combinacién lineal de elementos de S

con coeficientes en R de la forma

TiySiy + -+ 138, =0
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implica que r;; =---=1;, = 0.

Definicién 1.3.16. Un conjunto S = {s;}ic;, I un conjunto de indices, de
elementos de un R-médulo M es una base de M sobre R o una R-base si es

linealmente independiente y un conjunto de generadores.
Definicién 1.3.17. Un R-moédulo M es libre si tiene una base.

Definicién 1.3.18. Sea {M,}ic;, I un conjunto de indices, una familia de
submoédulos de un R-médulo M. Se dice que M es la suma directa de submoddulos

de esta familia y se escribe M = @,;crM; si se cumplen las siguientes condiciones:

o Para todo 7 € I se satisface que M; N (Z#i Mj> = 0.
) M = Zie[ m;.

particular, si {m;},c; es un R-base de M, entonces M es la suma directa de

M = @ie[RmZ’.

Definicién 1.3.19. Un submédulo N de un R-médulo M es un sumando directo
si existe otro modulo N’ tal que M = N & N’. Un médulo que no contiene sumandos

directos, a excepcién de los triviales, se llama indescomponible.

Caso contrario a los espacio vectoriales, no todo submoédulo de un médulo dado

es un sumando directo.

Lema 1.3.1. Sea N un submdédulo de un R-médulo M. Entonces N es un

sumando directo de M si y solo si existe un endomorfismo f: M — M tal que

fof=/elm(f)=N.
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El homomorfismo f: M — M del lema anterior es la proyeccién de M en N.

Proposicién 1.3.2. Sea R un anillo. Todo R-médulo M es una imagen epimérfica

de un R-médulo libre.

1.3.4. Semisimplicidad

En algebra lineal se demuestra que todo subespacio de espacio vectorial es un
sumando directo. Esta aseveracién no es vélida en el caso de médulos sobre anillos
arbitrarios, por ejemplo, Z no es un sumando directo de @ como Z-mdédulo. Serd de
interés conocer los moédulos que cumplen la propiedad de tener submddulos que sean

sumandos directos.

Definicién 1.3.20. Un R-moédulo M es semisimple si todo submédulo de M es

un sumando directo.

Proposicién 1.3.3. Sea N # (0) un submdédulo de un médulo semisimple M.

Entonces N es semisimple y contiene a un modulo simple.

Demostracion. Sea S un submoédulo arbitario de N. Entonces N es también
submédulo de M, asi que existe S’ tal que M = S @& S’. Se asegura que N =
S & (S"UN). En efecto, por definicién SN (S"UN) Cc SN S" = (0). Por otro lado,
dado un elemento n € N se puede escribir n = z + y con x € S,y € S', pero

y=n—x € N, entonces y € N US’, con lo que se demuestra que N es semisimple.

Para demostrar que N contiene a un submodulo semisimple elijase un elemento
x € N,z # 0. Considérese la familia de submddulos de N que tienen a x como
elemento y nétese que dicha familia es no vacia, esta parcialmente ordenada por

inclusién y ademas toda cadena esta acotada por N, por lo que, usando el lema de
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Zorn, existe un elemento maximal Ni. Como N es semisimple, existe Ny submddulo
de N tal que N = N; @ Ns. Se requiere demostrar que N, es simple. Si Ny no fuera
simple, entonces existe W submddulo propio de N, tal que No = W & W' con W'
submddulo de Nj. De esta manera, N = Ny W W'y Ny = (Ny+ W)U (N, +W").
Como = ¢ N; entonces x ¢ Ny + W ni z € Ny + W’ lo cual contradice el hecho que

N7 es maximal. O

Teorema 1.3.1. Sea M un R-mddulo. Entonces, las siguientes condiciones son

equivalentes:
1. M es semisimple.
2. M es suma directa de submodulos simples.

3. M es suma (no necesariamente directa) de submdédulos simples.

Demostracion. = (12). Sea F la coleccién de todos los submoddulos de
M que se pueden escribir como suma directa de submodulos simples. La proposicion
anterior asegura la existencia de dichos submoédulos. Se define un orden en F de
la siguiente manera: dados dos elementos @;c;M; v @;csM; de F, se tiene que
@ierM; < @iegM; siy solo si I C J. Ahora como (F, <) satisface las condiciones
del lema de Zorn, existe un elemento maximal M, € F que se puede escribir como
My = ®;erM; con M;, i € I simple. Ahora solo falta demostrar que My = M. En
efecto, si My # M, entonces existe un submodulo N de M tal que M = My @ N,
pero, por la proposicion anterior, N contiene un submodulo simple S y por lo tanto

My ® S = BierM; S D My, lo cual contradice la maximalidad de M.

2) = es trivial.

(3) = (1). Supéngase que M = >"._, M;, donde cada componente M;,i € I

es simple. Sea N un submoddulo propio cualquiera de M. Se demostrara que N es
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sumando directo. Considérese la familia

J = {ZMi: Jcl, (ZM) NN = (0)}
icJ icJ
y nétese que si N N M; # (0) entonces M; C N. Como N # M, se deduce que existe
al menos un submédulo M; tal que N N M; = (0) y J # 0. Por el lema de Zorn,
se puede encontrar un submédulo maximal en J, a saber My = >, 7 M;. Como
(Ziejo MZ) NN = (0), solo queda por demostrar que M = M, + N. Para ello se
demostrara que M; C My + N, para todo ¢ € I. Supéngase por el absurdo que esto
no es cierto, entonces existe un indice iy, tal que M;, Q My + N. Ahora bien, M;, es
simple, se tiene que M;, N (Mo + N) = (0). Entonces (M;, + My) N N = (0), lo que
implica que M;, + My € J, lo cual contradice la maximalidad de Mj. ]

Si se conoce la descomposicion de un médulo semisimple como suma directa
de moédulos simples, entonces se puede determinar la estructura de todos sus

submodulos.

Corolario 1.3.1. Sea M = &;c;M; una descomposicién de un mddulo
semisimple M como suma directa de submoédulos y sea N un submoédulo de M.

Entonces, existe un subconjunto de indices J C [ tal que N >~ @®;c;M;.

Demostracién. Como se vio en la demostraciéon de la tltima implicacion del
teorema anterior, dado un submoédulo N de M se puede encontrar un subconjunto

de indices Jy C I tal que M = N @& Ny, donde Ny = ®;cj, M;. Entonces:

N~ M @ierM;

N — =~ M;,
No  @icsM; €N\

de donde se sigue el resultado, con J = I'\ Jy. [
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Corolario 1.3.2. Un modulo cociente L de un médulo semisimple M es isomorfo

a un submaédulo de M y por lo tanto es también semisimple.

Demostracion. Sea L un moédulo cociente de M, m: M — L el homomorfismo
canénico y N = ker(7). Entonces, existe un submédulo N de M tal que M = N& N’
y por lo tanto N’ ~ M/ker(mw) ~ L. Con esto, el resultado se sigue del corolario

anterior. ]

Definicién 1.3.21. Un anillo R es semisimple si como mddulo g R es semisimple.

Todo submoédulo de g R es ideal izquierdo de un anillo R, asi que R es semisimple

si y solo si todo ideal izquierdo es un sumando directo.

Teorema 1.3.2. Sea R un anillo. Entonces las siguientes proposicione son

equivalentes:

1. Todo R-moédulo es semisimple.

2. R es un anillo semisimple.

3. R es una suma directa de un nimero finito de ideales izquierdos minimales.
Demostracion.

1) = es evidente.

2) = . Como los submoddulos de rR son precisamente los ideales
izquierdos minimales de R, se sigue del teorema que R se puede escribir como
R = &®,crL; donde cada L;,i € I es un ideal izquierdo minimal. De esta manera
solo queda por demostrar que esta suma es finita. En particular, como R = (1), el
elemento 1 € R se puede escribir como una suma finita; a saber: 1 = x;, +--- +x;,,

donde z;; € L;;. Entonces para r € R, se tiene que r = r -1 = ray, + -+ +ray,,
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donde rx;; € L;;,1 < j < n. Esto demuestra que R C L;; & --- @ L;,, de donde
R =1L, ®- - ®L;,. Notese que el teorema demuestra inmediatamente que
B) = , asi que la demostracion estara completa si se demuestra que = ().

Supdéngase que R es semisimple y sea M un R-médulo, entonces de la
proposicion se sabe que M es una imagen epimoérfica de un R-médulo libre
F'. Entonces F' se puede escribir como F' = @;Ra; donde Ra; ~ R es semisimple.

Por esto, F' es semisimple y por lo tanto M lo es. O

Teorema 1.3.3. Sea R un anillo. Entonces R es semisimple si y solo si todo

ideal izquierdo L de R es de la forma L = Re, donde ¢ € R es un idempotente.

Demostracién. Supdngase que R es semisimple y sea L un ideal izquierdo de R.
Entonces L es un sumando directo de R, entonces existe un ideal izquierdo L’ tal que
R = L®L'. De esa cuenta, se puede escribir 1 = x4y donde x € Ly y € L'. Entonces
r = 2-1 = 2%+ 2y. De la igualdad anterior se deduce que zy = x — 2% € L y como L'
es un ideal izquierdo se tiene que xy € L’. De la definicién de suma directa se sabe
que LN L' = (0) por lo tanto zy = x — 2*> = 0, de donde x = 2% es un idempotente.
Es obvio que Rx C L. Ademas dado a € L se tiene que a = a - 1 = ax + ay, de esto

se obtiene a —axr = ay € LN L' = (0) y asi a = axr € Rr demostrando que L = Rz.

Ahora bien, supéngase que los ideales izquierdos de R son de la forma propuesta
en el enunciado. Dado esto, se requiere demostrar que todo ideal izquierdo de R
es sumando directo. Por hipétesis L = Re donde e € R es idempotente. Sea
L' = R(1 — e). Entonces es claro que L’ es un ideal izquierdo y dado un elemento
xr € R se puede escribir z = ze + x(1 — e), asi que R = Re + R(1 — ¢). Ademas si
r € ReN R(1 —e) se tiene que cumplir que x = re = s(1 —e), con r, s € R. Entonces

zre = s(1 —e)e =0, de donde x = 0. O
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Teorema 1.3.4. Sea R = ®!_,L; una descomposicién de un anillo semisimple
como suma directa de ideales izquierdos minimales. Entonces, existe una familia

{e1,...,e:} de elementos de R tal que:

e; 70,1 <1 <t esidempotente.
Si i # j entonces e;e; = 0.

l=e + - +e.

= W D=

e; no se puede escribir como e; = e} + €/, donde e}, ] son idempotentes tales

que e;,ef #0yelel =0,1<i<t.

Ademds, si existe una familia de idempotentes {eq,...,e;} que satisface las
cuatro condiciones anteriores, entonces la familia de ideales izquierdos minimales

L; = Re; es tal que R = &®!_ L;.

Demostraciéon. Supdngase que R = ®!_;L; es una descomposicién del anillo
R como suma directa de ideales izquierdos minimales. Con esta descomposicion se
puede escribir 1 = e; + --- 4+ ¢; donde e; € L;. Entonces se deduce, como en el
teorema anterior, que e; es idempotente tal que L; = Re;;1 < i < t. Si i # j
entonces e;e; = 0. Por tltimo, si para algin indice ¢ se puede escribir e; = €} + €/,
donde €}, e/ son idempotentes tales que e;, e/ # 0y eie! = 0 entonces de nuevo,
como en el teorema anterior, se obtiene que L; = Re, @ Re! con Re;, Re! # 0, lo cual

contradice la minimalidad de L.

Para el converso, supéngase que existe una familia de idempotentes {ey, ..., e}
que satisfacen las condiciones dadas. Se demostrara en primera instancia, que
L; = Re; es minimal. Para ello supéngase por el absurdo que no lo es, entonces
existe un ideal izquierdo J tal que J C L;, pero como rR es semisimple entonces
L; también lo es, por lo tanto existe J’ tal que L; = J @ J'. Esto implica que

se puede escribir e¢; = ¢} + €/, donde €., e/ son idempotentes tales que e;, e # 0,
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lo cual es una contradicciéon. R = Ly + Lo + --- + L; se deduce facilmente del
hecho que 1 = e; + - -+ 4+ ¢;. Ahora para demostrar que la suma es directa, témese
x € L;N (Z#j Li>. Entonces se puede escribir x = r;e; = Z#j r;e;. Multiplicando

por ¢; por la derecha la ecuacién anterior se obtiene rjeje; = x =3, rieie; = 0. [

Definicién 1.3.22. Sea R un anillo. Una familia de idempotentes {eq,...,e;}
que satisfacen las condiciones [T}, [2] y [3] del teorema anterior es llamada una famlia
completa de idempotentes ortogonales. Un idempotente que satisface la condicién

se llama primitivo.

Lema 1.3.2. Sea L un ideal izquierdo minimal de un anillo semisimple R y sea
M un R-médulo. Entonces LM # (0) si y solo si L ~ M como R-médulos. En este
caso LM = M.

1.3.5. El teorema de Wedderburn-Artin

Este teorema y los que sirven de base para su demostracion son de mucha

importancia, ya que revelan la estructura de los anillos semisimples.

Lema 1.3.3. Sea L un ideal izquierdo minimal de un anillo semisimple R.
Entonces la suma de todos los ideales izquierdos de R isomorfos a L es un ideal

bilateral de R.

Demostracién. Sea A =), , J. Es evidente que A es un ideal izquierdo. Se
desea demostrar que A es también un ideal derecho. Como R es semisimple se puede
escribir R = &'_; L; como suma directa de ideales izquierdos minimales. Entonces
AR=Y, , JR =Y, , 3  JL; pero JL; = (0) o JL; = L;. Por el lema
se demuestra que la ultima alternativa solo es posible cuando J ~ L;, lo que implica

que L; C A. De esta manera se demuestra que AR C A. O
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Lema 1.3.4. Sea I un ideal que contiene a un ideal izquierdo minimal L de un

anillo semisimple. Entonces I contiene a todos los ideales izquierdos isomorfos a L.

Demostracion. Sea L C [ un anillo izquierdo minimal y sea J un ideal izquierdo

isomorfo a L. Entonces, del lema [1.3.2] se tiene que J = LJ C I. n

Proposicién 1.3.4. Sea L un ideal izquierdo minimal de un anillo simisimple R
y B la suma de todos los ideales de R isomorfos a L. Entonces B es un ideal bilateral

minimal de R.

Demostracion. Sea By un ideal de R contenido en B y L; un ideal izquierdo
minimal de R contenido en Bj. Si L; % L, entonces se tiene que Li;J = (0), para
todo J ~ L. Asi, L1 B = (0) lo cual implica, en particular que L, L; = (0). Esto no es
posible porque el teorema implica que L, contiene a un elemento idempotente.
Este argumento implica que Ly ~ L y aplicando el lema anterior se obtiene que

B, =B. [l

Dada una descomposicién de un anillo semisimple R como suma directa de
ideales izquierdos minimales, se puede agrupar los ideales izquierdos isomorfos de la

siguiente manera:

R:-\Lll@"'@LITL@-\LQI@"'@L?r'%@”'@;[/sl@"'@LSTS/'

-~ -~ -~

Con la notacion anterior, Li; ~ Ly, y LijLy, = (0) si i # k, por el lema [1.3.2]

Teorema 1.3.5. Con la notacién anterior, sea A; la suma de todos los ideales

izquierdos isomorfos a L;;,1 < i < s. Entonces:

1. Cada A; es un ideal minimal de R.
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3. R = @] A, como anillos, donde s es el nimero de clases isomorficas de

ideales minimales de R.

Demostracion. se sigue directamente de la proposicion anterior. Para

demostrar , se escribe

R=(Li @ ®Liy)® Lo ®- - ®Loy,) DD (Lt ®---® Lyy,).

Entonces todo elemento x € R se puede escribir en la forma z = 11 + -+ + 2, +
o Zgy + o+ Ty, con Xy € Ly Sea y; = x4 - + Ty, 1 < 0 < s. Entonces
Yy € Ayl < i< syax=uy +- -+ ys. Esto demuestra que R = A; + --- + A,.

Para terminar, se tiene que A4; N A; = (0) se sigue de la definicién de A; y del

lema [1.3.2 L]

Definicién 1.3.23. Un anillo R es simple si sus unicos ideales son (0) y R.

Noétese que si D es un anillo y n un entero positivo, entonces M, (D) es un

anillo simple.

Corolario 1.3.3. Los ideales A;,1 <i < s, definidos previamente son simples.

Proposicion 1.3.5. Sea R = @;_,A; la descomposiciéon de un anillo semisimple

R como suma directa de ideales minimales. Entonces:

o Todo ideal I de R se puede escribir de la forma I = A;, & --- ® A;,, donde
1<, << <s.
° Si R = @}_;B; es otra descomposicién de R como suma suma directa de

ideales minimales, entonces s = r y (después de una posible ordenacién de
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los indices) A; = B; para todo i.

Demostracion. Sea I un ideal de R. Entonces I = @&;_,(A; N I). Como los A;
son minimales la primera propiedad queda probada. Por la misma razon cada B; es

igual a algin A; y viceversa. m

Definicién 1.3.24. Los unicos ideales minimales de un anillo semisimple R, son

llamados las componentes simples de R.

Teorema 1.3.6. Sea R = @;_;A; una descomposiciéon de un anillo semisimple
como suma directa de ideales minimales. Entonces existe una familia {ej, ..., es} de

elementos de R tal que:

° e; 70,1 <1 <t esun idempotente central.

° Si i # j entonces e;e; = 0.

° l=e+ - +e.

o e; no puede ser escrito como e; = e} + e donde e}, e/ son idempotentes

/ " N/ N
centrales tales que e, e/ # 0y elel! =0,1 <1 <H.
Demostracion. La demostracion es analoga a la del teorema [1.3.4] La tnica
diferencia es que ¢;,1 < i < s son centrales. Entonces para x € R se tiene de la
. e, t t :
tercera condicién que z = > ., xe; = » ., e;x. Como los A; son ideales y la suma

es directa se concluye que xe; = e;x. O

Definicién 1.3.25. Los elementos {e, ..., es} del teorema anterior son llamados

los idempotentes centrales primitivos de R.

Lema 1.3.5. Sea Run anilloo M =M ®--- &M, yN=N, B ---PH--- D N,

dos R-médulos escritos como sumas directas de submdédulos. Sea €;: M; — M la
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inclusiéon de M; en M y m;: N — N; el homomorfismo natural de N hacia sus

componentes.

° Supdngase que para cualquier par de indices i, existe un homomorfismo

¢ij € homp(M;, N;). Entonces, la aplicacién ¢: M — N definida por:

O SR my
omit-4m)=| 1 ||
¢51 e gbsr my

== ?11(m1) + -+ ¢1r(mr2+ ot +£b51(m1) + -+ ¢s7‘(mrl7

v~ '

€Ny €N

es un homomorfismo. Para indicar que ¢ es de la forma previamente descrita
se escribe ¢ = (¢;;). El converso también es cierto, es decir, si ¢ es de la

forma descrita en el inciso anterior, entonces ¢;; = m;0¢oe; € hompg(M;, N;)

y ¢ = (i)
° Para ¢ = (¢i;) y ¢ = (1by;) se tiene que ¢+ = (¢ + ¢y;).
. hom (M ™, M™) ~ M, (homp(M, M)) como anillos.

Lema 1.3.6. Sea R un anillo, M un R-mdédulo semisimple y B = hompg(M, M).
Entonces M admite una estructura de B-médulo dada por ¢ - m = ¢(m), para todo
¢ € B,m € M. Més atn para cada m € M y f € hompg(M, M) existe un elemento

a € R tal que f(m) = am.

Demostracion. La primera aseveracion es evidente. Para demostrar la segunda,
sea m € M y considérese el submoédulo Rm. Como M es semisimple, entonces
existe un submoédulo W tal que M = RM & W. Si se denota la proyeccion hacia
R,, como ¢: M — M se tiene que m € homg(M,M) = B. Dado un elemento
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f € homp(M, M), se tiene:

Asi, existe un elemento a € R tal que f(m) = am. O

Teorema 1.3.7 (teorema de densidad de Jacobson). Sea M un R-médulo
semisimple, B = homg(M, M) y f € homp(M, M). Si {m4,...,m,} es un conjunto
arbitrario de elementos de M, entonces existe un elemento a € R tal que f(m;) =

am;, para todo 1 <i < n.
Demostraciéon. Dada f € homp(M, M) se define f: M™ — M™ por:
f(N)(xl++xn) :f(xl)_l__'_f(xn)a L1y, Tp € M.

Sea B’ = homp(M ™ M™). Se asegura que f™ € homp (M™ M®™). En efecto,
dado ¢ € B’, por lema se puede escribir ¢ = (¢;;) € homg(M;, M;). Se tiene

™o d(my+---+m,) = f(”)(¢11(m1) e Prn(my) -
e G () £ fn (1)
= ou(f(mi)) + -+ o (f(my)) + -
ot o (f(ma)) £ -+ G f ()
= o(f(ma) +--- + f(ma)
= o f™(my+--+my).

Ademés, debido al lema anterior, existe un elemento a € R tal que f™ (m; +

<o+ my) =a(lmy + -+ +my), por lo tanto f(m;) = am;, 1 <i <n. O
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Lema 1.3.7 (Lema de Schur). Sea R un anillo, M, N R-mdédulos simples y

f: M — N un homomorfismo no nulo. Entonces f es un isomorfismo.
Demostracién. Dado que Im(f) es un submédulo de un médulo simple N
y no es igual a (0), entonces Im(f) = N, asi que f es epimorfismo. De manera
similar ker(f) es un submédulo de un médulo simple N y no es igual a M entonces
ker(f) = (0). De esto f es un monomorfismo y por lo tanto f es isomorfismo. O

Corolario 1.3.4. Sea R un anillo y M, N R-médulos simples. Entonces:

. Si M # N entonces hompg (M, N) = (0).

o hompg(M, M) es un anillo de divisién.

Teorema 1.3.8 (Wedderburn-Artin). Un anillo R es semisimple si y solo si es

una suma directa de algebras de matrices sobre anillos de division:

Para la demostracién de este importante resultado, se sugiere ver (11:200).

Teorema 1.3.9. Sea R un anillo semisimple y supéngase que

R ~ Mm @"'@Mns = Mml(D/l> @"'@MMT(D;%

donde D, D;, 1 <i<s,1<j<rson anillos de divisién. Entonces s = r. Ademas

bajo un posible reordenamiento de los indices, se tiene que n; = m;, D; ~ D}.
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Demostracion. Como los anillos de matrices sobre anillos de division son
simples, se tiene por la proposicién que s = r y existe una biyeccién entre
los dos conjuntos de ideales, tal que los correspondientes ideales son iguales. Solo
falta demostrar que si M, (D) ~ M,,(D"), donde D y D’ son anillos de divisién,

entoncesn =my D ~ D'

Sea £ = M,(D), E' = M,,(D")y

D 0 0 D0 0
D 0 ol , |p o 0
L= =
D 0 0 D0 0
Entonces L = eE, L’ = fE’ donde e y f son las correspondientes matrices

idempotentes con 1 en la posicién (1,1) y ceros en cualquier otra posicién. Bajo
el isomorfismo £ — E’, e tiene imagen ¢ un idempotente tal que €¢'L’ es un ideal
izquierdo minimal. Cambiando la base de E’ se tiene el isomorfismo ' — E’ tal que
e— fy L — L. Entonces

D~eEe— fE'f~D'

y contando las dimensiones se llega a que n = m. O]
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2. GRUPO-ANILLOS

2.1. Hechos basicos de los grupo-anillos

En este capitulo se daran las definiciones que dan paso al estudio de los grupo-

anillos y se relacionaré la teoria de grupos y anillos con esta estructura matematica.

Considérese la siguiente construccién: sea G un grupo cualquiera y R un
anillo cualquiera. Entonces se define RG := {a]a: G — R,|sop(a)| < oo} donde
sop(a) := {g € G : a(g) # 0}. Al conjunto sop(a) se le llama el soporte de a. Se

puede observar que los elementos de RG son funciones con soporte finito.

Como RG es un conjunto de funciones, se puede considerar la suma usual de
funciones para definir la operaciéon suma en RG, a saber +: RG X RG — R de tal
forma que si a, B € RG entonces (a+0)(g) := a(g)+F(g) para todo g elemento de G.
Similarmente se puede definir la operacién producto en RG como -: RG x RG — R

de tal forma que siu € G (a-B)(u) :=>_ ,_, @(g)B(h). Con estas nociones se tiene:

Definicién 2.1.1. El conjunto RG con las operaciones + y - mencionadas
anteriormente es llamado el grupo-anillo de G sobre R. En el caso de que R es

conmutativo a RG se le llama también el grupo-algebra de G sobre R.

Ahora se procede a mostrar dos teoremas que son basicos para el estudio

posterior.

Teorema 2.1.1. Existe una copia de G en RG, es decir, se puede encontrar

G1 C RG tal que existe un homomorfismo entre G y G.
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Demostracién. Considérese la funciéon i: G — RG tal que x — « donde
alz) =1y a(g) = 0si g # x. Con la identificacién anterior es ficil notar que ¢
es una funcién inyectiva. En efecto, si z,y € G entonces i(z) = a , i(y) = [, pero
a # B s x # y, por definicion. Ahora se probarda que ¢ es un homomorfismo de
grupos. Nétese que i(zy) = v, donde y(zy) = 1y 7(g9) = 0 si g # zy. Por otro
lado, i(x)i(y) = aB donde (aB)(u) = >_ ,_, a(g9)8(h), pero el producto a(g)B(h)
se anula a menos que ¢ = x y h = y, en cuyo caso la funciéon vale 1, con esto

i(@)i(y) = i(xy). =

A 7 se le llama la funcién de inclusién y de acd en adelante se usard dicho

nombre para denotar a esta funcién.

Teorema 2.1.2. Existe una copia de R en RG.

Demostracién. Considérese la funcién v: R — RG tal que v(r) = § con
Blg) =rsig=1gy B(g) =0sig # lg. Es claro que v es inyectiva y la demostracion
es andloga a la presentada en el teorema anterior. Ahora falta probar que v es un
homomorfismo de anillos (que RG es un anillo se probard mas adelante). En efecto,
v(sr) = 6 donde 0(g) = srsi g = 1g y 0(g) = 0 si g # 1g. De manera similar se
tiene que v(s)v(r) = yB donde (v8)(u) = > ,_, 7(9)B(h) pero v y B se anulan a
menos que g = h = 15 y en ese caso u = 1g, por lo que se ha probado que v es un

homomorfismo de anillos. O
Con las identificaciones anteriores es facil probar la siguiente:
Propiedad 2.1.1. Si g € G y r € R entonces rg = gr en RG.

Demostracion. Nétese que r = v y x = « y usando la definiciéon del producto

en RG se tiene que rz = ya donde (ya)(u) = 3 ,_, 7(g)a(h) pero por definicién
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v v « se anulan en todas partes excepto en g = 145 y h = x respectivamente, por lo
tanto (ya)(u) = r cuando u = z y (ya)(u) = 0 para u # x. Por otro lado ar = avy
dada por (ay)(u) =} ,_, a(g9)y(h) de nuevo la funcién solo existe cuando g =z y
h = 1¢ de esa forma (a7y)(u) = r cuando u = x y se anula en cualquier otro caso,

con la cual concluye la demostracion. O]

La definicién de grupo-anillo que se presenté anteriormente, es bastante
rigurosa y ademas es bien definida. Se construyé un espacio vectorial de funciones
en el cual todas las operaciones tienen sentido, lo cual le brinda el soporte necesario

para trabajar en dlgebra.

En algunas ocasiones resulta un poco tedioso y complicado estar trabajando
sobre un espacio vectorial de funciones, asi que se replanteara los grupo-anillos
como R-combinaciones lineales, es decir, a cada elemento de RG se le asigna una

combinacion lineal de elementos de G con coeficientes en R, de la siguiente manera

a = Zagg, (2.1)

geG
donde a, € Ry a, # 0 si g € sop(«).
Nota 2.1.1. Con la identificacién anterior se verifica que la suma de a, 8 € RG
es componente a componente, es decir a+8 = > 5 a39+> cqbgg = D cqlagt+by)g
y el producto esta dado por aff = ngth agbpgh.

Teorema 2.1.3. RG es un grupo aditivo.

Demostracion. Se procede por incisos:
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Sean «, 3,7 € RG entonces

at (B+7) =) a9+ (Zbgngchg)

9€G 9eG geG
= Z agg + (Z(bg + Cg)ﬂ)
geG geqG
= (ag+by+c)g=> ((ag+by) + g
geG geG
—(Zag—i-b )+chg
geG geG
= (@ + )+~

Existe 0 € RG tal que 0 + v = v+ 0 = ~ para cualquier v € RG. A saber

0= deG 0 - g. Con esta identificacion se procede ast:

Existe —a tal que a + (—a) = (—a) + a = 0 para cualquier « € RG. En

efecto —a = deG —agzg y por lo tanto

geG

= ((—ag) +ag)g
geG
geG
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° a+ p = dea agg + dec byg = dec<ag + by)g = dec(bg +
ag)g= B + «a. O

La clausura de la operacién + se sigue directamente de la definicién. Vale la
pena notar que para realizar esta prueba se uso simplemente el hecho que G es grupo
y R es un anillo, y por lo tanto satisfacen propiedades algebraicas respecto de sus

operaciones.

Nétese que se ha probado que (RG,+) es un grupo abeliano, lo cual serd de

utilidad para el siguiente teorema:
Teorema 2.1.4. RG es un anillo con las operaciones + y -

Demostracién. Ya se ha probado que (RG,+) es un grupo abeliano, por lo
que a continuacién se probard, de nuevo por incisos, que (RG,-) es asociativo y

distributivo tanto por la derecha como por la izquierda:

° El producto es asociativo:

)= (L) | () (50

= (Z agg> (Z bgchgh>
= Y as(bgen)f(gh)

f.9,h€eG

= Z (agbg)en(fg)h

f.9,h€eG

= (af)y.
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° El producto es distributivo por la izquierda respecto de la suma:

a(8+7) (Z agg) <Z beg + cgg>

geG geG gelG

= ayg (Z(bg + cg))

geG geG

= Z ag(bh + Ch)gh

g,heG

= Z agbhgh—i- Z agchgh

g,heG g,heG

=af + ay.

° El producto es distributivo por la izquierda respecto de la suma:

(a+p)y = (Z ay +by) > (chg)

geG geG

= Z (ag + by)cngh

g,heG
= Z agcpgh + Z bgcngh
g,heG g9,heG
=ay+ 7.

Para enriquecer la estructura algebraica de RG, se introduce una operacion

mas sobre RG.

Definicién 2.1.2. Sea A € R entonces se define el producto por elementos del

anillo como:

A (Z agg> = ayg.

geG geG
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Con esta definicion se estable el siguiente:
Teorema 2.1.5. RG es un R-modulo.

Demostracion. Ya se estableci6 en el teorema que (RG,+) es un grupo

aditivo. De la definicién anterior se sigue que Ay € RG. Ahora se procede por

incisos:

. (A + X))o = deG’(/\l + Ao)ayg = deG Aagg + deG Aaayg = Ao+ Ao

¢ Mo+ 3) = )‘Zag+bg 9=2_9€ GNag +bg)g =3 e Mg + e Abgg =
Ao+ AS.

[ /\1(/\20[) = /\1 ZgEG )\gagg = ZgGG()\l(/\Qag))g = deG((/\lAQ)(lg>g = )\1/\2(1.

o lpa =3 g € Glragg = ) cq g9

Y con esto concluye la prueba. O]

Una extensién del resultado anterior es que si R es un anillo conmutativo,
entonces RG es un algebra sobre R. Se puede resaltar que si R es conmutativo,
entonces el rango de RG como modulo libre sobre R esta bien definido, de hecho si

G es finito se tiene que rango(RG) = |G|.

Un resultado de mucha importancia en los grupo-anillos, es el que relaciona a

estos con los homomorfismos, que es uno de los objetivos del dlgebra.

Proposicién 2.1.1. Sea GG un grupo y R un anillo. Dado cualquier anillo A tal
que R C Ay cualquier funcién f: G — A tal que f(gh) = f(g)f(h) para cualquier
g,h € G, existe un inico homomorfismo de anillos f*: RG — A, que es R-lineal, tal
que f*oi = f, donde ¢ es la funcién de inclusién. Lo anterior se reduce a decir que

el diagrama de la figura | 2| es conmutativo.
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Figura 2. Diagrama conmutativo para la proposicién

Fuente: elaboracién propia, con paquete xymatrix para computadora.

Demostraciéon. Considérese la funcién f*: RG — A tal que f*(g) =
> geG Qg (g9). Ahora solo falta hacer los cdlculos correspondiente para mostrar que

f* es un homomorfismo de anillos. En efecto:

Frla+B)=> (ag+bs)f(g)

geG

= a,f(g)+ > _byflg)

geG geG

= (@) + 17 (B).

De manera analoga se tiene:

f(aB) =" agbnf(gh)

g,heG

= > agbuf(9)f(h)

g,heG

= [ (@) f(P).

Ahora sea r € R entonces f*(ra) = deG ragf(g) =r deg agf(g) = rf*(c).

Sea x € G entonces i(z) = ) _,a,9 donde a, = 1si g =2 y a, = 0 en cualquier

geG
otro caso, por lo tanto f*(i(g)) = dec agf(g) = f(x). De los célculos anteriores se

sigue que f*oi = f, con lo cual concluye la prueba. [
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De la proposicion anterior se deriva un corolario que serd de utilidad en el

desarrollo del trabajo.

Corolario 2.1.1. Sea f: G — H un homomorfismo de grupos. Entonces,
existe un unico homomorfismo de anillos f*: RG — RH tal que f*(g9) = f(g)
para cualquier ¢ € GG. Si R es conmutativo, entonces f* es un homomorfismo de
R—algebra, méas atin si f es un epimorfismo (monomorfismo), entonces f* es también

un epimorfismo (monomorfismso).

Demostracion. Usar el teorema anterior con A = RH lo anterior se puede hacer
porque RH es un anillo que contiene a R y hay una copia de H en RH, con lo cual se
deriva que debe existir f* homomorfismo R— lineal de anillos tal que f*(g) = f(g)

para cualquier elemento g € G. O

De hecho la proposicién se puede utilizar como una definicién de RG,

como se sigue de la siguiente proposicion:

Proposicién 2.1.2. Sea G un grupo y R un anillo. Sea X un anillo que contiene
a Ry v:G — X una funcién tal que v(gh) = v(g)v(h) para todo g,h € Gy
tal que, para todo anillo A que contiene a R y cualquier funcién f: G — A que
satisface f(gh) = f(g9)f(h) para todo g,h € G, existe un tnico homomorfismo R-
lineal f*: X — A tal que el diagrama de la figurg 3| es conmutativo: Entonces
X ~ RG

Demostracion. La demostracion es tan simple como notar que el diagrama de

la figura] 4 conmuta con Iy. O

Nota 2.1.2. Si en el corolario se hace H = {1} y se considera la funcién

m: G — {1} entonces esta funcién induce un homomorfismo de anillos ¢: RG — R
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Figura 3. Definicién alternativa para RG
o4

G /
Lf
X

Fuente: elaboracién propia, con paquete xymatrix para computadora.

Figura 4. Diagrama conmutativo

Fuente: elaboracién propia, con paquete xymatrix para computadora.

tal que € (deG agg> = e @(9)-

Definicién 2.1.3. El homomorfismo ¢: RG — R dado por

e (Zagg> Y,

geG geG

es llamado la funcién de aumento de RG y su nicleo, denotado por A(G), es llamado

el ideal de aumento de RG.

Ahora se puede dar algunas propiedades importantes del ideal de aumento de

RG. Nétese que siun elemento v = >, _ - a,9 pertenece al ideal de aumento entonces,

geG
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€ (deG agg> = > _4eq @y = 0 por lo tanto se puede escribir a de la siguiente forma:

Oz:Zagg—Zag:Zag(g—l).

geG geG geG
Por lo tanto es claro que cualquier elemento de la forma g — 1, g € G pertenece
a A(G), mas atn se acaba de probar que el conjunto {g —1:¢g € G,g # 1} es un
conjunto de generadores del ideal de aumento de RG. Por otro lado, de la definicién

de RG se sigue que el conjunto anterior es linealmente independiente, con lo cual se

ha probado lo siguiente:

Proposicién 2.1.3. El conjunto {g — 1 : g € G,g # 1} es base de A(G) sobre

R. Es decir, se puede escribir

A(G) = {Zag(g_l) g€ G,9g#1,q GR}

geG

donde, como es usual, se debe asumir que solo un nimero finito de los coeficientes

ag son distintos de cero.

Noétese que, en particular si R es conmutativo y G es finito, entonces A(G) es

un moédulo libre sobre R con rango |G| — 1.

Se concluye esta secciéon mostrando que el grupo-anillo RG, donde R es

conmutativo, es un anillo con involucién.

Proposicién 2.1.4. Sea R un anillo conmutativo. La funciéon x: RG — RG

definida por:
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(Z a(g)g) = alg)g™ (2.3)

geG geG

satisface:
° (a + B)* =a 4+
° af =«

Demostracion. Se procede por incisos:
. (deGag—l—b ) alag+by)g™! = o + p*.
° (Zg nea(agbn)g > gheG Qgbnh g gt = =Dy heG bhagh™'g~" = f*a*.
* ((ZQEG agg) > (ZgEG agg_1> = ZgEG ayg. u
2.2. Ideales de aumento

Lo que sigue es de mucho interés para encontrar condiciones de R y G que
permitan descomponer a RG como sumas directas de ciertos subanillos. Sera de
especial interés conocer cuando RG es un anillo semisimple, para asi poder escribirlo

como sumas directas de ideales minimales.

Con este fin se hara un estudio de la relacién que hay entre los subgrupos de G'y
los ideales de RG. Esta relacion tendra mucho utilidad cuando se trate con problemas
concernientes a la estructura y propiedades de RG. Estas relaciones aparecieron por
primera vez en un articulo publicado por A. Jennings, véase (12)), y en la forma que
se presentard en este trabajo, en el trabajo hecho por W. E. Deskins, véase (9). La
idea de aplicarlo por primera vez en el estudio de la reducibilidad completa (como

se hard en la siguiente seccién) fue de I.G. Connell, véase (10).
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Ya en materia, considérese el grupo G y el anillo R, se denotard con S(G) el
conjunto de todos los subgrupos de Gy con Z(RG) el conjunto de los ideales por la

izquierda de RG.

Definicién 2.2.1. Para un subgrupo H € S(G) se denota por Agr(G, H) el anillo
por izquierda de RG generado por el conjunto {h —1: h € H}. Esto es,

AR(G,H): {Zah(h—l) 20zhERG}. (24)

heH

Cuando se esté trabajando con un anillo fijo R, se omitira el subindice y por
lo tanto al ideal anterior se le denotard simplemente como A(G, H). Nétese que el

ideal A(G, G) coincide con A(G), del cual se habl6 en la seccién anterior.

Lema 2.2.1. Sea H un subgrupo de un grupo GG y sea S el conjunto de los
generadores de H. Entonces, el conjunto {s—1 : s € S} es un conjunto de generadores

de A(G, H) como ideal por izquierda de RG.

Demostracion. Como S es un conjunto de generadores de H, cada elemento
1 # h € H puede ser escrito en la forma h = s{'s5?--- s donde s; € Sy ¢ = £1,
1 < <r. Por lo tanto es suficiente probar que todo elemento de la forma A — 1 con
h € H pertenece al ideal generado por {s — 1 : s € S}. Para hacer esto se procede

por induccion matematica sobre 7.
Caso base: notese que el menor caso sucede en r = 2. Por lo tanto sea h € H

entonces h — 1 = s{'s? = s7' (s3> — 1)+ (s{* —1) € (S) donde (S) es el ideal generado
por {s—1:s€ S}
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Hipotesis de induccién: supongase que cualquier expresion de la forma

(5655 = )

pertenece a (5).

S c 17 .z €1 €2 €k €k+1 7
Conclusion: considérese la expresion de la forma (si'sy’ - - - 57*s,%] — 1), hdgase
. s _ €1 €2 €L €1 €2 €k €k+1 . €k+1 .
la sustitucién =z = si'sy*---s)F entonces (si's3---s) Spr1 — 1) = xs, — 1 =

(s — 1)+ (z — 1) € (5) ya que z — 1L,a(s;5 — 1) € (S) por la hipétesis de
induccion. La prueba estd casi completa, solo falta decir que si apareciera algin

¢; = —1 se aplica la factorizacién y ' —1 = y~1(1—y) y el problema estd resuelto. [

Para dar una mejor caracterizacion de Ag(G, H), dendtese con T = {¢; }icr un
conjunto completo de representantes de clases izquierdas de H en (G, un transversal
de H en GG. Se asumird que siempre se elige como representante de la clase H en T
a la unidad de GG. De esa manera todo elemento g € G puede ser escrito de manera

Unica en la forma g = ¢;h; conq; € T y h; € H

Proposicién 2.2.1. El conjunto By = {q(h — 1) : q € T,h € H,h # 1} es una
base de Agr(G, H) sobre R.

Demostracién. Se procede en dos partes, primero se debe probar que el
conjunto dado es linealmente independiente y luego que también es un generador
de Ag(G, H). Independecia lineal: supéngase que se tiene una combinacién lineal de
elementos de By que se anula, esto es Z” 1iGi(hj—1) = 0 con r;; € R. De lo anterior
se sigue que >, 5 7i;qi(h;) — >, 1i;qi = 0 por lo tanto D7, i riqi(hy) = 32, 5 1ij¢i lo
cual se puede escribir como »_, . rijqih; = >, <Z i rijqi). En la igualdad anterior
se puede observar que como h; # 1 entonces necesariamente el lado izquierdo de

la ecuacion tienen distinto soporte que el lado derecho, por lo tanto ambos deben
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ser igual a cero, pero los elementos de GG son linealmente independientes sobre R,

entonces r;; = 0 para todo 1, j.

Generador: se debe probar que By es generador de Ag(G, H) para esto es
suficiente demostrar que g(h — 1), se puede expresar como combinacién lineal de
elementos de By . Para esto basta recordar que g = ¢;h; para algin¢; € T y h; € H
entonces g(h — 1) = ¢;hj(h — 1) = gi(hjh — 1) + (¢; — 1) con lo que se demuestra lo
que se pedia. O

Nota 2.2.1. Si G = H en la proposicién anterior entonces 7 = {1} y por lo
tanto By = {(h—1,h € H,h # 1)} y asi esto se reduce a la proposicién [2.1.3]

Ahora se explorara la opcién usual cuando se estd hablando de subgrupos, es
decir, los subgrupos normales. De hecho, si H<1G entonces el homomorfismo canénico

w: G — G/H puede ser extendido a un epimorfismo de la siguiente manera:
wx : RG — R(G/H)

tal que:

w* (Z agg> = agw(g).

geG geG

Proposicién 2.2.2. Con la notaciéon anterior
ker(w*) = A(G, H).

Demostracion. Considérese de nuevo T el transversal de H en G. Entonces,

cada elemento a € RG se puede escribir como o = Y4, jri;qihj, ri; € R, ¢; € T,
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h; € H. Si se denota q; = w(q;) entonces se tiene:

-3 (Tn)a
i J
Entonces, a € ker(w”) si y solo si . r;; = 0 para cada calor de i. Entonces si

se tiene un « € ker(w*) se puede escribir

o= (Zw> @

i J
= Zr,;jqi(hj - ].) c A(G, H)
tj
Con lo cual se tiene que ker(w*) C A(G, H). El hecho que A(G, H) C ker(w*)
es trivial, por lo tanto ker(w*) = A(G, H). O

Corolario 2.2.1. Sea H un subgrupo normal de G. Entonces A(G, H) es un
ideal bilateral de RG y

RG

X = Fem.

Demostracién. Como ker(w*) = A(G, H) entonces por el primer teorema de

isomorfia ﬁGH) ~ Im(w*) pero como w* es sobreyectiva entonces Im(w*) =
R(G/H) con lo que concluye la prueba. O

Hasta este punto se ha visto que hay una relacién entre subgrupos normales
de G y los ideales bilaterales de RG, es decir, se pueden construir funciones de (.5)

a Z(R@). La pregunta es entonces, ;qué pasa con las funciones en la otra via? Para
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responder esa pregunta considérese

VI)={geG:g—1€1I}.

Es facil notar que V(I) =GN (1 +1).

Lema 2.2.2. V() es subgrupo de G.

Demostracion. Se debe probar dos cosas:

o Sean ¢, g2 € V(I) entonces

G192 —1=g1(g2—1)+ (92— 1) €1,

por lo tanto g;go € V(I).

. Si g € V(I) entonces g7' — 1 = ¢g7}(1 — g) € I de donde se sigue que
gt ev(). O

Lema 2.2.3. Si I es un ideal bilateral entonces V(I) < G.

Demostracién. Se quiere probar que gig~' € V(I) entonces todo se reduce a
demostrar que gig~' — 1 € I. Nétese que gig ' —1=gi(g-' — 1)+ (g7 — 1) como I
es ideal bilateral, entonces gi(g~* —1) € I y (g; — 1) € I por lo tanto gig™t € I. O

Proposicién 2.2.3. Si H € (S)(G) entonces V(A(G, H)) = H.

Demostracién. Sea 1 # x € V(A(G, H)) entonces x — 1 € A(G, H) por lo

tanto se puede escribir
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4]

Como 1 aparece en el lado izquierdo de la ecuacion, también debe aparecer en
el lado derecho, por lo tanto alguno de los ¢; debe ser igual a uno y por lo tanto hay
en término de la forma ry;(h; — 1). Nétese que todos los elementos de G del lado
derecho de la ecuaciéon son distintos a pares, pero x debe aparecer alli, por lo tanto
x = h;. De lo anterior es inmediato que V(A(G,H)) C H. La otra contencion es

trivial. ]

Segun lo expuesto en la proposiciéon anterior parece ser que V y A son funciones
inversas la una de la otra, pero esto no es cierto. Si se toma un ideal I € (I)(RG)
entonces (qué pasa con A(G,V(I))? Pues bien, sea z € A(G,V(I)) entonces
x =73, riq(m; — 1), m; € V(I) por lo tanto m; — 1 € I y de alli que = € I. Con
eso se ha probado que A(G, V(1)) C I, pero la igualdad no es necesariamente cierta.

Considérese I = RG entonces V(RG) = G de donde A(G, V(RG)) = AG # RG.
2.3. Semisimplicidad

Con lo visto en la anterior seccién, ahora es accesible determinar condiciones
necesarias y suficientes de R y GG para que RG sea semisimple. Pero antes se probaran

algunos resultados técnicos acerca de aniquiladores.

Definicién 2.3.1. Sea X un subconjunto de RG. El aniquilador de X por la

izquierda es el conjunto

Ann;(X) ={a € RG : ax =0, para cada z € X},
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y de manera andloga el aniquilador de X por la derecha es el conjunto
Anng(X) = {a € RG : za =0, para cada z € X}.

Definicién 2.3.2. Dado un grupo-anillo RG y un subconjunto finito X del grupo

G, se denotara por X los siguientes elementos de RG

X=Yu

zeX

Lema 2.3.1. Sea H un subgrupo de G y sea R un anillo. Entonces

Anng(A(G, H)) # {0} si y solo si H es finito. En ese caso, se tiene
Anng(A(G,H)) = H - RG
Mas atin, si H <1 G entonces H es central en RG y
Anng(A(G, H)) = Ann;(A(G, H)) = RG - H.

Demostraciéon. Supéngase que Anng(A(G,H)) = {0} y considérese o =
> gec 499 € RG, o € Anng(A(G, H)) entonces

(h—1)a = 0, paracadahe H

ha —a = 0
Z agah = Z agg- (2.5)
geG geG

De la dltima ecuacién se aprecia que hg € sop(«) siempre y cuando g € sop(«),

pero sop(«) es finito, por tanto H es finito. De nuevo analizando la ecuacién (2.5)),
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se deduce que dado gy € sop(a) entonces hg, € sop(a) para cualquier h elemento de

H. De alli que se de la siguiente igualdad:

a:agoﬁgo+---+agtﬁgt:ﬁﬁ, 5 € RG.

Lo anterior muestra que si H es finito, entonces Anng(A(G, H)) ¢ HRG. Por
otro lado hH = H ya que H es finito, entonces hH —H =0 y por consiguiente
(h—1)H = 0 de donde HRG C Anng(A(G, H)).

Por dltimo si H < G entonces para todo g elemento de G se cumple que
gHg ' = H de donde gI:Ig_1 = H y se concluye que ]:Ig = g]fl lo cual prueba
que H es central en RG y de alli se sigue facilmente la conclusion. O

Del lema anterior se sigue el siguiente:

Corolario 2.3.1. Sea GG un grupo finito. Entonces

. Ann;(A(G)) = Anng(A(G)) = R - H.
. Anng(A(G)) NA(G) = {aG : a € R, a|G| = 0}.

Demostracion. Se procede por incisos:

° Ya se ha establecido que A(G,G) = G, por lo tanto hdgase H = G en el
teorema anterior y el resultado es inmediato.

. Sea v € Anng(AG) N AG entonces x = a)_ gy ademds x € ker(w*) por
tanto ker(z) = aw*G = a|G| = 0. O

Lema 2.3.2. Sea I un ideal bilateral de R. Supdngase que existe un ideal por

60



la izquierda J tal que R =1 & J (como R-médulos). Entonces J C Anng([).

Demostracion. Sea x € J y y € I entonces yxr € J, yx € I entonces yxr € JNI

por lo tanto yx = 0 de donde x € Anngy(I), por consiguiente J C Anng(J). O

Lema 2.3.3. Si el ideal de aumento de RG es un sumando directo de RG como

un RG-mdédulo entonces G es finito y |G| es invertible en R.

Demostracion. Las condiciones anteriores aseguran que existe J como en el
lema anterior, tal que RG = AG @& J, de donde J C AG y por tanto AG # {0}, con
lo cual GG es necesariamente finito. Por otra parte 1 € RG entonces 1 = e + e, donde
er € AG y ey = a@, de lo cual se sigue que €(1) = 1 = €(e1) + €(ez) pero e(er) = 0
por ser AG el nicleo de € por ende se tiene a|G| = 1 con lo que se ha mostrado lo

pedido. O

Ahora se estd en disposicion de determinar condiciones necesarias y suficientes
en Ry G para que el grupo-anillo RG sea semisimple. Los primeros resultados que
apuntaron en esta direccién fueron dados por Maschke, logros que estan plasmados

en el siguiente teorema:

Teorema 2.3.1 (Maschke). Sea G un grupo. Entonces, el grupo-anillo RG es

semisimple si y solo si las siguientes condiciones son verdaderas:

. R es un anillo semisimple.
° G es finito.
) |G| es invertible en R.
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Demostracién. Se procedera a probar las implicaciones en ambos sentidos:

En esta parte se asume que RG es semisimple, por lo tanto se puede utilizar el

hecho que = R. De lo anterior se deduce que R es un cociente y ya se ha

A(G)
demostrado que los cocientes son simples. Por otro lado se sabe que A(G) es
un ideal y de la semisimplicidad de RG se sabe que A(G) es sumando directo

y del lema se asegura que la segunda y tercera condicion se satisfacen.

Para mostrar la segunda implicacién, supéngase que todas las condiciones
de los incisos son verdaderas. De la primera condicién se sigue que RG
es semisimple como R-moédulo. Considérese M como RG-mddulo, tal que

M € RG, entonces existe N como R-mddulo tal que
RG=M®& N.

Sea m: RG — M la proyeccién candnica asociada con la suma directa. Se

define 7*: RG — M tal que:

xH@Zg '7(gx), para cada x € RG.

geG

Es claro que dicha funcién existe, ya que G es finito por la segunda
condicién y se cumple que @l | < oo por la tercera. Se desea probar que 7* es

un RG -homomorfismo tal que (7*)? = 7* y M = Im(7*), como se muestra:

Homomorfismo: basta demostrar que 7*(ax) = an*(z), para cada a,g € G,

ya que 7 ya es un R-homomorfismo. En efecto

(az) |G‘Zg m(gax) |G’Zga 7 ((ga)z).

geG geG
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Ahora se tiene que ga € G, por ser G un grupo, por lo tanto cuando g recorre
todo G el producto ga también lo hara, ya que a es un elemento dado fijo.

Por lo tanto la tdltima expresién se puede volver a escribir como:

Zt m(te) = ar*(x).

tGG

° Sobreyectividad y composicién: nétese que gm € M ya que M es un

RG-médulo, asi que m(gm) = gm y por lo tanto

% Zg m(gm) = = Zg (gm) = 15 L Glm = m.
Ep Ep ~ el
De lo anterior se sigue que Im(m*) C M y ademds (7*)*> = 7. Por otro lado

sea m € M, entonces 7*(m) = m € Im(n*), de donde M € Im(7*).
Asi, ker(7*) es un RG-submddulo tal que RG = M & ker(m*). O

Como es usual en ciencias, se explorara un caso particular del teorema anterior
con la interrogante natural ;qué pasa si en lugar de un anillo se considera un campo?
La pregunta anterior se reduce a contemplar el caso R = K, donde K es un campo.
Un campo siempre es semisimple, ademds se sabe que |G| es invertible siempre y

cuando |G| # 0, es decir, car(K) 1 |G|, de donde se sigue el siguiente

Corolario 2.3.2. Sea G un grupo finito y K un campo. Entonces KG es

semisimple si y solo si car(K) 1 |G].

Aunque no es el objetivo de este trabajo dar una descripcion de los grupo-
algebra, resulta tentador replantear el teorema de Wedderburn-Artin en este

contexto, con lo cual se brinda mas informacion acerca de la estructura algebraica
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de un grupo-algebra.

Teorema 2.3.2. Sea GG un grupo finito y sea K un campo tal que car(K) 1 |G].

Entonces:

° KG es suma directa de un numero finito de ideales bilaterales {B;}1<;<;, los
componentes simples de KG. Cada B; es una anillo simple.

° Todo ideal bilateral de K G es suma directa de algunos de los miembros de
la familia {B;}1<i<,

° Cada componente simple B; es isomorfo a un anillo completo de matrices de
la forma M, (D;), donde D; es un anillo de divisién conteniendo una copia

isomorfa de K en su centro. Adem4s el isomorfismo

KG~&]_M,,(D;)

es un isomorfismo de algebras.

o En cada anillo de matrices M, (D;), el conjunto
([21 0 0] )
I, = DX, X2y, Ty, € Dy po 2 DY
L [Zn; O 0] )

es un ideal minimal izquierdo. Dado x € K G, se considera

¢(x) = (o, .., ar) € Bz My, (D)

y se define el producto de x por un elemento m; € I; como xm; = a;m;. Con

esta definicion, I; se convierte en un K G-médulo simple.
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° Cualquier KG-médulo simple es isomorfo a algin [;, 1< <r.

Se ha hecho énfasis en este resultado, ya que en el siguiente capitulo, se

explorara la conexion entre este y la teoria de representacion de grupos.

Corolario 2.3.3. Sea G un grupo finito y K un campo algebraicamente cerrado

tal que car(K) 1 |G|. Entonces:
Kg~ & M,,(K)
yni4+ni+---+n2=|G|.
Demostraciéon. Como car(K) 1 |G| es inmediato que
KG ~ @i My, (D;),

donde D; es un anillo de division conteniendo una copia de K en su centro.

Calculando la dimensién sobre K en ambos lados de la ecuacion se tiene:
G| => nl[D;: K],
i=1

de donde se sigue que cada anillo de division D; es de dimension finita. Sea
0 # d; € D; entonces kd; = 0 implica que & = 0. Similarmente, dado a; € D;
tal que kd;0a; se tiene que k = a;d;' € K por ser K algebraicamente cerrado y
por lo tanto [D; : K = 1]y D; = K para 1 < ¢ < r, con lo cual concluye la

demostracién. O
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2.4. Grupo-algebras de grupos abelianos finitos

En esta seccién se dard una descripcion completa de grupo-anillo cuando el

grupo es finito y ademas abeliano.

Como en la parte final de la secciéon anterior, se supone que K es un campo
tal que car(K) 1 |G|. Esta caracterizacién fue dada por primera vez por S. Perlis y

G Walker, véase (16]).

Se comenzara con el caso donde G es un grupo ciclico, asi que se asume que
G = (a: a” =1) y que K es un campo tal que car(K) 1 |G|. Considérese la funcién

¢: K[X| - KG dada por
K[X]> f+~ f(a) € KG.

Debido a que la funcién ¢ consiste en tomar un polinomio de K[G] y evaluarlo

en a, es obvio que ¢ es un epimorfismo de anillos y por lo tanto:

K[X)
RE = o)

donde ker(¢) = {f € K[X] : f(a) = 0}. Como K[X] es un dominio de ideales
principales se deduce que ker(¢) es un ideal generado por el polinomio ménico fy, de

menor grado posible, tal que fy(a) = 0.

Noétese que bajo el isomorfismo anterior, es claro que el elemento a € RG se

mapea en X + (fy) € % Ademas de a" = 1 se sigue que X" — 1 € ker(¢), ya que

si existiera un polinomio f = Y7 kz’ con r < n entonces f(a) # 0 debido a que

2

los elementos de {1,a,a®, ...,a"} son linealmente independientes sobre K. De esa
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manera se puede asegurar que ker(¢) = (X™ — 1) por lo que se satisface

K[X]

Sea X" — 1 = fify--- f, la descomposicion de X™ — 1 como producto de
polinomios irreducibles en K[X]. Como se estd asumiendo que car(K) 1 n, este
polinomio debe ser separable y por lo tanto f; # f; si ¢ # j. Utilizando el teorema

chino del residuo se puede escribir:

Utilizando este isomorfismo es facil notar que el generador a tiene imagen
(X +(f1),..., X+ (fr)). Considérese (; una raiz de f;, 1 <14 < t. Entonces, se tiene

% ~ K((;). Por lo tanto:

KG~K(G)® K(GQ)® - & K(G)

Como todos los elementos (;, 1 <17 <t son raices de X" — 1, se ha probado
que KG es isomorfo a la suma directa de extensiones ciclotémicas de K. Finalmente

bajo este tltimo isomorfismo el elemento a tiene imagen ((, (o, - .., ().

Antes de continuar, se presentan algunos ejemplos para estudiar y comprender

de mejor manera como trabajan las conclusiones anteriores.

Ejemplo 2.4.1. Sea G = {(a: a” = 1) y K = Q. En este caso la descomposicién
de X" —1en Q es

X 1=(X-DX+ X+ X"+ X3+ X2+ X +1),
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de esta forma si ¢ es una raiz de la unidad de orden 7 distinta de 1, se puede escribir

lo siguiente

QG =Q(M1)aQ[) =Q® Q).

Ejemplo 2.4.2. Sea G = (a : a® = 1) y K = Q. La descomposicién de X6 — 1
en Q[X] es

X 1l=(X-DX+D)X*+ X +D(X2 =X +1),

entonces se obtiene

QG:Q@Q@Q<M> @Q(lﬂﬁ),

2 2

donde #g estafzde X2+ X +1y # es raiz de X2 — X +1, pero Q (#) ~
Q <#§> ~ Q <*(1+\/§)> ~ Q <%§> por lo que en realidad los ultimos dos

sumandos son iguales, dejando la expresion de la siguiente manera:

2

QGQQ@Q<—1+_N§),

Los resultados anteriores dan una muy buena descripcion de los grupos anillos
cuando el anillo es un campo y el grupo es abeliano, por lo cual ahora se trabajara en

un caso mas general.

Para poder hacer esto, se tratara de calcular todos los sumando directos en la

descomposicion de KG.
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El lector debe recordar que para un d entero positivo dado, el polinomio
ciclotémico de orden d, denotado por @4, es el producto ®; =[] i (x — ¢;), donde ¢
hace el recorrido, por todas las raices primitivas de la unidad de orden d. También
es conocido que X™ — 1 =[] din ®,4, es decir que X — 1 se puede expresar como el
producto de todos los polinomios ciclotémicos &4 en K[X], donde d es un divisor
de n. Para cada d sea ®; = Hfil fa, la descomposicion de ®,; como producto de

polinomios irreducibles en K[X].

Entonces la descomposicién de K'G puede ser escrita en la forma:

a KX a

donde (4, denota una raiz de f;,, 1 <14 < ay4. Para un d fijo, todos los elementos (4,
son raices primitivas de la unidad de orden d, por lo tanto, todos los campos de la

forma K((z,), 1 <1i < aqson igualesy se puede escribir simplemente:
KG ~ @dmadK(gd),

donde (; es una raiz primitiva de orden d y a4K[(;] denota la suma directa de aq

campos diferentes, todos ellos isomorfos a K((y).

Por otro lado, como deg(fs,) = [K((4) : K], se deduce que todos los polinomios
tienen el mismo grado para 1 < i < agq. De esta forma, calculando el grado en la

descomposicion de @4, se tiene:
¢(d) = aa[K(Ca) : K],

donde ¢ es la funcion totiente de Euler. Como G es un grupo ciclico de orden n, para

cada divisor de n, el nimero de elementos de orden d en G, que se denota con ngy, es

69



precisamente ¢(d), entonces:

Nq

K (Ca) « K|

ag =

Dado n, un entero positivo, se cumple que si la factorizacion de n en producto

de nimeros primos es n = pj* - - - p;"*, entonces:
¢(n) =pi" oy = 1) - -p (o — 1),

Una propiedad de mucha importancia es el famoso teorema de Euler: Sim y n

son primos relativos entonces m?™ =1 (mdd n).

Ejemplo 2.4.3. Sea G = (a : a" = 1) un grupo ciclico de orden n y K = Q.
Es conocido que el polinomio X™ — 1 se descompone en Q[X] como un producto de

polinomios ciclotéomicos, a saber:

X" —1=]]®x)

d|n

y los polinomios ®4 son irreducibles en Q[Q]. Por lo tanto, en este caso en particular,

la descomposicién de QG es:

QG ~ BgnQ(Ca)-

Bajo este isomorfismo al generador a le corresponde a la tupla cuyas entradas
son raices primitivas de la unidad de orden d, donde d es cualquier divisor positivo

de n.
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Para cerrar esta seccion se demostrara que la caracterizacién anteriormente

dada, también es valida en los grupo-anillos con grupos abelianos finitos.

Lema 2.4.1. Sea R un anillo conmutativo y G, H grupos, entonces R(G x H) ~
(RG)H (el grupo-anillo de H sobre el anillo RG).

Demostracién. Considérese el conjunto M, ., = {g : (g9,h) € sop(y)} y la
funcién f: R(G x H) — (RG)H tal que v — [ donde f = >, , aph con
ap =Y, geMy., Qghd- Se debe demostrar que f es una funcién biyectiva y ademas es
un homomorfismo de anillos. Para demostrar que f es un homomorfismo primero

se prueba que dicha funcién conserva sumas. Sea 7,72 € R(G x H), v =
deG,heH agh(g, h), 72 = deG’heH bgn(g,h). De esta forma se tiene f(y) =
ZheH th7 6[1 = ZQGM’%M aghh y f(/VZ) = ZheH ghh7 fh = deMhW2 bghh'

Haciendo la operatoria se tiene:

FOn)+ () =Y (Bu+&)h = anh,

heH heH

en donde «y, = ), + &,. Por otro lado:

fn) +flr)=f ( Z (agh + bgh)9> = Z aph, ap = Z (agh + bgh)g-

geG,he H heH gEMp ,y1+72

De lo anterior se deduce ficilmente que an, = > cyp o Agng + D cnr, -, bohd =

Br + &

La aplicacién f conserva productos. En efecto, sean 7,7, € R(G x H), entonces
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haciendo la operatoria:

Y172 = Z CLghbmn (ga h) <m7 n)

gmeG hneH

Como ya se ha probado que f conserva sumas, ahora es suficiente demostrar
que dados (g, 1), (m,n) € (G'x H) se cample que f((g, h)(m,n)) = f((g, h)) f((m,n))

y que ademés f es R-lineal. En efecto, se tiene:

f((g, 1)) f((m,n)) = (gh)(nm) = gnhm

y ademas:

f((g.h)(n,m)) = f((gn, hm)) = gnhm.
El hecho de que f es R-lineal se sigue directamente de la definiciéon de f.

Para demostrar que f es inyectiva se debe probar que el Unico elemento que
anula a f es el neutro de R(G x H). En efecto, considérese v € R(G x H), ~ =

> gecnen Agn(g:h) tal que f(y) = X cponh =0, ap = deM}W:%hh, lo cual
implica que agp, = 0 para cada g € G,h € H, de donde v = 0.

Dado ), anh € (RG)H se construye v = > ;e Agn(g, h), donde agp, es
decir, el coeficiente de (g, h) es el mismo que el de g en «ay, con esto se demuestra

que f es sobreyectiva, con lo que concluye la prueba. O

Lema 2.4.2. Sea {R;};c; una familia de anillos y sea R = ®;crR;. Entonces

para cualquier grupo G se tiene RG ~ @,/ R;G.
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Demostracion. Considérese la funcion f: @,e; R;G — RG dado por

(a1, yom) = 30 cn a9, ag = (af,l),...,a{(,")), donde @ es el coeficiente de g

eno; =y, 9eG aéi) g. Se debe comprobar que f es un homomorfismo de anillos. Sean
a = (ag,...,0p), B = (P1,...,0n) € ®icrR;G, entonces su suma viene dada por
v = (1451, ..., ay+pn), y conello laimagen de lasumaes f(v) = > o9, ¢ =

(agl) + bgl), o ,agn) + bgn)).

Por otro lado, se tiene:

fla)+ f(B) = ZagngZbgg

geG geG

= Z(ag +by)g
geG

= Y deg, dy=(al)+ 0P, a4+ 0()
geG

por lo tanto f(a+ ) = f(a) + f(B) y con esto se demuestra que f conserva sumas.

Para demostrar que f conserva producto, se procede de manera similar que en
la parte anterior, con lo que se tiene v = aff = (a151, ..., @,0,), y por lo tanto, su

imagen bajo f, es f(v) = >_,cq cutt donde ¢, = ( oo ,c&n)), D = > gh—u agf)bg).
Por otro lado, f(a) =3 cqag9,  f(B) = >_,cq byg, multiplicando, se obtiene

1), (1 n)y(n
f(a)f(ﬁ) = ZUEG duu7 du = Zgh:u agbh = (Zgh:u a.g )bEL )7 coee 7Zgh:u a.‘g )b§1 )) =

Cuy

Se procede a demostrar que f es inyectiva. Para ello supéngase que f(a) =

>_gec g9 = 0 entonces a, = (0,...,0), de donde v = (0, ..., 0).
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Dado > a9, ag= (al",...,aS"). Entonces se construye

a = (Z aél)g, e ,Zaé’“g) :

geG geG

De esto, se puede verificar que f(a) = ) gec 499, con lo que se prueba que f es

sobreyectiva. O

Teorema 2.4.1 (Perlis-Walker). Sea G' un grupo finito abeliano de orden n y

sea K un campo tal que car(K) { n. Entonces
KG ~ @d‘nadK(C),

donde (4 es una raiz primitiva de la unidad de orden d y ay = [K(?ﬁ En esta

expresién ng denota el nimero de elementos de orden d en G.

Demostracién. Para demostrar el teorema se procede por induccién sobre el
orden de G. Supéngase que el resultado es valido para cualquier grupo abeliano de

orden menor que n.

Sea G tal que |G| = n. Si G es generado no hay algo que demostrar. Si G' no
fuera un grupo generado se puede utilizar el teorema de estructura de los grupos
finitos abelianos para escribir G = G; x H donde H es generado y |G| = n; < n.

Por hipétesis de induccién se puede escribir
RGl = @d1|n1ad1K(<d1)a

donde ag, 4 =] Y N denota el numero de elementos de orden d; en Gj.

~ K(ay)
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Aplicando el lema [2.4.1] se cumple:
RG = R(Gy x H) ~ (RG1)H =~ (®ayn, a0, K (Cay)) H
y utilizando el lema [2.4.2
RG = (®ayny a4, K (Cay)) H =~ Sy aa, K (Cay) H.

Como H es ciclico se puede escribir:

Dy ny Pdaol|H| Cdy U K (Cay s Caz),

nd2
Cdy »Cdg ) K (

donde a4, = IS o Y Mz €8 el nimero de elementos en H de orden ds.
1

Sea d = [dy,dy] entonces por el teorema del elemento primitivo, se tiene

K({y) = K(dy,dy) por tanto:
KG ~ @dmadK(Cd)?

donde ag = ), 4o @404, ¥ donde la suma recorre todos los di,d, son nimeros

naturales tales que [dy, ds] = d. Por otro lado, del hecho que:

(K (Ca) - K = [K(Car a) = K (Ca)I[E (Car) = K]

se tiene que:

@K (G K) =Y ag,00,[K (Cay ) - K(Ca)K () : K] =Y ngyng,. O

dl,dz d17d2
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3. TEORIA DE REPRESENTACION DE GRUPOS

3.1. Definicién y ejemplos

Como se menciond en el capitulo 1, el concepto de grupo de permutaciones
fue dado explicitamente por primera vez en las memorias de Galois en 1830, aunque
la primera definicién de grupo abstracto fue dada hasta en 1854 por Cayley, pero
pasé inadvertida por un tiempo hasta que dicha definicién fue formulada nuevamente
en repetidas ocasiones por varios matematicos, a saber: Leopold Kronecker en 1870,
Heinrich Martin Weber en 1882 y Ferdinand Georg Frobenius en 1887. De esa forma
los grupos fueron considerados por mucho tiempo como objetos concretos antes de

llegar a ser estudiados como estructuras algebraicas abstractas.

En este contexto historico es natural hacer la pregunta: dado un grupo abstracto
icomo se puede saber qué grupo es? Es decir, jse puede decir cuando es un grupo
de permutaciones, un grupo lineal o un grupo de transformaciones proyectivas? En
la ultima interrogante es importante aclarar que se listo solo algunos ejemplos de las

clases de grupos que existen.

En 1879, durante las lecturas de un coloquio matematico realizado en Evanston,
[llinois, Felix Klein planted la posibilidad de representar un grupo abstracto dado

como un grupo de transformaciones lineales (véase (8))).
Siguiendo estas ideas, Theodor Molien, Georg Frobenius, Issai Schur, William

Burnside y Heinrich Maschke desarrollaron la teoria basica de la representacién de

grupos al inicio del siglo XX y Burnside presentd la primera exposicion sistemética

7



de este tema en su libro (3]), que actualmente es considerado un libro en este tema.

La teoria de la representacién se volvié mas importante a medida que se fueron
obteniendo nuevos resultados. Uno de los resultados més importantes, es el famoso
teorema que establece que si p y ¢ son niimeros enteros primos y a, b enteros positivos,
entonces cualquier grupo de orden p%q® es soluble. Este teorema fue demostrado en
1904 por William Burnside, usando la teoria de representacién de grupos y, como
dato curioso, la primera demostracion que no utiliza dicha teoria fue proporcionada

por John Griggs Thompson més de 60 anos después (ver (7).

William Burnside también conjeturd que todo grupo de orden impar es soluble.
Esta conjetura fue un problema abierto hasta que Walter Feit y John Thompson
dieron una demostracién de esta conjetura en 1963 (ver (€)), usando para ello la
teoria de la representacion. Luego de hacer énfasis en la importancia historica que
tiene la teoria de representacién de grupos, se presentan algunas definiciones de

la misma.

Definicién 3.1.1. Sean G un grupo, R un anillo conmutativo y V' un R-médulo
libre de rango finito. Una representacién de G sobre R, con espacio de representacion
V', es un homomorfismo de grupos 7: G — GL(V), donde GL(V) es el grupo de
automorfismo de V. El rango de V es llamado grado de la representacién T y se

denotara como deg(7T).

Para g € GG se denotard con T,: V' — V al automorfismo correspondiente bajo

T. Asi, si g, h € G, se tiene que Ty, =Ty 0Ty y 11 = 1.

El caso en el que R es un campo es de particular importancia. Historicamente,
este fue el primer caso que se estudid y es en ese contexto donde se obtuvieron la

mayor parte de resultados.
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Si se escoge una R-base de V, se puede definir un isomorfismo ¢ de GL(V') al
grupo GL(n, R) de matrices invertibles n X n con coeficientes en R, asignandole a
cada automorfismo 7" € GL(V') su matriz respecto a la base dada. Esto da paso a la

siguiente

Definicién 3.1.2. Sea G un grupo y R un anillo conmutativo. Una repre-

sentacion matricial de G sobre R de grado n es un homomorfismo de grupos

T:G — GL(n,R).

Si T: G — GL(V) es una representaciéon de G sobre R con espacio de
representacion V' y se considera el isomorfismo ¢: GL(V) — GL(n, R) asociada a
alguna R-base, entonces ¢poT: G — GL(n, R) es una representacién matricial de G.
De manera similar, dada una representacién matricial T: G — GL(n, R), entonces
¢ 'oT: G — GL(V) es una representacién de G sobre R. Debido a este hecho, no

se hard distincién entre representacion y representacion matricial.

Ejemplo 3.1.1. Dado un grupo G y un anillo conmutativo R, la funciéon 7': G —
GL(n, R) tal que a cada elemento G le asocia la matriz identidad de GL(n, R) es
una representacion matricial de G. A esta funcion se le llama representacion trivial

de G sobre R de grado n.

Ejemplo 3.1.2. Sea G el grupo de Klein de cuatro elementos, es decir, G =
{1,a,b,ab}. Este grupo tiene tres elementos de orden dos. Entonces T: G —

GL(2,7) es la funcion tal que:
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Ejemplo 3.1.3. Sea S,, el grupo de simetrias de n simbolos y R un anillo
conmutativo. Sea V un R-médulo libre de rango n con base {vy,vs,...,v,}. Para
facilitar la comprension de este ejemplo, se sugiere al lector imaginar que V =

R®---d R con su base candnica.
—_——

n

Por otra parte, considérese la funcién f: S, — GL(V') de la siguiente manera:
a cada elemento o € S, se le asigna la funcién T, € GL(V'), que actia, de manera

natural, como:
To(Ui) = Ug(i).

Como T, deja a la base intacta (salvo permutaciones), es claro que T, es un
isomorfismo. Es claro que T' es un isomorfismo, por su definicién, y por lo tanto una

representacion de S,,.

Como se puede apreciar una representacion por si sola puede ser poco
descriptiva, por lo tanto se considera de mas utilidad conocer la representacion
matricial. Para este caso en particular, considérese A(o), la matriz asociada a T, que
se obtiene al calcular 7, (v;) como combinacién lineal de la base. Como T, (v;) = vs(;),
entonces los coeficientes de la matriz anterior son cero en todas sus entradas, excepto
en (0(j),j), en la cual la entrada vale uno. De esta manera es facil notar que A(o) es
una matriz que tiene exactamente una entrada igual a uno en cada fila y columna,

y las demas iguales a cero. Dicha matriz se conoce como la matriz de permutacion.

Ejemplo 3.1.4 (La representaciéon Regular). Sea G un grupo finito de orden n y

R un anillo conmutativo. Se requiere definir una representaciéon de G sobre R, para
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ello se considerarda como espacio de representacion a RG, es decir, a el grupo-anillo

de G sobre R.

Considérese la funcién T: G — GL(RG) de la siguiente manera: a cada
elemento g € G se le asigna la funcién lineal T, que transforma a los elementos
de la base por medio de multiplicacién por la izquierda, esto es, T,(g;) = gg;. Es

claro que T' es una representacion de GG, debido a que:

Ton(y) = (gh)y = g(h(y)) = TyTh(y).

En este caso hay que recordar que G es una base de RG sobre R y se pueden

enumerar, en algin orden, los elementos de G como sigue:

G = {1 :glag27"'7gn}7

por lo tanto, es facil notar que en la correspondiente representacion matricial con
respecto a la base G' de RG, la imagen de cualquier elemento g € G es una matriz

de permutacion, debido a la cerradura del producto en G.

La representacion anterior usualmente es llamada la representaciéon regular de
G sobre R por la izquierda. Para ilustrar de mejor manera, a continuacion se muestra

un ejemplo concreto:

Ejemplo 3.1.5. Sea G = {1,a,a?} un grupo ciclico de orden tres. Enumérese
los elementos de G' como g; = 1, go = a, g3 = a>. Para encontrar la representacién

regular de a, basta con multiplicar por a los elementos de G por la izquierda:

agr = g2, ags =493, agz=4ag
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entonces se tiene:

Ta(91) = g2, Ta(92) = g3, Ta(93) =91,

por lo tanto la matriz asociada con a en la base dada es:

0 01
play)=11 0 0/,
01 0

que no es mas que una matriz de permutacion.

Ejemplo 3.1.6. Considérese, de nuevo, el grupo de Klein de cuatro elementos,

G ={1,a,b,ab} con la numeracién: g; = 1, go = a, g3 = b, g4 = ab.

Para conocer la representacion regular de a, se procede a multiplicar por la

izquierda por a a los elementos de G:

agiy = g2, ags = 4gi, ags = gs, ags = gs,

entonces:

To(g1) = g2, Tul92) = g1, Tulg3) = ga, Tu(94) = g3

y como en el ejemplo anterior, se puede obtener la representacién matricial de a:
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o O = O
o o O =
_ o O O
S = O O

De manera similar se obtiene la representaciéon matricial de los elementos

restantes de G

000 0 000 1 1000

000 1 0010 010 0
p(b) = , plab) = , p(l) =

100 1 010 0 0010

010 0 1000 000 1

Nota 3.1.1. Ya se mencioné que p(g) con g € G es una matriz de permutacion,
pero es importante hacer notar que si se toma 1 # g € (G, entonces para cualquier
gi € G se tiene que gg; # g¢;. Esto implica que para cualquier elemento g; de la
base se cumple que T,(g;) # ¢; y por ende los elementos de la diagonal de p(g) son
todos iguales a cero. Mas aun, de lo anteriormente expuesto, se deduce que si g # 1,
entonces tr(p(g)) =0si g # 1y tr(p(g)) = |G| si g = 1. Este resultado elemental es

de mucha importancia cuando se esta trabajando con la representacién regular.

Ejemplo 3.1.7. (Algunas representaciones de grupos ciclicos) considérese el
grupo ciclico G = {l,a,...,a™ '} y sea K un campo. Si se desea construir
una representacién matricial A: G — GL(n, K) es necesario escoger la matriz
A(a), ya que por ser A un homomorfismo, las matrices de representaciéon de los
restantes elementos del grupo estan determinadas por A(a”) = (A(a))". Ademds para
demostrar que A es un homomorfismo de grupos, basta con probar que (A(a))" = 1,

para algin r € Z.
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Supéngase que car(K) t m y que K contiene una raiz primitiva de la unidad

de orden m, &. Entonces:
A: G — GL(1,K)
tal que, A(a) = £ es una representacion, ya que (A(a))” = £ = 1 para algtin r.

Ademés, si {&1,- -+, &} es un conjunto de todas las raices de la unidad unidad de

orden m que son distintas a pares entonces la funcién B: G — GL(m, K) dada por

&1 0
B(a) = 0 & 0
0 0 ... &

es una representacién de G sobre K de grado m, ya que § = 1 para algin r € Z,

entonces

g 0
Bay=|" % Vo
00 .. e

Notese que esta representacion es distinta a la representacion regular, que en

el caso de a, esta dada por:
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0 0 0 1
10 0 0
Ta)= [0 1 0 0
00 ... 10

Ademds si car(K) | m, entonces se propone la representacion C: G —

GL(2,K), dada por:

11
Cla) =
01
1 r-1
ya que (C(a))" = = [ para r € Z, dado que car(K) < oc.
0 1

Ejemplo 3.1.8 (Representacion de D). Considérese el grupo de simetrias de
un cuadrado. Este grupo de 8 elementos, a saber las reflexiones a través de los ejes
1,79, 13,74 (véase la figura D y las rotaciones con dngulos 7, T, %’T y 27 alrededor

del centro.

Sea a la rotacion de angulo 5 y b la reflexion a través del eje ro. Es facil ver,
bajo consideraciones geométricas, que cualquier otro elemento de este grupo se puede

obtener por medio de a y b.

De manera mas abstracta, este grupo que es llamado grupo diédrico de orden
ocho y usualmente denotado por Dy, puede ser definido con dos generadores que

satisfacen las relaciones:

a*=1, v =1, baba=1.

85



Figura 5. Forma grafica del grupo D,
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Fuente: elaboracién propia, con programa para computadora geogebra.

Por lo tanto este grupo puede ser descrito como:
Dy ={1,a,ad* a®b,ab,a®b,a’b}.
Como todas los elementos de este grupo estan en términos de a y b, entonces
para encontrar una representaciéon matricial A: Dy — GL(n, K) sobre el campo
K, serd suficiente encontrar matrices A(a), B(b) tales que A(a)* = I, A(b)? = I,

A(b)A(a)A(b)A(a) = 1.

Es facil determinar representaciones de grado uno para D4 en un campo K de
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caracteristica diferente a dos, de la siguiente manera:

Aa) =1 A(b) =1
Bla) =1 Bb) = -1
Cla)=-1 Cb)=1

D(@)=-1  D(b)=—1.

Pensando en el significado geométrico de a y b, como dos funciones del plano
al plano, se puede calcular sus matrices con respecto a la base canénica para obtener

otra representacion matricial de Dy:

Ejemplo 3.1.9 (Suma directa de representaciones). Sean T: G — GL(V) y
S: G — GL(W) dos representaciones de un grupo G sobre un anillo conmutativo R.
Se puede definir una nueva representacion V @ W, que es llamada la suma directa

de dos representaciones dadas y se denota como T & S, de la siguiente manera:

(T®S),=T,&95, paracadageG.

Si se eligen bases {vy,...,v,} vy {wi,...,wy,} de V y W respectivamente y se
denota por g — A(g) y g — B(g) las correspondientes representaciones matriciales
en las bases dadas, entonces la representaciéon matricial asociada a T'@® S con respecto

a la base {(v1,0),...,(vn), (0,wq),...,(0,w,)} de V & W, viene dada por



Figura 6. Diagrama conmutativo para representaciones equivalentes

vy
¢ ol
W W

Ty

Fuente: elaboracién propia, con programa para computadora xymatrix.

Los ejemplos anteriormente expuestos, sirven de motivacién para introducir
algunos conceptos de teoria de la representacion. En este trabajo se restringiran las
representaciones al caso en el cual R es un campo, debido a que con este caso se logra

ilustrar la relacién de teoria de representacion con los problemas de grupo-anillos.

Primero considérese T': G — GL(V') una representacién de un grupo G sobre
un campo K y asumase que ¢: V — W es un isomorfismo de espacios vectoriales
sobre K. Entonces se puede definir una nueva representacion 7: G — GL(W) por
medio de Tg: ¢oT,o¢ ! para todo g € G. Esto es, esencialmente, una copia de
T. La relacién entre estas dos representaciones estd ilustrada en el diagrama de la

figura [ 6] lo cual sugiere la siguiente:

Definicién 3.1.3. Dos representaciones 7: G — GL(V) y T: G — GL(W) de
un grupo G sobre el mismo campo K se dicen que son equivalentes si existe un

isomorfismo ¢: V — W tal que Tg = ¢T,¢~! para cualquier g € G.
Definicién 3.1.4. Dos representaciones matriciales A: G — GL(n,K) y

B: G — GL(n, K) de un grupo G sobre un campo K se dicen equivalentes si existe

una matriz invertible U € GL(n, K) tal que A(g) = UB(g)U ! para cualquier g € G.
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Ejemplo 3.1.10. Sea GG un grupo ciclico de orden m y K un campo que contiene
a {&,&,...,&n}, el conjunto de todas las raices distintas de la unidad de orden m.

Entonces, si se consideran las representaciones B y I' dadas en el ejemplo con:

& & - &
e g

Es claro que U € GL(n,K), ya que U es una matriz de Vandermonde con

det(U) =[] <;cjcm(& — &) # 0. Entonces, calculando, por un lado se tiene:

& 0 - 0 &L & - & & & - &
0 & -+ 0 & & - & & & - &

B(a)U = _ 7
000 - &) \&n & - &) \& & - ¢
similarmente:
& & oo\ (00 -1 2 @3 g
ur(a) = | g ogllro- 0] 8 & - &
o2 o) \oo 1) \e e e,

con lo que se ha demostrado que A(g) = UB(g)U™1, para cualquier g € G'y concluye

que B y I' son equivalentes.

Considérese T': G — GL(V') una representaciéon de un grupo G sobre el campo
K, con espacio de representacion V' y supongase que V' contiene un subespacio W

que es invariable bajo T, esto es, un subespacio tal que 7,(WW) C W, para cualquier
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g € G. Entonces se puede considerar el homomorfismo de grupos que asigna a cada
elemento g € G la restriccién de T, al subespacio W. Por ser T, la restriccion, es
claro que el homomorfismo anterior es una representacion de GG sobre K, con espacio

de representacion W.

Con el afdn de dar una representacion matricial de este hecho, considérese una
base {wy,ws, ..., w} de Wy extiéndase a una base {wy, -+, wy, vy, -+ ,v,} de V.
Entonces la matriz asociada a cada funcién T,, g € G con respecto a esa base es de

la forma:

donde A(g) € GL(t,K),C(g) € GL(n —t,K) y B(g) es una matriz de t x (n —t).

Estas consideraciones sugieren la siguiente:

Definicién 3.1.5. Una representacion 7: G — GL(V) de un grupo G sobre
un campo K es llamada irreducible si los tnicos subespacios propios de V' que son

invariantes bajo T" son los triviales, es decir, V' y {0}.

La representacion es llamada reducible si V' contiene subespacios no triviales

que son invariantes bajo T
Definicién 3.1.6. Una representacién matricial M: G — GL(n, K) es llamada

reducible si existe una matriz U € GL(n, K) tal que para cualquier g € G, se tiene

que la matriz UM (g)U ! es de la forma

90



El ejemplo muestra que la representacion regular de un grupo ciclico de
orden m, sobre un campo K que contiene raices de la unidad de orden m, es reducible.
De hecho, cualquier representacion regular de un grupo finito G # {1} sobre cualquier
campo es reducible. En efecto, nétese que si en el espacio de representacion RG se
toma el elemento G = 3 gec g entonces T,(G) = G por lo tanto el subespacio

generado por G es invariante bajo T'y (G) # RG.

Definicién 3.1.7. Una representacién T: G — GL(V') de un grupo G sobre un
campo K es llamada completamente reducible si para todo subespacio W que es

invariante bajo T existe un subespacio invariante W’ tal que V. =W & W',

Para entender de mejor manera esta definicion, se dard una interpretacién en

términos de matrices.

Sea {wy, wa, ..., w} vy {wi1, ..., w,} bases dadas para W'y W’ respectivamente,
entonces {wy, wy, Weyq, ..., w,} es una base de V' y para cualquier ¢ € G la matriz

de T, con respecto a esta base es de la forma

donde A(g) y B(g) son las matrices de representacion de T, en W y W’ con respecto

a las bases dadas.

Definicién 3.1.8. Una representaciéon matricial M : G — GL(n, K) es llamada

completamente reducible si cualquier representacion matricial M de la forma



es equivalente a una representacion matricial de la forma:

Alg) 0
0 D(g)
3.2. Representacion y moédulos

En esta seccion se estudiara la conexién que hay entre moédulos y

representaciones. Dicha conexion se establece usando el concepto de grupo-anillo.

Proposicién 3.2.1. Sea G un grupo y R un anillo conmutativo con unidad.
Entonces, existe una biyeccién entre representaciones de GG sobre R y RG-mddulos

libres y de rango finito.

Demostracién. Dada una representacion 7: G — GL(V) de G sobre R,
se asocia a ella el RG-mdédulo construido a partir de V' manteniendo la misma
estructura aditiva y definiendo el producto de un elemento v € V por un escalar

a=3 cqcae9 € RG como:

av = (Z agg) v = Za(g)Tg(v). (3.1)

geG geqG

Usando estd definicién de producto se verifica:
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Distributividad de la suma de escalares respecto al producto por escalar

(a+ B = (Z(% + bg)Q) v

geG
= Z(ag + bg)Ty(v)
geG
= Z agTy(v) + Z byTy(v)
geG geG
= av+ Pu.

Distributividad de la suma de elementos del moédulo respecto al producto

por escalar

alv+w) = <Zagg(v—|—w)>

geG
= Z agTy(v +w)
geG
= Z agTy(v) + Z agTy(w)
geG geG
= av+ aw.

Para la asociatividad, por un lado se tiene

a(Bv) = (Za(g)h) (Zb(g)%(v))

heG 9eG

= Y a(h)T, (Z b(g)Tg(v)>

heG geG

= Y a(h)b(g)Thg(v).

h,geG
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Por otro lado se tiene:

(aB)v = (Z a(h)b(g)hg) (v)

h,geG

= 3 alhp(o)Ti0)

h,geG

con lo que se comprueba que a(fv) = (af)v.

° Considérese a = 1, entonces

av = Ti,(v)

= I(v)

Por lo expuesto anteriormente es facil notar que la multiplicaciéon por escalar

definida en la ecuacion (3.1)) induce un RG-maédulo.

Al converso, si M es un RG-médulo de rango finito sobre R, se define la
representacion de GG sobre R asignando a cada elemento g € GG el R-automorfismo

T,: M — M dado por T,(m) = gm.

Nétese que dado T: G — GL(V') una representacién de G sobre Ry M su
RG-mdédulo inducido, se tiene que S, la representacion inducida por M, es tal que

Sy(m) = gm = am ~ T,(m), donde « es la imagen de la inmersiéon de G en RG

dada en el teorema 2.1.1]

De manera similar, dado M un RG-médulo y S: G — GL(M) su
representacion inducida, entonces su RG-médulo inducido por la ecuacion (3.1)) deja
invariante a M. Por lo tanto se ha demostrado que las aplicaciones construidas

anteriormente son inversas la una de la otra. O]
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Como ejemplo, considérese un grupo finito G y RG como un médulo sobre
si mismo, de esta forma RG es de rango finito |G| sobre R. Entonces, dado un

elemento = € G, la representaciéon T, : RG — RG viene dada por:

T, (Z a(a)a) — (Z a(g)g> = (Z a(g)garg> :

geG geqG geq

Esto significa que x € G actia en los elementos de la base G = {g1,...,9n}
multiplicandolos por la izquierda. En otras palabras, la representacion asociada al

RG-médulo RG es precisamente la representacion regular de G.

Lema 3.2.1. Sea T: G — GL(V) una representacién de un grupo G sobre
un campo K, con espacio de representacion V', entonces un subespacio W C V es

invariante bajo 7" si y solo si W es un KG-moédulo de V.
Demostracion. Se procede a demostrar este hecho en dos partes:

° Sea W C V invariante bajo T', entonces T,(W) = W para cualquier g € G.
Sean wy,wy € W se tiene que Ty(wy + ws) = Ty(wy) + Ty(we) € W,
asi T, ' (T, (wy + wz)) € W. Por otra parte, si se considera a = >___; a(g)g
entonces aw = > a(g)Ty(w) € W y por lo tanto W es un KG-mddulo

de V.
° Sea W subespacio de V., W C V y W un KG-mddulo de V', entonces para
weWyge RG se tiene gw =1-Ty(w) € W. O

Teorema 3.2.1. Sea G un grupo y K un campo. Entonces:

° Dos representaciones 7'y 1" de GG sobre R son equivalentes si y solo si los

correspondientes RG-modulos son isomorfos.
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Una representacién es irreducible (o completamente reducible) si y solo si el

correspondiente RG-médulo es irreducible (o completamente reducible).

Demostraciéon. Se procede a demostrar este lema por incisos:

Supéngase que Ty T’ son representaciones de G sobre K equivalentes,

entonces existe ¢: V. — W isomorfismo, donde V' y W son los espacios

de representaciéon de T' y T" respectivamente, tal que T, = ¢T,¢~" para

cualquier g € GG. Entonces se probara que ¢ es isomorfismo de RG-modulos

también. En efecto

¢(aw)

¢ (Z a(g)Tg(v)>

geG

> al9)o(Ty(v))

geG

> al9)Ty(6(v))

geG

ag(v).

Supoéngase que M y N son RG-moédulos isomorfos, entonces existe f: M —

N isomorfismo de RG-médulos. Sean Ty T” las representaciones inducidas

por M y N respectivamente, entonces:

(fTefH)(n)

(T (f7H ()
f(9f(n))

af (f7'(n))

gn

T,(n)

con lo que se comprueba que T'y T” son equivalentes.
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° Si una representacion 1" es irreducible, entonces los tinicos subespacios de V'
que son invariantes bajo 71" son los triviales y, por el lema anterior, los inicos
submédulos de M, el médulo inducido por T, son los los triviales. De manera

analoga se puede demostrar el converso. O]

También es posible notar que si un RG-mdédulo M admite una descomposicion
como suma directa de submddulos M = &' M; y si T y T; denota las

representaciones correspondientes a estos mddulos, entonces T = ®!_,T;.

En lo que sigue, se mostrara como la informacién que ya se conoce acerca de

los grupo-anillos, se puede trasladar a términos de representaciones de grupos.

El lector debera recordar que en el corolario [2.3.2], como consecuencia directa
del teorema de Maschke, se demostré que si K es un campo tal que car(K) 1 |G|,
entonces KG es un anillo semisimple. Ademas, se demostré en el teorema [2.3.2
que en este caso todo KG-médulo es simple. Por lo tanto, en particular, se sigue
inmediatamente que todo K G-modulo finito dimensional sobre K se puede escribir

como suma directa de moédulos irreducibles.

En términos de representaciones, esto significa que bajo estas condiciones, toda
representacion de GG sobre K es la suma directa de representaciones irreducibles. Asi,
para determinar todas las representaciones de GG sobre K, mediante equivalencia, es

suficiente determinar todos los K G-mddulos irreducibles, salvo isomorfismos.

Ahora, es necesario hacer uso del teorema de Wedderburn-Artin, aplicado
a grupo-anillos (teorema [2.3.2)), el cual establece que el nimero de KG-moddulos
irreducibles que no son isomorfos entre si, es precisamente el niimero de componentes

simples de KG y estas estan determinadas exclusivamente por la estructura de KG.
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En particular, es importante recordar que si se escribe KG en la forma:

KG~e&]_ M, (D;)

1=

donde D;,1 <17 < r, son anillos de divisiéon que contienen a K en sus centros, y si se

calcula la dimensién en ambos lados de la ecuacién, se tiene

G| =Y nl[D;: K.
i=1

Por otro lado, se sabe que el moddulo irreducible I; correspondiente a la
componente simple M, (D;) es isomorfo a D;"*. Como el grado de la correspondiente
representacion 7T; viene dado por la dimension de este médulo sobre K, se obtiene

que
deg(T;) = [D}" : K] = n[D; : K]
asi, se puede escribir:
Gl = 3" nideg(Ty).
i=1

Ejemplo 3.2.1. Se mostré en el ejemplo que si G = (a) denota al grupo

ciclico de orden siete, entonces:

QG ~ Q& Q(0),

donde ¢ denota una raiz primitiva de la unidad de orden siete. De lo anterior, las

componentes simples de QG son anillos de matrices de 1 x 1 sobre los anillos Q y
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Q(¢) respectivamente y por ende existen solamente dos representaciones irreducibles

que no son equivalentes, S'y T de G sobre @, con grados

deg(5) =[Q: Q] =1, deg(T) =[Q: Q] =6.

Como las representaciones 1-dimensionales son equivalentes si y solo si son
iguales y como cualquier grupo admite la representacion trivial S: G — GL(1,Q)
dada por S; = 1, para cada g € G, entonces la representacion 1-dimensional de G

sobre Q es la trivial.

Para determinar 7,, de acuerdo a las consideraciones anteriores, se debe
considerar el QG-mdédulo irreducible I, = D3j? correspondiente a la segunda
componente simple de Q. Entonces, la representacion T: G — GL(I3) esta dada
por T,(v) = av, para cada v € I. En este caso, no = 1y Dy = Q((), asi que
I, = Q(¢), donde la multiplicacién por un elemento oo = (a1, ae) € QG esta dada por
av = ayv, para todo v € Q(¢). Recordando que el elemento a € Q(() le corresponde,

via isomorfismo, el elemento (1,() € Q ® Q(() se tiene

T.(v) =av="_v, ve Q).

Por lo tanto, si se toma {1,{,(?,...,¢?} como una base de Q(¢) sobre Q, entonces
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la correspondiente matriz esta dada por

o O = O O O
o = O O O O
_ o O O O O
|
—_

o o o o = O
o o o = O O

Ejemplo 3.2.2 (Representaciones del grupo diédrico de orden ocho.). Se ha
probado en ele ejemplo[3.1.8 que el grupo D, admite cuatro representaciones distintas
de grado uno y una representacién W de grado dos sobre Q, por lo tanto existen
cuatro componentes simples isomorfas a Q. Sean M, (D) la componente simple
correspondiente a la representacién de grado dos. Como 2 = deg(W) = n[D : @],

entoncesn=1y [D:Qlon=2y [D:Q]=1.
Para el primer caso, se puede observar que Q D, debe ser de la forma
QD,~QaeQeQaeQadDa D,
donde D’ es una anillo de divisién con [D" : Q] = 2. Es facil notar que un anillo de
divisién de dimension dos sobre un campo tiene que ser conmutativo, entonces QD

es conmutativo, lo cual es una contradicciéon, ya que Dy no es abeliano.

En consecuencia, se debe tener que n = 2 y D = Q. De esta forma

QD;~Qd QD QD Q@ M(Q).
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4. ELEMENTOS ALGEBRAICOS

4.1. Generalidades y definiciones

En este capitulo sera de especial interés estudiar algunos elementos algebraicos,
en grupo-algebras usando la representacién regular que puede ser definida para un

algebra finito dimensional con unidad sobre un campo K de la siguiente manera.

Definicién 4.1.1. Sea T: A — hompg(A, A) tal que a — T, € homg(A, A),
definida mediante multiplicacién por la izquierda por a. Esto es, T, es una aplicacién

tal que T,(x) = az, para cualquier z € A.

Se puede observar a partir de la definicion que:

Ta+b = To+T,
Tw = 1.1,
Tva = KT,

para todo a,b € A, k € K. Mas atn, la aplicacion a — T, es inyectiva debido a que
T.(1) = a. Eligiendo una base {a1,...,a,} de A sobre K se puede representar a T,

con una matriz p(a), con lo que se obtiene la representacién matricial:

a v pla) € M,(K).

Si a es un elemento algebraico de A, esto es, si existe un polinomio no nulo
f(X) € K[X] tal que f(a) = 0, entonces los valores propios de la matriz p(a) también
anulan a f(X), debido al teorema de Cayley-Hamilton (véase (13:241)).
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De esta manera, por ejemplo, si a es un elemento nilpotente, entonces los valores
propios de p(a) son todos cero. Si a es de orden multiplicativo finito, es decir, si
a™ = 1 para algin m entero positivo, entonces los valores propios de p(a) son raices

de la unidad de orden m.

Lema 4.1.1. Sea G un grupo finito y K un campo. Sea p la representacion

regular de KG'y v = deGv(g)g € KG. Entonces la traza de p(y) viene dada por

trp(y) = |G|y (1)

Demostraciéon. Se sabe que tr p(7y) es independiente de la base elegida, asi que

se elige G = {g1,...,gn} como K-base para KG y se asume que ¢; = 1. Entonces

p(y) = p (Z 7(9)9) => vg)n(g).

9geG geG

Para un elemento 1 # g € G, se tiene gg; # ¢;, para 1 < i < n, de donde se
sigue que los elementos de la diagonal de la matriz p(g) son todos nulos si g # 1.
Asi trp(g) = 0 si g # 1. Més atn, como p(1) es la matriz identidad, se tiene que
tr p(1) = n. Entonces

trp(y) =Y _7(g)tr(g) = (1) tr p(1) = v(1)|G]. O

geG

Lema 4.1.2. Sea y = dec ~(g)g una unidad de orden finito en el grupo-anillo
entero ZG con G un grupo finito y asimase que (1) # 0. Entonces v = v(1) = £1.

Demostracién. Sea |G| = n y supéngase que 4™ = 1 para algtin entero positivo
m. Si se considera la representacion regular p del grupo-algebra CG y a ZG como

un subanillo de la misma, se tiene que trp(y) = ny(1l). Como ™ = 1, entonces

102



(p(v)™ = p(y™) = I, de esto se sigue que p(7) es rafz del polinomio X™ — 1, cuyas
raices son todas distintas. Esto implica, por el teorema espectral (véase (13:214)),

que existe una base de CG donde la matriz de p(v) es diagonal de la forma:

&1
&

&n

Entonces trp(y) = Y. & y asi:
i=1

ny(1) = Zfz

Por lo tanto, aplicando valor absoluto,

[ny(1)] =

> &
=1

<> Kl=n
=1

Como |[ny(1)] = nly(1)] < n, entonces [y(1)| =1y [>" & = > |&], lo cual sucede
i=1

siysolosi§ =& =---=¢,.

Asi ny(1) = n& y v(1) = & = £1. Se concluye que p(vy) = +I, de donde,
v ==£1. [

Corolario 4.1.1. Supéngase que v = > _,7(g)g es una unidad central en el
grupo-anillo entero ZG con G un grupo finito de orden finito. Entonces v es de la

forma v = +¢ con g € Z(G).

103



Demostraciéon. Seay = 9eG 7(g)g una unidad central de orden m. Supéngase
que v(go) # 0, para algiin gy € G. Entonces g, es también una unidad de orden
finito en ZG. Més atin, el coeficiente de 1 en la expresién de vgy ' es v(go) # 0, de
donde Wgo_l = +1 y por lo tanto v = £gp. O

Una consecuencia inmediata del corolario anterior es el siguiente

Teorema 4.1.1. Sea A un grupo abeliano finito. Entonces, el grupo de torsion

de las unidades del grupo-anillo entero Z A es igual +A.

Ahora se desea hacer un estudio de los elementos idempotentes. Es evidente que
en cualquier anillo con unidad el 0 y el 1 son elementos idempotentes, estos elementos
son llamados idempotentes triviales de un anillo. Se vera a continuaciéon que los
elementos idempotentes e en un grupo-algebra estan fuertemente influenciados por

su primer coeficiente e(1).

Teorema 4.1.2. Sea GG un grupo finito y K un campo de caracteristica cero.

Supdngase que e € KG y e es idempotente. Entonces:

° e(l) € Q.
e  0<e(l)<l.
o e(l)=0<e=0ye(l)=1<e=1

Demostracion. Considérese la representacion regular de KG escrita con
respecto a la base G de KG. Entonces, por el lema[1.1.1] se tiene que tr p = |G|e(1).
M4s atin, como e? = e, p(e) satisface el polinomio X? — X = X(X — 1), y por lo
tanto p(e) puede ser diagonalizada. Los valores propios de p(e) son 0 o 1 ya que p(e)
es idempotente. Debido a que la traza es la suma de los donde valores propios, se

tiene que trp(e) = r, donde r es el nimero de valores propios iguales a 1 y por lo
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tanto también es el rango de p(e). Por lo expuesto anteriormente se puede afirmar

que 0 <e(1) < 1.

Noétese que e(1) = 0 si y solo si el rango de p(e) es 0 y eso pasa solo si e = 0.
Similarmente e(1) = 1 si y solo si el rango de p(e) es | G |, lo cual pasa solo si p(e)

es la matriz identidad, es decir, si e = 1. O

4.2. Elementos idempotentes

Se ha demostrado en el teorema que si K es un campo de caracteristica
cero y G es un grupo finito, entonces cualquier elemento idempotente e € KG cumple
que e(1) € Q. Se dard, en esta seccién, un resultado andlogo a este resultado, donde

K tiene caracteristica p > 0.

Teorema 4.2.1. Sea K un campo de caracteristica p > 0 y sea G cualquier
grupo. Supdngase que e € KG es un idempotente. Entonces e(1) € F),, donde F}, es

el subcampo primo de K.

La demostracion de este resultado esta fuera del alcance de este trabajo, pero

se recomienda al lector consultar (15).

En el teorema [£.1.2] se demostrd el teorema anterior, cuando la caracteristica
del campo es cero con la condicién de que el grupo sea finito, pero dicho resultado
es valido aun cuando el grupo es infinito, pero su demostracion requiere el uso de
resultados previos de teoria de nimeros. Para la demostracion del siguiente resultado,

se sugiere al lector consultar (15).

Teorema 4.2.2. Sea G un grupo cualquiera y K un campo de caracteristica

cero. Supéngase que e = e? = Y e(g)g € KG. Entonces:
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Supéngase que e = e* € ZG, como e(1) es un entero, se sigue del teorema

anterior que e = 0 0 e = 1. Asi, se obtiene el siguiente:

Corolario 4.2.1. El grupo-anillo entero ZG solo contiene idempotentes triviales,

para cualquier grupo G.

4.3. Unidades de torsion

Se demostroé en el lema, que si G es un grupo finito, 7 € ZG es una unidad
de orden finito y (1) # 0 entonces v = =£1. Dicho resultado es valido también

cuando G es un grupo infinito.

Teorema 4.3.1. Seay = > v(g)g € ZG que satisface v = 1, para algin entero
positivo n. Si (1) # 0 entonces v = +£1.

Demostracién. Sea C[X] el anillo de polinomios con coeficientes en C.
Considérese el homomorfismo ¢: C[X] — C[y] dada por X — ~. El kernel de este
homomorfismo es el ideal (f(X)) generado por el polinomio minimal f(X) de 7.
Entonces f(X) divide a X™ — 1 y por lo tanto tiene sus raices distintas. Asi, se tiene

ClX
Cl] :LZC@C@---@CZ@C%
(X))
donde los e; son idempotentes ortogonales primitivos de C[7]. De lo anterior, se puede
escribir v = >, &e; donde & € C, £ = 1y ee; = d;5¢5, con §;; la funcién delta de

Kronecker.
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Calculando el primer coeficiente en ambos lados de la ecuaciéon y usando el

teorema [4.2.2] se obtiene

T
1) = 211 = i I3 €Z7 I3 20
(1) Zfe() ng con 1y, 8 Tiy S

Entonces, sy(1) = > &r;. De igual manera; como Y e; = 1 se tiene que

1= %, asi ) 7 =s. De donde

[sy(1)| = ‘me’ < Z RIEE Z 75| = s.

Como |s7(1)] < s, se tiene |y(1)| = 1 y también |> &ri| = D |&||r:|. Se sigue
que todos los &; son iguales y v = > &1 = & = (1) € Z. O

Este ultimo resultado tiene bastantes consecuencias utiles. El lector debera

recordar que, como se mostré en la proposicion [2.1.4] hay una involucién estandar

en Z(G dada por:

v=Y _gg = 99",

tal que:

) =7
(Y+p)" =+
()" =
() = o,
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para todo v, u € ZG y ¢ € Z.. Més aun,

lo cual implica que yy* = 0 si y solo si v = 0.

Corolario 4.3.1. Supdéngase que 7 € ZG tiene la propiedad de conmutar con

~v*. Si v es una unidad central de orden finito, entonces v = £¢, para algin g, € G.

Demostraciéon. Por hipdtesis " = 1 para algin entero positivo n y yv* = v*v,
por lo tanto (y7*) = 1. Mds ain, (y7*)(1) = >_v(g)? # 0. Entonces, por el teorema
anterior, yy* = 1. De esta manera, existe un tnico coeficiente v(gg) que es distinto

de cero. Se concluye entonces que v = +gj. O]

Corolario 4.3.2. Todas las unidades centrales de orden finito en ZG son

triviales.

Corolario 4.3.3. Si A es un grupo abeliano cualquiera, entonces todas las

unidades de torsién de Z A son triviales.

4.4. Elementos nilpotentes

Ahora se desea clasificar los grupo-algebras K de un grupo finito GG sobre un
anillo K, tal que K G no tiene elementos nilpotentes no triviales. Es posible observar
que si car(K) = p > 0 y G contiene un elemento g tal que g?" = 1 para algiin entero

positivo n, entonces (g — 1)P" = g?" — 1 = 0. De esto se sigue el resultado

Proposicién 4.4.1. Si K es un campo de caracteristica p > 0 y G contiene

p-elementos, entonces K G contiene elementos nilpotentes.
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A partir de este punto se asumira que G es finito, p > 0 y que si p > 0 entonces
G no tiene p-elementos. Supéngase que K G no contiene elementos nilpotentes a
excepcion de los triviales y sea e € K(G un idempotente. Entonces, para cada
r € KG, el idempotente n = ex(1 — e) satisface n° = 0 y por lo tanto exr = ere.
Similarmente si n = (1 — €)xe entonces n* = 0 y xe = exe, con lo que se comprueba
que e es central. Ahora para cualquier g € G, el elemento e = O(f’g) = ZZ%;;))gi

idempotente y por lo tanto es central. Esto significa que el subgrupo (g) es normal

, €s

para cualquier g € GG. Se sigue del teorema [1.2.10{que G es abeliano o hamiltoneano.

En el caso que G sea hamiltoniano, G = Kg x E x A, donde Ky es el grupo de
cuaterniones de orden ocho, E? =1y A es un grupo abeliano de orden impar. Para
obtener mas informacién de este caso es necesario hacer un estudio mas profundo

del grupo-dlgebra F' Ky, donde F' es un campo.

Proposicién 4.4.2. Sea K un campo de caracteristica p > 0 y sea G un grupo
finito. Si K'G no tiene elementos nilpotentes entonces todos los idempotentes de KG

son centrales y GG es abeliano o hamiltoniano.
En lo que sigue el lector deberd recordar el concepto de ntimeros cuaterniones.

Los numeros cuaterniones, con coeficientes racionales, se escriben como sumas

directas de espacios vectoriales:

Ho=Q@® Qo Qj D Qk,

con su ya conocida multiplicacién, véase (9: 31). Se puede definir formalmente una

estructura similar sobre cualquier campo F'. Considérese el espacio vectorial

H(F)=Fa&FieFj&Fk
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y definase la multiplicacién distributivamente con i = j2 = k2 = —1, ij = k = —ji,

jk =1=—kjy ki =j = —ik. De esta forma H(F) es un anillo no conmutativo.

Para un elemento o = a + bi + ¢j + dk € H(F) se define:

a=a—bi—cj—dk,d =a—0bi+cj+dk.

Luego de hacer algunos célculos sencillos se obtiene:

Lema 4.4.1. Sea a € H(F'). Entonces:

. aa = a* +b* + A + d2.
o da=(a®+b* - —d?*) + (2ac + 2bd)j + (2ad — 2bc)k.

Al escalar N(«) := aa@ se le llama la norma de a.

Proposicién 4.4.3. El élgebra de los cuaterniones H (F') tiene divisores de cero

si y solo si la ecuacién X? +Y? = —1 tiene solucién en F.

Demostracién. Supdngase que existen elementos a,b € F tal que a® +b* = —1.

Entonces, para a = a+bi+ j se tiene N(a) = oy = 0; « es divisor de cero en H(F).

Falta demostrar que si H(F') tiene divisores de cero, entonces la ecuacién
X? +Y? = —1 tiene soluciones en F. Cuando F es de caracterfstica dos se tiene
1+ 0 = —1, entonces se asumird que car(F') # 2. Supéngase que existen elementos
a = a+bit+cj+dk #0y [ #0 € H(F) tal que af = 0. Entonces, @af = N(«)5 =0
de donde N(a) = a® + b* + ¢ + d*> = 0. Si alguno de los coeficientes de « es cero,
se tiene que la ecuaciéon X2 + Y? = —1 tiene solucién en F. Si, por el contrario,

todos los coeficientes de « son distintos de cero se puede considerar o’aff = 0 y del
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lema [4.4.1} se sabe que 7 = o/« a lo sumo tiene tres coeficientes no nulos y por
lo tanto N(v)3 = 0 implica que X? 4+ Y? = —1 tiene solucién en F. Por tltimo
falta considerar el caso en que v = 0, en cuyo caso se tiene, por el lema [£.4.1] que
a?+ 0> —c—d* =0y de N(a) = 0 se sigue que a? + b* + ¢* + d* = 0 entonces
a’® + b* =0, de donde (%)2—1-0:—1. O

Este resultado se puede ampliar de la siguiente manera.

Proposicién 4.4.4. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

o El algebra de los cuaterniones H(F') no tiene divisores de cero.
. La ecuaciéon X2 +Y? = —1 no tiene solucién en F'.
o H(F) es un anillo de divisién.

Demostracion. Para la demostracién de esta proposicion solo falta probar que
si H(F) no tiene divisores de cero entonces es un anillo de divisién. Sea 0 # a € H(F)

entonces o = N(a) # 0 y por lo tanto « <%> =1. O

Teorema 4.4.1. Supdéngase que car(F) # 2. Entonces el algebra de los
cuaterniones H(F") es un anillo de divisién o isomorfo a Ms(F'), el anillo de matrices
de 2 x 2 sobre el campo F. La tltima opcién sucede tnicamente si X? +Y? = —1

tiene solucién en F'.

Demostracién. Se debe demostrar que si H(F) no es un anillo de divisién,

entonces es isomorfo a Ms(F'). En efecto, supéngase que existen x,y € F tal que
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z? +y? = —1. Considérese la aplicacién 0: H(F) — My(F) dada por:

oy = |77
y —XT
0 1
0(j) =
—1 0
oy = [V
xr vy
1 0
o(1) =
01

y por extensién lineal en F. Para demostrar que 6 es biyectiva, basta demostrar
que las cuatro matrices dadas anteriormente son linealmente independientes en F’,

es decir, si existen a, b, c,d € F' tal que:

1 0 r Yy 0 1 -y x
a +b +c +d =0
0 -1 Yy — -1 0 T Yy

entonces a = b = ¢ = d = 0. En efecto, de la ecuacién anterior se obtiene:

a+br—dy = 0
by +c+dr = 0
by —c+dr = 0

a—br+dy = 0

un sistema de ecuaciones homogéneo en a, b, c,d con determinante 4(z* + y?) # 0,

entonces la tinica solucién de dicho sistema es la trivial, de donde H(F') ~ My(F). O
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Por lo expuesto en esta seccion, el lector podra intuir que es esencial poder
trabajar con algebras de cuaterniones sobre campos ciclétomicos de la forma F' =

Q(&), donde & es una raiz primitiva de la unidad.

Teorema 4.4.2. Sea F' = Q(&,,) un campo ciclotémico, con &, una raiz primitiva
de la unidad de orden m, donde m es un entero impar mayor que 1. Entonces, la
ecuacién X2 + Y2 = —1 tiene solucién en F si y solo si el orden multiplicativo de 2

modulo m es par.

Para la demostracién de dicho teorema y una lectura mas profunda de este

tema, el lector puede consultar (14). Como consecuencia de este teorema se tiene

Lema 4.4.2. Sea F' = Q(¢,,,) como en el teorema anterior. Entonces H(F') tiene

divisores de cero si y solo si el orden multiplicativo de 2 médulo m es par.

Ahora se describe la estructura algebraica del grupo-dlgebra F(K3).

Lema 4.4.3. Sea F' un campo de caracteristica distinta de 2. Entonces,

FKs~A4F @ H(F).

Demostracion. Se escribe Kg como

Ks = (a,b: a* =1,a* = b*, bab™ = a™ ')

_ Ksg

y como se demostrd en el ejercicio |1.2.1) Kg = % es el grupo de Klein de cuatro
8

elementos, se tiene

FKs~F®F&F®F.
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Por otro lado, como existe ¢: FKg — H(F') endomorfismo dada por a + i,
b +— j, se sigue que H(F') es isomorfo a algin sumando simple de F'Kg y contando

las dimensiones se obtiene el resultado. O]

Ahora se tiene la capacidad de clasificar las grupo-algebras F'G con la propiedad

que F'G no contenga elementos nilpotentes.

Teorema 4.4.3. Sea F' un campo de caracteristica p > 0 y sea G un grupo finito.

Entonces F'G no tiene elementos nilpotentes si y solo si GG es un p/-grupo abeliano.

Demostraciéon. Supéngase que F'G no tiene elementos nilpotentes. Entonces de
las proposiciones y se tiene que G es un p'-grupo y que G es abeliano o
hamiltoniano. Supéngase que G es hamiltoneano. Entonces p # 2. Més ain, siempre
se puede resolver X? + Y? = —1 en un campo con p elementos (y por lo tanto
también en F'). Entonces F'Ky tiene elementos nilpotentes por el teorema y el
lema Asi, G debe ser abeliano. Para el converso basta notar que F'G, siendo

semisimple y conmutativo, es suma directa de campos. 0

Existe una caracterizacion cuando el campo tiene caracteristica cero, a
continuacion se presentan los resultados sin su demostracién, pero se recomienda

al lector consultar (19).

Teorema 4.4.4. Sea G un grupo finito de orden 28m con (2,m) = 1. Entonces
QG no tiene elementos nilpotentes si y solo si G es abeliano o hamiltoniano con la

propiedad de que el orden de 2 médulo m sea impar.

Teorema 4.4.5. Sea G un grupo nilpotente finitamente generado. El grupo-
anillo ZG no tiene elementos nilpotentes si y solo si cada subgrupo finito de G es

normal y sucede alguna de las siguientes condiciones:

114



T(G), el conjunto de los elementos de torsién de G, es un subgrupo abeliano.
T(G) = Kg x E x A, donde F es un 2-grupo elemental abeliano y A es un
grupo abeliano de orden impar m tal que el orden multiplicativo de 2 médulo

m es impar.
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5. UNIDADES DE LOS GRUPO-ANILLOS

5.1. Algunas formas de construir unidades

Sea R un anillo. El conjunto U(R) = {zx € R: existey € R: zy = yx = 1}
es el grupo de unidades de un anillo. En particular, dado un grupo G y un anillo
R, U(RG), denota al grupo de unidades del grupo-anillo RG. Como la funcién de
aumento £: RG — R, dada por € (> a(g)g) = >_a(g), es un homomorfismo de
anillos, se tiene que £(u) € U(R), para todo u € U(RG). Se denotara como U; (RG)

el subgrupo de unidades de aumento 1 en U(RG), a saber:

U(RG) = {u € U(RG) : E(u) = 1}.

Para una unidad u del grupo-anillo integral ZG se tiene que £(u) = =1,

entonces es claro que:

U(ZG) = +Uy (Z.G).

De la misma manera, para un anillo R arbitrario se tiene que:

U(RG) = U(R) x Uy (RG).

No se conocen muchas formas para construir unidades y la mayoria de las
conocidas son antiguas y elementales. A lo largo de este capitulo, se mostrara y
describirdn algunas de estas construcciones, donde se trabajara principalmente con

grupo-algebras K G sobre un campo K y con el grupo-anillo entero ZG.
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Ejemplo 5.1.1 (Unidades triviales). Un elemento de la forma rg, donde r €
UR) y g € G, tiene inverso r~'g~!. Los elementos de esta forma son llamados
unidades triviales de RG. De esta manera, por ejemplo, los elementos +¢g, g € G
son las unidades triviales del grupo-anillo entero ZG. Si K es un campo, entonces
las unidades triviales de K'G son los elementos de la forma kg, k € K,k # 0,9 € G.

Hablando de manera general, los grupo-anillos contienen unidades no triviales.

Ejemplo 5.1.2. Sea n € R tal que n? = 0, entonces se tiene (1 +n)(1 —n) = 1.
De este hecho, tanto 1 + 7 como 1 — n son unidades de R. De la misma manera, si

n € R es tal que n* = 0 para algin entero positivo k, entonces se tiene que

T=—n)A+n+n*+-+n")=1-nf =1,

L+l —n+n*+- £ =129 =1

Asi, 1£n son unidades de R. Estas unidades son llamadas unidades unipotentes
de R. En un grupo-algebra KG sobre un campo de caracteristica p > 0 se puede
iniciar la busqueda de unidades unipotentes investigando a los elementos nilpotentes.
Si g € G es de orden p", entonces (1 — g)?" = 0, de esta forma se demuestra que

i =1 — g es nilpotente.

En este caso 1 —n = g es trivial, pero 1 + 7 = 2 — g es no trivial, a menos que
car(K) = 2. Nétese que g — g> = g(1 — g) también es nilpotente, entonces 1+ g — g2

es una unidad no trivial si g% # 1.
En el teorema [1.4.4] y se clasificaron todos los grupos finitos, tal que el

grupo-algebra KG no tiene elementos nilpotentes. Se vera entonces que las grupo-

algebras de grupos finitos casi siempre tienen unidades no triviales.
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Proposicién 5.1.1. Sea GG un grupo tal que no es libre de elementos de torsion
y K un campo de caracteristica p > 0. Entonces K G solo tiene unidades triviales si

y solo si se cumple alguna de las siguientes condiciones

[ K:FQYGZCQOC3-
® KZngG:OQ

Demostracion. Supongase que todas las unidades de KG son triviales.
Considérese N = (a) subgrupo finito de G de orden n. Si no existe b € G
que normalize a N, entonces n = (a — 1)(1 +a + --- + a" ') es no nulo, pero
”?=(a—-1)b(1+a+--+a"a—1)b(l+a+--+a"') =0, de esa cuenta,
17+ 1 es unidad no trivial de K'G, proposicion que contradice la hipétesis, de donde

se concluye que todo subgrupo finito de GG es normal.

Sea H un subgrupo finito propio de G y considérese H= > nen - Es facil notar
que H es central y H2 = |H|H. Témese g € G — H fijo. Si |H| = 0 en K entonces
H? = 0y g+ H es una unidad no trivial de KG con inverso g 1(1 — g_lﬁ). Si
|H| # 0 en K, entonces e = %I—j[ es idempotente central y e+ g(1 — e) es una unidad
no trivial con inverso e + ¢~ 1(1 — e). En ambos casos se llega a una contradiccion,

por lo que se concluye que G = (a) es de orden primo.

Si car(K) = p entonces 1 + cé’, ¢ € K es una unidad no trivial, a menos que

Por otro lado, si car(K) # p entonces, del hecho que K(a) es semisimple y

conmutativo, K (a) es suma directa de campos, a saber

Kla)~ KoK adK®O) ®+--
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donde (,0,... son raices de la unidad de orden p. Bajo este isomorfismo, se tiene
a — (1,(,0,...), por lo que una unidad trivial ka’,0 # k € K tiene imagen
(k,kC' kO, ...). Notese que si la descomposicion de K{a) tuviera mds de dos
componentes se tendrian unidades de la forma (1,{,1,...) que no corresponden a

unidades triviales de K (a). Entonces se debe tener:

K{a) >~ K@ E, E=K((), |K|=q, |E| =¢", o(a) =p.

Al contar el nimero de unidades y de elementos se tiene:

plg—1)=(@q-1( -1),p"=q-q"

De la condicién anterior, se tiene que ¢ = qg(p—1) y ¢"~* = p+ 1, lo cual solo
es posible parag=2yp=30¢g =3y p=2. Con lo que se demuestra que K = Fj
yG:C’doK:ngG:CQ

Para el converso, una simple inspeccién demuestra que FyCy, F3C3 ~ Fy @ F)
y F3Cy ~ F5 @ F3 tiene dos, tres y cuatro unidades triviales, lo cual coincide con el

numero de unidades triviales en cada caso. O

Se ha llegado al punto en el que se desea clasificar los grupos de torsién G, de

tal forma que el grupo-anillo entero ZG tenga solo unidades triviales.

Ejemplo 5.1.3. En el ejemplo anterior se dio la construccién de unidades
unipotentes a partir de elementos nilpotentes. Ahora se veran elementos nilpotentes

en particular que también poseen esa caracteristica.

Supdngase que R tiene divisores de cero, es decir, se pueden encontrar elementos

x,y € R no nulos tales que xy = 0. Si ¢ es algin otro elemento de R entonces n = ytx
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es no nulo tal que n* = (ytx)(ytz) = yteytr = 0, asi 1+ es una unidad. En el caso
especial cuando R = ZG es un grupo-anillo entero, una manera sencilla de obtener
un divisor de cero, es considerar un elemento a € GG de orden finito n > 1, entonces
a—1 es divisor de cero, ya que (a—1)(14+a+-+a""') = 0. De esa manera, tomando

cualquier elemento b € (G, se puede construir una unidad de la forma

fiap =1+ (a—1)ba, cona=1+a+--+a""\, (5.1)

Definicién 5.1.1. Sean a € GG un elemento de orden finito n y b cualquier otro
elemento de G. La unidad p,;, dada por la ecuacién (j5.1)), es llamada unidad biciclica
del grupo-anillo ZG. Se denotara por B, el subgrupo de U(ZG) generado por todas

las unidades biciclicas de ZQG.

Es claro que si a,b € G conmutan, entonces i, = 1. Se desea saber para que

casos [lgp €s una unidad trivial de ZG.

Proposicién 5.1.2. Sean g, h elementos de un grupo G con o(g) = n < oo.
Entonces, la unidad biciclica p, ) es trivial si y solo si h normaliza a (g), en cuyo

caso fgp = 1.
Demostracién. Supdéngase que h normaliza a (g), entonces h~'gh = ¢’ para
algin entero positivo j. De esto se tiene gh = ¢’h y como ¢’§ = g, se tiene ghg = hg.

Haciendo los célculos pigp, =14 (9 — 1)hg =1+ ghg — hg = 1.

Para el converso, supéngase que ji, j, es trivial, entonces, del hecho que E(f1g,) =

1, existe z € G tal que p,, = 2. De esta cuenta, se tiene

1+ (1—g)hg==x
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y de esta ecuacién se infiere que
l+h(l+g+¢+ - +g" ) =x+gh(l+g+g"+- +g" ).
Si = 1 se tiene que h = ghg' para algtin entero positivo i. Si x # 1 entonces
h ¢ (g), pero 1 aparece en el lado izquierdo de la ecuacién, por lo que también debe
aparecer en el lado derecho, esto es, existe k entero positivo tal que ghg* = 1 entonces

h=g g =g ¥ y por lo tanto h € (g), lo cual es una contradiccion. O

Como consecuencia inmediata se tiene el resultado:

Proposiciéon 5.1.3. Sea G un grupo finito. El grupo Bs es trivial si y solo si todo

subgrupo de G es normal.

Proposicién 5.1.4. Toda unidad biciclica i, # 1 de ZG es orden infinito.
Demostracién. Dado iy, =1+ (g — 1)hg se tiene:
pon = 1+ (g —=1Dhg* =1+ s(g —1)hg)
entonces py , = 1 siy solo si (9 —1)hg = 0, lo cual sucede solo si p,;, = 1. O

Se desea explorar que pasa cuando se trabaja con grupos conmutativos finitos.

El lector debera recordar la definicion de la funcion totiente de Euler ¢.

Definicién 5.1.2. Sea g un elemento de orden n en un grupo GG. Una unidad

ciclica de Basﬂ es un elemento del grupo-anillo ZG de la forma:
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1—%"

pi= (Lt g e+t g™+ —

donde i es un entero tal que 1 <i<n—1y (i,n) = 1.

Como es natural, se debe mostrar que pu; es una unidad. Es claro que para
g € G, pu; pertenece al grupo-anillo Q(g). Se vi6 en el ejemplo que Q(g) =~
®anQ(Ca) donde (4 es una raiz primitiva de la unidad de orden d. Més atn, bajo
este isomorfismo, la proyeccion de g en cada componente es la respectiva raiz de
la unidad, asi que un elemento de la forma (1 + g+ --- + ¢"~!) proyecta, en cada

componente, un elemento de la forma:
Lt Gat -+ (G € Z[G]

Si (4 # 1, entonces el elemento (; es invertible en Z[(y4] v es llamada unidad

ciclotomica. De lo anterior, el inverso de ay4 es:

a—lzccg—l: .é’f :1+Ci+”.+ci(k—1)
d Cé_l Cazl_l d d ’

donde k es cualquier entero tal que ik =1 (mdd n). Es claro que o' € Z[(4] €

Z|G).

Para la primer componente las cosas cambian, ya que la proyeccién es
precisamente el valor i, que no es invertible. Ahora bien, como (i,n) = 1 y aplicando
el teorema de Euler, se tiene que i?™ = 1 + tn para algin t € Z. Considérese el

elemento

(1+g+...+gi—1)¢(n) —tg

'Hyman Bass (5 de octubre, 1932) es un matematico estadounidense conocido por sus trabajos
en algebra y en matemaética educativa.
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y noétese que § es cero en cualquier componente Q((y), con (; # 1, por lo que la
proyeccion de pu; e cada una de estas componentes es una unidad. Ahora, analizando
el caso de la primera componente de nuevo, se puede observar que dicha proyeccion

es 1™ — tn = 1, con lo cual se prueba que la proyeccién sobre dicha componente
1—¢%(n)

n )

también es unidad. Mas ain, se obtuvo que —t = por lo que el elemento

(14+g+--+ g H*™ —134) considerado anteriormente es precisamente ;.

De esta forma se ha demostrado que la proyeccién de p; en todas las componente
de @y Z[C4) es una unidad. Si se denota por R la preimagen de este anillo bajo el

isomorfismo, se tiene que p; es unidad en R.

Proposicién 5.1.5. Sea g un elemento de orden finito en un grupo G. Entonces,

el elemento

4 1 — %M
pi= (gt g )+ —y,

donde 7 es un entero tal que 1 <i <n—1y (i,n) =1, es invertible y su inversa es

. , 1 — k%M
it = (14 g 4 gk o 0.

donde k es cualquier entero tal que tk =1 (méd n).

Proposicién 5.1.6. Sea g un elemento de orden finito n en un grupo G y sea [

un entero tal que 1 <l <n—1y (I,n) = 1. Entonces, la unidad ciclica de Bass

1 — o)
p=(4g+-+ g™+ ———g

es de orden infinito.
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Demostracion. Se sabe que

Q) ~Qd- Q)Y d - dQ),

donde ¢ es una raiz primitiva de la unidad de orden n y d representa a los divisores

de n. Mas aun, en el isomorfismo se tiene:

g (1,...,¢% Q).

Sea p; como en la proposicién. Se requieren demostrar que la proyeccién () en
la ultima componente es de orden infinito. Primero nétese que dicha proyeccién es
de la forma p;(¢) = (14 ¢ 4 -+ + ¢ de esa cuenta, si (1 + --- 4 ¢!=1)?™
fuera de orden finito, entonces se tendria que (1 + --- + ¢'=!) serfa de orden finito.
Como {£(*: 0 <t < n — 1} son todas raices de la unidad de Q((), se tendria que
(14 -+ ("1 = £¢° para algtin entero positivo s. Multiplicando la tltima ecuacién
por (1 — () se observa que 1 — ¢! = 4¢*(1 — ¢). Asi, tomando valores absolutos,
se obtiene | 1 — ¢! |=| 1 — ¢ |. Escribiendo ¢ = cosf + isinf, por el teorema
de DeMoivre, se tiene ¢! = cos(10) + isin(lf), de donde se deduce que | 1 — ¢ |?=]
1—(cos @+isinf) |>= 2(1—cos ) y | 1—¢! [*=| 1—(cos(10)+isin(10) |*= 2(1—cos(1)),
de esa cuenta, cos = cos(lf), lo cual implica que [0 = 0 o 16 = 2w — 0, por lo tanto
¢! = ¢ o ("= (' En cualquiera de los dos casos se obtiene una contradiccién, lo

cual demuestra que y; tiene orden infinito. ]

Nota 5.1.1. En la definiciéon de unidad ciclica de Bass py, [ estd en el rango

l1<l<n—1.Sisetomal=mn—1 se tiene

1— lqﬁ(n)g

La proyeccién de gy sobre cualquier componente es (—g~ )%™ vy = (=g~ )%™ es
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trivial. Asi mismo, de la restriccion 1 < [ < n — 1, se tiene que n > 5 para que

esté definida.

Nota 5.1.2. La proposicién anterior demuestra que y; es una unidad no trivial.

Ejemplo 5.1.4. Ahora considérese g € G' un elemento de orden impar, n # 1y
el elemento

p=l—g+g —+g7"

donde (¢, 2n) = 1. Entonces la proyeccién en cada componente de Q(g) es una unidad
ciclétomica y como la proyeccion en la primera componente es 1, se tiene que p es

una unidad en Z{g). Esta unidad es llamada una unidad alternante.

5.2. Unidades triviales

En el capitulo anterior se demostré que si G' es un grupo abeliano, entonces
todas las unidades de torsiéon de ZG son triviales. Ahora en esta seccién se hard un

breve estudio de los grupos GG que hacen que todas las unidades de ZG sean triviales.

El lector debera recordar que una unidad trivial de ZG es un elemento de la
forma +¢g, g € G. Asi, si todas las unidades de ZG son triviales, entonces se tiene

que U(ZG) = +£G. Esta condicién se traduce, en términos de unidades normalizadas,

como U, (ZG) = G.

Lema 5.2.1. Sea GG un grupo de torsién tal que U;(ZG) = G. Entonces todo

subgrupo de G es normal.
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Demostracion. Para demostrar este lema, es suficiente demostrar que todo
subgrupo ciclico de G es normal. De esta forma, supéngase que existe un subgrupo
ciclico (g) de G que no es normal, es decir, existe h € G, tal que h='gh ¢ (g) y se
sigue de la proposicién que la unidad biciclica v = 1+ (1—g)hg es no trivial. [

Es sabido que si G es un grupo abeliano, entonces sus subgrupos son normales.
Ademas, se recuerda al lector que todo grupo de torsiéon no abeliano G, tal que todos
sus subgrupos son normales es llamado un grupo hamiltoniano, este grupo tiene la

forma:

G=Kgx ExA,

donde E es un 2-grupo abeliano elemental, es decir, todo elemento a # 1 en E es
de orden 2, A es un grupo abeliano donde todos sus elementos son de orden impar

y Ky es el grupo de los cuaterniones de orden ocho:

Ks = (a,b: a* =1,a* = b*,bab™ " = a™').

Proposicién 5.2.1. Sea G un grupo de torsién tal que U (ZG) = G. Entonces G

es abeliano de exponente igual a 1,2,3,4 o0 6, o bien, G es un 2-grupo hamiltoniano.

Demostracion. Del lema anterior se sigue que G es abeliano o bien G es
hamiltoniano. Primero supdongase que G es abeliano. Si su exponente es diferente
de 1,2,3,4 6 6 entonces G contiene un elemento de orden n, con n =50 n > 6. En
ambos casos, se tiene que ¢(n) > 2 (ya que ¢(n) = (mdd 2)) y la proposicién [5.1.6]

demuestra que G contiene una unidad ciclica de Bass que es no trivial.

De manera andaloga, si G es hamiltoniano pero no es un 2-grupo, entonces G

contiene un elemento x € A de orden p > 2. Entonces, el elemento g = ax tiene
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orden n = 4p y, de nuevo, ¢(n) > 2, por lo que G contiene una unidad ciclica de

Bass. O
La condicion dada en la proposicién anterior también es suficiente, pero su
demostracion no es tan trivial. Se demostrara este hecho a través de una serie de

lemas.

Lema 5.2.2. Sea G un grupo tal que las unidades de ZG son triviales y C5 un

grupo ciclico de orden 2. Entonces las unidades de Z(G x Cy) también son triviales.
Demostracién. Sea Cy = {(a : a®> = 1). Como Z(G x Cy) =~ (ZG)C5, un elemento

u € Z(G x Cy) puede ser escrito de la forma u = a + Ba donde «, 8 € ZG. Debido

a que u es unidad, tiene que existir otro elemento u=! = v + da tal que:

(a+ Ba)(y+da) = (ay+ B0) + (ad + fvy)a = 1.

Entonces:

ay+ps = 1
ad+pBy = 0.

Asi, se tiene:

(a+B8)(y+d) =ay+pi+ad+pBy=1

(a=B)(y—0) =ay+pd—(ad+ fy) =1

lo cual demuestra que (o + ) y (o — ) son unidades en ZG y por lo tanto son
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unidades triviales. Entonces, existen g1, go € G tales que:
a+f==xg9, a—pF==Lg.
s . , 1

De estas ultimas igualdades, se sigue que a = §(j:g1 + go), pero como los

coeficientes de a deben ser enteros, tiene que ser cierto que g; = =4gs. De esta

manera, se tienen dos opciones:
a+f=a—-pF=xg o a+p=—(a—p)==xg.

Para el primer caso, se obtiene o = +¢; y § = 0, mientras que para el segundo

caso a = 0y [ = £g;. En ambos casos se obtiene que u es trivial. O]

Lema 5.2.3. Las unidades del grupo-anillo ZKg son triviales.

Demostracion. En este punto, vale la pena recordar que:

Ks = {1,a,b,ab,a? a®,ab, ab®}.
Entonces, todo elemento o € Z Ky es de la forma:
a = 20 + 10 + T2b + x30b + Yoa® + 110> + yoa’b + ysab®.
Ahora, téngase en consideracién al anillo de cuaterniones enteros, esto es, el anillo
H = {mg + mqi + moj + msk: mg,my, mg, ms € Z}.

Es facil ver que las unicas unidades de H son =41, +i, +j, k. Ahora considérese el
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epimorfismo ¢: ZKg — H dado por

arr (zo —yo) + (w1 —y1)i + (z2 — y2)J + (23 — Y3)k.

Por ser un morfismo, si « es unidad en Z Kg entonces ¢(a) es unidad de H; por

lo tanto, para algun indice r, 0 <7r < 3, se debe cumplir que:

Tr —Ypr = 1

rs—ys = 0sis#r.

Por otro lado, es facil notar que a? es central y que g—% ~ (Cy x (Y. Si se denota

K
como g la clase de un elemento g € Kg bajo el cociente y como ¢: ZKg — 7 (—8) ,

(a?)

K,
8 ) hacia Z Kg, se tiene que:

(a2)

la extension de la proyeccion candnica Kg — (

Y(a) = (o + yo) + (21 + y1)a + (x2 + y2)b + (v3 + ys3)ab.

Se sigue del lema anterior que las unidades de Z(Cy x C5) son triviales. Asi,

para algin indice h, 0 < h < 3, se tiene:

J?h—l—yh = 41
T +y, = 0, sih#k.

Es facil notar que r = h y

. =FlLy =02, =y, =0, si s #r,
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=0y, =+l 2, =y, =05l s #r.
En ambos casos se llega a que a es unidad trivial de Z K. O

Lema 5.2.4. Sea ¢ una raiz primitiva de la unida de orden 3 6 4. Entonces, las

unidades del anillo ciclotémico Z[(] son simplemente {£(}.

Demostracion. Se considerara primero el caso en que ¢ es una raiz cubica de la
unidad. Se debe recordar que el polinomio minimal de ¢ es X2+ X + 1, asi que todo
elemento o € Z[(] es de la forma o« = a + b(, con a,b € Z. Supéngase que « es una
unidad de Z[¢]. Dado que la aplicacién f: Z[(] — Z[(] dada por f(z +y) =z + y(?

es un automorfismo, se sigue que o = a 4 b¢? es también una unidad y asi
aa’ = (a+b¢)(a+b(%) = a® + b +ab(¢ + () = a® + b* —ab

es también una unidad, pero aa’ € Z, asi que a® + b* — ab = £1. Supéngase, sin
pérdida de generalidad, que | a |>| b |. Si b # 0, se sigue a® + b* > ab £ 1, lo cual es

una contradiccion.

Si b =0, entonces @« = a € Z es una unidad y a = +1. Si b = 1, se tiene que

2=a0a®—a+2=0. Para el primer caso se

a’>+ 1 =a=+1 lo cual implica que a
tiene a = 0 0 @ = 1 y para el segundo caso no se tiene solucion en los enteros. Si
a = 0 se tiene o = b( y como | a |= 1, se sigue que aw = (. Finalmente, sia = b =1
se tiene que o = 1 + ¢ = —(2. El caso en que ( es rafz primitiva de la unidad de
orden cuatro es atin mas ficil, ya que ( =i y los elementos en Z[i] son de la forma

a=a+bi,a,b € Z, es decir que o € Cyporlotantoa=+1yb=00a=0y
b=+1 m
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Teorema 5.2.1 (Higman). Sea G un grupo de torsién. Entonces, todas las
unidades de ZG son triviales si y solo si G es un grupo abeliano de exponente

igual a 1,2,3,4 0 6 o G es un 2-grupo hamiltoniano.

Demostracién. La condiciéon necesaria ya se ha demostrado. Para probar la
condicion suficiente, considérese el caso en que G es un grupo abeliano de exponente
igual a 1,2,3,4 o 6 y supdéngase que G es finito. En este caso, el teorema [2.4.1

asegura que:

QG ~ DgjnaqsQ(Ca)

Nd
| K(Ca: K |)

En esta férmula, 7y denota el nimero de elementos de orden d en G. En otra

donde (4 denota a las raices primitivas de la unidad de orden d y ay =
palabras, solamente las raices de la unidad cuyos 6rdenes son iguales a los 6rdenes
de los elementos en GG aparecen en la descomposicion. Sea R la preimagen, bajo el
isomorfismo, del orden:

M = @gnaaZ(Ca).

Notese que si G es como se propuso al inicio, entonces G es de la forma:

~ (O X+ x(CYy,
~ (O3x---x(Cs,
Cy x -+ x Oy,

12

Cox - xCyx(Cyx---x(Cs,

Q Q Q @ @
12

12

Cox - x(CyxCyx--xCy.

Sin embargo, por el lema [5.2.2 se puede asumir que G es del segundo o del
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tercer tipo. En ambos casos, se sigue del lema que todas las unidades de R son
triviales y por lo tanto de orden finito. Como U(ZG) esta contenido en R, también
sus unidades son de orden finito, como G es abeliano, se sigue que estas deben ser

triviales. En el caso en que G es un 2-grupo hamiltoniano la conclusién se sigue

directamente de los lemas y 15.2.4] O]
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6. APLICACIONES

En este capitulo se daran los conceptos basicos de teoria de codigos. Se
empezara dando una descripcién del sistema de comunicacion como lo propuso
Claude E. Shannonl| en 1948. En esta parte también se introduciran todos los
conceptos basicos del sistema de comunicacion como canal, codificador, decodificador
y cbdigo, ademas de hacer un breve estudio de los cédigos lineales, para terminar

este capitulo con una clase de codigos en particular, los ciclicos.

6.1. Sistema de comunicacién

La figura [ 7| muestra un sistema de comunicacién de una fuente a un destino
mediante un canal. La comunicacién puede ser en el dominio del espacio (es decir,
de un punto a otro) o en el dominio del tiempo (al guardar informacién en algin
punto en el tiempo para ser recuperada posteriormente). La codificacion de la fuente
tiene doble propdsito. Primero, servir como traductor entre la salida de la fuente
y la entrada al canal. Por ejemplo, si la informacién transmitida de la fuente al
destino estd en senal andloga y el canal espera recibir senal digital, se necesitara una
conversion, de analoga a digital en la fase de codificacion y un convertidor de senal

digital a andloga en la fase de decodificacion.

Como segunda funciéon se podria requerir que el codificador de la fuente
comprima la salida de la fuente para economizar en la longitud de la transmision, eso
significa que en el otro extremo, el decodificador de la fuente necesitard descomprimir

la senal.

!Claude Elwood Shannon (Michigan, 30 de abril de 1916 — 24 de febrero de 2001) fue un
ingeniero electrénico y matematico estadounidense, recordado como el padre de la teoria de la
informacion.
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Figura 7. Sistema de comunicacion propuesto por Shannon

Fuente 5| Codificador de «| Codificador del
la fuente Canal
Canal
\ 2
Destino | Decodificador de | Decodificador
la fuente del Canal

Fuente: elaboracién propia, con software Dia.

Algunas aplicaciones necesitan que el decodificador restaure la informacién para

que sea idéntica a la original, en cuyo caso se dice que la compresion es sin pérdidas.

Otras aplicaciones, como la mayoria de transmisiones de audio e imagenes,
permiten una diferencia controlada o distorsién entre la informacién original y la
restaurada, asi que esta posibilidad es usada para lograr mayor compresién. En este

caso se dice que la compresion es con pérdidas.

Los canales no son perfectos debido a limitaciones fisicas y de ingenieria, es

decir, su salida puede diferir de su entrada debido al ruido o a defectos de fabricacién.

Mas atin, en algunos casos el diseno requiere que el formato de la informacion de
salida del canal difiera del formato de entrada. Ademas hay aplicaciones tales como
los medios de almacenamiento masivo magnético y 6ptico, donde no se permiten

ciertos patrones en el flujo de bits a transmitir. Dado esto, el rol principal del
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codificador del canal, es superar estas limitaciones y hacer el canal tan transparente

como sea posible, tanto desde el punto de vista de la fuente como del destino.

Es asi como entran a participar los cédigos, estos fueron inventados para
corregir errores en los canales de comunicacion debido al ruido. Por ejemplo,
supongase que hay un cable telegrafico desde la ciudad de Guatemala hasta la ciudad
de Panama4, mediante el cual se pueden transmitir unos y ceros. Usualmente cuando
un cero es enviado se recibe un cero, pero ocasionalmente un cero puede ser recibido
CcOMO Un uno O Un uno como un cero. Supéngase que en promedio, 1 de cada 100
simbolos se recibe de forma errénea, es decir, por cada simbolo hay una probabilidad
p = 1/100 de que ocurra un error en el canal. A esto se le llama un canal binario

simétrico y se denota como BSC por sus siglas en inglés.

Figura 8. Canal binario simétrico
1 Lop y 1
p
p
0 0
l1—-p

Fuente: elaboracién propia, con software Dia.

Ademas supdongase que se enviaran muchos mensajes por ese cable y se
necesita enviarlos de manera rapida y segura. Los mensajes ya se encuentran escritos

como cadenas de ceros y unos, producidos, quizas, por alguna computadora.
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Se van a codificar estos mensajes para darles una proteccién en contra del
ruido del canal. Un bloque de k simbolos del mensaje u = uy...ug, u; = 001,
serd codificado como una palabra-cédigo x = z1...x2,,2; = 001 donde n > k

(véase la figura @ Estas palabra-cédigos forman un cédigo.

Figura 9. Proceso de codificacién
Fuente del . R
| ->
mensaje uMensad'e Codificador Palabra-cédigo Canal
1. Ug T1...Tp
Ruido

Fuente: elaboracién propia, con software Dia y exportado a TEX

La primera parte de la palabra-cédigo consiste en el mensaje mismo:

Ty = Uy, T2 = U2, ..., T = Uk,

seguido de n— k simbolos de comparacion zyy1, .. ., z,. Los simbolos de comparacion

son elegidos de tal forma que las palabra-cédigos satisfagan

€

X2

T

donde la matriz H de (n— k) X k es la matriz de comparacién de paridad del c6digo,
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dada por:

H = [A] L], (6.1)

donde A es una matriz fija de (n — k) x k de ceros y unos e:

1 0 0

01 . 0
I =

0 0 . 1

es la matriz identidad de (n — k) x (n — k). La aritmética en la ecuacién (6.1)) se hace

en modulo 2, es decir que se estd trabajando con el campo Zs.

Ejemplo 6.1.1. La matriz de comparacion de paridad

01 1(1 00
H=110 1[0 10
11 0]0 01

define un cédigo con k = 3 y n = 6. Para este codigo:

011
A=11 01
110

El mensaje ujusus es codificado en la palabra-cédigo x = 12923242516 que empieza

con el propio mensaje:

1 = U1, T2 = U2, T3 = U3,
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seguido de tres simbolos de comparacién z4xs7¢ tales que Ha! = 0, es decir, se

cumple:

T2 +ZL’3+I4 = O,
T+ T3+ Ts = O, (62>

$1+.1'2—|—£B6:O.

Si el mensaje es u = 011, entonces x; = 0, x5 = 1, 3 = 1 y los simbolos de

comparacion son:

Ty = 0
Iy = 1
Tg = 1

por lo que la palabra-cédigo es x = 011011.

Las ecuaciones dadas por (6.2]) son llamadas de comparacién de paridad del
codigo. Las ecuaciones de paridad dicen que el cuarto, quinto y sexto simbolo siempre

deben sumar cero médulo 2, es decir, su suma siempre es par.

Es facil notar que el nimero de palabra-cédigos posibles para esta matriz es

23 = 8. Estas son:

000000 011011 110110
001110 100011 111000 -
010101 101101

En general en un cédigo hay 2* palabra-cédigos, si el alfabeto es {0,1}.
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Luego de haber visto de manera intuitiva un coédigo lineal, se da la definicion

formal:

Definicién 6.1.1. Un cédigo de bloques lineal sobre GF(q) de longitud n y
dimensién k, es un subespacio de V,,(¢) de dimension k, donde V,,(¢) es un espacio

vectorial de dimensién n sobre GF(q). Se denota a este como cédigo lineal (n, k).

El término cédigo de bloques se refiere al hecho que toda palabra-cédigo tiene
la misma longitud, es decir, es una n-upla. La palabra lineal se deriva del simple
hecho que las palabra-cédigos forman un subespacio. También existen los codigos de
arbol, de los cuales los codigos de convolucién son un caso especial. Dichos codigos
no dividen el mensaje en bloques. En la practica de la ingenieria estos codigos son

bastante importantes, pero no se hablara de estos en este trabajo.

Definicién 6.1.2. La distancia de Hamming d(u,v) entre dos n-uplas u y v de
Vo(q) esta definida como el nimero de coordenadas en el cual difieren. El peso de

Hamming w(u) de una n-upla u € V,,(¢) es el nimero de coordenadas no nulas de u.

La mayor parte del trabajo en teoria de codigos se desarrolla en base a la

distancia de Hamming. Otra métrica con la que también se trabaja es la de Lee.

Como se dijo anteriormente, en la transmision de una palabra-cédigo en
algin canal, se puede producir errores debido al ruido. Por error, se entiende que
puede ocurrir un cambio en cualquiera de las coordenadas de la n-upla trasmitida.
Justamente el punto de codificar es que, bajo ciertas circunstancias, estos errores se

pueden corregir.
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6.2. Cédigos ciclicos

Ya que se ha hecho la presentacion de los coédigos lineales, se procede a estudiar

una clase muy particular e importante de ellos; los cédigos ciclicos.

Definicién 6.2.1. Un cddigo es ciclico si es lineal y ademas todo desplazamiento

ciclico de las coordenadas de una palabra-cédigo es también una palabra-cédigo.
Los cédigos ciclicos figuran entre los primeros que aparecieron para el uso
practico, estos eran implementados usando registros de desplazamientos. Para poder
hacer un buen disenio de codigos es necesario conocer la estructura algebraica de los
mismos. En esta seccién se abordara la estructura algebraica de los codigos ciclicos.
El lector debera notar que los cédigos ciclicos no dependen de la linealidad de los

mismos, de hecho, también existen los cédigos ciclicos no lineales.

Resulta muy conveniente identificar a los codigos ciclicos con polinomios, esto

es, a cada palabra-cédigo:

a = (ap,as,...,a,_1) € F"

se le asocia el polinomio:

a(z) =ap+ ax+ -+ ap_12" " € Fla],.

Si ¢ es una palabra-cédigo del codigo C, entonces c¢(z) es su polinomio-

cédigo asociado. Con esta identificacion, la palabra-cédigo con corrimiento ¢ tiene el

142



polinomio-codigo asociado:

~ 2 —2
() =cpo1 +cox + x4+ F ooz

Asi, es tentador pensar que ¢(z) es casi igual al producto xc(x). Mds atn,

é(x) = ze(x) — cpq (2™ = 1)

de donde se deduce que:

é(x) = ze(x)(mod =™ — 1).

Dicho de otra manera é(x)y xc(x) son iguales en el anillo de polinomios IF[z]
con multiplicacién médulo 2™ — 1. Como se esta trabajando con cédigos, segin la
definicion F = GF(q) y GF(q)[z] es el anillo de polinomios sobre GF(q) en la
variable x. Entonces, por lo descrito en el parrafo anterior, resulta claro que hay un
isomorfismo natural entre GF(q)[z]/(z™ — 1) y los polinomios de grado menor que n
con multiplicacién definida médulo 2" — 1. Se denota al anillo GF(q)[z]/(z" — 1)
como A,. Es claro que A, es también un Aalgebra sobre GF(q). Méas aun, si
C, = (z), 2" = 1, es un grupo ciclico de orden n, es evidente que existe un
isomorfismo entre GF(q)C,, v GF(q)[z]/(z"™ — 1) = A,, donde se ha utilizado el
simbolo x para ambas &algebras con el tnico propdsito de hacer énfasis en esta

identificacion.

Lo anterior quiere decir que A, ~ GF(q)C,, pero GF(q)C, es un grupo-
algebra, con lo cual se ha demostrado que los cddigos ciclicos son un grupo-algebra

y por lo tanto su estructura algebraica esta plenamente identificada.
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Teorema 6.2.1. Un c6digo lineal (n, k) C sobre GF(q) es ciclico si y sélo si dicho

cédigo es un ideal de A,,.

Demostracién. Sea C un ideal de A,,. Es claro que C es un subespacio de A,
como espacio vectorial, por lo que solamente falta verificar que es un subespacio
ciclico, lo cual se sigue del hecho que C es ideal y por lo tanto cerrado bajo
multiplicacion por z. Para el converso, supéngase que C es un subespacio ciclico,
eso quiere decir que es cerrado bajo la suma y el producto por x y por lo tanto es

cerrado bajo el producto de cualquier elemento de A,,, entonces C es un ideal. O

Como el lector podra notar, el estudio de cédigos ciclicos, se reduce a estudiar
los ideales de A,,, que es un grupo-algebra. Para ello serd provechoso conocer cuando
A, es semisimple o no, tarea que se realizé en el capitulo 3. Asi por el corolario [2.3.2
se sabe que A,, es semisimple si y solo si car(K) 1 |G|. En el caso de tener un campo
binario, esta condicién se reduce a exigir que |G| sea un nimero impar. Supéngase
que car(K) 1 |G| entonces aplicando el teorema se deduce que todo ideal de
A, es de la forma L = A,e, donde e € A, es un elemento idempotente. De esto se

obtiene el siguiente:

Teorema 6.2.2. Si car(K) 1 |G| entonces el estudio de los grupos ciclicos
es equivalente al estudio de ideales en grupo-algebras generadas por elementos

idempotentes.

Para el estudio de los ideales de A,, es importante conocer la factorizacion de
2" — 1. En general se desea que los factores de 2" — 1 no sean de multiplicidad
mayor a 1. Recordando que GF'(q) es el campo extensién de Galois con p™ elementos
entonces se puede verificar que ™ — 1 no posee factores aparte de los lineales si y

solo si (n,q) = 1.
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Teorema 6.2.3. El tinico polinomio ménico g(x) de grado minimo en un ideal
A de A, es un generador de A y divide a 2" — 1. La dimensién de A es n — deg(g).
Mads atn, si g(x) es un divisor de z™ — 1 entonces también es un generador de un

ideal A en A,,.

Para la demostracién del teorema anterior, se sugiere consultar (2:52). De la

misma fuente se puede consultar la demostracion del siguiente:

Teorema 6.2.4. Sean A; y A dos ideales del grupo-dlgebra GF(q)C, con

polinomios generadores g; () y go(x) respectivamente. Entonces

o Ay U Ay es generado por (g1(x), g2(z).
o A N Ay es generado por [g1(x), ga(x)].
) Ay Aj es generado por (g1(x)ge(z), 2™ — 1).

Un cédigo (n, k) ciclico sobre GF(q) corresponde a un ideal A,, que es generado
por g(z), un divisor de 2™ — 1. De esta forma, siendo o, la funcién definida como
o1 =1q (mdd ¢" —1), se tiene segin (2: 31), que el nimero de factores de 2" — 1
es 04(n) y de esta cuenta el nimero de cédigos ciclicos de longitud n sobre GF(q),
(n,q) = 1 es 274" lo cual incluye los cédigos triviales, a saber: el cédigo (0) y el
grupo-algebra. Esto complementa la teoria desarrollada en la seccién [2.4]en la cual se
demuestra que el grupo-algebra GF'(q)C,, es suma directa de extensiones ciclotémicas
de GF(q). Ahora bien, algunos de estos c6digos podrian ser equivalentes, asi que es
de interés saber cuando los ideales del grupo-algebra son equivalentes para lo cual se

sugiere consultar (2:43-45)
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Ejemplo 6.2.1. Considérese el grupo-algebra del grupo ciclico C3 sobre GF'(2)

cuyos elementos son:

GF(2)C3={0,1,9,¢*,1+ 9,1+ ¢* g+ 9" 1+ g+ 4"}
y como (3 es abeliano, de la seccion [2.4] se tiene que los ideales del grupo-
algebra deben ser bilaterales. Esto implica que los ideales no pueden ser isomorfos
a pares y ademads cada ideal contiene un idempotente central que los genera (véase

teorema [1.3.3)). Para esta algebra en particular existen dos ideales no triviales, que

son:

A ={0,1+ g+ g2},

A2 = {ng+g271+9271+g}
con idempotentes generadores:

er=1+g+g°

es=g+g*
respectivamente. Ademds se sigue que:

GF(2)Cs = A, @ A,.
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CONCLUSIONES

Para el estudio de los grupo-anillos es importante conocer la estructura de
los grupos abelianos y hamiltonianos, asi como la teoria de moédulos y el

teorema de Wedderburn-Artin.

Las condiciones necesarias y suficientes para que un grupo-anillo sea

semisimple, vienen dadas por el teorema de Maschke.

Toda representacién de un anillo conmutativo sobre un grupo dado,

corresponde a un médulo del grupo-anillo correspondiente.

En general no es facil encontrar unidades no triviales en grupo-anillos, pero

es posible construir algunas usando elementos idempotentes.

Las grupo-algebras dan estructura matematica a los codigos correctores

conocidos como ciclicos.
Cuando la caracteristica del campo no divide al orden del grupo el estudio

de los codigos ciclicos se reduce a estudiar los ideales de grupo-algebras

generadas por elementos idempotentes.
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RECOMENDACIONES

Usar el primer capitulo como guia de temas para el desarrollo de un curso

de algebra moderna de pregrado.

Para el estudio de los cédigos ciclicos, se puede utilizar los resultados del

capitulo 2, en especial los de las secciones 2.3 y 2.4.

Estudiar la teoria de cédigos correctores desde el punto de vista algebraico,

permitiendo asi dictaminar la capacidad correctora de los mismos.

Para la lectura de los capitulos 2 y 3 es importante tener conocimientos

previos de teoria de grupos y anillos.

Implementar el estudio de teoria de médulos en el curso de Algebra 2 de la

licenciatura en Matematica Aplicada de la USAC.
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